27 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Erinnerung

(1) [aJw = a+ W ist die Nebenklasse von o mod W. Ein 8 € [a]w heiBt Reprdsentant der
Aquivalenzklasse.

(2) V/W := Menge der Nebenklassen. Versehen mit einer Verkniipfung +:
(e + W)+ (g + W) := (a1 + ) + W
und einer Verkniipfung Skalarmultiplikation:

c-(a+W):=(ca)+ W fir c e K.

Lemma 27.1.
Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, unabhéngig von der Wahl der Représentanten, i.e.

(@) a=d" mod Wund g =" mod W =a+p=d+ [ mod W

(b)) a=a" mod Wund ¢ € K = ca = ca/ mod W.

Beweis
(a) a—a’ eWund - eW=(a—d)+(B-pF)=
v o
(a+p)—(d+8)eW=a+=ad+ 3 mod W.

b)) a—deW=cla—d)eW =ca—cd € W= ca=ca mod W. O

Lemma 27.2.
V/W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

Beweis

UA: Was ist 0?

Ovyw = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.
Was ist eine additive Inverse?

Notation
a:=a+ W. Also

(ii) a=0a+W=WoaecW
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Satz 27.3.

(Die kanonische Projektion)

mw V= V/W

mw (@) := @ ist eine surjektive lineare Tranformation mit ker(my ) = W.

Beweis

mw(con + ) = (coq + cag) + W = (cay + W) + (cas + W) = c(a; + W) + (ag + W). Sei

a € V/W, dann ist @ = my ().
acker(my) ea=0pwSat+W=W&acW.

Korollar 27.4.
dim W + dim(V/W) = dim V.

Satz 27.5.

(Homomorphiesatz)

Seien V. Z zwei K-Vektorrdume und 7' : V — Z linear. Es gilt:
V/ker(T) ~ R;.

Beweis - B
Definiere T': V/ker(T) — Ry mit T'(a + ker(T)) = T(@) = T'(«).

(i) Ist T wohldefiniert ? @ = o/ = T(a) = T(a/) ?
a—d eker(T) e T(a—d)=0&T(a)=T()

(¢4) Linear ? B B B
T(ay+a3) =T(ag + az) = T(ag + ag) = T(ay) + T(az) = T(aq) + T(az).

Analog zeigt man: Fiir ¢ € K und o € V ist T(ca) = cT'(@).
(4ii) T(a) € Ry. Esist T(@) = T(a). Also ist T surjektiv.

(iv) T injektiv ?

acker(T) e T@) =0« T(a) =0« acker(T) & a=0. So ist T regulr.

Korollar 27.6. W W

W
wobei W, W' Unterrdume von V und V=W & W’ sind.

/
~ W,

Beweis

g

V =W @& W’ bedeutet fiir alle v € V', dass genau ein w € W und genau ein w’ € W’ existieren,

so dass v = w + w'.

Definiere Py, : V — Wv — w'.

UA: Ist Py, linear? Surjektiv?

veker(Py) e Py(v)=0uw =0s0velV.
Satz 2 = V/ ker(PW/) ~ Bild (PW’)
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Korollar 27.7.

. . . (V/W)" = W?,
wobei W C V ein Unterraum ist.

Beweis

Sei my : V. — V/W. Betrachte ly, : (V/W)* — V*. Setze T := my.
Ry = (ker(T))" = WO ker(T") = (Rp)° = (V/W)° = {0}.

Also ist T" reguléir und surjektiv auf W°.

Fragestellung
Sei W C V ein Unterraum. Was ist die Beziehung zwischen W* und V* 7

Korollar 27.8.
W* ~ V*/WO,

wobei W C V ein Unterraum ist.

Beweis

Id: W — V Identitdtsabbildung
Id' . V* — W*

ker([dt) == (R[d)o = WO

Rrg = (ker(I1d))? = ({0})° = W*.

Beweis

Ubungsaufgabe

Betrachte die Abbildung p : V* — W*; p(f) := f/W (die Restringierung).
Ist p linear? Was ist ker(p) ? Was ist R,?

Benutze Homomorphiesatz (nach der Berechnung von ker(p) und R,).



