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Prof. Dr. Salma Kuhlmann

KAPITEL I: POLYNOMALGEBREN.

In Kapitel I (Skripte 1 bis 5) werden wir die Polynomalgebra und ihre Eigenschaften ndher
kennenlernen. Diese Begriffe und Kenntnisse werden wir in dieser Vorlesung (insbesondere in
Kapitel II und I11) weiter bendtigen.

§ 1 Algebren

Erinnerung 1.0
Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum mit einer Multiplikation von Vek-
toren:

Ax A — A

(v, B) — af,
so dass fiir alle o, 5,7 € A und ¢ € K gilt:

(a) a(B7) = (aB)y

(b) a(f+7)=af+ay und (a+fB)y=ay+ By

(¢) c(af) = (ca) = a(ch)
Falls es 1 € A gibt, so dass laa = al = « fiir alle « € A gilt, dann heiit die Algebra eine
Algebra mit Einheit.

Falls gilt af = Pa fir alle «, 8 € A heifit A eine kommutative Algebra.

Beispiel 1.1.
A = M, «,(K) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit.

Beispiel 1.2.
A := L(V,V) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit.

Beispiel 1.3. (Potenzreihen Algebra)
Betrachte:

o KMo .= {f:f:Ny— K, f Abbildung }
e Schreibe f = (fn)nen, = (fo, f1,--+)

e Addition punktweise, i.e. (f 4+ g)n = fn + 9n (%)
e Skalarmultiplikation, auch punktweise : (cf), = cf,
e Produkt: (fg), := Z fign_; fiir alle n € Ny (%)

1=0
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Proposition 1.4.
A := K™ mit den Verkniipfungen (wie in (x) und (x*) erklirt) ist eine kommutative Algebra
mit Einheit.

Beweis:
e In Lineare Algebra I (Skript 13) haben wir die Axiome der K-Vektorrdume fiir KMo bereits
bewiesen. Wir berechnen nun:

e kommutatives Produkt: (¢f), = Zgifnfi = Zgnﬂ‘fi = Z fiGn—i = (fg)

[(f9)h],, Z(fg —Z ijgu nei

||
&
S

J

>

1

=0 =0 j=0 i=0 j=0
e assoziatives Produkt: n
_ijzgz nlj_zszgz (n—j)—i = fi(gh)n-;
= = 7=0
[f (gh)}n-

e Zeigen Sie dass 1 := (1,0,...,0,...) eine Einheit ist. Auch die iibrigen Axiome (b) und (c)
werden ihnen als UA, UB iiberlassen.

Notation:
=(0,1,0,...) ¥ =1 " :=x---x (n-mal)

Proposition 1.5.
(1) 2% =(0,...,0,1,0,...) (1 ist die k-te Stelle) fiir alle k € Nj.

(2) {z* | k € Ny} sind linear unabhingig. Also ist KMo unendlich dim.

Beweis
Bereits in Linear Algebra I Korollar 13.5 gefiihrt.

Definition 1.6. und Notation
A = K" heifit die Algebra der Potenzreihen iiber K.
Sie wird bezeichnet als A := K[[x]].

oo
Warum Potenzreihen? Formale Schreibweise: f = Z fnz"
n=0
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§ 2 Die Polynomalgebra

Notation
Klx] := span{a® | k € Ny}

Definition 1.7.

1. f € Klz] heiBt Polynom tiber K.

2. Sei nun f # 0, f € K[[z]]. Es gilt: f € KJz| genau dann, wenn es genau ein n € Ny
exisitert mit f,, # 0 und f, = 0 fiir alle £k > n. Wir setzen deg f := n, der Grad von f ist
n.

3. Wenn deg f = n, dann ist f = foz°+ fixl+- -+ f,2™; f, # 0. Die f; heilen Koeffizienten

von f.

Definition 1.8.

1. Ein Polynom dergestalt f = fox? ist ein Skalarpolynom (deg f = 0 oder f = 0).

2. Ein Polynom f # 0 ist normiert, falls deg f = n und f, = 1.
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In diesem zweitem Skript werden wir zundchst Polynome als Potenzreihen mit endlichem Sup-
port wieder erkennen ( also Klz| C K[[z]] ). Wir werden dann diese Beobachtung ausnutzen
um zu zeigen dass K[x] ebenfalls eine kommutative Algebra mit Einheit ist. Danach werden wir
Polynome als Funktionen ansehen. Wir untersuchen ganz genau die Beziehung zwischen das
Polynom f und die Polynomfunktion f

Bemerkung 2.0.
Sei f € K][z]]. Definiere Support f := {n € Ny; f,, # 0} . Die folgende Eigenschaften folgen
unmittelbar aus den Definitionen:

(i) Support f = ) genau dann, wenn f =0
(74) Support f ist endlich genau dann, wenn f € K|x]
(13i) Sei f #0, f € Klz]; es gilt deg f = max Support f.

Satz 2.1.
Seien f,g € K[x] und f,g # 0. Es gelten:

(1) fg#0

(i) deg (fg) =deg f+degg

(731) fg ist normiert, falls f und g normiert sind
) fg ist skalar < f und g skalar sind
)

(v) Falls f+ g #0, gilt deg (f + ¢g) < max (deg f,deg g)

(v

Beweis:
Setze deg f :=m und deg g := n. Wir erhalten vorab (aus der Definition des Produktes fg):

m+n S
f9=> (D frgsr)a® fiir f = Zm undg—ZgZ
s=0 r=0

Insbesondere cx™dx™ = cdx™™ und fg = Z Z figjxiﬂ
0<i<m 0<j<n
Behauptung: (*) (fg)m-i-n = fmgn und (**) (fg)m—i-n—I—k =0, fir k£ > 0.
m+n+k
e Wir berechnen fg m4n+k — Z fzgm—f—n—I—k i

e Dafiir untersuchen wir welche Betrage ungleich Null sind:

® figminiki Z0=>1<m,(fi Z0) und m+n+k—i<nalsom+k <i.
e Das heiBt: figminik—i #0=>m+k <i<m,ie k=0und m=i.

e Somit haben wir die Behauptung bewiesen.
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e Nun implizieren (x) und (x*) unmittelbar (i), (ii) und (iii).
e Auch (i) und (ii) implizieren (iv).
e (v): UA, UB. O

Korollar 2.2.
K|[z] ist eine kommutative K-Algebra mit Einheit.

Beweis:
K[z] ist ein Unterraum von K[[z]]. Es geniigt also zu priifen, dass K[z] unter Produkte abge-
schlossen ist, i.e. f,g € K[x] = fg € K|[z]. Dieses folgt aus Satz 2.1 Punkt (ii). O

Korollar 2.3.
f,g,h € Klx]; f #0. Aus fg = fh folgt g = h.

Beweis:
K|[z] ist ein Integritéatsbereich (siche Satz 2.1 Punkt (i)). O

Definition 2.4.
f+ K — K ist eine polynomiale Funktion, falls es cg,...,c, € K gibt, so dass f(z) =
co+cx+ -+ ¢ fir alle x € K.

Eine polynomiale Funktion ist etwas anderes als ein Polynom. Wir werden die Beziehung nun
genau analysieren. Dafiir brauchen wir eine Definition:

Definition 2.5. .
Sei A eine K-Algebra mit Einheit; sei f € K[x]; schreibe f = Z fix’; und sei o € A.

=0

Definiere f(a) := Zfio/ mit o := 1.
i=0

Definition 2.6. 3
Setze A = K. Ein Polynom f € K|[x] bestimmt also eine polynomiale Funktion f: K — K;
aeKw— Y, fiah € K.

Beispiel 2.7.
A - MQXQ(K)

B:(_i g) f=a"+2
=23 4)+ (42"

Satz 2.8.
Seien A eine K-Algebra mit Einheit, f, g € K[z];a € A,undc € K. Es gelten

(1) (ef +9)(a) = cf(a) +g(a)
(ii) (fg)(a) = fla)g(a)
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Beweis:
Ubungsaufgabe.

Beispiel 2.9.
Sel v € K fest.

L,: K] — K
foo— fla)

ist eine lineare Funktionale.

Der Beweis fiir folgende Proposition ist einfach.

Proposition 2.10.

Sei K[z]~ der K-Vektorraum der polynomialen Funktionen. Wir versehen K [z|~ mit der punkt-
weisen Funktionen Multiplikation: V¢ € K; (f§)(t) := f(£)j(t).

Dann ist K[z]|™ ist eine K-Algebra mit Einheit.

Beispiel 2.11.

Sei K = IF, fiir eine Primzahl p . Betrachte das Polynom f = (2? — ) € K|z]. Dann ist f # 0
(hat # 0 Koeffiziente). Es gilt jedoch dass f = 0, i.e. ist die Nullabbildung.

Eg p=3, f=2%—x=2%+ 2z € F;[z].
F#£0, weil (flnen, = (0,2,0,1,0,...,0,...) % (0,0,0,0,...,0,...).

Aber f(0) = f(1) = f(2) = 0 in F3. So ist f : F3 — F3 die Nullabbildung. Mehr dazu im
Ubungsblatt.

Wenn aber K unendlich ist, haben wir solche Beispiele nicht! Wir werden dieses in Skript 3
genau untersuchen.
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In diesem Skript werden wir beweisen dass die Algebren Klx| (Polynome) und K|x] (Poly-
nomfunktionen) isomorph sind, wenn der Korper K unendlich ist. Wir werden fiir den Beweis
Lagrange Interpolationsformel brauchen. Fiir den Beweis von LIF werden wir wiederum Du-
albasen (LA I Skript 22) benitigen. In Abschnitt 3 setzen wir unsere Untersuchung von K|z
fort. Diese Resultate werden in Kapitel II, und insbesondere in Kapitel I1I bendtigt.

Sei V := K|[z]<, der K-Vektorraum der Polynome mit deg < n (zusammen mit 0 Polynom).
Wir bemerken: dimV =n + 1, weil e.g. {2°,...2"} eine Basis bildet.

Satz 3.0 (Lagrange Interpolation):

Sei n € N. Sei K ein Korper, tg,tq1,...,t, n + 1 verschiedene Elemente aus K.
Fir 0 <i <n, sei L; := Ly, € V* so definiert: L;(f) := f(t).

Dann ist {Lo, ..., L,} eine Basis fir V*.

Beweis:

Es geniigt eine duale Basis {F, ..., P,} von V zu finden. Solch eine Basis ist bestimmt durch
die Gleichungen L;(FP;) = d;; 0<i,j<n ()
Wir wollen also Py, ..., P, konstruieren, die (x) erfiillen.

Wir definieren

T — 1,
b= !
H(tz’—t;‘)
JF

Priifen Sie, dass diese tatséchlich () erfiillen. (Siche Ubungsblatt). Dariiberhinaus gilt fiir alle
feVif=> ft)P. .
=0

Definition 3.1. .
Seien A und A Algebren iiber K. Eine Bijektion ~: A — A;a — & ist eine Algebren-

Isomorphie, falls (ca + df) = ca + dB3 und (oﬁzB) — af fiir alle a, 8 € A, ¢,d € K gelten.

In Definition 2.6 haben wir fiir ein Polynom f € KJz| die Polynomfunkion f definiert. Wir
beweisen nun:

Satz 3.2.
Sei der Korper K unendlich. Dann ist die Abbildung
¢ K[z] — Klx]™

f — f

eine K-Algebren-Isomorphie.

Beweis:

Es ist unmittelbar zu priifen, dass f + cg = f + ¢§ und E — f§. Die Abbildung ist per Defini-
tion surjektiv. Ist sie Injektiv? D.h. f =0 = f = 0?

Seien deg f = n und to,...,t, verschiedene Elemente in K. Seien Fy,..., P, und schreibe
f = > f(t;)P; wie in LIF. Wenn f = 0, dann gilt insbesondere fiir alle i = 0,--- ,n dass
f(t;) = 0. D.h. alle Koeffiziente von f sind Null, und somit ist f = 0 das Nullpolynom. 0
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§ 3 Ideale

In Satz 2.1(i) haben wir schon bewiesen dass Klz] ein Integritétsbereich ist, und erfillt die
Kiirzungsregel

fig,he K[z]: f A#0und fg = fh = g = h (Korollar 2.3). Wir beweisen nun den Divisionsal-
gorithmus in K [z]. Wir benétigen ein Hilfslemma:

Lemma 3.3.
Seien f,d # 0 mit deg d < deg f. Es gibt ein g € K{z|, so dass f —dg = 0 oder deg (f —dg) <
deg f.

Beweis:
Schreibe deg f :=m > n := deg d.
m—1
[ =anz™ + Zaixi am # 0
E
d=by" + Y ba' by #0
i=0
a a =
Betrachte b—:xm_"d = b—:xm_" (bpa™ + ; bir') = apma™ + .
Also ist f — C;—mxm_”d # 0 und deg (f — Cg—’:xm_"d) < deg f.
Setze also g :n(%—’:)xm_" O

Satz 3.4. (Divisionsalgorithmus):
Seien f,d € K[x], f,d # 0;deg d < deg f. Dann gibt es ¢,r € K|x], so dass

(i) f=dq+r wobei
(73) r =0 oder deg r < deg d.

Ferner sind ¢,r durch (i) und (ii) eindeutig definiert.

Beweis:

Existenz: Sei f # 0 und deg d < deg f. Lemma 3.3 ergibt, dass ein g € K|[x] existiert, so dass
f—dg =0 oder deg (f — dg) < deg f.

Wenn f —dg # 0 und deg (f — dg) > deg d, folgt wieder aus Lemma 3.3, dass ein h € K|z]
existiert, so dass (f —dg) — dh = 0 oder deg (f — d(g + h)) < deg (f — dg).

Die Fortsetzung ergibt ... < deg (f —d(g+ h)) < deg (f — dg) < deg f.

Die Prozedur muss nach endlich vielen Schritten anhalten. Wir bekommen also ¢ € K[x] und
r =0 oder deg r < deg d mit f = dq+ 7.
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Eindeutigkeit: Sei f = dg1+7 = dg+r = d(g—q1) = (r1—7r) mit r; = 0 oder deg 1 < deg d.
q—q #0=d(g—q)#0und deg (r; —r) = deg d + deg (¢ — q1)-

Aber deg (11 — r) < max (deg r1,deg r) < deg d - ein Widerspruch.

So ¢ — ¢ = 0 und damit r; —r = 0.

Definition 3.5.

Seien f,d € Klz|;d # 0. Wir sagen dass d teilt f oder f ist durch d teilbar oder f ist ein
Vielfaches von d, wenn Divisionsalgorithmus r» = 0 ergibt, d.h. : f = dq + 0. In dem Fall heifit
q Quotient.

Diesen Begriff von Teilbarkeit in K[x] werden wir in Skript 4 weiter untersuchen und ausnutzen.
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In diesem Skript werden wir Nullstellen von Polnomen und deren Vielfachheit studieren. Ins-
besondere werden wir in Abschnitt 4 Taylor’s Formel lernen und beweisen. TF wird dann ein-
gesetzt, um die Vielfachheit zu bestimmen. Diese Begriffe werden wir u.a. in Skripte 12 und 13
(Kapitel 11I; Normalformen) bendtigen.

Korollar 4.1.
Seien [ € K[z];c € K. Es gilt: (z — ¢) teilt f genau dann, wenn f(c) = 0.

Beweis: Divisionsalgorithmus liefert ¢, r so dass f = (x —¢)g+r;7 = 0 oder deg r < 1. Also ist
r ein Skalarpolynom, und f(c) = r(c) = r. Insbesondere ist r = 0 genau dann, wenn f(c) = 0. O

Definition 4.2.
Seien f € K|z];c € K, dann ist ¢ eine Nullstelle von f , wenn f(c) = 0. Abbreviation: “NS von
fin K. Das heisst, ¢ ist Nullstelle von f genau dann, wenn (z — ¢) teilt f.

Korollar 4.3.
Sei f € K[z] mit deg f = n. Dann hat f hochstens n Nullstellen in K.

Beweis: Wir beweisen per Induction nach n.

e Induktionsanfang: wir priifen gleich fiir n = 0 (und n = 1.) Wenn n = 0 dann ist f = ¢
ein Skalarpolynom, und ¢ # 0. Dann hat f gar keine Nullstelle in K. Wenn n = 1, dann
Jda,c € K,a #0,s.d.f = ax + c. Klar gilt ar + ¢ = 0 genau dann, wenn r = =<, und damit ist
—¢ die eindeutige Nullstelle.

e Induktionsannahme: Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt.

e Induktionschritt: Sei a eine Nullstelle von f in K. Dann gibt es ¢ € KJz]| so dass f =
(x —a)g; deg ¢ =n — 1.

Sei b € K. Nun ist f(b) = 0 genau dann, wenn b = a oder b ist Nullstelle von ¢ in K.
Induktionsannahme = ¢ hat hochstens (n — 1) Nullstellen, also hat damit f hohstens n Null-
stellen. O
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§ 4 Formale Ableitungen

Notation 4.0:

Sei f =cy+c1x + cox? + -+ - + ¢, 2™, Setze:

f© = f:= D°f (Konvention) und

f(l) = f/ =c1+ 2cr+ - _'_ncnxn—l = le = Df
f®=f"=D*f:=D(D(f))

f(g) = Dg( )

usw

Bemerkung 4.4.

Fir f,g € K[z] und ¢ € K gilt: D(f + cg) = D(f) + ¢D(g). So ist D : K[z] — K][x] ein
linearer Operator. (Siehe auch UB 10; LA I). Allgemeiner gilt fiir n € Ng: D™ ist ein linearer
Operator.

Satz 4.5. (Taylor’s Formel)
Seien Char (K) =0;n € Ny,a € K,p € K[x] und deg p < n.

Es gilt: p = Zp(i)(a)il—!(:r —a)' (%)

=0

Beweis:

(Die Beweisidee ist wie fiir LIF'). Sei V' der K-Vektorraum der Polynome von deg < n (und
das 0 Polynom).

Fiir alle i = 0,...,n, definiere [; : V — K ; [; € V*, durch: [;(p) := p“(a) .

Setze p; := +(z — a)'. Es gilt L;(p;) = d;; (siche Ubungsblatt).

Also sind po; .o.yppund ly, ..., l, zueinander Dual-Basen von V und V*.
Also p=> " Li(p)p;. O
i=0

Bemerkung 4.6.
(1) 1,(z — a),...,(x — a)™ sind linear unabhéngig. Also ist diese lineare Kombination (x)
eindeutig.

(2) Char (K) = 0 wird vorausgesetzt damit ¢! # 0.

Definition 4.7.

Sei f # 0 und ¢ € K eine Nullstelle von f in K. Die Vielfachheit von c ist die groite p € N, so
dass gilt: (x — c¢)* teilt f,

Bemerke: 1 < p < deg f.

Satz 4.8.

Seien Char (K) =0, f #0,deg f <n und ¢ € K ist eine Nullstelle von f.

Es gilt: ¢ hat die Vielfachheit p genau dann, wenn

f® () =0bei0 <k <pu—1und fW(c)#0 (1)



Gesamtscript zur Vorlesung "Lineare Algebra I1"

Script 4: Lineare Algebra II (SoSe 2020)

Beweis:

13 ”
=

(x — ¢)* teilt f und (x — c)**! teilt f nicht. Es gibt also g # 0 mit f = (z — ¢)"g.

Bemerke: deg g < n — p und g(c) # 0.
Die Taylor Formel liefert

(x —c)H Zg >}A1sof ng) w

m!

Da die Koeffizienten von f als lineare Kombination von (z — ¢)*(0 < k < n) eindeutig

sind, ergibt ein Vergleich:

f= Zf e DY (I e
g@@ﬁx&@u+__+¢nm®ﬁ2_2;

gk—1)(¢)
(k—p)!
Insbesondere fiir ;1 = k erhalten wir f*(c) = g(c) # 0.

Also%(C):Ofﬁr()gkgu—lund%(c): fiir p < k <n.

(2= )f

() und (1) liefern f = f*(e) =
k=p :

B(e ptl(e () (¢
Alsof:(:c—c)“[fu(!)+fu+(1!)(:c )+ - —l—fn!()(:c—c)” “]
=9

Also f = (z — ¢)*g mit g(c) # 0.
Wir behaupten nun: (z — ¢)**! teilt f nicht, sonst hétten wir h € K|x]
mit f = (z — ¢)*"th = (z — )*(x — ¢)h = (z — c)Hg.

K[z] Integritatsbereich = g = (z — ¢)h. Also g(c¢) = 0. Ein Widerspruch.



Gesamtscript zur Vorlesung "Lineare Algebra I1" 13

5 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II (SoSe 2020)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript untersuchen wir weiter den Ring K[z|. Wir werden feststellen, das K|[z] viele
Figenschaften hat wie der Ring Z.. Diese Eigenschaften von Z haben wir in der Vorlesung LA 1
Skripte 1-4 studiert und bewiesen; die Beweise hier sind sehr dhnlich. Wir zeigen u.a. das jedes
Ideal in K|x] ein Hauptideal ist. Dafiir werden wir Satz 3.4 (DA) verwenden. In Abschnitt
6 beenden wir vorerst unsere Untersuchung von Klz|: Wir etablieren das auch in Klz| die
Primfaktorisierung gilt. Somit beenden wir Kapitel 1.

Definition 5.1.
Seien Py, -+ ,p; € K[z]. Ein Polynom d € Klz| ist der grdfite gemeinsame Teiler von py, . .., py,
bezeichnet mit ggT (py,...,ps), wenn:

1.V1<i<?¢ : d]|p;und
2. Wenn auch dy € K|[z] 1. erfiillt, dann gilt auch d, | d.

Definition 5.2.
p1, - -, pe sind relativprim, wenn ggT (py,...,p.) = 1 ist

Definition 5.3.
Ein K-Unterraum M C K|[z] ist ein Ideal, wenn gilt: Fiir alle f € K[z] und g € M ist fg € M.

Beispiel 5.4.

Sei d € K[x]. Setze M := dK|[z]| = {df ; f € K[x]} ist ein Ideal:

edf e M;dgeM;ce K—c(df)—dg=d(cf—g)€ M, also ist M ein Unterraum.
o fe K[xJund dg € M = f(dg) =d(fg) € M.

Definition 5.5.
< d >:= dK|[x] heifit Hauptideal mit Erzeuger d.

Beispiel 5.6.
K[z] =<1 > und {0} =< 0 > sind Hauptideale.

Beispiel 5.7.
Seien dy,...,dy € K[z]. M :=d,K[x] + --- + d¢K[x] ist ein K-Unterraum. Es ist ein Ideal:
Seipe M,p=dify +---+ fofe mit fi,..., fr € K[z] und sei f € K[x],
dann ist pf = dy (fif)+---+do (foy) € M.
~~ ~~

€K |z] €K|x]
Definition 5.8.

Das Ideal dy K[z]+- - -+ d,K|x] , bezeichnet mit < dy,--- ,dy, > , ist ein endlich erzeugtes Ideal,
mit Erzeugern dy, ..., d,.
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Weitere Beispiele: siche Ubungsblatt.

Satz 5.9.
Sei 0 # M C KJz| ein Ideal. Es existiert genau ein normiertes Polynom d € K|z|, so dass
M =<d>.

Beweis:
Existenz: Sei d # 0 und d € M, wihle d so dass deg d ist minimal und ohne Einschrankung d
ist normiert.

Sei f € M. (Divisionsalgorithmus) = f = dg + r, mit » = 0 oder deg r < deg d.

Aber r = f — dq. Also muss r = 0 und damit f = dq sein.
M
S

Eindeutigkeit: Sei g normiert, so dass M = gK[z| ist. Also existieren 0 # p,q € Klz|, so
dass d = gp und g = dg, also d = dgp ist. Es folgt deg d = deg d + deg p + deg ¢q. Also
deg p = deg q¢ = 0; p, ¢ sind Skalarpolynome. Nun sind g und d normiert, also p = ¢ = 1, also

Korollar 5.10.

Der normierte Erzeuger d vom Ideal < py,--- ,p, > ist der ggT (p1, ..., ps). Insbesondere, wenn
P1,- -, pe relativprim sind, dann ist < py,- -+, p, >= K|z].
Beweis:
1. <d>=dKlz] =< py,---,pe >, also p; €< d > fiir alle 1 <1 < ¢, also d | p; fiir alle
1<i</.

2. Sei dy € K|[z] so dass dy | p; fiir alle 1 <1 < {. Es gibt also g; € K[z] so dass p; = dyg; fur
alle 1 << Nund €< py,---,pr >, also d=piqi + -+ Pnn = do[grq1 + -+ + gnn)-

0
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§ 5 Primzerlegung (Primfaktorisierung)

Definition 5.11.

f € Klx] ist reduzibel iiber K, wenn es g,h € K[z] gibt mit deg ¢ > 1,deg h > 1 und f = gh.
Sonst ist f irreduzibel. Ist f irreduzibel und deg f > 1, so nennen wir f Primpolynome.
Bemerkung: f reduzibel = deg f > 2.

Beispiel 5.12.
f=22+1= (z +1i)(z — i) ist reduzibel iiber C, aber irreduzibel {iber R, weil es keine reelle
Nullstellen hat.

Weitere Beispiele: siche Ubungsblatt.

Satz 5.13.
Seien p, f, g € K|z], p ist ein Primpolynom. Aus p | fg folgt p | f oder p | g.

Beweis:

Setze d :=ggT(f,p). OE ist p normiert, und p irreduzibel = die einzigen normierten Teiler von
psind 1 und p. Also ist d = 1 oder d = p. Aus Korollar 5.10 folgt ausserdem dass: Ipy, fo € K|x]
so dass d = pop + fof

e Wenn d = p, dann p | f.
e Wenn d = 1, dann ist 1 = fo f+pop, also g = fo(fg)+p(pog). Nunp | fg,p | p(pog) = p | 9. O

Korollar 5.14.
p ist ein Primpolynom. p | fi--- fi = es existiert ein i € {1,..., ¢}, so dass p | f.

Satz 5.15.
Sei f € K[z], f normiert und deg f > 1. Dann ist f ein Produkt von normierten Primpolyno-
men. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf Umnummerierung.

Beweis:

Existenz:

e deg f =1 = f irreduzibel. Es ist nichts weiter zu zeigen.

e Sei nun n := deg f > 1 - Beweis per Induktion nach n. Ist f irreduzibel, dann ist nichts
weiter zu zeigen. Sonst f = gh mit n > deg ¢ > 1 und n > deg h > 1. Die Induktionsannahme
gilt fiir g, h und damit bekommen wir eine Faktorisierung fiir f.

Eindeutigkeit:

e Sei f = p1---pr = q1---¢s. Nun sind fiir alle 7 die p;, ¢; normierte Primpolynome. Also
Pe| g1+ gs. Esfolgt py | g; fiir eine gewisse 1 < j < s. Da py, g; beide normierte Primpolynome
sind folgt ¢; = pe.

e OFE nach Umnummerierung bekommen wir py, = ¢ (%)
Und somit P:=py - pr1 =q1° " Qs_1.

e Die Induktionsannahme gilt fiir P da deg (P) < n. Das heifit ¢q, ..., ¢s_1 ist eine Umnumme-
rierung von pi,...,Pr_1-

Diese letzte Aussage zusammen mit (%) beweist unsere Behauptung,. 0
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KAPITEL II: MULTILINEARFORMEN UND DETERMINANTEN.

In diesem Skript fithren wir die symmetrische Gruppe S, ein, die wir fir die Definition der
Determinante spdter brauchen. Unser erstes Ziel ist es Satz 6.8 zu beweisen. Wir werden die
Untersuchung von S,, in Skript 7 fortsetzen.

§ 6 Die symmetrischen Gruppen 5,

Notation 6.0: Fiir n € N, setze N,, := {1,--- ,n}.

Definition 6.1.

Sei n € N. Eine Permutation auf N,, ist eine Bijektion « : N,, — N,,. Wir schreiben §,, fiir die
Menge der Permutations auf N,,. Diese Menge S,, versehen mit der Verkniipfung S,, X S,, = S,
(cr, B) = o B ist eine Gruppe; die symmetrische Gruppe auf n Elemente.

Notation: Wir schreiben af := a o 5. Fiir a € S,, schreiben wir:

o= (ol o)

1. Wenn «a, 8 € S,, dann ist « o § bijektiv, also o 5 € S,,.

e Warum ist S, eine Gruppe?

2. Die Identitdtsabbildung € : N, — N,,, definiert durch €(i) := i fiir alle i € N,,, ist das
neutrale Element von S,,.

3. Bijektive Abbildungen sind invertierbar: wenn o € S, dann gibt es € S, so dass
aofl=ce.

4. Multiplikation ist assoziativ weil die Komposition von Abbildungen immer assoziativ ist.
O

Beispiel 6.2.
Die Permutation o € S5 mit a(l) = 3; a(2) = 5; a(3) = 4; a(4)
geschrieben:

1; a(b) = 2 wird so
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Definition 6.3.

1. Wenn es aq,--- ,a,, € N,, gibt so dass:

e afa;) =a;41; V1 <i<m-—1; und
e afay,) = a; und
o a(z)=a; Ve ¢ {a, - ,am},

dann heifit a ein m-Zyklus.
Notation dafiir: (ajas - - - ap,).
Konvention: Die Identitdtsabbildung wird bezeichnet e := (1).

2. Ein 2-Zyklus heifit eine Transposition.

(1234
“=\l41 32

Beispiel 6.4. Die Permutation

ist der 3-Zyklus (142).

Definition 6.5.
Die Permutationen «, 8 € S, sind disjunkt wenn

{z; az) # z} N {z; B(z) # 2} = 0.

Beispiel 6.6. Betrachte folgende Transpositionen:

(123
=121 3
(12
T=\l12143

e (1280)-m

Die Permutationen ¢ und 7 sind disjunkt, ¢ und ~ sind nicht disjunkt, 7 und ~ sind nicht
disjunkt.

w
W
~_
|

—
w
i~
N—

und

Lemma 6.7. Seien aq, - ,a, € 5, paarweise disjunkte Permutationen und sei 7 € S,,. Die
Permutationen «a; - - -, und 7 sind disjunkt genau dann, wenn fiir alle 1 < ¢ < m sind «; und
7 disjunkt.

Beweis: Siehe UB. U
Satz 6.8.
Jede Permutation o € S, hat eine Darstellung als Produkt ¢ = a3 - - - a,, wobei aq, -+, €

S, paarweise disjunkte Zyklen sind.
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Beweis:
Sei n € N fest. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach:

['(0) :={a € Ny ; o(a) # a}|
e Induktionsanfang:
wenn I'(0) = 0 dann ist 0 = € = (1).

e Induktionsannahme:
die Aussage gelte fiir alle 7 € S,, wofiir I'(7) < k.

e Induktionsschritt:

Setze k :=I'(c) > 0. Sei iy € N,, so dass o (ig) # io.

Fir s € N setze is := 0°(ip). Da {is; s € N} CN,,, ist diese Menge endlich.
Folglich gibt es p < ¢ € N so dass i, = i,. Insbesondere ist 0977 (i) = io.
Also ist die Menge {l € N; o(iy) = ip} nicht die Leeremenge.

Sei p > 2 die kleinste natiirliche Zahl wofiir o”(ig) = ip und setze r := p — 1.
Die Minimalitdt von p impliziert dass |{ig, - , i} = p

(wenn i; = i; fiir 0 < j < | < r dann wére ' (ig) = i, und | — j < p, Widerspruch).
Analog beweist man: fiir a € {ig, - ,i,} gilt o(a) # a. (*)

Betrache den Zyklus 7 := (ig - - - i,).

Per Definition gilt fiir alle 0 <[ < r dass 7(4;) = o(4;). (1)

Bemerke auch dass 7(a) = a genau dann, wenn a ¢ {ig, - , i, }. (*%)

Aus (*) folgt auBerdem dass o(a) = a impliziert a & {ig, -+ , i, }. (¥**)
Aus (1), (**) und (***) folgt unmittelbar:

{aeN,; 7 '0(a) =a} ={a €N, ; o(a) =a}U{ig, - ,i,} (1)

Also ist I'(77'¢) < T'(¢) und die Induktionsannahme gilt dafiir. Schreibe
T 0=qQ1" " Qpy
oder

O=Ta1 " Qpy

wobei aq, - - -, ay, paarweise disjunkte Zyklen sind.
Aus (11) und (**) folgt:

1

T 0 =aq - ap, und 7 sind disjunkt. Schliellich folgt aus Lemma 6.7 dass auch 7, aq, - - -

paarweise disjunkte Zyklen sind.
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In diesem Skript werden wir die Paritit einer Permutation einfithren, und beweisen, dass der
Begriff wohldefiniert ist. Wir werden dann eine wichtige Untergruppe von S, kennenlernen,
und damit Abschnitt 6 beenden. Diese Vorarbeit ist fiir die spitere formale Behandlung der
Determinante notwending.

§ 6 Die symmetrischen Gruppen S, (Fortsetzung)

Beispiel: Die Darstellung als Produkt von paarweise disjunkte Zyklen der Permutation

12345
(3 54 1 2)=(134)(25)

Satz 7.1. Jede Permutation o € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis:
Das neutrale Element (1) ist (12) (21).
Wegen Satz 6.8 geniigt es zu zeigen, dass ein Zyklus ein Produkt von Transpositionen (2- Zyklus)
ist. Sei (i1...14,) € S, ein r-Zyklus mit r > 2. Wir behaupten dass
(ilig ce Zr) = (217,7«) (ilir—l) ce (2123) (2122) .
Fiir 4, gilt:
(ilir) (ilir—l) e (2123) (Zl’lg) ir = (217'7’) ir = il .
Fiir i mit 1 < s <r gilt:
(i13y) (i10p_1) - .. (i113) (i192) s = (310 ) (G10p-1) - - . (G10g41) (4115) T
= (ler) (ilirfl) ce (ilis+2) (ilierl) i1
= (t10y) (i1ip-1) - - - (110542) Tss1 = Tgs1- O

Beispiel 7.2. Die Permutation (123) € Sy hat zwei Darstellungen:

(123) = (13) (12) = (13) (42) (12) (14)

Die Darstellung ist also i.A. nicht eindeutig, sogar ist die Anzahl der Permutationen in einer
Darstellung nicht eindeutig. Was ist denn eindeutig? Die Paritit ist eindeutig, wie wir jetzt
erkléren.

Erinnerung: Z" :=Z x ... x 7.

Definition 7.3. Seien 0 € S,, und f : Z" - 7Z eine Abbildung. Wir definieren o f als Abbildung
of : Z" — 7 wie folgend:

(O'f) (Il, e ,:L’n) = f(:(,’g(l), . ,J]U(n))
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Beispiel 7.4. Sei f : Z3 — Z definiert durch f (z1,x9,x3) 1= T129 + x3 and
o :=(123) € S3. Die Abbildung (o f) (x1, 2, x3) = f (22, 23,71) = X223 + T1.

Lemma 7.5. Sei 0,7€ S, und f,g:Z" - Z. Dann
(i) o(rf)=(o7) f
(ii) o (fg) =(of)(c9)
Beweis: Siche UB.
Satz 7.6. Es existiert eine wohldefinierte Abbildung sign: S,, - {1,-1} so dass:
(a) Fiir jede Transposition 7 € S, sign(7) = -1.
(b) Fir alle 0,7 € S, gilt
sign(o7) = sign(o)sign(7)
Diese Abbildung ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.

Beweis: Seien n € N und A : Z" - Z die Abbildung
A(Il,...,]}n) = H (ZEj—l’Z')
1<i<j<n
Behauptung: Fiir eine Transposition 7 € S,, gilt 7TA = -A. In der Tat, sei 7 = (rs) mit r < s.
Aus Lemma 7.5(ii) folgt
TA(z1,...,20) = 1 7(z;-12)

1<i<j<n
Offensichtlich, wenn ¢, j ¢ {r, s} dann 7 (z; - ;) = (z; — ;).
Fiir den Faktor (zs—x,) gilt 7 (zs —x,) = (2, —x5) = = (s — x,.).
Die andere Faktoren kénnen wir paaren wie folgt:
(z) —xs) () — x,), wenn k > s;
(zs— 1) () — 2, ), wenn r < k < s;
(zs— 1) (z, — 1), wenn k <.

Jedes Produkt ist von 7 unberiihrt.
Also 7A = -A. Wir haben die Behauptung bewiesen. OBeh.

Sei nun o € S,,. Wegen Satz 7.1 schreiben wir ¢ = 71 ...7,, wobei 711, ..., 7, Transpositions sind.
Aus Lemma 7.5(i) folgt:

oA =1(7o(. .. (TA)...))
und die Behauptung impliziert dass
T (72(. . (). .)) = (-1)™A.

Also entweder oA = (-1)" A = A wenn m gerade, oder cA = (-1)" A = -A, wenn m
ungerade. Wir merken dass beide Fille nicht gleichzeitig auftreten kénnen, da A # 0 ist.

Fiir 0 € S, setze entweder sign(c) = 1 wenn 0 A = A oder sign(c) = -1 wenn oA = -A.
Seien o, 7 € S,,. Aus Lemma?7.5 (ii) folgt: (o7)A =0 (7A), also sign(o7)=sign(o)sign(7). O

Definition 7.7. Fiir 0 € S,,, nennen wir sign(o) die Signatur von o. Wir nennen o gerade wenn
sign(c) = 1 und ungerade wenn sign(o) = -1.
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Bemerkung 7.8. Die Permutation
e o ist gerade genau dann, wenn o ist Produkt von m Transpositionen mit m gerade, und

e o ist ungerade wenn o ist Produkt von m Transpositionen mit m ungerade.
Betrachte nun die folgende Untermenge von S,,:
A, :={o | o ist gerade }
Korollar 7.9. A, eine Untergruppe von S,, und |A,| = %'

Beweis:
Das neutrale Element (1) ist gerade, also (1) € A,,.

Wenn o = 77, und 7 = 7y1---y, (wobei 7,7, Transpositionen und k,n gerade sind), dann ist
Oy =T1Tm Y1k Also ist A, abgeschlossen unter Produkt.

Da ot = 71771, ist A, auch unter Inversen abgeschlossen. Siehe UB.

Betrachte nun U := {6 € S, | ¢ ist ungerade}. Offensichtlich ist S,, = A, v U.
Aulerdem ist A,, — U; o — (12)0 eine bijektive Abbildung.
Da |S,| = n! (siche UB), folgt unsere letzte Behauptung. ]

Definition 7.10. Wir nennen A, ist die alternierende Gruppe.
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Im Abschnitt 7 werden wir den Begriff “m-lineare Formen” einfiihren (eine natirliche Ver-
allgemeinerung vom Begriff “lineare Funktionale”) und in Abschnitt 8 werden wir besondere
m-lineare Formen studieren. Diese Vorarbeit ist fir die spdtere formale Behandlung der Deter-
minante notwending.

§ 7 Multilineare Formen

Definition 8.1.
Sei K ein Koérper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV —K
(z,y) — B(z,y)

ist eine bilineare Funktionale (oder bilineare Form), falls gelten:
(1) B(cizy + caxa,y) = c1 (21, y) + c28(2,y) und

(2) B(x,diyr + doyo) = diB(w,y1) + daB(1,y2)

fiir alle x, 21,20 € U und y,y1,y2 € V und ¢, ¢9,d;,ds € K.

Beispiel 8.2.
VxV*— K
(z,f) — [, f], wobei [z, f]:= f(z).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [c1z1 + cama, f] = cr[z1, f] + ca[x2, f] und
(2) [z,difi +dafo] = di[z, fi] + do[x, f2].

Notation:
LA (U xV; K) = die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vektorraum (mit den
Verkniipfungen (c181 + c282)(,y) = c181(z,y) + cafa(z,y) wie {iblich).

Definition 8.3.
Seien m € N und Vi, ..., V,, K-Vektorrdume. Eine m-lineare Funktionale (Form) (oder multili-
neare Funktionale vom Grad m) auf V; x --- x V,,, ist eine Abbildung p: Vj x ---xV,,, — K, so
dass fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt:
wlag, ..., cop+vy; ...
cu(on, ..., o sy Q)
wlag, ..., v sy ()

°
3
]

+

fiir o,y € Visece K.
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Notation:
L) (Vy x - x Vp,: K) := K-Vektorraum der m-linearen Formen.

Bemerkung 8.4.

o ist multilinear und falls ein ¢ mit «; = 0 existiert, dann gilt u(aq, ..., a4, ..., ) =0.

§ 8 Alternierende multilineare Formen auf K"

Definition 8.5.
Sei n e N und V = K”. Eine n-lineare Form

0 K"x . x K" — K

(S —
n-mal

ist alternierend, falls i, j € {1,...,n} mit z; = z; und ¢ # j existieren, dann gilt 6(z, ...
(fiir z1,...,2, € K™).
Konvention:
d wird auch als Abbildung auf K™ = Mat,.,(K) aufgefasst, ndmlich

21
0(A)=6(z1,...,2n), wobel A=| ... |;

Zn
i.e. z; ist die ite-Zeile der n x n-Matrix A.
Lemma 8.6.
Sei 9 alternierend. Es gilt:

(i) z1,...,2, sind linear abhingig = §(z1,...,2,) =0

(1) (210 s Ziseves ZjeeesZn) = =0(205 oy Zjy ey Ziy oo 2) (U 0 # 9).

Beweis (allgemein)
0(Zr(1ys - -5 Zr(n)) = Sign(m)o(2z1,. .., 2,) fiir Te S,

n—1

(i) Ohne Einschrankung nehmen wir an z, = Z c;z; fir geeignete ¢y,
Wir berechnen: -
n-1 n-1
(215 vy Znmt, chz,) = Zcié(zl,...,zn_l,zi) =0.
i1 i=1
(it) Wir berechnen:
0= 0(21,.. s 2+ 2j, ooy Zj+ Ziyeooy 2n) =
(215 ey Zige oy Zj+ Ziy ooy 2n) +
(215 ey Zjyevy Zj+ Ziyevy 2n) =
021wy Zise ey Zjyeey 2n) +
(S(Zl,...721',...,21‘,...,2”) +
(21 ey 2wy 2y ey Zn) +
(215 ey Zjy ey Zin e e s Zn).
Also:
0=0(215- s Zise ooy Zjoeeey 20) +0(21, - 2o iy ey )

wie behauptet.

...,Cn_leK.

7Zn):O
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Bemerkung 8.7.
(1) Falls Char (K') # 2 gilt auch die Umkehrung: ¢ erfillt (ii) impliziert § alternierend ist:
Man nehme z; = z; fiir i # j.
Also 0(z1, .- Ziy ooy Ziy ooy Zn) = =0( 2150 oy Ziy ooy Ziy ooy 2n). Als Char (K') # 2 gilt fiir alle

aeK:a=-a=a=0.

(2) 6((a,b),(c,d)) := ac+ bd auf Fy x [y ist ein Gegenbeispiel.
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Im Skript 8 haben wir eine n-lineare Form § als Abbildung mit Definitionsbereich M, (K)
aufgefasst. In diesem Skript werden wir diese Abbildungen genauer analysieren, und ihre Fi-
genschaften studieren. Insbesondere, werden wir die Determinante als solche betrachten.

Hier, sei 6 : K" x--- x K» — K eine alternierende lineare Form und A € M, (K).

Lemma 9.1.
Sei e eine elementare Zeilenumformung. Es gelten:

(1) 6(e(A)) =d(A); e von Typ 3;
(i1) 8(e(A)) = -6(A); e von Typ 1;
(iii) 5(e(A) = c6(A)); e von Typ 2.
(iv) Allgemeiner gilt: Ve € K : 5(cA) = 6 (a) .

Beweis:

(i) 0(z1+c29,22,. .., 20) =0(21,20, -+, 2n) +€O(22, 22, ..., 2n) =0(21, 22, -+, Zn).
(i1) Folgt aus Lemma 7.8.
(i71) Folgt aus n-Linearitét.

(iv) 6(cz1,...,czp) =c0(z1,¢29, ... C2n) = C20(21, 20,C23, ..., C2p) = ==+ = 0(21, 20, 22, - - ., 2). O

Lemma 9.2.
Fiir jede A € M,,»,(K) gibt es ein Skalar Ay #0; Ay e K, und A4 hingt nur von A ab, so
dass: §(A) = A(r.z.S.F.(A)).

Beweis:
Ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Lemma 9.1. Wir sehen dass A 4 ist ein Produkt
aus der Gestalt (—1)%c; ¢y fiir geeignete £,k € Ny und ¢y, ..., ¢, € K*. O

Bemerkung 9.3.

Fiir A € My, (K) gilt die folgende Dichotomie.

Fall 1: r.z.S.F.(A) hat eine Nullzeile oder Fall 2: r.z.S.F.(A) = I,
(siche Skript 7 Lineare Algebra I; Bemerkung 7.3).

Also erhalten wir hier auch eine Dichotomie:
Fall 1: 5(A) = A 0=0 oder Fall 2: 6(A) = A,d(1,,).
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Korollar 9.4.
d # 0 genau dann, wenn §(1,,) # 0.

Beweis
“<” . Klar.
“=":0(1,) =0=03(A) =0 in beiden Fillen (1) und (2). O

Korollar 9.5.
Seien 6 # 0, A € My, (K). Es gilt: §(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar .

Beweis:
Folgt unmittelbar aus Lemma 9.2 und Korollar 9.4 weil: A ist invertierbar < r.z.S.F.(A) = I,
(siche Skript 9 Lineare Algebra I; Satz 9.8). 0.

Definition 9.6. und Notation
A := alt( (K™) := die Menge der n-linearen alternierenden Formen auf K.

Bemerkung 9.7. A ist ein K-Vektorraum, er ist ein Unterraum von L (K™ x ---x K™ K).

Korollar 9.8.
Seien 41, 0o n-lineare alternierende Formen auf K™. Es gilt d; = §; genau dann, wenn

(51(61, .. .,en) = 62(617 e 7€n)-

Beweis:
Wir erinnern daran, dass {ej,...,e,} die Standard-Basis bezeichnet. Wir haben also d;—d, € A,
und (07 = 92)(I,,) = 0. Aus Korollar 9.4 folgt 6; — d2 = 0. a.

Korollar 9.9.
dim(alt™(K™)) < 1.

Beweis:
Sei 0 # 0, 01 € A fest. Sei § € A. Sei A € My, (K) wie im Fall 2 von Bemerkung 9.3.

Es gllt 62(A) = AA 52(171) = AA(SQ(In)él(]n) (>(—)
01(1)
d2(1)
Setze d := e K.
’ 51(]71)
Aus () folgt nun: do(A) = dA 461 (1,) = ddy(A) fiir alle A € M., (K).
Also ist 6y = db;. O

Wir werden nun zeigen, dass ein § € A existiert mit §(/,) = 1. Solch eine Funktionale
0 ist wegen Korollar 9.8 notwendig eindeutig! Hierzu brauchen wir folgende:
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Formelberechnung

21
Seien (5 €A und A= (aij)lgiSnJSjgn € Mnxn(K) ,A =

Zn

n
Wir schreiben z; = ) ay;,¢;, in der Standardbasis.
ji=1

Wir berechnen:

5(14) = 5 ( Z aljlejl, ey Z anjnejn) n—iin. (>(-)

Ji=1 Jn=1

' Z aljl---anjné(ejl,...,ejn). (**)

Betrachte nun die Abbildung:
{1,...,n} — {1,...,n}

Lo i

e Wenn diese Abbildung nicht injektiv ist, dann gibt es eine Wiederholung in (j1,...,j,) und
damit ist §(e;,,...,e;,) =0.

e Wenn diese Abbildung injektiv ist, dann ist sie eine Permutation 7 € S,, und damit ist
d(ejy,---r€5,) = 0(en(1),-- - n(n)) = sign(m)d(er, ... en).

Also konnen wir nun (%) umschreiben.

(**) = Z Sign(ﬂ-)a'hr(l)"'amr(n)é(ela ceey en)

TeSy
= Z Sign(ﬂ')ahr(l)'"arm(n)é([n)
weSn
= 5(In) Z Sign(ﬂ-)alﬂ(l)'“anﬂ'(n) (* * >k)
TEeSy

Wir sehen also, dass 0(1,,) = 1 eine Formel fiir § liefert wie in (%  *):

Satz 9.10.

Definiere fiir A = (a;;)1<i<n1<j<n’

5(A) = Z Sign(ﬂ-)a’lﬂ(l)'“anﬂ'(n) (det)
TeSy

Dann ist ¢ ist eine n-lineare alternierende Form und erfiillt 6(7,) = 1.

Beweis:

e n-linear? Berechne
sign () [(a1w(1) + dallﬂ-(l))a%r@)'”anﬂ'(n):l =

sign(m) I:(alﬂ(l)a27r(2)"'an7r(n)) + d(allﬂ.(l)a27r(2)"'an7r(n))]
usw..... Ubungsaufgabe.

e alternierend?
Sei z1 = 29, 1.e. ayj = ag; fiir alle 1 < j <n, i.e. aiq(j) = agq(j fiir alle m€ S, und 1 < j <n.



Gesamtscript zur Vorlesung "Lineare Algebra I1" 28

Script 9: Lineare Algebra II (SoSe 2020) 4

Berechne (mit S, = A, v 4,(12))

6(A) = Y sign(m) aie1) Qin(2) 3n(3) Gnn(n)
TeARWA,(12)

= | > sign(m) air1) in(2) Q3n(3)Qnn(n) | +
TeAy,

(I)

Z [sign(m)(12)] A17(12)(1) A1r(12)(2) @37(12)(3)" " Cnr(12)(n)

TeAy

(1)
In der Summe (II) bekommen wir:

5> [=sign(m)] is(a) @1zr) Qs unn) =

TEAR

Z [-sign(m)] A1r(1) A17(2) A37(3)" " Anr(n)

TEAR

Wir sehen also, die Termen kiirzen sich ab, ie. in (I) bzw. (II): Gir(1) Gir(2)Gnr(n) und
~Q17(1) Q1r(2)" Onn(n), i-€. (1) +(IT) = 0.

e Sei 0 # A diagonal; also i # j = a;; = 0. Das heifit, dass die einzige Permutation, die einen
Beitrag # 0 bringt, diejenige ist, fir die i = w (i) fur alle 7 € {1,...,n} gilt, ie. 7 = (1) die
Identitét € S,. Es bleibt also nur ein Produkt in (det) tibrig, ndmlich ajia99:+-an, = 6(A),
insbesondere 6(7,) = 1. O

Korollar 9.11.
dim alt™ (K™) =1 fiir alle n € N.

Definition 9.12.
Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare alternierende Form det auf K",
wofiir det([,,) =1 gilt.
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In diesem Skript werden wir einige Figenschaften der Determinante, die wir im LA I Skript 28
gelernt und bewiesen hatten, hier anderweitig beweisen.

Korollar 10.1.
Fiir alle § € alt™ und A € M,,.,(K) gilt 6(A) = det(A)d(1,).

Beweis:
Da det € alt™ und det # 0, ist dim(alt(™)) =1 (siehe Korollar 9.11).
Sei 6 € alt™. Also ist 6 = ddet fiir d € K. Nun muss gelten 6(1,,) = ddet(1,,), also d = 6(1,,). O

Bemerkung 10.2.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. § € alt(™) (R") ist analog definiert. Der Hauptsatz gilt auch
in diesem erweiterten Rahmen:

Sei A€ ]\477)%(.['%)7 A= (az‘j)lgiSn,lS]‘gn. Definiere:

det(A) := Z Sign(ﬂ—)alﬂ(l)”'anﬂ-(n)-

mTeSy

Dann ist det die eindeutige Funktionale § € alt(™ (R") mit der Eigenschaft §(1,,) = 1.

Beispiel 10.3.
—x2

z 0
Setze R:= K[z],und A= 0 1 0
1 0 a3

Sei d € alt®) (Mszy3(R)) so definiert: §(A) = 6(xe; — 2%e3, 9,61 + 23¢3),
wobei £1 = (1,0,0),e2=(0,1,0) und 3 = (0,0, 1). Wir berechnen:

0(A) = xd(e1,e9,e1 +a3e3) —x20(e3, 69,61 + 23e3)
= x0(e1,89,61) + 240(e1,69,83) — 220(e3,69,61) — 250(e3,€9,€3)
= (2% +22)d(e1,62,¢3).

Erinnerung:

TY. — T _
(AT)ji = Aij oder aj; = aj;.

Satz 10.4.
Sei A € M,x,(R). Es gilt: det(A) = det(AT).
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Beweis:
Betrachte . . . . .
T

[Tawwy = T ay= TI  ay=]lam,=Tlajm

i=1 i,j=1,5=m(i) ij=1,i=n"1(j) g=1 J=1
fiir me S,,.
Wir berechnen nun . .
det(A) = > sign(m) [[ainey = >, sign(z™") H%Tﬁ—l(j) = det(AT). o

TESH =1 ﬂ_leSn j:1

Satz 10.5.

det(AB) = det(A)det(B), fiir A, B € M,,(R).
Beweis:

Fixiere B € M,,(R), und setze A =

Definiere dp(A) := det(AB) ; also dp(z1,...,2,) =det(z21B, ..., 2z, B).
Dann ist 5 n-linear und alternierend:

n-linear?
Sp(z1+czy, 20, ..., 20) =det((21 +¢27)B, ..., 2,B) = )
det(21B, 2B, ..., 2,B) + cdet(2;B, 2B, ..., 2,B) (weitere Details als UA).

alternierend? )
op(z1,21,...,2n) =det(z1B,21B, ..., z,B) =0 (weitere Details als UA).

Also 65 € alt(™ und Korollar 10.1 = d5(A) = det(A)dp(1,) = det(A) det(B). O

Korollar 10.6.
Sei A invertierbar. Es gilt det(A™!) = [det(A)]L.

Beweis:
det(AA1) =det(A)det(A1) = det(1,) = 1. O

Notation (Erinnerung):

Sei A € My, (R) und 4,5 € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit A[i | j] ist die (n-1) x (n - 1)-
Matrix, die man nach Entfernung der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bekommt, und setzen
D;;(A) :=det(A[i | 7]).

Satz 10.7.

Fixiere j mit 1 < j <n. Setze

0(A) =) (-1)"ay; Dy (A).

i1
Dann ist § € alt®™ und 6(1,) = 1.

Beweis:
n-linear? Fiir i,7 ist a;;D;;(A) n-linear (UA). Da Eine lineare Kombination von n-linearen
wieder n-linear ist, folgt o n-linear.
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alternierend?

21
Sei A=| : | und seien z; = z, fir k < £.

Zn

Fir i # k und ¢ # ¢, hat A[i | j] zwei gleiche Zeilen, also ist D;;(A) = 0. Wir berechnen:
0(A) = (-1)*ay; D (A) + (=1)*as; Dy; (A) (%)
= (=D)"ar; Dy (A) + (=1)*ag; Dy; (A)

weil ag; = ay; ist.

Betrachte:
Z1 Z1
Zlg—l 2y,
Alk | j1=| % | und A ] =]
: Zp1
ZE_ Zé_+1
Zn Zn

e Die (¢ -1)-te Zeile von (I) ist 2, = z;, und

o die k-te Zeile von (II) ist ebenfalls z; = 2.

Ein Vergleich von (I) und (II) ergibt: A[k | j] und A[¢ | j] haben die gleichen Zeilen, bis auf
die Permutation der Zeilen!!

Man kann durch wiederholte Zeilenumformunten aus Typ 1 A[¢| j] aus A[k | j] erhalten, indem
man die (¢ - 1)-te Zeile in (I) bis zur k-ten Zeile in (II) riickt. Dafiir benotigt man (¢ —1) — k
Transpositionen, genauer bendtigen wir dafiir die Permutationen (-1 ¢-2), dann (£/-2 ¢-3),
e, (=(l=k=1) L= (L-k))ie bis (k+1 k).

Setze 7 := (k+1 k)---(£-1 £-2). Dann ist sign(7) = (-=1)1*. Also Dy;(A) = (-1)ED*k Dy (A)
(siche Lemma 9.1 (ii)).

Zuriick zu (*):
6(A) = (-1)3[ (-1)*ar; Dy (A) + (-1)21Fay; Dy (A) |

1. Term 2. Term

Aber (—1)k = =[(=1)2-1F] = (=1)2(-Dk,
Also kiirzen sich 1. Term und 2. Term ab und damit ist §(A) = 0 wie behauptet.

Wir berechnen nun 6(1,,) = 1. Fir A = I,;a;; = 0, wenn ¢ # j. Also betrachte nun i = j, i.e.
aj; = 1. Wir bekommen §(1,,) = (-1)%.a;;det(,-1) = (-1)¥.1.1 = 1. O

Aus Satz 10.7 erhalten wir unmittelbar LA I Satz 28.5:

Korollar 10.8. (Spaltenentwicklung)
Sei A€ M,(R). Fiir jedes 1< j <n gilt

det(A) = i(—l)iJrjaz‘jDij(A)-
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Im diesem Skript werden wir weitere Eigenschaften und Formelberechnungen fiir die Determi-
nante finden, und damit Kapitel II beenden.

Ansatz vom Skript 10: A n xn iiber R, A;; (auch a;;) bezeichnet der ij-te Koeffizient von A.

Definition 11.1. Cj;:= (-1)*idet A[i | j] = (-1)"*/D;; ist der ij-te Kofaktor von A.

Korollar 10.8 besagt also dass fiir jede j-te Spalte gilt: det(A) = > A;;C;;.

i=1

Lemman11.2.

i=1
Beweis:
Ersetze die j-te Spalte von A durch ihre k-te Spalte und nenne die so erhaltene Matrix B.
Es gilt also: B;; = Ay fiir alle i. B hat zwei gleiche Spalten, also ist det(B) = 0. Nun ist
Bli | j]=A[i ] j]. Also:
0 = det(B)

= ) (-1)"7 Bj; det Bi |j]
i=1

= 2(=1)" Ay det Afi |j]

i=1
n
= ZAik Cij
i=1
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Wir fassen zusammen:

Korollar 11.3. ) Ay Cy; = 61, det(A) (%)

i=1

Definition 11.4.
Die zu A adjungierte Matriz adj(A) ist die Transponierte der Matrix der Kofaktoren von A,
das heiit (adj A);; = Cj; = (1) det A[j | i].

Die Formeln fiir Matrix Produkt, gemeinsam mit (*) ergibt:

Korollar 11.5. (adj A)A =det(A)I,. ()
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Lemma 11.6.

A(adj A) =det(A)l,.

Beweis:

Es gilt offensichtlich dass AT[i | j] = A[j | i]".

Wir berechnen wegen Satz 10.4:

(1) det ATi | j] = (~1)% det A[j | 1]

(ij-te Kofaktor von AT = ji-te Kofaktor von A).

Also adj(AT) = (adjA)T (* * %)

Nun impliziert (*x*) fiir AT: (adjAT) AT = (det AT)1,, = (det A)1,,.
Zusammen mit (* * *) erhalten wir: (adjA)T AT = [A(adjA)]" = (det A)I,, = A(adjA).
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Korollar 11.7. A(adjA) = (det A)I,, und (adjA)A = det(A)I,. ().

Erinnerung (LA I Skript 9): A € M,.,(R) ist iiber R invertierbar, falls es B € M,,,(R)
gibt, so dass AB = BA = I,,. Genauso wie fiir den Fall wo R = K ein Korper, gilt: Wenn B
existiert, dann ist B eindeutig; B := A~L.

Satz 11.8.
A € My, (R) ist iiber R invertierbar genau dann, wenn det(A) € R* (eine Einheit in R). Insbe-
sondere wenn R = K ein Korper; dann ist A invertierbar iiber K genau dann, wenn det(A) # 0,

und wenn R = K[z]; dann ist A invertierbar iiber K[z] genau dann, wenn det(A) € K.
Ist A invertierbar, so ist A~! = det(A) tadj(A).

Beweis:

Aus (T) sehen wir: det(A) invertierbar in R (i.e., eine Einheit von R) = A invertierbar iiber R
und A-! = (det A)~tadjA.

Umgekehrt: A invertierbar = AA™! = [, = det(AA™!) =1 = det(A)det(A!) =1 = det(A) ist
eine Einheit in R.

Fir R=K[z]: f,ge K[z];fg=1=deg f+deg g=0=deg f =deg g=0.
Also sind die Einheiten von R, die # 0 sind, Skalarpolynome. ]

Beispiel 11.9.
A :( ai; aig )
ag1  A22
det(A) = a11a22 — agia2

adj(A):( 22 —Cl12)

—Q21 a1

1 2
A:(?) 4)EM2X2(Z)
det(A) = —=2. A ist nicht invertierbar iiber Z. A ist aber invertierbar als Matrix mit Eintragen

4 -2
,1__;
aus Q und At = 2(_3 1).
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Beispiel 11.10.
R =R[z]

2 2 _
A=(:E+IL‘ :1:+1) B:( -1 x+2)

z—-1 1 2-2x+3 =z

det(A)=x+1 det B = -6
A nicht invertierbar B invertierbar

Lemma 11.11.
Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinanten.

Beweis:
B=P1APfir A, BeM,u,(K)
det B =det(P~! AP) =det(P) ! det(P)det(A) =det(A) O

Wegen Lemma 11.11 kénnen wir nun folgendes definieren:

Definition 11.12.
Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, dim(V) =n und 7: V — V ist ein linearer Operator.
Wir definieren det(T") := det([T']g) fiir eine beliebige Basis B von V.

Wir beenden das Skript, und somit den Kapitel mit einer niitzlicher Formel:

Satz 11.13. Cramer’s Regel

Y1
Sei A€ My, (K) mit det(A) #0und Y= : e KL,

Yn
Betrachte das lineare Gleichungssystem: AX =Y. Dann kann man seine eindeutige Losung

X

. . . det B, . .. .
X = A7'Y so beschreiben: X =] , wobel x; = 5= und Bj; die n x n-Matrix ist, die man
‘/‘U'fl

erhélt, wenn man die j-te Spalte von A durch Y ersetzt.

Beweis:
Es gilt adj(A)AX =adj(A)Y, also (wegen Korollar 11.7) gilt: (det A)X = adj(A)Y

Also (det A)z; = Y (adjA);iy:
i1

Also gilt fiir 1 < j <n, dass (det A)z; = > (=1)"7y; det A[i | j] = det B;. O

i=1
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KAPITEL III: NORMALFORMEN.

In diesem Kapitel werden wir die mdégliche Matrizdarstellungen fiir lineare Operatoren T auf
ein K- Vektorraum V' noch genauer untersuchen, als wir es in der LA I (Kapitel 3; ab Skript
20) gemacht hatten. Wir werden uns darum bemiihen zu verstehen, ob wir besonders “schine”
Matrixdarstellungen finden kénnen. Das heif$t, wir werden versuchen besonders “geeignete” Ba-
sen fiir T und V' zu finden, wenn das maoglich ist. In Skript 12 fangen wir damit an.

§ 9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V ein n- dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 12.1.

(a) Sei T e L(V,V). Dann ist ¢ € K ein Eigenwert von T, falls ein o € V' existiert mit « # 0
und
T(«) = ca.

(b) Sei a e V und T'(«) = car, dann heifit o Eigenvektor (zum Eigenwert c).

(¢) Wo:={a eV | T(a) =ca} ist ein Unterraum, der Eigenraum (zum Eigenwert c).
Bemerkung 12.2.
We.=ker(cI-T),dh. W.={a|T(a)=ca}={a| (cI -T)a=0}.
Wir folgern aus Satz 11.8, Bemerkung 12.2 und Definition 11.2 :

Satz 12.3. )
Seien T e L(V,V),c e K. Aquivalent sind:

(i) cist Eigenwert von T

(i1) (¢l =T) ist nicht invertierbar.
(i7i) det(el -T)=0.
Satz 12.4.

det(xzI - T) ist ein normiertes Polynom von Grad n = dim (V). Die Eigenwerte von 7" sind also
genau dessen Nullstellen, 7" kann also hochstens n Eigenwerte in K haben.



Gesamtscript zur Vorlesung "Lineare Algebra I1" 36

Script 12: Lineare Algebra I1(SoSe2020) 2

Beweis:
Sei B eine Basis von V. Sei A € Mat,x,(K), A=[T]p. Esist 2l - A =[xzl -T]p.

Nun ist
Tr—an —Q1ip
Bi=xl-A= —Qa921 mit b“ = (iIZ' - aii)
T = Qpy
Also sind die Eintrdge vom B Polynome vom Grad 0 oder 1 oder das Nullpolynome und

det B = Z (sign T) blT(l) bn.,-(n).

TESH

Wir berechnen:
deg (blr(l) bm'(n)) = |{Z € {17 s ,TL} : T(Z) = Z}|

n

Also ist H(x — ay) der einzige Term von Grad n, und somit der Hauptterm. Wir sehen also,
i=1

dass

deg (Z(sign T) birqy - bm(n)) =n und auBerdem, dass det(xI — A) ein normiertes Polynom

ist. Die letzte Aussage folgt wegen Satz 12.3 und Korollar 4.3. 0

Definition 12.5.
c € K ist ein Eigenwert von A € Mat,,.,(K), falls (cI - A) singulér ist. Also sind die Eigenwerte
von A die Nullstellen von det(zl - A) .

Definition 12.6.
f(x):=det(zl - A) ist das charakteristische Polynom von A.

Lemma 12.7.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis
Fiir B = P-LAP gilt
det(zl-B) =det(x-P1AP) =det(P ' (zI-A)P) =det P-det(zI-A)det P =det(zI-A). O

Definition 12.8.
Sei V endlich dim; T'e L(V, V).
Char. Pol. (T) := Char. Pol. ([T]5)

fiir irgendeine Basis B von V' (und damit fiir jede Basis).

Beispiel 12.9.

0 -1
1 0
hat keine reelle Eigenwerte, weil det(xl — A) = 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat.

(i) A= ( ) € Matyyo(R)
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3 1 -1
(i) A=| 2 2 -1 |e Matss(R)
2 2 0
r-3 -1 1
Char. Pol. (A)=| -2 2-2 1 |=23-522+8z—-4=(z-1)(x-2)%
-2 -2

Eigenwerte c=1, c=2¢€R.
ec=1 ker(A-1):=W,

2 1 -1
A-T=| 2 1 -1 | hat Rang =2, also dimW; = 1.
2 2 -1
Wir wollen eine Basis fiir W; finden. Lose
T 0
(A - I) i) = 0
T3 0

ag =(1,0,2) ist eine Losung und {«1} ist eine Basis fiir W;.

ec=2 ker(A-2I):=W,

1 1 -1
A-2I=| 2 0 -1 | hat Rang =2, also dim W5 = 1.
2 2 =2

Finde Losung wie oben: ag = (1,1,2) und {as} ist eine Basis fiir Ws.

Lemma 12.10.

Seien ¢; fiiri = 1,..., k Eigenwerte von T', und nehme an dass ¢; # ¢; fivalle i # j, 4, j € {1,...,k}.
Sei v; # 0 ;v; € V Eigenvektor zum Eigenwert ¢;. Dann ist {v1,..., v} linear unabhéngig.
Beweis:

Bemerke, dass v € V,v # 0 = v kann nicht Eigenvektor zu verschiedenen Eigenwerten sein.
Wir fiithren einen Beweis per Induktion: &k = 2.
Ist vy = cvy, S0 ist vy € W, also ist vy ein Eigenvektor zur ¢; und ¢y # ¢;. Widerspruch.
Induktionsannahme gelte fiir k£ — 1.
k-1
Seien vy, ..., v linear abhédngig. OE haben wir also v = Z on
i=1
k-1 k-1 k-1
T(vg) = cpvg = ¢ Z v; und T'(vy) = Z T(v;) = Z Civ;
i=1 i=1 i=1
k-1

k-1
3ck2'vi= ZCZ'UZ‘
1=1 i=1

k-1
= Z(Ck — Ci)l)i = 0
i=1

= c,-=0=>c=¢ (miti=1,....k-1).
Widerspruch. O
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Korollar 12.11.
Seien dimV =n,T € L(V,V). Nimm an, dass T' n-verschiedene Eigenwerte d,...,d, in K hat.
Dann hat V' eine Basis D, bestehend aus Eigenvektoren von 7'

Definition 12.12.
Seien dimV =n,T € L(V, V). T ist diagonalisierbar (iiber K), falls V' eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von T hat.

Bemerkung 12.13.
Seien dy,...,d, verschiedene Eigenwerte von T und D eine Basis wie im Korollar 12.1. Dann
ist [T']p diagonal.
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In diesem Skript werden wir das Charakteristische Polynom weiter analysieren, und in Satz
13.8 ein wichtiges Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit folgern.

Bemerkung 13.0
dimV =n,T ¢ L(V,V) und di,...,d, sind verschiedene Eigenwerte, «; ist Eigenvektor zum

Eigenwert d;. Setze D := {a,...,a,}. Dann ist D eine Basis und
dy 0
[T]D = ‘..
0 d,

eine diagonale Matrix.

Korollar 13.1.
Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; verschiedene Eigenwerte. Fiir alle i € {1,...,k} sei
B; € W, linear unabhéngig. Dann ist B := Uf;l B; auch linear unabhéngig.

Beweis: ,
Sei L :={vy,...,v,} € B. Betrachte eine lineare Kombination Z c;vj. Nun setze L; == Ln B; und
setze a; = Y ¢v; " (*)
falls L; # @Uj(elild «; := 0 per Konvention, falls L; = @). Dann ist «; € Wy,.
Also ist 0 = f:cjvj = zk:ozi nur moglich, wenn a; =0 fiir allet=1,... k.

j=1 i=1

(Da sonst die «; # 0 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten und gleichzeitig linear
abhéngig wiren. Widerspruch zu Lemma 12.10).

Nun sind die v; in (*) linear unabhéngig. Also ¢; = 0 fiir alle j wie behauptet. O

Lemma 13.2.
Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; die verschiedenen Eigenwerte von T'. Es gilt: T ist
k

diagonalisierbar < Z dim Wy, = n.
j=1
Beweis:
“=” Sei B eine Basis von Eigenvektoren. Setze B; := BnWy,.

k
Also ist B =) B;.

j=1

k
Setze {;:= |B; |. Alsoist n=|B|=) ¢,

J=1
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Behauptung:

gj = dim Wd]. .

Es ist klar, dass £; < dim Wy, . Ist £; < dim Wy,, dann existiert ein 3 € Wy, mit B} := B;u{3}
linear unabhéngig. Aber dann ist

B'=Bu{p}=\JB,uB,
J#i

linear unabhéngig (Korollar 13.1) und |B’ | = n + 1. Widerspruch (unmoglich).
k
“<” Sei Y dim Wy, =n und B; eine Basis fiir Wy, fiir jedes j =1,..., k.
j=1
k
Setze B =) B;. Dann ist B linear unabhingig (Korollar 13.1)
j=1

k k
und B =) |B; | =), dimWy, =n.
-1

j=1

Also ist B eine Basis fiir V und besteht aus Eigenvektoren von T'. Also ist T diagonali-
sierbar. O
Sei nun dimV =n, T € L(V,V) diagonalisierbar, di,...,d; die verschiedenen Eigenwerte und

D eine Basis bestehend aus Eigenvektoren (und geordnet, so dass die ersten Basisvektoren
Eigenvektoren zu d; sind, dy usw.). Dann ist

d;
0
d;
[T]p =
dy
0
dy,
wobei fiir alle 7 € {1,...,k} erscheint d; ¢;-mal mit
(; = dim W,

k
und damit ist Char. Pol. (T) = [[(z - d;)" ()

i=1

Umgekehrt, ist Char. Pol. (T") wie in (%) (mit d; # d; fiir ¢ # j und ¢; = dimWy,), dann ist T
k

diagonalisierbar, weil dim W, =n ist (siehe Lemma 13.2).
i=1

Wir haben bewiesen:

Satz 13.3.
Sei V endl. dim., T € L(V, V). Es gilt: T ist diagonalisierbar genau dann, wenn

k
Char. Pol. (T) = [[(z - d;)", wobei die Vielfachheit ¢; der Nullstelle d; ist gleich dim W,,.

i=1

Terminologie:
dim W, wird auch geometrische Vielfachheit der Nullstelle d genannt.

Im Allgemeinen gilt:
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Satz 13.4.
Sei dim(V') endlich, T' € L(V,V). Sei d ein Eigenwert von 7" mit Vielfachheit p. Es gilt:
0= dlm(Wd) < u.

Beweis:
Sei {aq,...,a.} eine Basis von W,.
Ergénze zu einer Basis B = {a, ..., Qs g1, ...y} von V.
Es ist
d 0
. B
A=[T]g=| 0 d
0 C
Wir berechnen Char. Pol. (A) (siehe UB):
r—d 0
-B
det(zl - A)=det] O r—-d = (v -d)*det(al - C)
0 xl-C
Also ist £ < p. |

Beispiel 13.5.
e T in den Beispielen 12.9. sind beide nicht diagonalisierbar.

3 -6 -4
Char. Pol. (A) =(z-1)(z-2)%.
di =1

4 -6 -6
A-T=| -1 3 2
3 -6 -5

Rang (A-1T) # 3, weil A-1T singulir ist. Es ist klar, dass Rang (A-1) > 2. Also Rang (A-1) = 2.

3 -6 -6
A-2I=| -1 2 2
3 -6 -6

Rang (A-21)=1.

5 -6 -6
e A= -1 4 2 € Mat3><3(R)

Also ist dim Wy, = 1 und dim W, = 2 und dim Wy, + dim Wy, = 3. Also ist T" diagonalisierbar:
Es existiert eine Basis D von R3, so dass

-

o O =
S NN O
N OO
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In diesem Skript werden wir ein weiteres wichtiges Polynom definieren, und die Beziehung
zunschen Minimale Polynom und Charakteristische Polynom untersuchen.

§ 10 Annihilator Ideal

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7€ L(V, V).

Proposition 14.1.
Es gelten:

(1) A(T):={pe K[z] | p(T) =0} ist ein Ideal.
(2) A(T) #{0}.

Beweis
(1) Es geniigt zu bemerken dass (p+ ¢)(T) = p(T) + ¢(T) und (pg)(T) = p(T)q(T) , fiir alle

p,q € K[z].

(2) Setze dimV = n. Betrachte die Elemente I,7,72,...,7" ¢ L(V,V).
Da dim£L(V,V) = n?, sind diese Elemente notwendig linear abhingig. Also existiert
oy Cpz € K mit col + 1T + -+ ¢,2T™ = 0 und ¢; nicht alle gleich Null. Also ist
2.B. das Polynom co + ¢,z + - + ¢z € A(T). o

Definition 14.2.
A(T) heifit annihilator Ideal. Der (eindeutig bestimmte) normierte Erzeuger von A(T) ist das
Minimale Polynom von T; bezeichnet als Min. Pol. (T).

Bemerkung 14.3.

1. deg (Min. Pol. (T")) < n?.
In skript 15 werden wir eine bessere obere Schranke bekommen!

2. p := Min. Pol. (T) ist das normierte Polynom vom kleinsten Grad in A(T). Ist also
charakterisiert durch:

(a) peK[x]
(b) p(T) =0
(c) fur alle g€ K[z]:deg g <deg p=q(T) #0.

Definition 14.4.
Fir A € Mat,«,(K) sind A(A) und Min. Pol. (A) analog definiert.
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Bemerkung 14.5. .
(1) Sei B eine Basis fiir V. Fiir f e K[z] gilt [f(T)]s = f([T]s) (UB).

Fiir A =[T]g gilt also: f(T) =0« f(A) =0.

(2) Wir halten fest: dhnliche Matrizen das gleiche minimale Polynom.

Satz 14.6.
Sei T'e L(V,V) (oder A € Mat,x,(K)). Es gilt: Char. Pol. (T") und Min. Pol. (7") haben (bis
auf Vielfachheit) dieselben Nullstellen .

Beweis:

Seien p:= Min. Pol. (T') und c € K. Zu zeigen: p(c) = 0 < ¢ ist Eigenwert von 7.

“=7 p(c)=0=p=(x-c)g deg g < deg p. Also ist ¢(T) #0.
Wiéhle eV mit a:=q(T)(B) #0.
Es gilt 0 = p(T)(B) = (T - cI)g(T)(B) = (T - cl)(«). Also ist « # 0 Eigenvektor zum
Figenwert c.

“«=" Umgekehrt sei T'(a) = ca;a#0,aeV,ce K.
Nun gilt p(T)(«) = p(c)a (UB).
Da aber p(T') =0 und « # 0, folgt daraus p(c) = 0. o

Proposition 14.7.
Sei T' diagonalisierbar. Dann zerfallt Min. Pol. (T") in verschiedene lineare Faktoren.

Beweis:

Sei T' diagonalisierbar, c1,...,c; € K die verschiedenen Eigenwerte, setze p := Min. Pol. (7).
Satz 14.6 impliziert dass degp > k ist.

Betrachte das Polynom ¢(x) := (z —¢1)--(z — ¢). Es gilt: (T'—=c11)-(T - 1) () = 0 fiir jeden
Eigenvektor a (weil a Eigenvektor zum Eigenwert ¢; ist, fiir ein geeignetes 7). Da es eine Basis
von Eigenvektoren gibt, ist ¢(7") = 0, also ist g € A(T), und damit wegen Bemerkung 14.3 gilt
nun p = q. O

Wir werden spdter die Umkehrung von Proposition 14.7 auch beweisen.

Beispiel 14.8. Nun berechnen wir das minimale Polynom fiir das Beispiel in 12.9 (ii). Wir
bezeichnen p als minimales Polynom. Da T nicht diagonalisierbar ist, konnen wir Proposition
14.7 nicht anwenden, aber Satz 14.6 konnen wir anwenden.

Da Char. Pol. (T') = (z—1)(z - 2)? ist, hat p die Nullstellen 1 und 2. Wir probieren Polynome
der Form
(z-1)"z-2)" mit k>1und £>1

(“priifen”, ob sie T" annihilieren).

(x-1)(x-2):

2 1 -1\[{1 1 -1 2 0 -1
(A-D(A-2D)=2 1 -1 |2 0 -1 |=l2 0 -1 |40
2 2 -1 )\ 22 =2 40 -2

Also ist deg (p) > 3. Nun probieren wir
(z-1)*(x-2) oder (z-1)(x-2)?
(A-T)(A-21)%2=0. Also ist hier Char. Pol. (7') = Min. Pol. (7).

Der Satz von Cayley Hamilton, den wir in Skript 15 beweisen, wird uns helfen weniger “prifen”
zZu missen...
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In diesem Skript werden wir zundchst den Satz von Cayley Hamilton aussagen und beweisen, der
Satz ist u.a. fir die Berechnung von MinPol sehr hilfreich. Wir beenden Abschnitt 10 indem
wir die folgende wichtige Frage beantworten: Sei A € Mat,,,(Q). Da Q € R ¢ C ist auch
A € Matpm(R) und sogar A € Mat,,,(C). Andern sich deshalb die charakteristischen und
minimalen Polynome von A? Im Abschnitt 11 werden wir den Begriff von Trigonalisierbarkeit
(der arme Vetter von Diagonalisierbarkeit) einfihren und studieren.

Satz von Cayley Hamilton.
Sei V' ein n- dimensionaler K-Vektorraum und L € L(V, V'), f := Char. Pol. (L).
Es gilt f(L) = 0. Insbesondere teilt Min. Pol. (L) das Char. Pol. (L).

Beweis:
Seien K die Algebra der Polynome in L und B = {ay,...,a,} eine Basis fiir V.

Setze A :=[L]g, das heiBt L(o;) = ) Ajoy fiir alle 1 <i <n.

j=1
Wir schreiben diese Gleichungen um, als

(1) Z((FZJL _Aji])(aj) =0 fiir alle 1 <7< n.
j=1

Sei B die n x n-Matrix mit dem Koeffizienten in der Algebra K definiert durch
Bij = 5ZJL - A]Z[
Behauptung: Es ist det B = f(L) = 0. Wir argumentieren wie folgt:

Wir haben f(x) = det(z] - A) = det(x] - A)T. Wir berechnen: (I - A); = d;52~ Aj;. Also
ist (xI-A)5(L) = 6ijL— Ayl = Byj. AuBerdem gilt: [det(xI-A)T](L) = det[(x]-A)T(L)]
(siche UB). Somit gilt

f(L) = [det(x] - A)J(L) = [det(x] — A)T](L) = det[(x] - A)T(L)] = det B.

Wir zeigen nun dass det B = 0. Dafiir geniigt es zu zeigen dass (det B)(ay) = 0 fiir alle
k=1,....,n. Wegen (1) gelten fiir B;; und ay:

(2) > Bij(a;) =0 fiir alle 1 <i <n.
=1

Setze B := adjB. Aus (2) folgt fur alle k und i : B;ﬂ(z Bjjaj) =0 = ZBMBijaj.
j=1

j=1
Wir summieren iiber 7 und bekommen:
0= Z Bk"b Z]Oéj Z (Z z ) (O[j).
=1 j j=1 -1

N —
kj-te Koeff. von BB
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Nun ist (wegen Korollar 11.7) BB = (det B)I, also > ByiBij = 6y det B.

i=1

Also 0= 36, (det B)(a;) = (det B)(a). .

j=1
Nu beantworten wir die Wichtige Frage der Einleitung. Sei Fj ¢ F; eine Korpererweiterung;
wir bemerken dass Mat,x,(Fo) € Mat,.,(F1).

Satz 15.1. Sei Fj c F} eine Korpererweiterung. Sei A € Mat,.,(Fp), und seien
Char. Pol. gz (A) und Min. Pol.g,(A)

beziehungsweise

Char. Pol.p (A) und Min. Pol.p (A)

die charakteristischen bzw. minimalen Polynome von A jeweils als Element aus Mat,,.,(Fp)
und Mat,x,(F1). Dann gelten:

(1) Char. Pol.g,(A) = Char. Pol.s, (A) und
(2) Min. Pol.g,(A) = Min. Pol.g (A).

Beweis:
(1) Ist offensichtlich, weil det(B) nur von Koeffizienten der Matrix B abhéngen.

(2) (i) Wir untersuchen zunéchst die folgende Frage: Wie entscheiden wir, fiir den gegebenen
Koérper K und der natiirlichen Zahl k& € N, ob es ein Polynom p € K[z] gibt mit
deg (p) = k und p(A) =07

Dafiir 16sen wir ein Matrixgleichungssystem

AF vz AR 0T =0 (%)

(%) ist also ein lineares Gleichungssystem mit n? Gleichungen in der Variablen
k-1

2o, ..., 1. Jede Losung ag, . ..,ax_1 € K gibt uns ein Polynom p(x) := 2% + Z a;x’!
=0

mit p(x) € A(A).

Wenn wir (#) fiir die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die es eine Losung gibt, gelost
haben, dann ist die Losung ay,...,ax_1 eindeutig, weil sie uns liefert die eindeutig
definierten Koeffizienten 1,ax_1,...,a9 von Min. Pol.x(A) von A iiber K.

Wir folgern: Sei k£ minimal, so dass (*) eine Losung in K hat, dann liefert diese
Losung das Min. Pol.x(A).

(ii) Nun untersuchen wir Losungen fir LGS:
Sei B € Matx,(Fo), Fo € Fy Korpererweiterung, Y € Fy**!. Betrachte

BX=Y (S)

Wir behaupten: wenn (S) eine Losung in F7*! hat, dann hat (S) auch eine Losung
in F{»! (und umgekehrt natiirlich!): Dies gilt, weil alleine aus der r.Z.S.F. (B |Y)
konnen wir entscheiden ob es Losungen gibt (siehe LA I Script 6; Satz 6.3 Zweck).
Nun ist aber die r.Z.S.F. einer Matrix eindeutig (insbesondere unabhéngig vom be-
trachtetem Grundkorper), also ist r.Z.S.F. (B |Y') bzgl. F; gleich r.Z.S.F. (B |Y)
ngl F(].
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Aus (i) und (ii) sehen wir, dass (*) eine Losung (ao,...,as-1) € Ff genau dann hat, wenn es
eine Losung in ¥ hat. Die Eindeutigkeit des Min. Pol.g, liefert auBerdem, dass die Losung in
F} auch (ag,...,ax-1) sein muss! O

§ 11 Trigonalisierbarkeit, invariante Unterrdume

Sei V ein endlich dim. K-Vektorraum.

Definition 15.2.
T e L(V,V) ist trigonalisierbar, falls es eine Basis B fiir V' gibt, so dass [T'|s eine obere Drei-
ecksmatriz (i.e. a;;—o fiir i > j) ist.

Satz 15.3.
Sei V' n-dim., T' € L(V, V). Es gilt: T ist trigonalisierbar <> Char. Pol. (T") zerfillt in Linear-
faktoren iiber K (i.e. Char. Pol. (T") = (z — ¢1)™ (2 — cx)™ mit ¢; € K).

Beweis
“=" Klar, weil [T']g = A eine obere Dreiecksmatrix ist, also det(xI — A) ist das Produkt

E(IB —a;;) (siehe UB).

<" Wir werden per Induktion eine Basis B = {ay,...,a,} aufbauen, in der [T']s eine obere
Dreiecksmatrix ist. Da T wenigstens einen Eigenwert hat, hat T auch einen Eigenvek-
tor zum Eigenwert ¢; € K. Sei o # 0 solch ein Eigenvektor und ergénze zu einer Basis
{a, Ba, ..., By} fiir V (geordnet, so dass « der erste Vektor davon ist).
Betrachte diesbeziiglich die Matrixdarstellung von 7™

C1 a19 st Qip
0 Ao+ Qo Te Ma/t(n—l)x(n—l)(K)
0 Ap2 = App

Sei G € LW, W), wobei W := span{fs, ..., ,} definiert durch Gw := T'w, fiir alle w e W.
Wir sehen also Char. Pol. (T') = (x — ¢;) Char. Pol. (G). Da Char. Pol. (T") ein Produkt

von linearen Faktoren ist, so ist es auch Char. Pol. (G). Die Induktionsannahme liefert

eine Basis {ay,...,a,}, in der G eine obere Dreiecksmatrix-Darstellung hat:
€1 a2 A1n
AN
AN
AN

Setze ay = o und setze B := {aq,qg,...,q,} |
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In Skripte 16 und 17 werden wir T-invariante Unterrdume sowie die Matrizdarstellung von T
diesbeziiglich studieren. Wir schlieffen Skript 16 mit einer Erinnerung aus der LA 1.

§ 12 Invariante Unterrdume

Sei V ein n-dimensionaler K- Vektorraum.

Definition 16.1.
Sei W ¢V ein Unterraum und 7' € £(V, V). Dann ist W T-invariant, falls T(W) c W.

Beispiel 16.2.

(0)
(1)

(2)

{0} und V sind T-invariant fiir alle 7.

Sei D der Ableitung Operator auf V = K[x] und W := K[z]<g={f; f =0 oder deg f < d}.
Dann ist W D-invariant.
Sei U € L(V,V) mit TU = UT, setze
(a) W:=TIm (U)
(b) N :=ker(U)
Dann sind W und N T-invariant.
Beweis:
() Sei a eI (U), a =U(B); T(a) = T(U(8)) = U(T(8)) € Im (U)
(b) ae N;U(T(«))=T(U(a))=T(0)=0=>T(a) e N

W ¢V ist T-invariant = W ist g(7T')-invariant fiir alle g € K[2] (UB).

Fiir alle g € K[z] gilt g(T)T = Tg(T) (UA). Insbesondere gilt dies fiir g(7') := cI - T.
Wegen (2) ist also ker(T" - ¢/) T-invariant; i.e. der Eigenraum W, zum Eigenwert c ist
T'-invariant.

1 0

Setze T := Ty. Wir behaupten, dass nur {0} und V' = R? T-invariant sind: Sei W # V, W #
{0} T-invariant. Es gelte aber dann daraus, dass dimW = 1. Sei a # 0, € W; {«t} ist eine
Basis und damit ein Eigenvektor (weil T'(«) € W, also T'(«) = ca fiir ein geeignetes ¢ € R).
A hat aber keine reellen Eigenwerte.

A:( 0 -l )e Matsyo(R)
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e Der Operator Tyy:
Sei W T-invariant, setze Ty := T by Dann ist Ty € L(W, W) (UA).

e Matrix-Darstellung von Tyy:

Sei W ¢V ein T-invarianter Unterraum mit dim. W =r.

Sei B' = {aj,...,a,} eine Basis fir W. Ergénze B’ zu einer Basis B = {aq, ..., 0, Qpy1, . ..

fiir V.
Betrachte A :=[T']z. Wir haben die Gleichungen

n
TOéj = Z Az‘jOéi
i=1

O}

W ist T-invariant = Ta; € W fiir j < r. Also T(oy) = ZA,-jai fir j <r, das heifit A;; = 0 fiir

i=1
j <7 und > 7. Also sieht A aus:

B C
(05)
wobei B rxr,C rx(n-r) und D (n-r)x(n-r) sind. Es ist dariiber hinaus klar, dass
B=[Tw]s.
Lemma 16.3.

Sei T'e L(V, V) und W ¢V T-invariant. Es gelten:
(i) Char. Pol. (Ty) teilt Char. Pol. (T).

(it) Min. Pol. (Ty ) teilt Min. Pol. (T).

Beweis:
(i) Ist klar, weil

A== | (e €]

und somit ist det(z] — A) = det(z] — B) det(z] — D), wobei B = [Ty 5.

(i7) Beachte, dass

Bk C
k _ k
o5 5]

wobei gilt: Cy ist r x (n—r). Also jedes Polynom das A annihiliert, annihiliert auch damit

B. Also Min. Pol. (B) teilt Min. Pol. (A).

Wir werden in der néchsten Vorlesung die Matrix D genauer untersuchen.

O
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Erinnerung (Quotientenraum und direkte Summen aus Lineare Algebra I; Skripte 26 und 27):

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei W ¢V ein Unterraum. V/W = {a+W | @ € V} mit ¢(a+ W) = ca+ W fiir c€ K und
(ca+ W)+ (B+W)=(ca+p)+W fira,feV.
Bezeichnung: o+ W :=a.

Kanonischer Homomorphismus
TV > VW
() := a+ W ist surjektiv mit kerm = W.

Isomorphiesatz
Sei ¢ : V' - U ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen. Es gilt: V/ker ¢ ~ Im .

Seien Wy, W, € V' Unterrdume. Man schreibt V' = W, @ W, (direkte Summe), falls
V =W; + Wy und Wy nW; ={0}. Das heifit fiir alle o € V' existiert genau ein
(wl,UJg) € W1 X WQ, so dass o = w1y + Wa.

Projektion Homomorphismus
7 W1 @ Wy » Wa; m(wy + ws) := wy ist surjektiv mit ker 7 = Wy, Also gilt

Wi e Wy

~ Ws.
W, 2

Sei T'e L(V,V) und W ¢V T-invariant. Die Abbildung

T:VIW VW

wird so definiert:

T(@)=T(a+W):=T(a)+ W =T(a).
Sie ist wohldefiniert, i.e. a3 + W =g+ W =T (1) + W =T(ag) + W, weil a; —ag e W =
T(ar-az) e W=T(a) -T(ag) e W =T(ay) + W =T(az) + W. Sie ist auch linear; i.e.
T e L(V/W,VW).
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Wir setzen die Untersuchung der Matrizdarstellung begonnen in Abschnitt 12, Skript 16 fort.

Sei V ein endlich dimensionaler K- Vektroraum.
Lemma 17.1.

(1) Sei W cV ein Unterraum; B’ ¢ W eine Basis fiir W, B'uB" eine ergénzende Basis fiir V.
Dann ist B” eine Basis fiir V//W.

(2) Umgekehrt sei {@41,...a@,} eine Basis fir V//W, dann ist
B'u{a.1,. .. a,} eine Basis fiir V.

Siehe UB.

Satz 17.2.
Sei W c VT € L(V,V) und W T-invariant. Sei B’ eine Basis fiir W, ergénze zu einer Basis
B=B"wuB"” von V. Es gilt:
B C
A’_[T]B_(O D)’

wobei B = [Ty ], D=[T]gr, und B" = {a;a € B"} .

Beweis:

Setze r:=dimW; sei B’ := {ay,...,a,} und B={aq,...,q,Qpy1,...,0,} die geordnete Basen.
Die Aussage iiber die r x r matrix B ist bereits in der 16. Vorlesung bewiesen worden.

Wir analysieren die (n —r) x (n —r)-Matrix D. Die Matrix A = [T']g ist durch die folgenden

Gleichungen definiert:

T(Ozl) = ZAjiaj fir1<i<n (>(—)
j=1
B [T(ar)]g | | [T(e)]g

a=1 170

B= {6117" oy Qpy Olpi 1, - .,Ckn}
| B' |=r | B" |=(n-1)

B = {OZT+1, s 7a_n}
—_————
| B" |=n-r
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Schreibe
( A1r+l Aln
B : :
A= - Ar(r+1) Arn
A+ | | Aesn
\ An(r+1) Ann

oder fiir 1 <i<n i .
T(Oél) = ZAjiaj + Z AjiOéj

j=1 je=r+1
— (>e>(—)
. eW
und damit ist:

J=r+1

Aus Satz 17.2 (und Aufgabe 8.1 d)) folgt nun:

Korollar 17.3. Char. Pol. T = ( Char. Pol. Ty/)( Char. Pol. T).

Fiir eine analogue Aussage iiber Min. Pol. T siehe UB.

Bemerkung 17.4.
Die Aussage im Korollar 17.5 haben wir schon in Skript 15 bewiesen. Hier geben wir einen
zweiten Beweis mithilfe von Ty und 7.

Korollar 17.5.
T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Char. Pol. (7") im Produkt von linearen Faktoren iiber
K zerfallt.

Beweis:

“=" wie im Beweis vom Satz 15.3.

“<” Wir wollen eine Basis B fiir V aufbauen, so dass die Matrixdarstellung von 7' eine Drei-
eckmatrix ist. Diese Basis bauen wir auf per Induktion nach dimV'.

Induktionsanfang: n = 1 ist trivial. I. Induktionsannahme: die Aussage gelte fiir jeden
n — 1-dimensionalen K- Vektroraum.

Induktionsschritt: Sei ¢; irgendein Eigenwert von T und «; # 0 ein Eigenvektor dazu.

Setze W := {cay;c € K}. Dann ist W T-invariant: fir o € W ; a = cay gilt: T(cay) =
cT'(a1) = ccrar = creaq € W

Wir haben T € L(V /W, V /W) und Ty € L(W, W) , und wegen Korollar 17.3
Char. Pol. T = (Char. Pol. Ty )(Char. Pol. T') (1)
Wir wollen Char. Pol. Ty, berechnen. Nun gilt Ty (o) = ¢y« fiir alle e W .

Also Aw = [Tw]{a,y = [c1] und det(z] - Aw ) =det(z.1-¢;) = (x - c1).
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Also bekommen wir mit (T):
Char. Pol. T = (z - ¢;) Char. Pol. T.
Wir sehen also, dass auch Char. Pol. T im Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfillt.

Nun ist dim V//W = (n-1) (LA I Korollar 27.4). Die Induktionsannahme liefert nun eine
Basis (s, ..., 5, von VW wofiir die Matrixdarstellung von T eine obere Dreiecksmatrix
ist. Setze B = {1, Ba2,..., 00} m]

Nun betrachten wir die obige Aussage fiir Min. Pol. (7).

Korollar 17.6.
Sei V' endl. dim., T'e L(V, V). T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Min. Pol. (7") im Pro-
dukt von linearen Faktoren iiber K zerfallt.

Beweis:
Wir zeigen: Char. Pol. (T") zerfillt im Produkt von linearen Faktoren iiber K genau dann, wenn
Min. Pol. (T') im Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfillt.

“=” Min. Pol. (T") teilt Char. Pol. (T"). Da lineare Faktoren irreduzibel sind, folgt aus der
Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[z], dass auch Min. Pol (T") ein Produkt von
linearen Faktoren ist.

k
“«<” Sei Min. Pol. (T') = [](z - ¢;)".
i=1
Min. Pol. (T') teilt Char. Pol. (T") . Also Char. Pol. (T") = Min. Pol. (T") ¢(z)

mit ¢(z) € K[z]. Wenn deg(g(z)) = 0 dann ist ¢(z) = 1. Sei also deg(g(x)) > 0 und sei
C 2 K eine Korpererweiterung so dass q(x) zerfillt als Produkt iiber C:

~

(Die Existenz vom Zerfillungskorper C werden wir in der Algebra Vorlesung B3 im
néchstem Semester beweisen).

Wegen Satz 14.6 und Satz 15.1 haben Min. Pol (7") und Char. Pol. (T") dieselben Null-
stellen in C'. Wir behaupten nun, dass d; bereits in K liegt und d; = ¢; fiir ein geeignetes
i. Dies gilt, weil d; sonst eine Nullstelle von Char. Pol. (T"), also auch von Min. Pol. (T")
mit d; € C\K (i.e. dj € C aber d; ¢ K) wére.

Dies ist aber unmoglich, da Min. Pol. (T") bereits alle seine Nullstellen in K hat. O



Gesamtscript zur Vorlesung "Lineare Algebra I1" 53

18 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II(SoSe2020)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In Skript 18 und 19 werden wir eine allgemeine Normalform (die Jordan Normalform) kennen-
lernen, und damit Kapitel III beenden. Im Abschnitt 13 werden wir zundchst die Zerlequng von
V' als direkte Summe bzgl T etablieren. In Abschnitt 1/ werden wir Jordanketten und Zellen
einfiihren.

§ 13 Direkte Summen

Lemma 18.1.
Sei V' ein K-Vektorraum, Wy, ..., W} Unterrdume. Folgende Aussagen sind dquivalent:
k
(i) Wh,..., W} sind unabhéngig, i.e.: sei a; € W fiir 1 <4 < k so dass Zai =0. Dannist o; =0
i=1
fiir alle 1 <4 < k.

(ZZ) Wj N (Wl + e+ Wj—l) = {0} fiir 2 S] <k

k
(74i) Ist B; eine Basis fiir W;, so ist B = B; eine Basis fiir W := Wi + - + Wi

=1
Siehe UB.

Notation und Terminologie:

Wir schreiben V' = Wi + - + Wy, wenn V' nur die Summe der W;’s ist und wir schreiben
V=W,&-&Wg wenn V = W; +---+ W, und eine der dquivalenten Bedingungen (i), (ii) und
(iii) vom Lemma 18.1 gilt. In dem Fall heiit V' die direkte Summe der W;’s.

Satz 18.2. (Primzerlegung von V bzgl. T').

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und 7€ L(V, V). Setze Min. Pol. (T) := p. Sei
p=pi'...p," die Primfaktorisierung in K[x] von p; wobei p; verschiedene normierte irreduzible
Polynome in K[z] und r; € N sind. Setze W; := ker p;(T)" fiir 1 < ¢ < k. Dann ist W; T-invariant
fiir alle ¢ (s. Skript 16), und dariiberhinaus gelten:

(Z) V=W e&---eW, und
(4) Min. Pol. (Tw,) =p;" fir 1 <i<k.

Hierunter in 18.3 beweisen wir Satz 18.2 fiir £ = 2. Der allgemeinere Fall folgt per Induktion
nach k.

Proposition 18.3.
Sei dimV < 00,7 € L(V, V'), Min. Pol. (T') = m = mymgy mit gg7(my,ms) = 1. Setze
Vi:=kerm;(T) fiir i = 1,2. Es gilt V =V, @ V5 und Min. Pol. (Ty,) =m, fiir i = 1,2.
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Beweis:

Da myq,ms relativprim sind, existiert ¢, qe € K[x] mit 1 =myq; + mago.

Also I =my(T)q(T) +ma(T)q2(T) (*)

Behauptung 1:
Vi =Im mo(T) und V5 =Im my (7))

Beweis der Behauptung 1:

0=m(T) =my(T)ma(T), weil m = Min. Pol. (T'). Also Im my(T") € kerm, (7).

Umgekehrt sei v € kermy (7). Mit (%) gilt

v=q(T)my(T)(v) +ma(T)q2(T)(v) O

=0 elm mo(T)

Behauptung 2:
V=Viel,

Beweis der Behauptung 2:

1. Summe: ve V. Mit (*) gilt:
v =mi(T)q(T)v+ma(T)g(T)v

elm m1(T) elm mo(T)
2. Direkt: Sei v e Vi n Vs, Mit (*) gilt:
v =g (T)mi (T)(v) +¢o(T)ma(T) (v)

-

=0 weil veV} =0 weil veVy O

e Sei nun 7; = Min. Pol. (Ty;) fiir i = 1,2. Da V; = kerm;(7T'), ist es klar, dass m;(Ty;) = 0 fiir
i=1,2.

Also g | my (%)
und My | ma.

Behauptung 3:
mqme annihiliert 7.

Beweis der Behauptung 3:

Berechne fiir vy € V5 und v, € V4

iy (T) M2 (T) (v2 + v1) = M (T) [M2(T') (v2) + M2 (T) (v1)]

= ml(T)[O + mQ(T)(Ul)] = 0, da mQ(T)(Ul) € ‘/1

(weil Vi o (T')-invariant ist, s. Skript 16; Beispiel 16.2 (2)). o

e Da mymy annihiliert T folgt
mimsg =m | MMy (* * %)

Da my, my normiert sind, folgt nun aus (**) und (* * x), dass m; = m; fiir i = 1,2. ]

Sonderfall vom Satz 18.2:

Sei p; linear und 7; = 1 fiir alle 4. Dann ist p= (v —¢1)-(x —¢,) mit ¢; # ¢; flir 1 < # j <k.

In diesem Fall ist W; = ker(T - ¢;I) = der Eigenraum zum Eigenwert ¢;. Der Satz ergibt:
V=W @&-&W,. Also hat V eine Basis aus Eigenvektoren und damit ist 7" diagonalisierbar.
Wir haben damit die Umkehrung von Proposition 14.7 gezeigt. Wir haben nédmlich bewiesen:
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Satz 18.4. (Diag. Kriterium fiir Min. Pol.)

T ist diagonalisierbar <> Min. Pol. (T") zerfillt in verschiedene lineare Faktoren iiber K[z].

§ 14 Jordanketten und Jordan Normalform

Sei V' ist ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, 7" e L(V, V).
e Definition 18.5:

Sei ¢ € K ein Eigenwert und 0 # v; € V ein Eigenvektor zum Eigenwert c¢. Seien ¢ € N
und v, -, vy € V. Der Vektoren - Tupel (vy,...,v,) ist eine Jordankette der Linge € zum
Figenwert c, falls

(T—CI)’UZ' = Vi1 ?:=2,...,£
(T-cl)vy; = 0 firi=1
e Lemma 18.6:
Sei (vq,...,vp) eine Jordankette. Dann ist B’ := {vy,...,v,} linear unabhéngig, und W =
span{vy, ..., vy} T-invariant. Die Matrixdarstellung von Ty ist die Jordanzelle Jy(c) der
Dimension £ zum Figenwert c, das heif3t:
c 1 - 0
(T s = P < Jy(c) := Jordanzelle der Dimension
LGN 1 ¢ zum Eigenwert ¢
0 - c

(Siehe UB).
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In diesem Skript beweisen wir Satz 19.2 und untersuchen seine Folgerungen. Damit beenden
wir Kapitel I11.

Erinnerung:
Sei V' ein K-Vektorraum und seien W ¢ V., W’ c V' Unterraume. W' ist Komplement von W in
V,wenn V=WaeaelW.

Bemerkung 19.1.

1. Komplemente existieren und sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

2. Sei W ¢V ein Unterraum und vi,...,v! € V linear unabhéngig, so dass
span{vi,...,vl} nW = {0} sind. Dann kann man {v{,...,v!} zu einer Basis von einem
Komplement von W in V' ergénzen.
Beweis: UA.

Satz 19.2. (Jordan Normalform).

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und 7" € L(V, V). Sei Min. Pol. (T") = (z - ¢)"
mit ¢ € K. Dann hat V eine Basis aus Jordanketten zum Eigenwert ¢ (eine Jordanbasis). Die
langsten Ketten haben die Liange r, die Anzahl der Ketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Beachte, dass
ker(T'-cl)c...Cker(T'-cl)" =V .

Behauptung:
Seien j > 2 und v', ... v* € ker(T-cI)J linear unabhéngig und span{v',... v*}nker(T-cl)i~! =
{0}

Dann gelten:
1. wh=(T-cl)vt,...,ws:= (T - cl)v® e ker(T - ¢l )77 sind linear unabhéngig und
2. span{w!,... w*} nker(T —cl)i=2 = {0}.

Beweis der Behauptung:

1. 0=(T-cl)vi = (T - cl)I=1 (T - cI)vi. Also w' € ker(T —cI)i~1L.
| —

w?

Sei nun )" ¢;w' =0 mit ¢; # 0 fiir ein 4, so Y. ¢;(T - cI)v' = 0.

i1 i1
Also (T -cI) Y ¢ =0. Also Y civ* e ker(T = cl)?™, weil (T - cI)iH (T civ?) =
i1 i1
(T —=cl)i2(T-cl)(Xcv') =0.
0

Also ist )" ¢v' € span{v',...,v*} nker(T - cI)’™".
i1

Also ist ¢’ = 0 mit ¢; # 0 fiir ein i. Widerspruch, da {v',...,v*} linear unabhéngig
izl
sind.
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2. Betrachte nun ¥ c;w?, so dass (T - ¢l)i72(¥ c;w?) = 0.
Dann ist (T —cl)1 (X ¢v') =0, 80 Y cvi=0  so (T'=cl)(Y cv?) =0.
Also Y c;(T —cl)vi =0=Y cw'.

O Beh.
Wir bauen nun eine Basis aus Jordanketten.
e n, =dimker(7 - ¢l)" — dimker(7T - ¢I)"~! und schreibe V =V, @ ker(T - ¢l )"!.
Sei {v},..., v/} eine Basis fiir V.
Setze v} | == (T -cl)vl,...,v' = (T —cl)vy e ker(T - ¢I)™! und ergénze zu einer Basis von
einem Komplement V,._; von ker(7 —¢I)"2 in ker(T - ¢l )" !:
N ny+1 Npy+ny—1

1
{vl oo o

e Also n,_; = dimker(7T—cl) ! —dimker(T'-cl)"2-n, und ker(T'—cI)"1 = V,_y@ker(T—cl ) 2.

e Wir verfahren so weiter fiir jedes ¢ =r —2,---, 1. Dabei berechnen wir immer:

n; =dimker(T - cl)’ - dimker(T - cI)"™ —=n, — - —n;pq .
e Im letzten Schritt bekommen wir
vi = (T - cl)vy,...,o7""" = (T = cl)vy™"" welches wir zu einer Basis von ker(T - cI)
erganzen:
1 Np+-4+ng | Npe+o+ng+l Np+-4+N2+n1
Viyeon, Uy N e, UL .

Insbesondere ist

ny = dimker(T - ¢l )" = dimker(T - ¢I)® = n, =+ = ny = dimker(T - ¢I) = Y " n; .
i=2

e Dies ist die Gestalt der gesamt Jordanbasis fiir V', die wir erhalten (wobei jede “Spalte” hier-
unten ist eine Jordankette):

n.

(L

1 ny ny+1 Np+Np-1
Up_qs-e 500 1, U 00 ,

1 n ny+1 ’ Ny +Np—1 Np+-+ng+1 Np+--+No+n1
Vyyeon, U1, v T A ey Up”

oy Npr_1 n

Jordanketten Jordanketten Jordanketten
der Lange r der Lange r—-1 ..., der Lange 1 O

Bemerkung 19.3. Die Matrixdarstellung in der Jordanbasis die wir im Satz 19.2 erhalten
haben ist

J.(c)

J:(c)
A, = wobei die Jordanzelle J;(¢) n;-mal erscheint.

Jl(C)
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Korollar 19.4.

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, 7" e £(V, V). Falls Min. Pol. (T") (oder Char.
Pol. (T')) zerfillt iiber K, dann hat V' eine Basis von Jordanketten zu den verschiedenen Ei-
genwerten. Die Anzahl der Jordanketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei Min. Pol. (T) = (x —¢y)"-(z —¢x)"* .

Satz 18.2 liefert eine Zerlegung:

V=W, @& &W; mit W; T-invariant und Min. Pol. Ty, = (x — ¢;)".

Jordan Normalform liefert Basen B,, von Jordanketten fiir Ty, und jeden c;.

k
Setze B = JB,, (als geordnete Basis). O
i=1

Bemerkung 19.5.
Sei V =W;&--&W,, W, T-invariant und B; = Basis fiir W;, B = LkJBi (als geordnete Basis). Es
gilt -

Ay

[T]s =

Ay
wobei Az = [Zjv[/;]lgZ
Beweis: s. UB.

In B3 werden wir algebraische abgeschlossene Kérper kennenlernen. Wenn K algebraisch abge-
schlossen ist (z.B. K = C) dann zerfillt jedes Polynom (vom Grad > 1) iiber K.

Korollar 19.6.
Sei K algebraisch abgeschlossen, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und 7' € L(V, V).
Es gibt eine Basis B von V', so dass

A,

[T]s =

A

wobei ¢y, ... ¢ die Eigenwerte von 7' sind und A., wie in Bemerkung 19.3 beschrieben.

Ck
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KAPITEL IV: EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME.

In diesem Kapitel werden wir einen K- Vektorraum V' (wobei K =R, oder C) betrachten. Wir
werden zundchst in Abschnitt 15; Skripte 20 und 21 eine weitere Struktur (inneres Produkt
und Norm) auf V' definieren und seine Figenschaften analysieren. Wir werden dabei besonde-
re (orthonormale) Basen fir V studieren. Nachdem wir in Abschnitt 16 die Beziehung zum
Dualraum V* (Riesz-Darstellung) und zum Bidualraum V** analysieren, werden wir die trans-
ponierte Konjugierte T* von T € L(V, V') einfihren. In den Abschnitte 17 bis 20 werden wir
dann im Bezug auf T* besondere Operatoren T € L(V,V') und deren Matrizdarstellungen be-
trachten. Insbesondere werden wir e.g. Hermite’sche Operatoren sowie Isometrien studieren. In
den letzten 8 Abschnitte 21 bis 23 werden wir unser Studium auf normale Operatoren erweitern,
und deren Spektraltheorie und Anwendungen einbringen.

§ 15 Innere Produkte

Sei stets K =R, oder K =C, und sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 20.0
Ein inneres Produkt (auch Skalarprodukt) auf V ist eine Abbildung

VxV—K

(z,y) — (2 | y),
so dass

(1) (x]y)=(y| )
(2) (crzr+ ez |y) =cr(ar [ y) +cal2 | y)
(3) (zx|z)>20und (z |2)=0<2=0

Bemerkung 20.1.

(1)) Da (z | z) =(z | x),ist (x| z) e R.

(27) Wir folgern: (2 |c1yn + coy2) = (i + oy | ) =c1(yr | ) + co(ya | @) =

aly | z)+e(y: | 2) =iz | y) + ez | 42)
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Notation und Definition:

Wir setzen (z | z) := |z|? und nennen |z| :=+/(z | x) die Norm von z.
Bemerkung 20.2. Es gilt: |cz| = || ||z

Terminologie:

e Wenn K = R, heifit V' euklidescher Raum und das innere Produkt ( | ) heiBft symmetrisch
[wegen (1]) bilineare [wegen (2)] positiv definite [wegen (3)] Form.

e Wenn K = C, heifit V' hermitescher oder unitirer Raum und das innere Produkt ( | ) ist
hermitesch symmetrisch [wegen (1)] konjugiert bilinear [wegen (2) und (2’)] positive definite
[wegen (3)] Form.

Beispiel 20.3. Auf VV = K" ist das standard innere Produkt so definiert:
(z]y)=>em, firw=_(c1,...,6n) und y = (M1,..., M) € V.
i=1
Definition 20.4.
(i) z,y sind orthogonal, falls (x | y) =0 (Aquivalent (y | z) = 0).
(ii) Wi, Wy €V sind orthogonal, falls (z | y) =0 fiir alle x € W) und fiir alle y € W5

(i11) S <V ist orthonormal, falls (x | y) =0, wenn z # y und (z | y) = 1, wenn x = y. Also
S ={x1,...,2,} ist orthonormal, falls (z; | z;) = §;;

(iv) S ist vollstindig orthonormal, falls S orthonormal und maximal (beziiglich Inklusion) fiir
die Eigenschaft “orthonormal” ist.

Bemerkung 20.5.
(i) S ist orthonormal = S ist linear unabhéngig.

Beweis: Y c;z; =0=>0= (X ;| xj) = X iz, | z;) = ¢, fiir alle j.
(ii) dimV =n = |S|<n fir S orthonormal.

Definition 20.6.
orthogonal dim(V') = max{|S| | S orthonormal}

Bemerkung 20.7.
orthogonal dim(V") < dim(V")

Notation: Fiir S c V| setze
St:={xeV | (x]s)=0 fur alle se S}

Bemerkung 20.8.
(i) S* ist ein Unterraum.

(i) Sc(S+)t:=84"
(i1i) span(S) c S+
Beweis: Wir beweisen (i): 0= (0 | y) = {0} ¢ S*.

Fiir 1,20 € St;ce K: (w1 +cxg | 8)= (21 | 8)+c(xe|s)=0+0=0.
(ii) und (iii): UA.
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Definition 20.9.
W cV ist ein Unterraum. Wt ist das orthogonale Komplement.

Satz 20.10. (Bessel’s Ungleichung)
Sei S ={xy,...,2,} orthonormal, x € V. Setze ¢; := (z | x;). Es gelten

(i) Yl < [a]?

(i) x':=x - ¢x; ist orthogonal zu z; fur alle (j=1,...,n)

Beweis:
Wir berechnen: 0 < (2’ | 2') = (x - Y ¢y | o = Y ¢ixy) =

(x]a) =Y ez | o)=Y (@ | @)+ ) ey (| 25) =
‘ i ij
[l =Y e = Y @es + Y e = |« = Y ledl”

(2 (2 (2
Damit ist (i) bewiesen.

(2" | zj) = (x| ;) - ch(xl | ;) = ¢j — ¢; = 0. Damit ist (ii) bewiesen.

Satz 20.11. (Charakterisierung von Vollstandigkeit)
Sei S ={xy,...,2,} orthonormal. Folgende sind dquivalent:

(i) S ist vollstandig.

(ii) Aus (z | z;) =0 fir alle i =1,...,n folgt x = 0.
(iti) spanS =1V.
(iv) z =) (x| ;) fiir alle z e V.

(v) (@ ]y) =2 [ @) (i | y) fiir alle v,y e V.

1

(vi) |z|? = Z | (x| ;) |* fiir alle x € V.

Beweis:

(1) = (i)

Beweis via Widerspruch. Sei z # 0. Setze x,,1 := ﬁ Dann ist {x1,...,%,, Tye1} orthonormal.

[(mu | 2:) =0 und (zp11 | Ta1) = (e | @) = 1].

(i) = (iii)

Seix e V,x ¢ spanS, dann ist 2’ = =Y (x | x;)x; # 0 und (Satz 20.10) ist zu jedem z; orthogonal.

Widerspruch.
(iti) = (iv)

sei x e Viw =Y ¢y, also (x| ;) =Y ¢i(x; | z5) = ¢j.

(i) = (v)

(zcx [e)es | Y xmj) =N [ a2 | 2y) = S | ) (| ).

l?-j
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(v) = (vi)
(] 2) =3 (x| z)(zi [ 2) = Y(x | 2)(x [ 25) = 3 [z | 2:) P

(vi) = (1)

sei x ¢ S. Wenn S u{z} orthonormal ist, dann ist
n

|z|? = Z| (z | 2;) P=0= (2| x)# 1. Widerspruch.
-1
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In Skript 21 werden wir die Figenschaften von () und | | beweisen und das Gram-Schmidt
Verfahren kennenlernen. In Abschnitt 16a werden wir mithilfe vom Riesz-Darstellungssatz die
Beziehung zu V* untersuchen.

Sei stets K =R, oder C, V ein K-Vektorraum, und ( | ) auf V' xV ein inneres (Skalar) Produkt.

Satz 21.1. (Ungleichung von Schwarz.)
Fiir alle z,y € V gilt: | (z | y) | < |z| |v]-

Beweis:
Wenn y = 0, dann ist die Ungleichung einfach zu priifen. Sei also y # 0. Setze y; = ﬁ so dass
{y1} orthonormal ist. Bessel Ungleichung Satz 20.10 impliziert nun | (x | y1) > < |z|?.
2
Nun gz (@ [ 9)F < el =1 (@ [ y) < |=]? [y]* 0

Definition 21.2. 6(z,y) := |z - y||, ist die Distanz zwischen x und y.

Proposition 21.3. Fiir alle z,y,z € V gilt:

(1) 6(x,y) = 0(y,x)

(ii) d(z,y) 20;0(x,y)=0<=x=y
(iti) 6(x,y) <d(x,2) +d(z,y) (& Ungleichung).
(iv) 0(z,y) =d(x+z,y+2)

Beweis:
Wir beweisen nur (iii), die andere Behauptungen werden analog bewiesen.

(i17) (Dreiecksungleichung fiir Norm und Distanz.)
lz+yl?=(@+y [z+y) =[z[>+ @ [y) + | 2) + [yl = [z]>+ (@ | y) + (@ | y) + |y]? =
|2+ 2Re(x | y) + [yl* < |zl +2 | (= | y) [+ [yl* < |=)? +21=] [yl + [y]* = (=] + Jy])?. o

Bemerkung 21.4. Ein inneres Produkt definiert also auch eine Norm, d.h. dass die Abbildung
x —> |z erfiillt fir alle z,y € V:

(1) 2=0 < [z =0
(1) Jex| =1l []

(iii) |z +yl <zl +]yl 0
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Definition 21.5.
Sei S eine Basis, S orthonormal, dann heifit S eine orthonormale Basis.

Satz 21.6. (Gram-Schmidt.)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt. Dann hat V'
eine orthonormale Basis.

Beweis:
Sei X ={xy,...,x,} eine Basis. Wir werden eine orthonormale Basis

J={y1,--,Yn}
per Induktion bilden.

I. Anfang: z; # 0. Setze y; := T

I.A: Seien vy, ..., y, schon definiert, so dass {y1,...,y,} orthonormal und y; € span{z1,...,z;}
firj=1,...,7r.

LS. Betracpte

2= T — ) GYi G €K (%)

i-1
Berechne (2 | y;) = (zp41 | yj) —¢; fur j=1,...,r. Nun setze ¢; = (2,41 | y;). Mit dieser Wahl in
(%) ist (2 | y;) =0 fir alle j=1,...,r und

2 € Span{Tps1,Y1,- - Yrt S SPAN{ i1, T1,y .., Ty},

240, da x1,...,2,.41 linear unabhéngig sind und der Koeffizient in (*) von z,,; ist nicht Null.
Nun setze y,,1 := ﬁ O

Satz 21.7.
Sei W ein Unterraum. Es gilt

(1) V=WeW:
(2) Wit =TW.

Beweis:
(1) Sei X ={x1,...,x,} eine orthonormale Basis fiir W und z € V. Schreibe

n
Wosz:= Zc,mi, wobei ¢; = (2 | x;).

i=1

Bessel liefert: y := z — x ist orthogonal zu x; und damit zu W, das heifit y € Wt. Also z =z + v,
xeW,ye Wt Es gilt ferner, dass W n W+t ={0} (weil (z|z)=0<«2=0).

(2) z=a+y. Also (z | x) = |z|*+ (y | ¥) = ||=|*. Analog (2 | y) = [ly]>.

Wenn z e Wit dann (z | y)=0=|y|? So z=2eW. m
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§ 16a Lineare Funktionale

Satz 21.8. (Riesz-Darstellung)
Sei V' ein endlich dim. K-Vektorraum, versehen mit ( | ) .
Sei f e V*. Es existiert genau ein y € V mit f(z) = (x| y) fiir alle z €V (1)-

Beweis:
Existenz: f=0= 1y =0.
Sei f#0; W :=ker(f) ¢ V; Wt +£{0}.

o Sei yo # 0;y0 € W5 OF |y = 1.

Setze y := f(yo)yo- Beobachte (yo | ¥) = (yo | f(y0)yo) = f (%) (wo | vo) = f(%0)-
Somit ist (1) erfiillt fir yq.

e Fiir x = \yo berechnen wir allgemeiner: f(x) = f(Ayo) = Af(v0) = AMyo | ¥) = (A\yo | v). Also
ist () erfiillt.

ebFirzeW:(x|y)=(x| f(yo)vo) =f(yo)(x | yo) =0= f(x). Also ist (T) erfiillt.

e Sei nun x € V', schreibe x = xg + Ayp mit A := f((ygi))) und zg = x — A\yo.

Berechne f(xzg) = f(x) - f((i))f(yo) =0, soist zge W

und f(z) = f(zo) + f(Ayo) = (zo | ¥) + (Ao [ y) = (o + Ayo | y) = (x| y). Also ist (f) immer
erfullt.

e Eindeutigkeit:
Seien yi,y2 € V mit (z | y1) = (z | yo) fiir alle 2 € V. Dann (z | y1 —y2) = 0 fiir alle z € V,
insbesondere fiir x := (y; — y2) bekommen wir |y; —y2]? =0, so y; —y2 = 0. ]

Satz 21.9.
Die Abbildung p: V* — V' f+—y
(i.e. p(f) ist eindeutig definiert durch f(x) = (x| p(f)) fiir alle z € V') erfiillt:

() p(f1+f2) =p(fr) +p(f2)
(i1) p ist surjektiv
(iti) p ist injektiv, aber Achtung

(iv) p(cf) =cp(f) fur alle ce K, i.e. p ist ein konjugierter Isomorphismus.

Beweis:
(i) UA.
(ii) y € V. Betrachte f(x):= (x| y). feV* und p(f) =v.

(iii) f(z)=(x|0)=0 fur alle z = f =0.
)

(iv) z:=p(ef);y:=p(f). Zeige: z =y, i.e. fiir alle z € V: (cf)(x) = (x| ey).
Berechne: (c¢f)(z) =cf(x) =c(z | y) = (x| ey) o
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Folgerungen 21.10 Folgerungen I., IT., III. und IV. hierunten sowie Eigenschaften (1), (2) und
(3) und (4) werden im Ubungsblatt ausgearbeitet.

L (fi| f2):=(p(f2) |p(f1)) definiert ein inneres Produkt auf V*.

IT. Sei X ={z1,...,x,} eine Basis fiir V, dann existiert J) = {y1,...,y,} eine Basis fiir V mit
(z; | yi) = 6;; fiir alle 4, 5.

III. WO c W+ wird ersetzt durch Wt cV ie. p(W?)=W+".

IV. Sei T € L(V,V). Definiere T* durch (Tx | y) := (x | T*y) fir alle x € V (d.h. T*(y) = z,
genau dann, wenn fiir alle z € V: (z | 2) = (Tx | y)).

Es gilt T* € L(V, V). T* ist die transponierte (adjungierte) Konjugierte.
Eigenschaft der tranponierten Konjugierten

(1) (T)* =T

(2) Sei [T']x = A und Y die Basis wie in IL
Es gilt [T*]y = At := A* (i.e. der ij-te Koeffizient von A* ist @;;, wobei a;; der ij-te
Koeffizient von A ist).

(3) det A* =det A

(4) Die Eigenwerte von A* sind die Konjugierten der Eigenwerte von A.
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In Abschnitt 16b werden wir erginzend noch den Zusammenhang zum LA I Kapitel 3 Abschnitt
6 bemerken. In Abschnitt 17 betrachten wir Hermite’sche Operatoren und in Abscnitt 18 schief
Hermite’sche Operatoren. Wir beenden das Skript mit der Zerleqgung eines Operators.

§ 16b Beziehung zum Bidual

e Sei V ein endlich dimensionaler K- vektorraum. In LA I Proposition 24.4 haben wir fiir yy € V'
eine lineare Abbildung L,, : V* — K (d.h. L,, € V** ) folgend definiert: L,,(y*) = y*(yo) fiir
alle y* e V*. (%)

In LA I Satz 24.5 haben wir dann bewiesen dass die Abbildung
A Voo— U
Yo Ly()

ein [somorphismus ist.
e Sei (—|-) ein inneres Produkt auf V. In Skript 21, Satz 21.9 haben wir betrachtet:
0: V. — V* und ~: V* — V**

Yo > Yo Yo

wobel yg(z) := (x | yo) fiir alle z € V und yg*(y*) = (v* | yg) fiir alle y* e V*.

* %
> Y

e Wir kénnen nun die Abbildung betrachten:
V—(S>V*—’Y>V’”’7 yod iy ys".

Bemerkung 22.0. Es gilt: A=v04, d.h. L,, =y}*, fiir alle yp e V.

Beweis:
Es geniigt, zu zeigen, dass yg* die Gleichung () erfiillt. Wir berechnen y5*(y*) = (v* | y3) =
O

(o | ) =y*(%o) -
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§ 17 Hermite’sche Operatoren

Unser Ansatz ist weiterhin: V' endl. dim. inneres Produkt Raum.

Erinnerung:
In Folgerung 21.10 (IV) wurde fir 7' ¢ L(V,V), die Abbildung T € £(V,V) hierdurch fiir
x,y € V definiert:
(Tz [y) = (z[T"y),
oder

(x| Ty)=(T"x | y).
Definition 22.1.
(i) T e L(V,V) ist Hermite’sch (oder selbstadjungiert), falls T'=T*, i.e. (Tx |y) = (x| Ty)
fiir alle z,y e V.
(i1) K =R; T =T*; T heifit auch reell symmetrisch.

(i) K =C;T =T~ heifit auch komplex Hermite’sch.

Satz 22.2.
Sei T € L(V,V') Hermite’sch. Es gelten (Tz | x) € R fiir alle z € V und alle Eigenwerte von T'
sind reell.

Beweis:
(Tz | x) = (x| T(z) = (Tz | x).
Sei nun T'x = cx mit x # 0, dann ist

(Tz | z)=(cx|z)=c|z|*. Also ceR. m
——— —_——
eR eR

e Matrizendarstellungen von Hermite’schen Operatoren:

Sei X eine orthonormale Basis. Also ist Y = X (X ist Selbstdual, UA). Also impliziert T = T,
dass A Hermite’sch ist, wobei

A= [T)x = [T"]y = [T*]x = Al := A*.

Das heifit a;; = aj; (A ist komplex Hermite’sch), und im reellen Fall a;; = a;;, i.e. A= At (A ist
symmetrisch).

Bemerkung 22.3.
Weitere Eigenschaften von Hermite’schen Operatoren (UA):

(i) Umgekehrt sei A Hermite’sch und X eine orthonormale Basis fiir
V mit X ={x1,...,2,}.
n €1
Definiere T'(> e;z;) := A ¢ | Dann ist T Hermite’sch.
i=1 e

(i1) Ty, T sind Hermite’sch = T} + Ty ist Hermite’sch.
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(iti) T 40 ist Hermite’sch, o € K, # 0, dann ist oT Hermite’sch genau dann, wenn « € R.

(iv) T ist invertierbar und Hermite’sch genau dann, wenn 7-! Hermite’sch ist.

Satz 22.4.
Seien T, Ty Hermite’sch. Es gilt: T17T5 ist Hermite’sch genau dann, wenn 17175 = T5T}.

Beweis:
(TlTQ)* = TlTQ <~ T;Tf = T1T2 = T2T1 = T1T2 O

Satz 22.5.
(i) Sei T} Hermite’sch, dann ist T, 777> Hermite’sch.

(i1) Umgekehrt ist T5777T> Hermite’sch und 75 invertierbar, dann ist 77 Hermite’sch.

Beweis:
(1) (I5NW)* =TTy =TT Ty

(i) T;Ts = (T3 ThT)* = Ty Ty Ty, multipliziert links mit (75)~! und rechts mit 75! ergibt
T, = Tl*' O

§ 18 Cartesische Zerlegung eines Operators

Definition 22.6.
T e L(V,V) ist schief Hermite’sch, falls T* = =T. (Wenn K = C, heifit es “komplex schief Her-
mite’sch” und wenn K = R, heifit es “schief symmetrisch”.)

Bemerkung 22.7:
e Sei T e L(V,V), schreibe T =T; + T3, wobei

T+T* T-T*
i und 715 :=

T, -
! 9 2

wobei:
Tl* = T1 und T; = _T2

Also ist 77 Hermite’sch und T, ist schief Hermite’sch.

e Wenn K = C, Ty ist schief Hermite’sch < T, = 13 mit T3 komplex Hermite’sch. Also
T=T1+ ZT3
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In Abschnitt 19 werden wir Isometrien kennenlernen, und zeigen dass diese lineare Operatoren
die Distanz und die Norm erhalten. In Abschnitt 20 untersuchen wir den Zusammenhang zwi-
schen Isometrien und orthonormalen Basen. In Abschnitt 21 fiihren wir normale Operatoren
ein, und sagen den Spektralsatz aus. Diesen beweisen wir dann in Skript 2/.

Sei V ein endlich dimensionaler K - Vektorraum und ( | ) ein inneres Produkt.

§ 19 Isometrie

Definition 23.1.

Sei U e L(V,V), so dass U* = U~!, dann heifit U eine Isometrie.
e Wenn K =R und U* = U1, heifit U orthogonal.

e Wenn K =C und U* = UL, heifit U unitdr.

Satz 23.2.
Fiir U € £L(V,V) sind dquivalent:
(1) UrU=UU"=1d

(2) (Uz | Uy) = (x| y) fir alle z,y (das heifit, U erhélt (|).)
(3) |Ux| = || fiir alle z (das heiit, U erhélt die Norm).

Beweis:

(1) = (2):
(Uzx | Uy) = (x| U*Uy) = (x| y) fir alle z,y eV

(2) = (3):

(2) anwenden mit z =y

(3) = (1):

(Uz |Uzx) = (U Uz | x) = (x| z). Also ([U*U-1Id]x | ) =0 fir alle x € V. Setze T := U*U - Id,
dann ist Hermite’sch (wegen 22.3(ii)). Ferner gilt (T'z | z) = 0 fiir alle z. Wir behaupten dass
auch (T'z | y) =0 fiir alle z,y (*). Benutze folgende Gleichungen fiir Hermite’sche Operatoren.
e Fir K=R:2(Tz|y)=(T(x+y)|z+y)-(T(x-y)|z-vy), und fir K =C:

o 4(Tx|y)=(T(x+y)|lz+y) - (T(x-y)|v-y) +i (T(x+iy) |z +iy) —i (T(z - iy) [z -1iy) .

Insbesondere gilt (Tx | Tx) = 0 fiir alle  (nehme y := T'(x) in (*)), also T = 0. O
Bemerkung 23.3.
(i) (3) impliziert, dass U auch die Distanz erhélt, das heifit:
(4) |Uz - Uy| = ||z - y|| fiir alle z,y eV

(i1) Da Isometrien invertierbar sind und erhalten das innere Produkt, ist die Abbildung
U:(V,(])) = (V,(])) ein Automorphismus des inneren Produkt-Vektorraums (V, (])).
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Satz 23.4.
Eigenwerte von Isometrien haben den absoluten Betrag gleich 1.

Beweis:

Sei Uz = cx,x #0;ceC.

Esist |Uz| = |z| und |Uz| = |cz| =|c| |z]. Also | ¢ |=1. O
§ 20 Orthonormal-Basis wechseln

Satz 23.5.

Sei X ={x1,...,2,} eine orthonormale Basis und U € L(V, V). Dann is U eine [sometrie genau

dann wenn UX := {Uxy,...,Ux,} eine orthonormale Basis ist.

Beweis:

“=7 (Uz; | Uzj) = (z; | z;) = ;5. Also ist UX orthonormal und UX ist eine Basis, weil U
invertierbar ist.

“<" Sei UX orthonormal. Es gilt also (Uz; | Uz;) = 6;; = (z; | x;) fiir alle 1 < 4,5 <n und
damit durch Linearitat gilt (Uz | Uy) = (x| y) fiir alle z,y e V. i

Matrix-Version:

Definition 23.6. Sei A € M,,.,,(K).
e Wenn K =R und AA* = A*A =1, , heillit A orthogonal.
e Wenn K =C und AA* = A*A =1, , heifit A unitdar.

Bemerkung 23.7.

(i) Seien U eine Isometrie und X eine orthonormale Basis, dann ist A := [U]x unitér (bzw.
orthogonal).

(i1) Matrix-Version von Satz 23.5:
Sei X eine orthonormale Basis und B’ eine beliebige Basis, dann ist B’ orthonormal genau
dann, wenn die Basiswechsel-Matrix unitéar ist.

§ 21 Spektral-Theorie

In diesem Kapitel haben wir bisher drei wichtige Klassen von Operatoren studiert:
(a) Hermit’sche (T* =T

(b) schief Hermite’sche (T* = -T)

(c) unitére (T* =T-1).

Alle erfiillen die folgende Eigenschaft:
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Definition 23.8.
T e L(V,V) ist normal, falls T*T =TT~ ist.

Wir werden die Struktur von normalen Operatoren genau untersuchen und wollen den Haupt-
satz des Kapitels beweisen:

Satz 23.9. Spektralsatz fiir normale Operatoren.

Sei T e L(V, V) normal. Setze p := Min.Pol.(T"). Dann ist p = py...py, wobei p; # p; fir i # j
und fiir alle 7 ist p; normiert und irreduzibel (deg p; = 1 oder deg p; = 2).

Fiir jedes i sei W; := kerp;(T) der T-invariante Unterraum von V. Dann ist W; orthogonal zu

W fiiri# jund V = Wi@---@W, (das heifit V ist die orthogonale direkte Summe von Wy, -+, Wy.)

Fiir den beweis brauchen wir Hilfslemmata.

Lemma 23.10.
Sei T'e L(V,V) und W ¢V T-invariant, dann ist W+ ¢ V' T*-invariant.

Beweis:
Sei u € Wt w e W und berechne (w | T*u) = (Tw | u) = 0 fiir alle w e W. Also ist T*u e W*t. O

Fortsetzung in Skript 24.
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In diesem Skript werden wir zundchst einige Hilfslemmata beweisen, so dass wir den Spektralsatz
nachweisen konnen. Damit beenden wir Abschnitt 21. In Abschnitt 22 kommen wir zuriick
auf die Begriffe von Trigonalisierung und Diagonalisierung. Mithilfe von ( | ) erhalten wir
diesbeziiglich starkere Aussagen als die vom Kapitel III. In Abschnitt 23 untersuchen wir die
Figenwerte von normalen Operatoren, mithilfe vom Spektralsatz.

Sei V ein endlich dimensionaler K - Vektorraum, ( | ) ein inneres Produkt auf V
und T e L(V,V).

Bemerkung 24.1. Da T** = T (siche UB 11) wenden wir Lemma 23.10 auf 7* an und bekom-
men: W c 'V ist T*-invariant = W+ ist T-invariant.

Lemma 24.2.
Sei T normal, g(x) € K[x] und W := ker g(T"). Dann ist W+ T-invariant.

Beweis:

Wir zeigen dass W T*-invariant ist. Da 77T = T*T ist es einfach zu priifen dass auch g(7')T* =
T+g(T). Sei w e W. Berechne: g(T)(T*(u)) =T*(g(T)(u)) =T*(0) = 0. Also auch T*(u) e W.
Bemerkung 24.1 impliziert nun: W+t ist T-invariant. m]

Bemerkung 24.3. Ist g ein Faktor von p:= Min. Pol. (T"), dann ist g(7") nicht invertierbar.
In der Tat, sei p = gh mit 0 < deg h < deg p. Wire g(T') invertierbar, dann hitten wir
0=g(T)p(T) =g(T)tg(T)h(T) und damit h(7T) = 0. Widerspruch zu deg p ist minimal. O

Beweis vom Spektralsatz (Satz 23.9)

e Wir bemerken vorab dass W; T- invariant ist, fiir alle ¢ = 1,--- &k (s. 16.2(2)).

e Sei p = p;...p, die Primfaktorisierung von p (s. Satz 5.15). Wir miissen zeigen dass p; # p;
fir alle ¢ # 7 und dass V = W, @ --- ® W}, . Beweis via Induktion nach k. Fiir k£ = 1 ist nichts zu
zeigen. Wir nehmen an, die Behauptung gilt fiir £ - 1.

e Lemma 24.2 impliziert dass Wi T-invariant ist. Bemerke dass p; = Min. Pol. (Tw,) (per
Definition von W) und Irreduzibilitit von p;). Betrachte Ty: und bemerke, dass ker py (Tyy:) =
{0} (v e W} und x e kerp,(T) = Wy = 2 = 0). Also ist py(Ty;) invertierbar und damit (wegen
24.3) ist p; kein Faktor von Min. Pol. (Ty1) := P (i.e. p; und P, sind teilerfremd). Aus Aufgabe
9.3 folgt aber p = kgV (p1, P2) = p1Pa. Also ist Py = py---p. Also py # p; fir j=2,... k.

e Nun wollen wir die Induktionsannahme auf Ty und P, anwenden. Bemerke dass Wi auch
T*-invariant ist (Lemma 23.10) und deshalb T, W = (Tw:)*. Da T normal ist, folgt nun dass
auch auch Ty normal ist. Bemerke auch dass kerp;(Tw,) = {0}, fiir alle i = 2,k , da
p1 = Min. Pol. (Ty,) und p; und p; teilerfremd sind (wie im Beweis von 18.3 schreibe [ =
p1(Tw,) @ (Tw,) + pi(Tw, )2 (Twy ) = pi(Tw, )2(Twy, ) ). Es folgt dass W; = ker p;(Tyy ).

e Nun kénnen wir die Induktionsannahme anwenden und bekommen also p; # p; fir i £ j,
i,j:2,---,k‘undezWQEB---EBWk. a
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§ 22 Orthonormale Trigonalisierung und Diagonalisierung

Satz 24.4. (Orthonormale Trigonalisierung)
Sei K =C und V ein endlich dim. inneres Produkt K-Vektorraum; 7 € £L(V, V). Dann gibt es
eine orthonormale Basis X, so dass [T]x eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis:

Induktion nach n := dimV. Sei ¢ € C und = # 0 mit T*z = cx, W := (span{z})* und
dimW =dimV -1=n-1.

Lemma 23.10 impliziert: W ist T-invariant, also ist Ty, wohldefiniert.

Per Induktionsannahme setze {x1,...,x, 1} als orthonormale Basis fiir W, wofiir die Matrix-
Darstellung von Ty eine obere Dreiecksmatrix ist.
Setze x, := z/|z|. Dann ist X := {xq,...,2,1,%,} die gesuchte Basis. O

Korollar 24.5.
Fiir jede n x n-Matrix A iiber C gibt es eine unitdre Matrix U, so dass U 1AU eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Beweis:
€1
Wihle X' als eine orthonormale Basis und definiere T'(z) = A| : |, wobei x = ¥ &;z; ist, fir
En
X ={x1,...,2,}. Finde eine orthonormale Basis J wie in Satz 24.4. Setze U := Matrix der
Basiswechsel. Dann ist U~! = U* und U~'AU = B die obere Dreiecksmatrix. O

Korollar 24.6.
K =C. Sei T normal. Es gibt eine orthonormale Basis bestehend aus Eigenvektoren von T'.

Beweis:

Seien p, p; und W; wie im Spektralsatz. Fiir alle i = 1,---, k ist p; linear iiber C, p; = (z - ¢;).
Also ist W; der Eigenraum zum Eigenwert ¢;. Wahle nun eine orthonormale Basis X fiir W fiir
allei=1,...,k (G-S). Also &; besteht aus EigenV. zum EigenW. ¢;, fiir alle ¢ = 1,... k. Also
ist X =X u---u ), die gewiinschte Basis. O

Definition 24.7.
B, Ae M,,,(C).

(i) A ist normal, falls AA* = A*A
(i) A ist unitér dquivalent zu B, falls es eine unitére U € M,,,,(C) mit B = Ut AU gibt.
Korollar 24.8. (Matrixversion von Korollar 24.6.)

Sei A€ M,,,(C), A normal, dann ist A unitdr dquivalent zu einer diagonalen Matrix
D € M, (C).
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§ 23 Anwendungen vom Spektralsatz
Korollar 24.9.

K =C, T ist normal. Es gilt: T ist Hermite’sch < alle Eigenwerte € R.

Beweis

“=" Ist schon bewiesen worden.

“<” Seien alle Eigenwerte reell und J eine orthonormale Basis, bestehend aus EigenV. Also

ist
d; 0
D= [T]j = mit dz e R.
0 d,
Es ist klar, dass D Hermite’sch ist (D* = Dt = Dt = D). Also ist auch 7 Hermite’sch (siche
Folgerungen 21.10(2)). o

Korollar 24.10.
K =C,T ist normal. Es gilt: T ist unitar < alle Eigenwerte haben den Absolutbetrag 1.

Beweis

“=" Ist schon bewiesen worden.

“«<” Seien die Eigenwerte z;, ...z, und J eine orthonormale Basis bestehend aus EigenV, so

dass
21 0
[T]7 = =D.
0 Zn,
Behauptung: D ist unitér.
21 0
Berechne D* = Dt =
0 Zn
21 0 21 0
Also DD* =
0 Zn, 0 Zn
2151 0
0 ZnZn, )
1 0
= =1,
0 1

Also ist auch T unitér (siehe Folgerungen 21.10(2)). O
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25 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 11(SoSe2020)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Script werden wir eine weitere wichtige Erginzung zum Spektralsatz bringen, und
somit Abschnitt 23 und Kapitel IV, und auch diese Vorlesung beenden.

Sei weiterhin V' ein endlich dimensionaler K - Vektorraum und ( | ) ein inneres
Produkt. Wir benutzen hier die Notationen von Satz 23.9.

Wir wollen nun die Aussage vom Spektralsatz im Fall K = R genauer untersuchen. In diesem
Fall sind die p; entweder linear p; = (x —1;),r; € R oder quadratisch irreduzibel, d.h. von der
Form (x - a)?+b%a,b € R;b# 0. Wir wollen eine feinere Zerlegung von V' bekommen, in dem
wir die W; weiter zelegen wenn p; quadratisch irreduzibel ist.

Beispiel 25.1.

Seir>0;0eR; 0¢nZ (ie. 0 erfillt sinf £0).

Sei T € L(IR?,R?) mit Matrix Darstellung A bzgl. standard orthonormale Basis {eq,es}:
cosf) —sinf

A'_T( sinf  cosf )

A ist normal: AA" = A'A.

Sei p = Char. Pol. (T') =det(x] — A) = (x — rcos#)2 + r2sin? 6.

Setze a:=rcosf, b:=rsinf, b#0.

Also ist p = (z — a)? + b? irreduzibel in R[z].

Also ist Min. Pol. T = p.

Wir zeigen nun die Umkehrung:

Satz 25.2.
Sei dimV =n,T € L(V,V) normal mit Min. Pol. T:=p=(x - a)?+b%,a,be R, b #0.
Es gilt: Es existieren 2-dimensionale T-invariante Unterrdume Vi,...,V;, so dass

(i) Vi orthogonal zu V; ist fiir ¢ # j .
(ii) V=Vie---alVj.

(ii7) V; hat eine orthonormale Basis {a;, 8;}, so dass T'a; = ac; + bf; und T'5; = —bo; + af; .

Das heiBt [TV, ](a,,5,) = ( CbL _2 , wobei {a;, ;} die geordnete orthonormale Basis ist.

(iv) Char. Pol. (T') = p*.

) o =( 5 1)

(vi) TT* = (a®>+b?)1 .
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Setze r := Va?+b?, wihle § mit a = rcosf und b = rsinf. Dann ist V also die orthogonale
direkte Summe von 2 dimensionalen Unterrdumen und die Beschrankung 7y, ist “r-mal eine
Drehung um die Winkel 6”.

Wir brauchen eine Bemerkung und ein Hilfslemma, bevor wir den Satz beweisen.

Bemerkung 25.3.
(i) Sei K=R,U e L(V,V). Esgilt (Ua | 5) =(U*B | a) fiir o, S V.

(i) Sei nun U normal, dann gilt |[Ua| = [|U*«| fiir alle ae V.

Beweis:

(1) (U*Bla)=(FUa)=Ualp)=Ualp).

(ii) |Ual? = (Ua | Ua) = (a | U*Ua) =
(o | UUa) = (Ura | Ura) = |[U*al?. o

Hilfslemma 25.4.

Sei K =R und S normal, so dass S?2+1 =0.

Sei av € V und setze 8 := Sa. Es ist S*a=-f und S*B =« )
und (o | 5) =0 und || = |B].

Beweis:

Sa = und S = 5%2a = —a. Also

0=[Sa-p*+[S8+al?=[Sal*>-2(Sa | B) + | B]* + [SB]* +2(58 | ) + [

Da S normal ist, folgt (Bemerkung 25.3):

0=[S*al?=2(5*6 | @) + [B]* + [S*B[* + 2(S*ar | B) + || = | S* v+ B[* + | S* 5 - a]*. Daraus
folgt (1). Berechne nun (a | 5) = (5° | B) = (3 | 58) = (8 | ~a) =~(a | ). Also (a | B) =0,
SchlieBlich [o|? = (5*6 | a) = (8 | Se) = (B | ) = | B]*. =

Beweis vom Satz 25.2

e Sei {V4,...,V}} eine maximale Menge von 2 dimensionalen Unterrdumen mit den Eigenschaf-
ten (i), (iii) und (v), das heifit T*«; = ac; — bB; und T*f; = ba; + af; fiir 1 < j <.

Setze W=V, &--a V.

Wir behaupten dass W=V (und [ =s = %).

Sonst ist W+t # {0} und (iii) + (v) implizieren auflerdem, dass W, T und 7™* invariant ist. Also
ist Wt T* und T** =T invariant.

Setze S :=b1(T —al). Bemerke, dass S* =b"1(T* —al), so S*S =55* (S normal) und W+ ist
auch S und S* invariant und (7" - al)? + 0?1 = 0 impliziert S? + I = 0.

Also kénnen wir Hilfslemma 25.4 fiir S und W+ anwenden.

Wir bekommen
aeW, Jaf=1
f:=Sa, [eW!tund
Sp =-a.

Da T =al +bS haben wir aulerdem

Ta = aa+b8 |, ...
Tpg —ba + af }(m)
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Dartiber hinaus

S*ta = -f

S*6 = «
(]| B) = 0Ound

sl = 1.

Nun ist 7* = al + bS*. Also

T« aa—bp

T3 = ba+af }(v)

Widerspruch zur maximalen Wahl von {V1,...,V}}, also W =V.

:U_—ba :Efa = (x—-a)?+b°

Es folgt aus (i), (ii) und (iii) nun, dass det(zl - T) = [(z — a)? + b?]°. i

e Wir beweisen nun (iv), wir berechnen: det

e Wir miissen noch (vi) zeigen, zu zeigen also dass T ist invertierbar und 7 = (a? + b2)T! .
Aus (iii) und (v) haben wir

a b
[T"j]{%ﬁj} :( b a ) und

[T‘Z]{ag‘ﬁj} :( Z _2 )
Nun ist aber:
G )
b a -b a | 0 a2+ |~
[sz]{aj,ﬁj}[ij]{aj,gj} = [Ty, Ja, 5,y = (a2 +62) L.
Also T*T = (a® + b?)1. .
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