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Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 3: § 4 Matrix-Darstellung von linearen Transformationen

Ansatz

Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit dim(V) = n und dim(W) =m. Sei T : V- — W eine
lineare Abbildung.

Seien B = (o, ..., ) eine geordnete Basis fiir V und B = (o, ...,a),) eine geordnete Basis

fir W.

Definition 20.1.
T ist eindeutig bestimmt durch T'(ay),...,T () € W. Schreibe
Alj
T(aj)|p == : firj=1,...,n
A

und setze

T)s.5 = ( [T(0)]s

[T(an)]s )

Diese m x n-Matrix heifit die Matriz-Darstellung von T beziiglich der Basen B und B'.

Welche Eigenschaften hat [T']g 57

Satz 20.2.
Es gllt firaeV: [T(Oz)][g/ = [T]B’Bl [O{]B (*)

Beweis
Setze A := [T|pp = [Aijli<i<m1<j<n

SO >

T
o5 =
T
Alj m
Nun ist [T'(oy)]p = : . Also ist T'(aj) = Z Aja.

Amj i=1
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Berechne nun:

T(a)=T (Z J?j%) =Y o T(ay) =Y x> Ayai=> (Y Aya)al,
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 j=1
Z Aljl‘j
j=1 L1
Es folgt: [T'(o)]p = : =A] : O

n xn
E AT
=1

Behauptung 20.3.
(%) bestimmt die Matrix [T]p s eindeutig !

Satz 20.5.
Die Abbildung
p: L(V,IW) — K™
T — [T]B,B’

ist eine Isomorphie von K-Vektorrdumen.

Beweis
Ist p linear?
Berechne

p(chh +Ty) = [Ty + Tolpp = ([(ch +To)(an)]s | -+ | [(cTh + T2)(O‘n)]3/) =7

Nun haben wir
j-te Spalte von p(cT; + T3)

[(cTh + Tz)(@j)]z; = [T\ (a;) + To(oy)]s =
c[Ti(a;)]s + T5(cr))] B
— —_—

j-te Spalte von p(T}) j-te Spalte von p(T3)

Also: Die j-te Spalte von p(cT7 + T3) ist gleich wie die j-te Spalte von p(T3) plus c-mal die j-te
Spalte von p(77). Also
p(cTy + T3) = cp(Th) + p(T2).
Ist p injektiv?
Sei T' € L(V, W) mit p(T) = Opxn-

0
Dann ist [T(o)]lp = | : | furalej=1,...,n.
0
Aber dann ist T'(e;) = 0 fiir alle j = 1,...,n. Also ist T" identisch mit der Nullabbildung.

Daraus folgt auch, dass p surjektiv ist, )
weil mn = dim L(V, W) = dim K™*™ (sieche UB). O
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Sonderfall
Wir betrachten T : V' — V ist ein linearer Operator und B = B'.

Definition 20.6. und Bezeichnung
Schreibe [T)p 5 := [T ist die Matrizdarstellung des Operators in der Basis
B. Hier gilt also die folgende Version von (x):

[T()]s = [T]sla]s-

Nun betrachten wir die Matrixdarstellung von Hintereinanderausfithrungen

v o w- LS zumdv &Lz

Ansatz:
V., W, Z sind endlich dim K-Vektorrdume. T',U sind lineare Abbildungen.
B = (ai,...,q,) ist eine Basis fiir V'

B = (p1,...,0mn) ist eine Basis fiir W
B" = (71,...,7p) ist eine Basis fiir Z
Setze A = [T]&g, B = [U]B’,B” und C' = [U o T]B,B” =7

Satz 20.7.
C = BA.

Beweis
T(e)]s & Ala]s wnd [U(T(a))]s 2 B[T(c)]s-

Also [(UoT)(a)]gr = BAla]g. (x) erfiillt also die Matrix BA beziiglich U oT'. Die Eindeutigkeit

impliziert nun unsere Behauptung.

O



