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Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Bemerkung 18.1.

V endlich dim; T : V' — W eine lineare Transformation.

Es gilt: Ry = T(V) C W (Unterraum) ist endlich erzeugt, weil:

Sei B={ay,...,a,} eine Basis fir V und o € V.. Setze §; := T(qy) fiir jedes i = 1,...,n.
T(a) =T cio) = 3¢ () = 32 ¢if;.

= T(a) € span {f4,...,Bn}. Also Ry = span {f,...,0n} O

Satz 18.2.
V endlich dim; T : V' — W eine lineare Transformation.
Es gilt: dim V' = dim ker 7'+ rang 7.

Beweis

Sei {a, ..., a} eine Basis fiir N = ker T". Sei agy1, ..., € V. sodass {ag, ..., Qg g1, ..., Q)
eine Basis fiir V ist.

Behauptung: {T(ax41),...,T(a,)} bilden eine Basis fiir Ry.

Beweis: Aus Bemerkung 18.1 folgt: {T'(ov1), ..., (o), T(qk+1), - .., T(c)} erzeugen Rr.
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Also {T(ag41),...,T(ay,)} erzeugen Rp. Sei nun Z?:kﬂ ci(T(ey)) = 0.

n

Also T( Z CZ‘CYZ'> =0.

1=k+1

=

Also o € N; es existiert by,...,b, € K mit a = Zle bov;.
Also0=a—a=Y" bo; — > k1 Gy = 0.

Aber {aq, ..., agi1, ..., a,} sind linear unabhéngig also
blz"':bkzck+1:"'zcn:0‘ D
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Kapitel 3: § 3 Die Algebra der linearen Transformation

Seien VW Vektorrdume iiber K. Wir haben gesehen, dass Fkt (VW) = {f; f :V —
W eine Funktion } versehen mit Funktion Addition und Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum
ist.

Satz 18.4.

Setze L(V,W):={T; T :V — W lineare Transformation} := L mit Addition
(T+U)(a) =T () + U() fiir alle T'und U € L, o € V und Skalarmultiplikation
(dT)(er) :==d(T'()) fiir d € K.

Es gilt: T'+ U € L und dT' € L.

Beweis

(T +U)(ca+B) =c(T +U)(a) + (T + U)(B) (Ubungsaufgabe)

(dT)(ca+ p) =dT(ca+ B) = d(cT(a) + T(B)) = cdT' (a) + dT ()

= c(dT(«)) + (dT) (). O

Bemerkung 18.5.
0e L(V,W); L(V,W) # (. Also L(V,W) C Fkt (V, W) (Unterraum). Insbesondere ist L(V, W)
ein K-Vektorraum.

Satz 18.6.
V' n-dim, W m-dim iiber K. Dann ist dim L(V, W) = mn.

Beweis

B = (ay,...,q,) ist eine geordnete Basis von V und B’ = (1, ..., B) ist eine geordnete Basis
von W. Fiir jedes (p,q) mit 1 < p < m und 1 < ¢ < n definieren wir [mithilfe von Satz 17.8
und Bemerkung 17.9(2)] EP? eine lineare Transformation:

EP9 .V — W definiert fiir j =1,...,n

EPi(y) = { gp i ig = 0jqlp

Behauptung
{EP?:1<p<mund 1< q<m} bilden eine Basis fiir L.

Beweis
Sei T :V — W und 1 < j <n. Schreibe T(¢;) = Z}Tzl A,;fB, in B’ fiir geeignete A,; € K.
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Zwischenbehauptung: 7' = Z Z Ap EP,

p q
N
~~

=U

weill - Ulay) = (22,22, Ap ) ()
= Zp Zq qu(sjqﬁp
= Z;T:l Apjﬁp
= T(ay)

J/

Also U(a) = T'(«) fiir alle a € V' laut Bemerkung 17.9(1). Also U =T,
Also {EP9:1<p<mund 1< g <m} erzeugen L.

Linear unabhéngig ?

Sei U= >, ApEP? =0 fiir Ay, € K. Also gilt fiir alle j = 1,...,n:
Ulaj) =0ie Y00 Ayl = 0. Nun ist {3, : 1 < p < m} linear
unabhéngig = A,; = 0 fiir alle p und j.

Satz 18.7.
Seien V, W, Z Vektorrdume iiber K und T, U lineare Transformationen.

viw w2z

Es gilt V' Yol 7 ist wieder linear.

Beweis

(U o T)(ca+ ) = U(T(ca + 8)) = U(cT(a) + T(8)) = cU(T(a) + U(T(8)) = e(U o T)(a) +

(UoT)(B)

Sonderfall
V =W = Z. Also hat L(V,V) eine Vektorenmultiplikation UT := U o T.

Bezeichnung
Schreibe T° := I (Identitéitsabbildung)

T? . =ToT
Tr:=To---0T

O



