12 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra 1

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 2: § 3 Basen und Dimension

Definition 12.1.

Sei V ein K-Vektorraum. S C V ist linear abhdingig (l.a.) iiber K, falls verschiedene vy, ..., v, €
S und skalaren cq,...,c, € K nicht alle Null existieren mit c¢;v; + - -+ + ¢,v,, = 0.

S ist linear unabhdngig (l.u.) iiber K, falls S nicht linear abhéngig ist

(e.g. 0 ist linear unabhiingig).

Konvention
Sei S = {vy,...,v,} endlich. Wir sagen: vy, ..., v, linear unabhéngig / linear abhéngig.

Bemerkung 12.2.
1. §; € S;und S; 1. a. = S5 1. a. also

2. 51 € S und S5 L.u. = 5 linear unabhéngig.

Beispiel 12.3.
3. (i) 0eS=Sla. (weil 1-0=0)

(77) {v} ist linear abhéngig genau dann, wenn v = 0

(1ii) {v1,v9} ist linear abhingig genau dann, wenn v; = cvs fiir ein ¢ € K oder vy =0

4. S ist linear unabhéngig genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von S ist linear
unabhéngig, d.h. genau dann, wenn fiir verschiedene Vektoren vy,...,v, € S und alle
ClyovoyCp € K aus ) cu; =0 folgt ¢; =0 fiir 1 < i <n.

Beispiel 12.4.
vy = (3,0,-3)
Vg = <_17 17 2)
vy = (4,2,-2)
Vg = (2, 17 1)

201 4+ 2v9 — v3 + Ovy = 0 = l.a. iiber R.

eR?

Beispiel 12.5.
Seien (; = (1’ 172)752 = (1707 1>aﬂ3 = (2’ 173)' Ist Span({ﬁhﬁmﬁii}) =R 7
Sei b = (by, by, b3) € R3, kénnen wir ¢y, ¢z, c3 € R finden mit
(bl, bg, bg) = 61(1, 1, 2) + 02(1, 0, 1) -+ 63(2, 1, 3)
D.h.: Hat das LGS
C1 + ¢ + 203 = bl
C1 + C3 bg
201 + Co + 303 = bg
eine Losung fiir jede by,by,03 € R 7
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Satz 9.8 = dies ist der Fall genau dann, wenn

DO =

1
0
1

W = N

invertierbar ist.

Beispiel 12.6.
v = (1,-2,3),v9 = (5,6, —1),v3 = (3,2, 1) linear unabhéngig?
Betrachte c;v; + covs + c3v3 = 0. Also homogene LGS:
C1 + 562 + 303 =0
—2c; + 6 + 2c3 = 0 pwp,v9,v3 Lu., gdw es nur triviale Losung gibt.
361 — C + 3 = 0

Also vq, v9, v3 sind linear unabhéngig genau dann, wenn

1 5 3
-2 6 2
3 -1 1

invertierbar ist (Satz 9.8).

Definition 12.7.

Sei V ein K-Vektorraum. Eine Basis fiir V' ist eine linear unabhéngige Teilmenge, die V' erzeugt.
V' ist endlich dimensional, falls es eine endliche Basis fiir V' gibt, i.e.

S ={v1,...,v,} TV mit

(7) S linear unabhéingig
(71) span(S) =V.

Beispiel 12.8.
V = K™. Die Standardbasis ist {e;;i =1,...,n}, wobei ¢; = (0,...,1,0,...,0); 1 — i-te Stelle.

Satz 12.9.

Sei V' ein K-Vektorraum, so dass V' endlich erzeugt ist, i.e.

361, ..., Bm € V mit span({f,...,Bm}) = V. Dann ist jede linear unabhéngige Teilmenge
endlich und hat hochstens m Elemente.

Beweis
Wir zeigen: Hat S C V mehr als m Elemente, dann ist S linear abhéngig.
Seien vy, ...,v, € S;n > m verschiedene Vektoren.

Vi=1,...,n, v; €span({fi,... Bn}), also fur j =1,...,n JAy,,..., A,; € K mit

Uj = Z A’Lj/B’L
=1

Wir analysieren nun lineare Kombinationen der v;;1 < 7 <n.
Fiir zq,...,x, € K berechne

Do Ty =D g iy A = D00 D0 (Ay) B
= > in (O Aiyry) B (*)
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Betrachte das homogene LGS in m Gleichungen und n Unbekannten x4, ..., z,:

n > m also Satz (Korollar 7.2) impliziert, dass es nicht triviale Losungen gibt.
Also 3zy,..., 2, € K nicht alle Null, so dass > 7| Ajz; = 0 fiir alle 1 <i <m.
Zuriick in (x) ergibt La. der v;;1 < j <mn. O



