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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

21.Vorlesung

17 Juli 2017

§Idealnorm und Eigenschaften

Erinnerung: Sei L/Q ein Zahlkérper, O = ZL, O, ist Dedekindring.

Definition 21.1
Sei 0 # a <1 Op, definiere
N(a):=[O :a] = |(Or,+)/(a,+)| (endlich oder co)

Satz 21.1 1. Sei b #0, b <Oy, dann ist N(b) < 0o
2. N(ab) = N(a)N(b) fiir # 0 Ideale a,b < Oy,

Beweis. Wir zeigen (1) und dafl

(s4) N(ap) = N(@)N(p)

fiir p < Op ein Primideal.

(2. folgt aus (x*) wegen Primfaktorisierung von Idealen in Dedekindringen).

Zu 1.: Sei 0 # a € b und 2 die normale Hiille von L/Q, n := deg L und oy,...,0, die n
verschiedenen Einbettungen von L in €. Setze 0 # o = 01(«), ..., 0,() und

Na = Npg() Sats 114 [T oila) = a ][, 0i(a).

(Bemerke, da (Korollar 12.1) n,, € Z, da « € Op), also ist [ [}, 0i(a) = noa™! € L. AuBerdem
sind alle 0;(«) ganz iiber Z, also ist [[;_, 0;(«) ganz iiber Z, und somit ist [[;_, 0i(a) € Op.

Nun ist n, = _« Hoi(oz) € b (weil b < Op), also ist < ng, >= Opn, C b. (und wir haben

€Oy,
einen surjektiven Homomorphismus ¢ : O/ < n, >— Op/b). Nun ist Oy, ein freier Z-Modul

vom Rang n, insbesondere ist Op, ein endlich erzeugter Z-Modul und so ist auch O/ < n, >.
Auflerdem ist O/ < ng >= (O/ < Ng)tor €in Torsionsmodul (5. Vorlesung), und ein endlich
erzeugter Torsionsmodul iiber Z ist endlich (folgt aus Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln
tiber HIR in 6. Vorlesung). Insbesondere ist Op /b auch endlich (als Bild von ).

Zu (*x): Wir zeigen, daB

(a) |OL/ap| = |OL/alla/ap]

und

(b) |a/ap] = [OL/p]

(a) ist klar (3. Isomorphiesatz fiir Gruppen):
Op/ap — Or/a, x + ap — x + a ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen mit Kern

a/ap, also Or/a = (Or/ap)/(a/ap), also ist |O/a| = % (Lagrange).

Zu (b): Bemerke, dafl ap C a (Eindeutigkeit der Primfaktorisierung).
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Behauptung: Sei I <Oy, sodal ap C I C a, dann ist = ap oder [ = a.
Beweis. a ltap Ca '/ C Op, dhp Ca I C Oy,
p maximal = p=a"'7 (dhap=1T) oder Oy = a'T (dh.: a=1). O

Sei nun x € a, x ¢ ap und betrachte ap+ < z >. Wir haben ap C ap+ < x >C a, also
ap+ < x >= a. Wir definieren einen Homomorphismus

v: Op —  a/ap
Yy = yx +ap
~~

€a
Da ap+ < x >= a, ist ¢ surjektiv mit kerty) O p. Da p maximal ist, und ap # a,keryp # Op,
folgt p = kervy. D.h. Op/p = a/ap
0

Als Néchstes wollen wir die folgende Proposition Zeigen:
Proposition 21.2
Sei 0 # B € Op. Esist N(< 8 >) = | Np(B) .
eN €z
Bevor wir die Proposition 21.2 beweisen, brauchen wir :
Bemerkung (i) Sei N ein freier Z-Modul vom Rang n und M < N ein Untermodul (dann
ist M frei vom Rang < n, da Z ein HIR ist).
Dann ist: [N : M] < 0o < dimz M =n

Beweis von (1).

Y1
Behauptung 1: Sei {y1,...,yn} eine Z-Basis fiir M. Schreibe A:= | ... |, y; € Z".

Ym
A€ Mpun(Z)

Nun zeigt UB, daB elementare Zeilen- und Spaltenumformungen eine Matrix B mit fol-
gender Eigenschaft ergeben:

Z™] Spany(B) = Z"/ Spany(A) = Z" /M

d ... 0
Behauptung 2: Zeilen-und Spaltenumformungen ergeben B der Form B := |

d; € Z,d; # 0 (da{y1, ..., Ym} Z-linear unabhéngig sind).

Mit Behauptung 1 und Behauptung 2 konnen wir nun die Aquivalenz in (i) zeigen:
»,= wir nehmen an, m < n und zeigen [Z" : M| = oc.
Setze v, := (0,...,0, zZ ,0,...,0). Aus z; # 2z, folgt v,, # v,, mod Span,B
m €
(weil v,, — v, = Vs sy, 2 =21 — 20 # 0 = v, ¢ SpanyB).
d ... 0
»,<=“ Wir nehmen nun an, daf§ dimz M = n, dh. n =m. Dannist B= | : .. |,

d; # 0, und
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7™/ Spany B = 7" /M.
Wir berechnen
2"/ Spang B| = |Z/d\ZD - - - D Z/dnZ] = [[;—; |di] < o0

(ii) Wir sehen auflerdem, dafi n = m = |Z"/M| = | det B| = | det A|, d.h
n=m= [Z": M] = |det A|, wobei

Y1
A= : | fiir eine Basis {y1,...,yn} € M von M iiber Z.

Ym

Um Proposition 21.2 zu beweisen, brauchen wir noch eine Berechnung:

Proposition 21.3
Sei L/Q Zahlkérper vom Grad n, 0 # a < Oy, {y1,...,yn} eine Z-Basis fiir a. Es ist:
D(OL/Z)N(a)? = D(y1, .-, Yn)-

Beweis. Wir wissen, dafl O, ein freier Z-Modul vom Rang n ist, und auflerdem, daf
[Of : a] < oo. Es folgt aus Bemerkung (i), dafl a ein freier Z-Modul vom Rang n ist.
Sei {e1,...,e,} eine Z-Basis fir O und {y1,...,y,} eine Z-Basis fiir a. Schreibe

Yi = Y. Yijej, ¥i; € Z und sei A die Matrix mit y;; als ij-te Eintrag. Wir berechnen:
Dy, ..., yn) = ) det A%2D(ey,...,e,) = det A2D(O /7).

14.Vor.
Andererseits folgt aus Bemerkung (ii), dafl

|det A| =[Oy : a].
Alles zusammen ergibt: D(yy, ..., y,) = N(a)2D(O/Z) O

Beweis von Proposition 21.2. Sei {ey,...,e,} eine Z-Basis fiir Op, dann ist {fey, ..., Be,} eine
Z-Basis fiir < 8 >. Aus Proposition 21.3 folgern wir, daf3

D(Bey,...,Be,) = D(OL/Z)N(< 8 >)?. Andererseits wissen wir, daf3

D(Bex, ..., Be,) = det(Brq(Be;, Bej)). Wir berechnen:

det(Bro(Be;, Be;)) = (det((0i(Be;))iz))? = (det((03(B)aile;))i;))?. Nun ist

det((os(8)oi(€)))ij) = 01(B) ... 0n(B) det(os(e;))i; = Nijo(B)det(oi(e;)s;). Alles zusammen er-
gibt:

D(Bex, ..., Ben) = (Npjo(B))*(det(i(e;))is)* = (Nrja(8)*Dier, - .-, en)

— 2
Prop 21.3 N(<B>)Der, - en)

]
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