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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

1.Vorlesung

24. April 2017

Kapitel 1: Quadratische Zahlkorper

1. Der Ring der ganzen algebraischen Zahlen Z|w]
2. Die Einheitsgruppe Zw]*

Definition 1.1 i) Ein Zahlkorper ist eine endliche Erweiterung K von Q.
ii) [K : Q] heifit der Grad des Zahlkorpers.

iii) eine algebraische Zahl ist ein Element o € K.

iv) a € K ist eine ganze (algebraische) Zahl, wenn es ein Polynom m(z) € Z[z]| gibt mit m(z)
normiert und m(a) = 0.

Algebraische Zahlentheorie studiert die Arithmetik von Zahlkérpern, den Ring
Ok :={a € K | a ganz }, seine Ideale, Einheiten und Faktorisierung.

Sei K ein Zahlkorper.

Proposition 1.1
a € K ist ganz <= MinPolgy(«) € Z[z].
Insbesondere: Og = Z

Beweis. ,<“: klar

Sei @ € Ok und f(z) normiert von minimalem Grad in Z[z], so dass « eine Nullstelle von
f(z) ist. Wenn f(z) reduzibel in Q[z] ist, liefert dann das Lemma von Gauss, dass f(z) redu-
zibel in Z|x] ist, also f(z) = g(z)h(x) mit g, h € Z[z] normiert, deg(g), deg(h) < deg(f) und
g(a) =0 oder h(a) = 0: Widerspruch. Also ist f(z) irreduzibel in Q[z]. Die Eindeutigkeit von
MinPolg(a) ergibt nun f(z) = MinPolg(«) € Z[z].

Sei « = £ € Q, dann ist MinPolg(a) =2 — £, r,s € Z, ggT'(r,s) = 1. Nun ist
r—te€lzles=1ac O

Wir sehen also: K = Q = Ok = Z. Wie berechnet man O im Allgemeinen?



Beispiel 1.1 (Quadratische Zahlkorper)

Zahlkorper vom Grad 2: Betrachte i.A.: Sei F' ein Kérper, Char(F') # 2, K/ F eine Korpererweiterung
mit [K : F] = 2. Sei @ € K\F. Dann ist MinPolg(a) = 2% + bz + ¢, b,c € F, also K = F(a)
weil [K : F] = 2. Die Nullstellen sind §(—b++v/b? — 4c) (Char(F) # 2). Setze D :=b*—4c € F.
Dann gilt K = F(v/D) und D € F ist kein Quadrat.

Definition 1.2
D € Z ist quadratfrei, falls D ein Produkt von verschiedenen Primzahlen ist.

Zusatz: wenn F' = Q gilt, kann man o.E. D € Z mit D quadratfrei wahlen

Beweis. Sei D = gi’*z =[Ipi € Q, ¢ € Z, p; € Z Primzahlen, p; # p; wenn i # j.

Behauptung: O.E. gilt ¢; =1 :

Weil €¢; = 2p; oder ¢; = 2p; + 1, p; € Z, also
; 2p;+1 ; 2p;
D:prp HpijJr :D:prp Hpjpj Hp]
icl jeJ icl jeJ jed
=D’ ist quadratfrei
Damit ist aber /D = Hpip" Hp?j VD' und K = Q(vD'). O

—_————
€Q

Setze also K := Q(v/D) mit D quadratfrei.

Proposition 1.2
Die Menge O der ganzen (algebraischen) Zahlen ist ein Ring und zwar

Ok = Z[w] :={r +sw|,r,s € Z}

. {\/EwennDEQ,ZSmodél
wobel w =

#WennDzlmodll

Beweis. NB: D = 0 mod 4 ist nicht mdoglich.
Beobachte: Z[w] ist ein Ring; abgeschlossen unter Addition ist klar, und unter Multiplikation

wenn w = /D ist auch klar! Fiir w = %ﬁ berechne

(r+s“+@)(t+u%ﬁ) = (rt + su=——- )+(ru+st+su)l++@ € Zw).
~——

[ J/

—
€7 weil D=1 mod 4 €z

Nun zeigen wir Z[w] C Ok. Beobachte, dass:

Firae K,a ¢ Q, a =a+0/D, a,beQ, ist MinPolg () = z* — 2az + (a* — b*D).

Nun sei @ = r+sw € Z|w], r, s € Z, 0.E. s # 0. Proposition 1.1 impliziert: Es geniigt zu zeigen,
dass MinPolgy(«) € Z[z].

Fall 1: D = 2,3 mod 4
a=r+sVD, r s €7, also MinPolg(a) = 2? — 2rz + (r* — s*D).

J/

ei[rw}
Fall 2: D=1 mod 4 s s
——

i=a :=b



1-D
Also ist MinPolg(a) = 22 —=2(r+3%)a+((r+%)*—(3)?D) = 2> =2 (r + g) o+(r* +rs + 52 1 ).

‘ _/ A ~~ _y
€Z €7

Nun zeigen wir O C Z[w]. Sei a@ = a + WD € Ok, a,b € Q. Falls b = 0, dann ist & € Q
und Proposition 1.1 impliziert a € Z, also a € Z[w]. Also gilt 0.E. b # 0 (o ¢ Q). Betrachte
MinPolg(a) = 2? — 2az + (a® — bD).

Proposition 1.1 impliziert 2a € Z und a® — b*D € Z. Dann ist 4b>D € Z, weil

4(a® — b°D) = (2a)” —(2b)?D. Nun ist aber D quadratfrei, also 2b € Z. Setze also a := £ und
—_— —~

€L €Z
b=1% x,y€Z, also 2> — y*>D = 4(a*® — b*) D und damit erhalten wir 2*> — y*D = 0 mod 4, also

(%) y*D = z* mod 4

D.h.: 42D ist ein Quadrat mod 4.
Fortsetzung des Beweises in der 2.Vorlesung. O]



Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

2.Vorlesung

27. April 2017
Beweis Fortsetzung. Die Quadrate mod 4 sind 0 und 1, also gilt entweder
(1) ¥*D =0mod 4
oder (2) ¥*D =1 mod 4
Fall (1): y*D = 0 mod 4 impliziert:
e entweder 3? = 0 mod 4; dann ist 22 = 0 mod 4 wegen (x), also x,y = 0 mod 2
e oder y?> = D = 2 mod 4: unméglich, weil 2 kein Quadrat mod 4 ist.
Fall (2): 4>D =1 mod 4(xx):
y?, D sind in Z}, also entweder 1 oder 3, also gilt:
e entweder y> = D =1 mod 4 also y = 1 mod 2, also mit (*) + (**): x = 1 mod 2
e oder y?> = D = 3 mod 4: unméglich, weil 3 kein Quadrat mod 4 ist.
Wir haben also gezeigt: die folgenden Fille sind moglich:
(i) D =2,3 mod 4 und z,y beide gerade
oder
(i) D =1 mod 4 und x,y beide ungerade oder beide gerade.

Im Fall (i): a = £,b =¥ € Z und damit o € Z[w], w = V/D.
Im Fall (i) e =a+bVD=r+swmitr:=%5%€Zund s :=y € Z und w = &

5
O

2

§Faktorisierung in Og?

Z = Oy ist faktoriell (fundamentaler Satz der Arithmetik), aber im Allgemeinen ist O nicht
faktoriell, z.B. (UA) ist 3 € Z[/—5] irreduzibel aber nicht prim. Andererseits haben wir gezeigt
(siehe BIII), dass in einem faktoriellen Ring Primelemente=Irreduzibele. Wir werden zeigen,
dass O noethersch ist (siche UB) und damit gilt die Existenz der Faktorisierung in irreduzibele
Elemente. Was fehlt also i.A ist die Eindeutigkeit (sieche UB). Betrachte wieder:

Beispiel 2.1
In Z[v/—=5] gilt
(1) 6=2.3=(1+vV=5)(1—v—5)

2,3,1++/=5 und 1 — /=5 sind alle irreduzibel und nicht assoziiert (siche UB).
Die Idee von Kummer und Dedekind ist stattdessen eine Faktorisierung von Idealen zu verlan-
gen: Faktorisierung vom Hauptideal < 6 > ist:

(1) <6>=<2,14+v-5><2,1—vV-5><3,1+vV-5><3,1—+v-5>



Erinnerung: I,J Ideale, IJ :={ Zaibi |a; € I,b; € J}, z.B.:
~—

endliche Summe

I'=<a>und J=<b>=1J=<ab>
Wir beweisen (I). Wir behaupten:

Behauptung 1: <21+ +vV-5><2,1—+y/-5>=<2>
und < 3,14+ +v/-5>< 3,1 —v/-H>=<3 >

(und damit erhalten wir durch (7):
<2,14+v-5><2,1—y/-5><3,1+V/-5><3,1 —/-5>=<2><3>=<6>.)

Bemerkung 2.1
Man koénnte zeigen:

Behauptung 2: <2, 1++v-5><3,14++v/-5>=<1++v/-5>
und < 2,1 —v/-5>< 3,1 —vV/-b>=<1—+v/-5>

und die andere Faktorisierung von 6 ausnutzen (siche UB).

Beweis von Behauptung 1: Wir berechnen
<2,14++/-5><2,1—+/-5>=<4,2+2/-52—2y/-5,6 >, wir sehen, dass alle Erzeuger
hier gerade sind, also gilt < 2,1+ v/—5 >< 2,1 — /=5 >C< 2 >. Umgekehrt:
2=6-4¢€<4,24+2y/-5,2-2v/—=5,6 > und damit ist < 2 >C< 2,14++/=5 >< 2,1 —+/=5 >.
[

Behauptung 3: Alle vier Ideale sind Primideale (siche UB). Z.B ist die Abbildung

¢: Z — Z[V-5]) <3,1—+=5>
z = 24+ <3,1—+/=5>

ein surjektiver Homomorphismus mit ker(¢) =< 3 >, also ist

Z[@ <3,1— —¥>7/= 3> ein Kérper.



Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

3.Vorlesung

4. Mai 2017

tEinheiten

Wir berechnen nun explizit die Einheiten in Z[w].

(1) Norm auf Q(v/'D):
N:Q(VD)—Q

N(a+bV'D) = (a+bVD)(a+bVD)
= (a+bVD)(a — bVD)
=a>—V’D

(2) (i) D=2,3mod 4,w=+D
N(r+sVD)=1>—s*DcZ,rs€cL.

(ii) D=1mod 4, w = 1+;/5,aEZ[w],a:r+sl+2ﬁ,r,s€Z.

Berechne:N(a) = (r + £)* — D(£)?, also N(a) =% +rs + 1L2s* € Z.
Damit ist bewiesen: N(«) € Z fiir a € Z|w]

(3) N :Z|w] — Z ist durch N(«) = N(r+ sw) = (r + sw)(r + sw) = (r + sw)(r + sw) gegeben,
wobei r, s € Z und
_ —+/D falls D = 2,3 mod 4
©T %EfallsDzlmodél

Behauptung: r + sw € Z[w] (priife es!)

(4) Die Norm ist mulktiplikativ (priife es)

(5) Behauptung: a € Zjw]* < N(«a) = £1

Beweis. ,=“a € Zw]* = 30 € Z[w] mit af = 1, also ist N(af) = N(a)N(5) = 1 also
N(a) € Z* = N(a) = £1.
.= Sel N(r+sw) ==1,r,s € Z, also ist (r+sw) (r + sw) = %1 also ist r+ sw invertierbar

——
EZ[w]

in Z[w] mit Inverse +(r + sw). O

Bemerkung 3.1
Betrachte die Diophantine’sche Gleichung x? — Dy? = +1 (die Pell’sche Gleichung). Wir haben
gezeigt: x,y € Z ist eine Losungs  + yw € Z[w]”*



Kapitel 2: Moduln

1. Moduln
2. Moduln iiber HIR
3. Noether’sche Moduln

§Moduln

R ist stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 3.1 (i) Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) versehen mit einer Ver-
kniipfung (Skalarmultiplikation):

RxM — M
(ryx) w— ra’
so dass fiir alle x,y € M und r,s € R Folgendes gilt:
(1) Lz
(2) r(s ) (7“8)56
(3)
(4)

(r+s)x=rx+ sz
rx+y)=rx+ry
(ii) Eine Untergruppe N < M ist ein Untermodul, wenn RN C N.
Beispiel 3.1 (i) R = K Korper.
K-Modul=K-Vektorraum.
Untermodul=Unterraum.
(i) R=12Z.
Z-Modul=abelsche Gruppe.
Untermodul=Untergruppe.
(iii) M = {0} trivialer Modul.
(iv) M = R ist ein R-Modul.
Untermodul=Ideal von R.

Definition 3.2
Seien M, N zwei R-Moduln.

(i) Ein R-Moduln Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : M — N, so dass
o(rz) = ro(x) fir alle z € M und r € R.
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(ii) Sei N < M ein Untermodul. Die Faktorgruppe M /N ist ein R-Modul, wenn sie mit der
folgenden Skalarmultiplikation versehen ist:

Rx M/N — M/N
(rre+N) — re+ N

(iii) Bezeichnung: Homg(M, N) :={¢ : M — N | ¢ ist ein R — Modul Homomorphismus}

Lemma 3.1
Seien M, N,V drei R-Moduln.

(i) ¢ € Homg(M,N) A € Homg(N,V) = ¢ o ¢ € Hompg(M, V).

(iii) ¢ € Homg(M, N) bijektiv=- ¢! € Homp(N, M), ¢ ist dann ein R-Modul Isomorphismus.

)

(ii) ¢ € Homg(M,N) = ker(¢) < M A Im (¢) < N.
)
)

(iv) (Projektion) Sei N < M ein Untermodul.

T M — MJ/N
r — x4+ N

ist ein R-Modul Homomorphismus.

(v) Wenn N < M, induziert 7 eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M, die N
enthalten, und den Untermoduln von M/N.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Proposition 3.2 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
Sei ¢ € Hompg(M, N); es gilt M/ ker(¢) = Im (¢)

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.3 (i) Die Summe einer Familie (M;);c; von Untermoduln eines R-Moduls M
ist

ZMi = {Z x; | x; € M; und z; = 0 fiir fast alle i}

el el
Esist ,c; M; < M. (UA)
(ii) Fiir a € M sei Ra := {ra |r € R} < M. (UA)

(iii) Sei A € M. Der von A erzeugte Untermodul von M ist

ZRCL

acA

(iv) M ist endlich erzeugt, wenn es A C M existiert mit A endlich und M = 3}_ _, Ra.

Lemma 3.3
Fir AC M ist ) ., Ra der kleinste Untermodul von M, der A enthélt.

Beweis. UA. O
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Definition 3.4 (i) Die direkte Summe einer Familie (M;);c; von R-Moduln ist der R-Modul

@Mi = {(x;)ier € HMl | z; = 0 fiir fast alle ¢}

i€l iel
mit 7(z;)ier = (rx;)ier fir r € R.

(ii) Ein R-Modul M ist direkte Summe einer Familie (M;);e; von Untermoduln (in Zeichen
M = @,.; M;) wenn der R-Modul Homomorphismus

@iGIMZ‘ — M
(%i)ier  + Zz‘el‘ri

ein R-Moduln-Isomorphismus ist.

(iii) Sei M ein R-Modul und N < M ein Untermodul. Existiert ein Untermodul V' < M mit
M =NE@V,so heifit N direkter Summand von M und V' ein Komplement zu N.
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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

4.Vorlesung

8. Mai 2017

Lemma 4.1
Sei M ein R-Modul, N,V < M Untermoduln. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(1) M=NpV

(2) M=N+V und NNV = {0}

(3) Jedes x € M lasst sich eindeutig schreiben als x = y + z mit y € N,z € V.

Beweis. UA. O

Beispiel 4.1
G = Z4, H =< 2 > hat kein Komplement im Z-Modul G, weil die einzigen Untermoduln von
G {0}, H und G sind.

Definition 4.1 (i) Sei S C M. Eine lineare Kombination aus S ist ein x € M, so dass
x =Y. rx; (endliche Summe) mit r; € R, 2; € S.

(ii) Spang(S) := {z | x lineare Kombination aus S} =3 _s Rs

Lemma 4.2
Sei N < M. Es gilt:

(1) M endlich erzeugt=- M /N endlich erzeugt.
(2) N und M/N endlich erzeugt= M endlich erzeugt.
Beweis. UA O

Definition 4.2
S C M ist linear unabhéngig, wenn

Zrixi :O:>VZ,T}:0
i1

endliche Summe

fur alle r; € Runs x; € S.

Definition 4.3 (i) z € M ist Torsionselement< 3r € R kein Nullteiler mit rz = 0.

(ii) Mo := {x € M | x Torsionselement} ist ein Untermodul (vgl UB) von M:
Der Torsionsmodul von M.

(iii) M ist torsionsfrei, wenn M;,, = {0}.
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Bemerkung 4.1
x € Moy = {x} ist nicht linear unbhéngig.

Definition 4.4 (i) S C M ist eine Basis< S ist linear unabhéngig und erzeugt M.
Konvention: S = & ist linear unabhéngig und Span(@) = {0}.
(ii) M ist frei, wenn er eine Basis hat.

Bemerkung 4.2 (i) S ist genau dann eine Basis von M, wenn jedes x € M eine eindeutige
Darstellung als lineare Kombination aus S hat.

(ii) Jeder K-Vektorraum hat eine Basis und ist also frei als K-Modul. Betrachte aber:

Beispiel 4.2
G := Zy =< 1 > ist nicht frei als Z-Modul, weil 1 € G,

Lemma 4.3
Sei R ein Integritéitsbereich und S C M torsionsfrei. Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(1) M ist frei mit Basis S

(2) M =P, cq R
Beweis. UA. O

Lemma 4.4
Sei I <« R, M ein R-Modul. Dann ist

(1) IM:={ > ry; |r;€l,y; €M} ein Untermodul von M

endliche Summe
(2) M/IM ein R/I-Modul.

R/Ix M/IM — M/IM

Beweis. o T
(7, 7) — T

]

Lemma 4.5
Sei M frei mit Basis {x;};e; und I < R. Dann ist M/IM frei als R/I-Modul mit Basis {Z,} ;e

Beweis. {Z;} erzeugt M/IM (UA). Wir zeigen die lineare Unabhingigkeit iiber R/I.

ij.’i’j :O@ZT]‘.’E]‘ clIM
J J
& erxj = Ztlyl
i ]

fir geeignete ¢, € I,y; € M. Nun y; = Y, 75k, also schreiben wir ),y um und bekom-
men »_;r;x; = ), spry mit s € [. Die Eindeutigkeit der Darstellung beziiglich einer Basis
impliziert nun r; € I fiir alle j, also 7; = 0. O

Korollar 4.6
Sei M ein R-Modul und S eine Basis mit |S| = n € N. Dann haben alle anderen Basen
Kardinalitét n.
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Beweis. OE ist R kein Korper (sonst ist R = K und M ein K-Vektorraum und dimyx M = n
ist eindeutig).

Sei I <1 R maximal. Sei S = {x,}. Dann ist {x;} eine R/I-Basis fiir den K-Vektorraum M/IM,
wobei K = R/I.

Wenn {y} eine beliebige Basis von M ist, dann ist ebenso {y, } eine R/I-Basis fiir M/IM. [

Korollar 4.7
M endlich erzeugt und frei= jede Basis ist endlich.

Beweis. Sei{x;}; endlich und erzeugend. Dann ist {z;}; erzeugend fiir M/IM als R/I-Vektorraum
(I maximales Ideal), also ist M/IM endlich dimensional und damit sind notwendigerweise alle
Basen von M endlich. [

Bemerkung 4.3
Wir haben gezeigt: M frei mit {x;},c; Basis, dann ist |J| eindeutig definiert.

Definition 4.5
Sei M frei mit Basis {z;};c;. Wir definieren dimp M := |J|.

Bemerkung 4.4
Wir haben in Korollar 4.6 gezeigt:
dimp M = dimg V, wobei K = R/I und V = M/IM, I ein maximales Ideal von R.
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Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

5.Vorlesung

11. Mai 2017

Notation
R :={(r,...,mn) | i € R} freier R-Modul (mit Komponentenweise Addition und Skalarmul-
tiplikation), Standard Basis: {e; | i =1,...,n}.

Lemma 5.1
Sei M ein R-Modul. Es gilt:
M ist endlich erzeugt < In € Nund K < R" mit M = R"/K.

Beweis. ,<* Lemma 4.2.
»= Sei {z1,...,2,} C M erzeugend. Betrachte

) R" — M
(rl,...,rn) — ZTiLEi

¢ ist ein surjektiver Homomorphismus, K := ker(¢). O

Bemerkung 5.1

Sei M wie im Lemma 5.1: M # {0} endlich erzeugt, {z1,...,x,} erzeugend. Dann gilt:

M ist genau dann frei mit Basis {z1,...,z,}, wenn ker(¢) = {0}.

(Inbesondere fiir # € M,z # 0 ist der Hauptmodul Rz genau dann frei mit Basis {z}, wenn
{re R|rx=0}={0}.)

Erinnerung: M, = {x € M | 3r kein Nullteiler ,rz = 0}.
M ist torsionsfrei, wenn M;,, = {0}.
M ist ein Torsionsmodul, wenn M;,, = M.

Lemma 5.2 (a) M, ist ein Torsionsmodul und
(b) M /M., ist torsionsfrei.
Beweis. (a) UA

(b) Sei & € M /Mo, T Torsionselement. Es existiert b € R kein Nullteiler mit bz = 0, d.h.
bx € M, also gibt es ¢ € R kein Nullteiler mit cbx = 0 =, also x € M;,, und z = 0.
[

Bemerkung 5.2 (i) M frei = M torsionsfrei.
Beweis. Sei x € M, und {x;} eine Basis von M. Schreibe x = ) r;x; und sei r € R nicht
Nullteiler, so dass rz = 0. Es ist Y (rr;)z; = 0. {x;} linear unabhingig= rr; = 0Vi =
r,=0i=z=0 O

(ii) M torsionsfrei und N < M = N torsionsfrei.
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(i) R Integritdtsbereich= Mo, = {zx € M | 3Ir € R,r # 0,rz = 0}

(iv) R Integritétsbereich, x ¢ M;,, = R ist frei.

§Moduln iiber Hauptidealbereiche

Sei nun R stets ein Hauptidealbereich.

Satz 5.1
Sei I endlich erzeugt und frei, und M < F. Dann ist M frei und dimg M < dimg F'. Insbeson-
dere ist M endlich erzeugt.

Beweis. Sei {x1,...,x,} eine Basis fiir . Setze M,, = M N Spang{zi, ...z, } fir m <n. Wir
zeigen per Induktion, daB8 M,, frei ist mit dimg M,, < m (und damit gilt es auch fiir M = M,,).
M, = M N Rxy. x1 ¢ Mo, also ist Rx; frei.
¢ R ;> Rl'l

ro— I
M, < Rry = ¢} (M) <R = ¢ (M) =< a; > fiir a; € Rund M; = ¢(< a; >) = R(ayzy).
Also ist M frei mit dimgp M; < 1.
Per Induktion nehmen wir nun an: M, ist frei, dim M,, < m. Betrachte {a € R | 3z €
M, so dass @ = byxy + -+ - + by, + a1} ein Ideal in R (UA).
Sei a1 € R ein Erzeuger davon. Ist a,,.1 = 0, so ist M,,.1 = M,, und unser Beweis ist
fertig. Sonst gilt a,, 41 # 0: Setze w = ayi1Tmi1 +v € My mit v € Span{zy,...,z,}. Sei
x € M,,,1; es existieren by,...,b,,a € R mit x = byxy + -+ 4+ by + aTp,y1, also

T = bll’l + -+ bmilfm + (cam+1)xm+1
= (bix1 + -+ bpxym) + (cw — cv),

also z — cw = > bjx; — cv € My N Span{xy, ..., x,} = M,,. Wir haben gezeigt:
M1 = My, + Rw mit w # 0, w ¢ Moy, Rw frei mit Basis {w}. AuBerdem ist M,, N Rw = {0},
also M,,.1 = M, & Rw und damit direkte Summe von freien Moduln, also ist M, frei und
dimg M,,+1 = dimg M,, +dimr Rw < m + 1.

]

Korollar 5.2
Sei M endlich erzeugt und N < M. Dann ist N endlich erzeugt.

Beweis. OE gilt M = R"/K (per Lemma 5.1). Betrachte

: R - R"/K
y = y

Projektionshomomorphismus.
N < R"/K = II"Y(N) < R". Satz 5.1= IT"!(N) ist endlich erzeugt.
Lemma 4.2= N = II"}(N)/K ist auch endlich erzeugt.

Satz 5.3
Sei M endlich erzeugt und torsionsfrei. Dann ist M frei.

Beweis. Sei{y;...,ym} C M erzeugend und {vy, ..., v,} darunter maximal linear unabhéngig.
Sei y € {y1,...,Ym}. Nach Maximalitat existieren a,by,...,b, € R nicht alle 0, so dass
ay + byvy + -+ + byv, = 0 und a # 0 (weil {vy,...,v,} linear unabhéngig). Wir sehen also:
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Vi=1,...,m,3a; € R,a; # 0Aajy; € Span{vi,...,v,},also (a1 ...a,)M < Span{vy,...,v,},
frei

also (Satz 5.1) ist (ay ...am,)M frei. Nun ist

M = (ay...a,)M
r > (a...am)x

eine Isomorphie, weil a; ... a,, # 0 und M torsionsfrei ist. Also ist M auch frei.
O

Satz 5.4
Ist M endlich erzeugt, so ist M = M, @ F, wobei F < M ein freier Untermodul ist. Die
Dimension dimg F' ist von der Wahl von F’ unabhéngig.

Definition 5.1
dimp F' im Satz 5.4 ist der (freier) Rang von M.

Fiir den Beweis vom Satz 5.4 brauchen wir:

Lemma 5.5

Sei R kommutativ mit Eins, F und E’ R-Moduln, E’ frei. Sei f : F — E’ ein surjektiver
Homomorphismus. Dann existiert ein freier Untermodul F' < F,sodal f [ F : F — E’ eine
Isomorphie ist und E = F @ ker(f).

Beweis. Sei {}};cr eine Basis fiir E’. Fiir alle ¢ € I wéhle x; € E mit f(z;) = «} und setze
F := Spang{z; | i € I'}. Es ist leicht zu sehen, dal {z;}:c; linear unabhzngig ist (UA), also ist
F frei. Sei nun z € F und nimm a; € R, so dafl f(z) = > a;2}. Es gilt f(z — > a;x;) = 0 und
damit = — ) a;x; € ker(f). Wir haben gezeigt: E = F + ker(f). Nun ist es leicht zu sehen, dafl
Fnker(f) = {0} (UA). O
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6.Vorlesung

15. Mai 2017

Beweis vom Satz 5.4. Betrachte den Homomorphismus:

¢o: M — M/MtOr
r T

Nun ist M /M., endlich erzeugt, also ( Satz 5.3) ist er frei.
Lemma 5.5 liefert ' < M, F frei mit M = ker(¢) @ F und ¢ [ F : F = M /M, damit ist
dimg F' = dimp M /M,,, eindeutig bestimmt. O

Wir werden nun M,,, weiter untersuchen; wir untersuchen also endlich erzeugte Torsionsmoduln.

Definition und Notation (a) Fiir r € R ist M[r| .= {z € M | ra = 0} der r-Torsionsmodul.

(b) M[r>] := Uy M[r*].

Bemerkung 6.1
{0} # M = M, endlich erzeugter Torsionsmodul = Ja € R,a # 0 mit aM = 0 (Seien
v1, ..., 0, Erzeuger, aj,...,a, € R mit a; # 0 und a;v; = 0; setze a 1= a; ... ay,).

Lemma 6.1
Sei M endliche erzeugter Torsionsmodul und wéhle 0 # a € R mit aM = 0 und a = bc mit
99T (b,c) = 1. Es ist M = M|[b] @ M]|c].

Beweis. Es existieren z,y € R mit 1 = xb + yc. Sei v € M; es ist v = xbv + ycv. Dann
ist bv € M[c] und yev € M[b], also M = MI[b] + M|c]. Sei v € M[b] N M|c|; wir rechnen
v = (xb+ yc)v = xbv + ycv = 0. O

Satz 6.2
Sei 0 # M endlich erzeugter Torsionsmodul. Dann ist

M = & MIp™]
p prim mit M [p>]#0

Bemerkung 6.2
M endlich erzeugt = |{p € R | p prim und M [p>] # 0}| < oo.

Beweis. Wihle a # 0 mit aM =0, a € R. Lemma 6.1 und Induktion anwenden ergibt
M = Mla] = D M[p~]
pla,p prim,M [p>]#£0
O
Bemerkung 6.3

Die Darstellung héngt nicht von a ab; ist ndmlich M = M[b], ¢ prim, ¢ | b aber ¢ 1 a, dann ist
99T (a,q) = 1 und damit M = M|aq| = M[a] P M|q] = M, also M[q] =0
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Satz 6.3
Sei 0 # M endlich erzeugt; p € R prim mit M [p>®] # 0. Dann existiert eine eindeutige Folge
1<y <---<vyseN;sodaB Mp®|=Z R/ <p"* >&---® R/ <p” >.

Korollar 6.4 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR)
Sei R ein HIR und M ein R-Modul. Ist M endlich erzeugt iiber R, so ist

S t;
M=R'EPEPR/<p >

i=1 j=1

mit eindeutigen d,s € Ny, pq,...,ps paarweise verschiedene Primelemente, t, € N und 1 <
vig < <y, €N

O

Fiir den Beweis vom Satz 6.3 brauchen wir einiges (Terminologie, Bemerkung, Lemma).

Terminologie:

L. Y1,...,Ym € M sind unabhéngig wenn Span{yi,...,yn} = @. | Ry;, oder die folgende
dquivalente Bedingung gilt: a1y1 + -+ + apnym = 0 = a;y; = 0 fir ay,...,a, € R
Vi=1,...,m.

Bemerkung 6.4
lineare Unabhéngigkeit=- Unabhingigkeit immer; die Umkehrung gilt fiir Torsionsfreie
Moduln.

¢, R — Rx
e S
Ein erzeuger fiir I, heifit eine Periode fiir z.

Bemerkung 6.5 (i) Sei 0 # M = M|[p”] ein p”-Torsionsmodul. Sei x # 0, x € M, dann ist
eine Periode fiir z (bis auf Einheit) der Gestalt p’ mit [ < v; in der Tat sei [ := die kleinste
natiirliche Zahl, wofiir es gilt p'z = 0.

2. Seix e M, ; es gelten I, := ker(¢,) ist Hauptideal und R/I, = Rx.

(i) ist ¥ minimal dafiir, dal M = M[p”], so gibt es x € M mit Periode genau p”.

(iii) Seizy € M mit Periode p”; setze M := M/Rz,. Es ist M = M[p"] und fiir jeden Vertreter
y von 4 € M mit Perioden p' beziehungsweise p' gilt [ > [.

(iv) Ist p” minimal dafiir, da8 M = M[p”] und p* minimal dafiir, da8 M = M|[p*], dann gilt
<.

Lemma 6.5

Sei p € R prim, M = M[p’], » > 1 und minimal dafiir. Wahle z; € M mit Periode p”.
Setze M := M/Rx,. Seien 7, ...,¥n € M unabhingig. Dann gibt es Vertreter y; € 7; mit
Periode(y;)=Periode(y;) und so dafl z1,y1, ..., ¥y, unabhingig.

Beweis. Sei ij € M mit Periode p”, 1 < n. Sei y € 7 ein Verterter. Dann ist p"y = 0 oder
p"y € Rxy, also

(1) Py = pier

fir c € R,p t ¢,s < v (weil Primfaktorisierung in R vorhanden ist). Ist s = v, dann gilt
p"y = p’x1c = 0, also y hat Periode < p™ und damit genau = p”, und so ist der Fall erledigt.
Is aber s < v, dann hat p*czr; Periode p*~* und damit hat y Periode p"*™”~%, also muss
n+v—s <wv gelten (weil p* M = 0), also n < s, wir sehen also, dafl y — p*"cxy € g (vgl (1))
und hat Periode p™.

Fortsetzung vom Beweis folgt in der 7. Vorlesung. [
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Fortsetzung vom Beweis von Lemma 6.5. Sei nun y; Vertreter von ¢; mit gleicher Periode. Wir
zeigen: xy, Y1, - - -, Ym sind unabhéngig. Seien a,aq,...,a, € R mit
(1) ary + iy + -+ apyp =0

Dann ist a1 + - - - + @y, = 0, also muss a;y; =0 Vi sein.
Ist p™ die Periode von g;, dann gilt p™ | a;; p™ ist aber Periode fiir y;, also gilt a;y; = 0 fiir alle
i und damit ist (zurtick in (f)) auch ax; = 0.

]

Beweis vom Satz 6.3. M|[p™] endlich erzeugt= O.E. M = M[p*>| und 3x; € M mit Periode
p”t, v1 € N minimal so da8 M = M]|p"']. Betrachte M|p|; da M|p|] p-torsion ist, ist eine
Skalarmultiplikation
R/ <p>xMlp| — Mlp|
(a+<p>zx) +— ax

wohldefiniert (a1 = a = (a — a1) = pas = (a1 — a)x = agpxr = 0). Also ist M|[p] ein R/ < p >-
Vektorraum. o
Analog ist M[p] ein R/ < p >-Vektorraum, wobei M := M/Ruz;.

Behauptung: dim M|p] < dim M[p] als R/ < p >-Vektorridume.

Beweis. Seien 71, . .. %, linear unabhingig in M[p]. Lemma 6.5 liefert y; € ; mit Periode p,
so daB x1,y1,. ..,y unabhiingig. Setze z; := p”*~!z;. Dann hat 2, Periode p, z; € M[p] und
21,y - - - Ym € M[p] sind immernoch unabhingig. O

Wir zeigen nun die Existenzaussage im Satz. Wir argumentieren per Induktion nach dimpg, - .
O.E.ist M # 0 (sonst ist M = Rxy 2 R/ < p”* >). [A= M = M[p>*] = RTs @ --- ® RZs und
die Periode von z; ist p** (d.h Rz; @ R/ <p” > firi=2,...,5) mit 1 <v; <1p <+ <.
Lemma 6.5= dx,, ...,z € M so da} x; Periode p”* hat und zq, ..., x, unabhéngig, d.h
M=Mp®|=ZRx;® - - @Rxs ZR/<p">@---OR/<p»>mit 1 <) <1< <y
wie behauptet.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit.

Sei

(%) 0#M=Mp>*|=R/<p">&---®R/ <p' >

mit g := p, maximal und py < -+ < pg, d.h M = M[p*] 2 M[p"~!']. Beachte, da}

Mlp|, M[p?]/M]p], ..., M[p"]/M[p"~'] alle R/ < p >-Vektorrdume sind. Aus (x) folgt ausser-
dem, daf: Mp] < pit>/<pt > <ptt>/<ph >

(weil (R/ < p™ >)[p] =<p™' >/ <p™ > und (N & K)[p] = N[p] & K[p] (UA) und

R — <p™il>/<pm>

ein surjektiver Homo-
— pm Tl < p™m > J

dimp/cps < pti=t >/ < phi >=1. (weil

morphismus mit Kernel < p > ist.)
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Also ist dimp/<p> M[p] = s = §{i | @y > 1}. Schreibe nun

(xx) M[pQ]%@R/<p>@@<p’“‘2>/<p“i>

Hi=1 Hi>1

Aus (xx) folgt:

M) /Mpl = @P(<p" 2>/ <p" >)/(<pTh > ) <ph>)
Hi>2
d.h
M)/ Mp) =@ <p 2>/ <pt>
Hi>2

(und < p™ 2 > / < p™ ' >= R/ < p >), also ist dimp/<ps M[p?|/Mp] = 8{i | p; > 2}.
Allgemeiner berechnen wir dimpg/,> Mp™]/Mp™ | = #{i | p; > m} fir m = 1,2,...,p.
Insbesondere:

dimp,<ps M[p*|/M[p"~ = 8{i [ e > p} = £{i | s = p} O

§Noethersche Moduln
Sei R ein Ring, M ein R-Modul.

Lemma 7.1
Folgende Aussagen sind dquivalent fiir M:

1. jeder N < M ist endlich erzeugt

2. jede aufsteigende Kette N; < Ny < ... von Untermoduln wird stationdr, d.h 3¢ mit
Ni = Ni—i—l =...

3. jede @ # U Menge von Untermoduln von M besitzt ein inklusionsmaximales Element.
Beweis. siehe néchste Vorlesung. ]

Definition 7.1
M ist noethersch, wenn eine der Bedingungen (1) < (2) < (3) erfiillt ist.
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8.Vorlesung

22. Mai 2017

Beweis von Lemma. (1) = (2): Setze N :=J, N;, N < M.

Seien x1,...,x, € N mit N := Spang{zy,...,z,} und i € N, so da§ {xy,...,z,} C N;. Dann
ist N C N; und damit N; =N =N;,; =....

(2) = (3): Sei N7 € U nicht maximal. Dann gibt es Ny € U mit N; C N,. Wiederhole mit
Ny: Ny © Ny € N3 C ... usw. Diese Prozedur muf nach endlich vielen Schritten anhalten und
damit ein maximales Element produzieren.

(3) = (1): Sei N < M und U die Menge aller seinen endlich erzeugten Untermoduln. Es gilt
U # @ weil {0} € U. Sei N' = Spang{zy,...,x,} ein maximales Element von Y. Ist N 2 N’,

existiert dann x € N\N’' und Spanp{zy,...,z,, x} 2 N’: Widerpsruch. ]

Definition 8.1
M ist noethersch, wenn eine der dquivalenten Bedingungen erfiillt ist. Ein Ring R ist noethersch
heiflt also: Jedes Ideal von R ist endlich erzeugt.

Lemma 8.1
Sei N < M.
M ist noethersch < N ist noethersch und M /N ist noethersch.

Beweis. ,=“ N' < N = N' < M = N’ endlich erzeugt. Also ist N noethersch.

Sei nun A/N < M/N, wobei A < M und N < A. Also ist A endlich erzeugt und damit auch
A/N.

,<=“Sei A< M.

Ubungsaufgabe= A+ N/N = A/ANN.

Nun A+ N/N < M/N = A+ N/N endlich erzeugt, d.h A/AN N endlich erzeugt

und ANN < N = AN N endlich erzeugt.

Lemma 4.2 impliziert nun, dass A endlich erzeugt ist.

Korollar 8.2
M, My noethersch=- M; & Ms noethersch.

Beweis. My @ My/M; = M ist noethersch und M; ist noethersch. ]

Korollar 8.3
Sei R noethersch und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist M noethersch.

Beweis. Lemma 5.1= M = R"/K.
Korollar 8.2= R" = R® --- @ R ist noethersch (Induktion).
Lemma 8.1= M ist noethersch. O

Satz (Hilbert Basissatz)
Sei R noethersch, dann ist R[z] noethersch.
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Beweis. Sei I <1 R|x]. Betrachte J := {a € R | a ist Leitkoeffizient von f € I'}.

Es ist ein Ideal von R (UA), also gibt es fi,..., f, € I, so daB die Leitkoeffizienten ay, . . ., a,
von fi,..., f, das Ideal J erzeugen. Setze d := max; deg f; und betrachte den endlich erzeugten
R-Modul M, := Zf;ol Rz', d.h den R-Modul der Polynome vom Grad < d.

Korollar 8.3= M, ist noethersch, also ist My; N I < M, endlich erzeugt.

Seien g1, ..., gm € I Erzeuger davon.

Behauptung: I =< fi,..., 0,91, -, Gm >

Beweis. D ist klar.

Sei nun f € I. Wenn deg f < d, dann ist f €< ¢q,..., g, >. O.E. gilt also

deg(f) =: k+ 1 > d. Wir argumentieren per Induktion iiber k. Wir multiplizieren f; mit einer
geeigneten Potenz z' und bekommen f/ € I mit deg(f]) = k+1. Sei f' =" rif!, so dass f’
und f den gleichen Leitkoeffizient haben. Also ist deg(f — f’) < k und per Induktionsannahme
gilt f—f €< fi,.oo,fu,01,---,9m >. Daaber f' €< fi,..., fu,91,...,9m > ist, bekommen
wirnun f €< f1,. .., fu 91,5 Gm > ]

]

Korollar 8.4
R noethersch=- R[zy,...,x,] noethersch.

Erinnerung: Sei R C S eine Ringenerweiterung und Y C S eine Untermenge. Dann ist R[Y]
unsere Notation fiir den kleinsten Unterring von S, der R|JY enthilt.

Wenn Y = {y,...,y,} endlich ist, dann schreiben wir dafiir Ry, ..., yn].

Der Evaluation-Homomorphismus

ev, Rlzy,...,z,] — Rly1,...,n
f(x17"'7xn) H f(yl""7yn)

~

ist surjektiv, also gilt R[y1,...,yn] = R[z1, ..., x,]/ker(ev,) (ein Faktorring von Polynomring),
d.h R[y1,...,yn| besteht aus Polynomen in {yi,...,yn}.

Beispiel 8.1

Sei R = K ein Korper, S = L eine Korpererweiterung von K. Sei a € L algebraisch iiber
K. Dann hat ev, : K[zx] — KJa] einen nicht-tivialen Kern, ker(ev,) =< MinPolg(«) >, also
ist K|a] =2 Kz]|/ker(ev,) mit ker(ev,) maximales Ideal. Wir schen also: K[a] ist bereits ein
Korper, und damit gilt K[a] = K(«).

Korollar 8.5
Sei R noethersch, S = Rlay, ..., a,| eine Ringererweiterung. Dann ist S noethersch.

Beweis. Rlay,...,a,] = Rlxy,...,x,]|/ker(evs). Nun Korollar 8.4 und Lemma 8.1 anwenden.
[



Kapitel 3: Ganzheit

Erinnerungen

Definition 8.1
Sei R C S Ringererweiterung

a) a € S ist ganz iiber R < 3f € R[z| normiert mit f(a) = 0.

b) R C S ist eine ganze Ringererweiterung < jedes o € S ist ganz iiber R.

24
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Proposition 9.1

Seien R, S integritatsbereiche, R C S und o € S. Es gilt: « ist genau dann ganz iiber R, wenn
es einen endlich erzeugten R-Untermodul M # 0 von S gibt, so dafl aM C M.

(In der Tat kénnen wir M = R|a] nehmen).

Beweis. ,=*“ Sei a" +ria" ' +---4+1r,=0,r; €R.
Behauptung: Spang{l,a,...,a" '} := M hat die gewiinschte Eigenschaft.

Beweis. o € """ Ra', also ist
alag+ara+ -+ a, 10" ) = aag + a0 + -+ a, 20"+ a, "

€y Rat
m

="
Erinnerung (Cramer’s Formel): Seien dy,...,d, € R, C eine n x n Matrix mit Eintrdgen in
R, C' = (¢;), und sei C; die Matrix, die man bekommt, nachdem wir die j-te Spalte von C

dq T
durch | : | ersetzen. Sei X := | : | eine Losung fiir

d, Ty

dy
CX=1]":

dy,

Es gilt: det(C)z; = det(C;)Vy

Sei nun M # 0 endlich erzeugt mit aM C M und vy, ..., v, € S Erzeuger fiir M. Fiir alle ¢ gilt
av; = Y a;;v; fiir a;; € R. Umschreiben ergibt ein Gleichungssytem:

(Ck — CL11)U1 — A1V — -+ = 0

—a921V1 + (Oé — CLQQ)UQ — =0

=0
0
Sei C' die Koeffizienten-Matrix. Cramers Formel ergibt fiir Cv = | :
0

det(C)v; = det(Cj) =0
Da es mindestens ein j gibt mit v; # 0 (weil 0 # M), v; € S und det(C) € S und S
integritétsbereich= det(C') = 0.
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Das Berechnen dieser Determinante ergibt schliesslich eine Gleichung
a"+ca” 4 ¢, =0 (UA).

Né)tation
R :={a € 5| «aist ganz iiber R}.

Proposition 9.2

Seien R C S Erweiterung von Integritédtsbereichen. Der ganze Abschluf3 R’ von Rin S ist ein
Unterring von S.

Beweis. Seien «, f € S ganz iiber R, 0 # M, 0 # N endlich erzeugte R-Untermoduln von S,
so dafl aM C M und SN C N. Definiere MN :={>_ m;n; | m; € M,n; € N}.
Es ist:

(a) MN # 0 ist R-Untermodul von S

(b) MN ist endlich erzeugt (wenn {ey,...,e,} M erzeugt und {f1,..., f,} N erzeugt, dann
erzeugt {e;f; |[i=1,...,m,j=1,...,n} MN).

(c) MN ist abgeschlossen unter multiplikation durch a8 und a £ 3 (d-h afMN C MN und
(a £ B)MN C MN, (UA)).

Anwendung von Proposition 9.1 ergibt: af und « & 3 sind ganz iiber R. [

Korollar 9.3
Seien R C S Integritdatsbereiche. Es gilt: S endlich erzeugt als R-Modul= S ist ganz iiber R.

Satz 9.4
Sei R ein Integritdtsbereich, K := Quot(R), L/K eine algebraische Kérpererweiterung und R

der ganze Abschlufl von R in L. Es gilt: L = Quot(EL).
Fiir den Beweis brauchen wir eine:

Proposition 9.5
Sei R ein Integritétsbereich, K := Quot(R),L/K eine Korpererweiterung und o € L algebraisch
iiber K. Dann gibt es d € R mit da ganz iiber R.

Beweis. « erfiillt
(%) Q"+ a4+ a, =0

mit a; € K = Quot(R). Sei d € R, so dafl Vi,da; € R. Multiplizieren von () mit d™ ergibt
d™a™ + a1 d™a™ ! + -+ 4, d™ = 0, dh (da)™ + (ad)(da)™ T 4 -+ @ d™ =0 O

Beweis vom Satz 9.4. o € L ldsst sich schreiben als o = djo‘, de R,da € }_%L, d.h a € Quot(RF),
also Quot(R*) D L. Da die Inklusion Quot(R%) C L offensichtlich ist, ist der Satz bewiesen. [

§Ganz abgeschlossene Integritédtsbereiche

Definition 9.1 x
Ein Integrititsbereich R ist ganz abgeschlossen < R~ = R, wobei K := Quot(R)

Beispiel 9.1 )
Faktorielle Integritdtsbereiche sind ganz abgeschlossen (UB)
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Wir hatten gezeigt: R faktoriell, L/ K Korpererweiterung, o € L algebraisch iiber K, dann ist
a ganz iiber R < MinPolg(a) € R[z].
Wir verallgemeinern nun dieses:

Proposition 9.6
Sei R ein Integritétsbereich, K = Quot(R) und L/K eine algebraische Korpererweiterung. Wir
nehmen an, daf§ R ganz abgeschlossen ist. Es gilt : a € L ist ganz tiber R < MinPolg(«) € R|x]

Beweis. ,<=“:v
,="“:Sei € L und a; € R, so daf

() Q™+ a4 a,, =0

Setze f(x) = MinPolg(a) € K[x]. Wir arbeiten in einem Zerfallungskorper fiir f und behaup-
ten: alle Nullstellen von f(x) sind ganz iiber R

Beweis. Sei o eine Nullstelle, dann gilt
K(a) = K(o/) mit o = Id und o+
anwenden von o auf (k) ergibt
(@)™ + (@) 4 =0
[

Es folgt, dafl alle Koeffizienten von f(z) (diese Koeffizienten von f(z) sind ja elementare sym-
metrische Polynome in den Nullstellen von f(x)) sind ganz iiber R (da die Menge aller ganzen
Elementen ein Teilring ist). Diese Koeffiziente sind andererseits in K = Quot(R), also R ganz
abgeschlossen = alle Koeffiziente sind € R. []
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Proposition 10.1 (Transitivitdt von Ganzheit)
Seien A C B C (' Integritiatsbereiche. Aus B ganz iiber A und C' ganz iiber B folgt C' ganz
iiber A.

Fiir den Beweis brauchen wir:

Lemma 10.2

Seien A C B C C Ringerweiterungen. Aus B endlich erzeugt als A-Modul und
C endlich erzeugt als B-Modul folgt

C endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis. Seien {51, ..., n} erzeugend fiir B als A-Modul und
{71, ..., 7} erzeugend fiir C' als B-Modul.
Dann ist {f;7;} erzeugend fiir C' als A-Modul. O

Lemma 10.3
Sei B = Alfy,...,Bm| eine Ringerweiterung, mit f; ganz iiber A Vi = 1,...,m. Dann ist B
ganz iiber A und B ist endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis. Induktion nach m. Induktionsanfang m = 1:
Seien § = (31, f ganz iiber A, und a; € A, sodal 5" +---4+a, =0

Behauptung: 1,3,5%, ..., 3" ! erzeugen B = A[f] als A-Modul.
Beweis. Weil 8" € Z?:_Ol AB', kann man ein Element b aus A[f] als

(+) b=co+erf+--+enp (ceA)
umschreiben, indem man cy 3" als A-lineare Kombination der 89, ..., 3%~ schreibt und in (%)
ersetzt usw... 0

Induktionsschritt: schreibe B = A[Sy, ..., Bm_1,Bm] = A[B1, - Bm-1][Om]

J

=D
D ist endlich erzeugt als A-Modul per Induktionsannahme und B = D[f,,] ist endlich erzeugt
als D-Modul per Induktionsanfang, da (,, a fortiori auch ganz iiber D ist, also sind A C D C B
wie in Lemma 10.2 und damit ist B endlich erzeugt als A-Modul und (Korollar 9.3) damit ist
B ganz iiber A. ]

Beweis von Proposition 10.1. Seien v € C und b; € B, so da 4" + by 1 +---+b, =0

Setze B' := Alby, ..., b,]. Dadie b; ganz iiber A sind, ist B’ endlich erzeugt als A-Modul (Lemma
10.3). Nun ist v bereits ganz iiber B’ (Wahl der b;), also ist B’[] endlich erzeugt als B’-Modul,
also (Lemma 10.2) ist B’[y] endlich erzeugt als A-Modul. Damit ist v ganz {iber A. O

Korollar 10.4 5
Sei R C S Ringerweiterung. Es ist: R~ ist ganz abgeschlossen in S.
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Beweis. Es ist: R C R C S. Sei v € S ganz iiber ES, also haben wir R C R C R [y

ganz ganz

und damit gilt nach Proposition 10.1 R C R [7]. Somit ist v € R O

ganz

Korollar 10.5 Lk
Sei R C K, K Korper. Dann ist R ganz abgeschlossen.

Beweis. R C Quot(EK) C K und B ist ganz abgeschlossen in K (Korollar 10.4), also ist a
fortiori B ganz abgeschlossen (in der Zwischenerweiterung Quot (}_%K)). O

§Zusammenfassung: Lokalisierung
(3. Vorlesung BIII)

1. Sei R ein Integritdatsbereich. D C R ist multiplikativ falls 1 € D und s,t € D = st € D

2. Sei D C R multiplikativ mit 0 ¢ D, ~ wird auf R x D wie folgt definiert:
(r,d) ~ (r',d') < rd" = dr'. Schreibe % := [(r,d)]

3. {5 | (r,d) € R x D} := D™'R ist ein Ring

Beispiel 10.1
D := R\{0} ist multiplikativ und D™'R = Quot(R).

Beispiel 10.2
p < R Primideal= D := R\p ist multiplikativ. Wir bezeichnen mit R, die Lokalisierung D™'R
von R nach p, also ist Ry := {5 |r € R,d ¢ p}.

Definition und Notation

a) Fir I < R und D C R multiplikativ mit 0 ¢ D, setze I¢ := D 'RI das von [ in D™'R
erzeugte Ideal.

UA:I°={%|a€l,de D}y< D 'R
b) Sei nun I < D7'R. Setze I°:= I N R < R. Es gilt
(i) I9D'R=1*=1
(i) /I<Rprimund IND =@ =[“=1]
(iii) p ~— p° ist eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen {p € Spec(R) : pN D = o}
und Spec(D!R), wobei Spec(R) :=Menge aller Primideale von R.

Korollar 10.1

Sei p < R prim. Die Abbildung q — qR, liefert eine inklusionserhaltende Bijektion

{q € Spec(R) | q C p} — Spec(R,). Insbesondere besitzt R, nur ein maximales Ideal, ndmlich
pRpu

Definition 10.1
R ist lokal, wenn R nur ein maximales Ideal besitzt.

Lemma 10.2
R ist lokal < R\R* ist ein Ideal.

Beweis. siche UB. ]
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§Lokalisierung und Ganzheit

UB B4: R noethersch, D C R multiplikativ ohne Null = D! R noethersch.

Satz
R ganz abgeschlossen=> D! R ganz abgeschlossen.

Beweis. siche UB. u

Korollar
R C R' ganze Erweiterung= D™ 'R C D 'R’ ganze Erweiterung.

Beweis. Siehe UB. u
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§Norm, Spur, Diskriminante

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung.

Definition und Notation
Sei aw € L und betrachte die Abbildung

for: L — L
T = ox

Es ist pio.r € Lx(L, L) (d.h ein linearer Operator). Setze
Xa,r := CharPol von p, 1,

fa,r == MinPol von 1 1,

Ny (a) := det(pta,) € K heifit die (L/K)-Norm von a.
Sprk(a) := Spur(p,,.) € K ist die (L/K)-Spur von «
(@)

Lemma 11.1 (i) f,; = MinPolg(«a); Insbesondere ist f, := fa,k(a) = Xa,k(a) = MinPolg (a)
(weil deg xa,x(a) = [K(a) : K| = deg MinPolg (o) = deg fa i(a), und damit sind sie
gleich).

(i) Xa,z = fi', wobei m := [L : K(a)].
Beweis. (i) Es ist leicht zu priifen, daBl f(ua.r) =0 < f(a) = 0Vf € K[z]. Die Aussage folgt

nun unmittelbar aus der Definition.

(i) Sei {A1,...,A\n} eine Basis fiir L/K(«a), also
(%) L= K@)\
Setze W; := K (a)\;; die W; sind (priife!) pi4 -invariante K-Unterrdume und

(%) L= @ W; als K-Vektorraum,
i=1

dhpar: L — L

Mo, K (a) K(Oé) — K(Oé)

wi

und  Kla) = Mj\l als K-Vektorraume, wobei w; die folgende Eingenschaft hat:
€ = TA;

Wi O Ua, K (a) = Ma,L © Wi auf K(Oé), d.h Ha,L = @zﬁil Ha,K (a)
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und pior [ Wi =w; o (,ua,K(a)) o wf (priife!)

Vv
dhnliche lineare Transformationen

(x%) liefet nun (LA I+II), daB

Xa,z. = CharPol(ua.1)

— H CharPol (a1 w,)

=1

= H CharPol(w; o Mo, K () © Wfl)

=1

= H CharPol(p, i (a))

i=1

H Xa,K ()

1

<.
Il

fa

=

@
Il
._.

Lemma 11.2
Seien a, B € L, A € K und n = [L : K|. Es gilt:

. Npyk(aB) = Ny ()N k(8)
. SpL/K()\Oé—i—ﬁ) = /\SpL/K(a) —i—SpL/K(ﬁ)

—_

[\

4. Sei for=a"4a,_12" ' +---+ay, a; €K.
Setze p:= [L : K(a)] = 2. Es gilt:
() Nejie(a) = (~1)a
(i) Spr/r(a) = —pa,—
Beweis. 1. pap.r, = fta,r © pt, und die Determinante ist multiplikativ (LA II).
2. Hra+B,L = Ml + pp, und die Spur ist additiv (LA II).

3. NL/K()\) = det(/JJ)\’L) = det(A IdL) = \"
Analog Spr k(M) = Spur(A Idz) = nA.

4. Erinnerung (LA I+11): A € M, »,,(K), setze CharPol(A) = det(zI—A) = x"+b,_12" '+
-+ bg. Esist byp = (—1)"det A und b,,_; = —Spur(A).

(i) v=[K(a): K], p=I[L:K(x)], n=vu Npg(a)=det(u,r) und
(t) XaL = " 4 by 2" 4 -+ by = (fo)”

also gilt (—1)"det(pq.) = bo und Koeffizientenvergleich in (f) ergibt by = aj.
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(ii) bp—1 = —Spr/k (), Koeflizientenvergleich in (1) ergibt: links ist Koeffizient von 2",

gleich Koeffizient von 2/#~! rechts, also ist gleich pa,_; (UA).

Proposition 11.3

Sein=I[L:K|, €L, f(x) = MinPolg () und deg f :=m = [K(B) : K|. Seien

B = B, B2, ..., Bm alle Nullstellen von f. Es ist Ny /x(8) = (I[8;)" und Spr,x(B) = r)_ B,
wobei r := = [L : K(f3)]

Beweis. (Lemma 11.2 4-(i) und 4-(ii) anwenden) Sei fz; = MinPolg(8) = 2™ + ay_12™ * +
<o +ag, a; € K. Nunist [[5; = (=1)™ap und Y f; = —a,,—1 (Algebra BIII), also ist

([18)" = (—1)™ a5 2 Npjie(8) und Y B; = —ram 1 2 Spryx(B): O

Satz 11.4
Sei L/ K separabel, [L : K| =n und {0y, ...,0,} die Menge der verschiedenen K-Einbettungen
von L (in der normalen Abschluss © von L/K). Sei 5 € L. Es ist Np,x(8) = [[4—; ox(5) und

Sprix(B) = 21 ok(B)

Beweis. (Wir zeigen in der 12. Vorlesung, daf oy,... 0, existieren) Sei f(z) := MinPolg(5),
[K(B) : K] =m = deg f und setze r := [L : K(f3)], und
B = B, Ba, ..., Bm die verschiedene Nullstellen von f.

Behauptung: Fiiri =1,...,m gibt es genau r Einbettungen von L in §2, die § auf 3; absenden
(d.h B; erscheint genau r mal in {ox(5)}x) (Diese Behauptung wird auch in der 12. Vorlesung
bewiesen).

Nun folgt aus Prop 11.3, daf3
Niyx(B) = (12, B)" = [[i=1 0:(8) und Spr/k(8) = r(3_1, Bi) = > 2=, 0i(B)- [
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Korollar 12.1
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritatsbereich, K := Quot(R), L/ K eine endliche Kérpererweiterung.

Sei 3 € EL; dann sind N,k (8) € R und Spr/k(8) € R.

Beweis. B € EL,BI, ..+, By die Nullstellen von MinPolg(8) € R[z] = 51,...,0m € R". Nun
ist auerdem K > Npx(f) = ([[6:)" und Spryx = r) B € K, also N x(B) € R" und
Spr/k € R". Nun ist aber R ganz abgeschlossen, also folgt die Behauptung. O]

Satz 12.2
Sei L/K separabel, [L : K] = n, Q die normale Hiille von L/K. Dann gelten:

1. do4, ..., 0, verschiedene Einbettungen von L/K in €.

2. Fir € L mit [K(B) : K] =m = % und [L K(B)] =rund o € {oy,...,0,} kommt
o(B) genau r mal in der Folge (o1(f),...,0.(8)) vor.

Beweis. (1) Sei L = K (), MinPolk(y) = g und 74, ..., v, die n verschiedenen Nullstellen von
g in €.

Ok

L Q
T Yk
K 25 K
74 (Isomorphismus K(v) = K[z]/ < g(z) >= K(v) aus Algebra BIII)

(2) L/K(B) und K(B)/K sind separabel, also liefert (1) m Einbettungen von K (/3) iiber K in
Y (€ :=normale Hiille von L/K(5), ' D ), und r Einbettungen von L iiber K () in V;
zusammengefasst:

Im Einbettungen von K (/) iiber K in ¢/
Jr Einbettungen von L iiber K(f3) in €V,

Jmr = n Einbettungen von L {iber K in (.

Betrachte:
L — X(L) C € und schreibe L = K(8)(7), also A\;(L) = K(B8)(Xi(7)).

Definiere K (3)(A\i(7)) 2 O durch: f [ K(B) = pj und A;(7) — Ai(7).
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i _
Betrachte nun L =5 \;(L) =% .

Es ist klar, daB8 (fi; o A;) Einbettung von L iiber Kin ' ist fiir alle j = 1,...,m und
i=1,...,r. Alsoist {i; 0N, 5 =1,....m,i=1,....r} C{oy,...,0,}.

AuBerdem ist fi; o \; eindeutig durch ihre Bilder fiir v und 3 bestimmt. Nun ist
(A5 0 A)(7) = 1;(Xi(7)) = Ai(y) und

(*) (15 0 M) (B) = p;(B)

Es folgt {fijoN |j=1,....m,i=1,....,r} ={o1,...,0,} und Vo € {o1,...0,} ist o(B)
r mal wiederholt wie in ().
[l

Korollar 12.3
Sei K C E C L mit L/K endlich separabel, [L : K] =n, und o € L. Dann gelten:

(l) NL/K(a) = NE/K(NL/E(Q)) und
(ii) SPL/K(OC) = SpE/K(SpL/E<04))

Beweis. (1) Np/r(a) =1];_; ox() wobei {o1,...,0,} die Einbettungen von L/K in § sind.
Nun Vk, 3i, 35, so daBl o, = fi; o \; (Bezeichnung wie im letzten Beweis). Also

Ni/k (o) fom [15%, 72;(ITi=; Ai(a)). Nun folgt aus dem letzten Beweis, dafl
[I;_; Mi(a) = Np/p(a) € E (insbesondere ist

i (I Tizy Ai(@)) = p(ITimy Mil@)),

also Npx(a) = [[2, w(Nrye(a)) = Npyx(Npye(a)).

gErinnerung: Bilineare Formen

Definition 1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, dimy V' = n und

B :V xV — K eine bilineare Form.
2. B ist symmetrisch& B(z,y) = B(y, z)Vx,y € V.

3. Die Matrix-Darstellung von B beziiglich der Basis {v; | i = 1,...,n} = B ist definiert
durch:
Bi; = B(vi, v;)
Es gilt Va,y € V, [ylpBlz]s = B(z,y)

4. B' = P'BP, wobei B’ die Darstellung von B beziiglich einer Basis {v} |i =1,...,n} und
P die Basiswechselmatrix ist.
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Erinnerung: Bilineare Formen (Fortsetzung)

Definitionen und Bemerkungen: Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K. Sei
B :V xV — K bilinear symmetrisch. Fiir alle x € V' definiere:

B, :V — K durch B,(y) = B(z,y)

(oder By : V — K durch By(z) = B(z,y))

B heifit nicht ausgeartet, wenn: Vo € V,z # 0 = Bx # 0.

Bemerke, dafl

(i) B,eV*
(ii) B nicht ausgeartet< detB # 0 fiir eine (alle) Matrixdarstellungen B von B (UA).

(iii) B ist nicht ausgeartet< die lineare Abbildung

quIV—)V*
z — B,

hat Kern {0} (UA).
(iv) Da dimV = dim V* gilt also:

B nicht ausgeartet< ¢pg ist eine Isomorphie

(v) Sei B :={vi,...,v,} eine K-Basis fiir V, B nicht ausgeartet; setze w; := ¢5" (v}). Dann gilt
B(v;, w;j) = 6;;Vi, j. Die Basis {w; | i = 1,...,n} heifit die zu {v1,...,v,} B-duale Basis
fiir V. Die B-duale Basis hat die folgende niitzliche Eigenschaft:

Yo € V mit v =Y ¢y ist ¢; = B(v,w;) (UA).

§Die Spur bilineare Form

Fact 1: Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung; dann definiert die Abbildung

BL/KZ LxL — K
(v,y) +— Spr/x(zy)

eine symmetrische bilineare Form (UA).
Fact 2: By g ist nicht ausgeartet.

Beweis. (Satz vom Primitivelement) Sei v € L, so da§ L := K(v); dann ist {7",...,7""'} eine
K-Basis fiir L. Wir berechnen die Matrixdarstellung B der bilinearen Form beziiglich dieser
Basis:
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Bi; = Sp(y"7) 118%Z S op(y ) TS n(y) Y, wobei oy, .. ., 0, die n verschiedenen
or.

Einbettungen von L in {2 sind.

Bezeichne 7, ..., v, die n verschiedenen Nullstellen von MinPolg(7), also ist

{1, ) = {o1(7), - .., ou(7)}. Wir schreiben um B;; = S0, 7.
Daraus sehen wir, dafi B ein Produkt von zwei Matrizen mit det # 0 ist, niamlich B = V'V und

det B = (det V)2, wobei V die Vandermonde Matrix :

¥ 7{“1
v T
o opt

ist (In LA IT haben wir gezeigt, dal det)V # 0). Also ist det B # 0 und somit ist gezeigt, dafl
Bk nicht ausgeartet ist.
[

Bemerkung (siche UB)

Sei L/K endlich separabel, [L : K| = n. Wir kénnen andere Basen betrachten (anstatt
7% ...,9"1}): Sei {vy,...,v,} eine beliebige Basis fiir L/K und wie zuvor {oy,...,0,} die
n verschiedenen Einbettungen von L/K in Q. Dann ist die Matrix B von By, beziiglich
{v1,..., 0.} V'V, wobei V;; := 0;(v;) fiir alle 4, 7, also ist det B = (det V)2

Satz
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritatsbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable

Erweiterung, n = [L : K] und S = R". Dann gibt es M C L, M' C L R-Untermoduln von L,
beide frei von Dimension n, so da} M C S C M'.

Bewers. spéter O

Korollar 13.1
Sei R ein ganz abgeschlossener Integritétsbereich, R noethersch, K = Quot(R). Dann ist

S :=R" ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. M’ ist ein endlich erzeugter Modul iiber einem noetherschen Ring, also ist M’ ein
noetherscher R-Modul, und damit ist jeder Untermodul endlich erzeugt.
O

Korollar 13.2
Sei R ein HIR, L/K eine endliche separable Korpererweiterung und n = [L : K]. Dann ist
S = EL ein freier R-Modul der Dimension n.

Beweis. Ein Untermodul (von freiem Modul der Dimension = n und iiber einem HIR) ist frei
der Dimension < n, also:

S C M’ = S frei der Dimension < n

MCS=dmM=n<dmS<n=dimS=n O

Korollar 13.3
R =7. L ist ein Zahlkérper=- O ist ein freier Z-Modul der Dimension [L : K]
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Beweis vom Satz. L/K endlich und separabel, K = Quot(R), R ein ganz abgeschlossener In-
tegritiatsbereich, S = R Brk : L x L = K Brg(x,y) = Spr/k(zy). Die Einschréankung
von By i auf S x S hat Werte in R. Sei {vi,...,1,} eine Basis fiir L/K (a fortiori linear
unabhéngig iiber R). Erinnerung: Voo € L3r € R mit ra € S, also gilt o.E. {vq,...,1,} C S.
Sei {y1,..., pn} die Byk-duale Basis und setze M := @ Ry; und M’ = @ Ry,. Es ist klar,
dass M C S. Wir zeigen S C M'. Sei v € S, o = ) ¢c;p; aber ¢; = Bk (o, v3) € R O

Definition 14.1 .
Sei R ein HIR, n = [L : K], L/K separable Erweiterung, S = R ist ein freier R-Modul der
Dimension n. Eine Basis {y1, ..., .} von S iiber R heifit Ganzheitsbasis.

Wir wollen nun Ganzheitsbasen finden.

Bemerkung 14.1
Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, B eine nicht ausgeartete bilineare Form,
B ={vi,...,v,} CV.Dannist B genau dann eine Basis fir V iber K, wenn det(B(v;,v;)) # 0.

Beweis. ,=* 13. Vorlesung.
»<="“Sei {wy,...,w,} eine Basis und v; = Zj cijwi, P = [c;j|, P € Myyn(K). Es ist
B(v;,v;) = P'[B(w;,w;)]P und det P # 0 < {v; ..., v,} linear unabhéngig. Aulerdem ist

det[B(v;,v;)] = (det P)? det[B(w;, w;)]

£0
also det[B(v;,v;)] # 0 < {v1,...,v,} linear unabhéngig. O

Wir werden eine analogue Prozedur fiir R-Basen von S betrachten:

Diskriminante (einer Ringerweiterung)
Wir haben By i : S x S — R. Fiir vy,...,v, € S definiere
D(l/l, ce l/n) = det(BL/K(l/Z‘, Vj)) € R.

Lemma 14.1

Seien {vy, ..., v, und {1, ..., p, } Basen fiir S als R-Modul. Dann ist D(vy, ..., v,) = 72D(uy, . -

mit T € R*.

Beweis. Wir haben D(vy,...,v,) = [det P2D(uy, . .., itn), wobei P € M,y,(R) und P inver-
tierbar (weil P Basiswechselmatrix ist), also folgt aus Cramer’s Formel, daf§ det P € R*. [

Wir definieren fiir z,y € R :

T~y <& x =7y fiir ein 1 € R*.

Lemma 14.1 besagt: fiir alle Basen {v1,...,v,} von S als R-Modul liegen D(vy,...,v,) in der
gleichen Aquivalenzklasse.

7“”)
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Definition 14.2
D(S/R) := [D(v1,...,vy,)]~ fiir eine (alle) Basis {v1,...,v,} € .S von S als R-Modul.

Bemerkung 14.2
R =7 = 7* = {£1}, also hier haben wir D(vy,...,v,) ~ D(p1, ..., ly) < D(vh, ..., 0) =
Dign, -+ 1a)

Satz 14.2
Sei {v,...,7%} € S. Dann ist {v1,...,7,} genau dann eine Basis von S iiber R, wenn

[D(7, ... 7)]~ = D(S/R).

Beweis. ,=* folgt aus Lemma 14.1.

»<="Sei B:={vy,...,v,} eine Basis von S als R-Modul, so da8

det[Br/kx(Vi,7;)] = D, %) = ©°D(m, ..., ) = 7> det[Br/k (v, ;)] mit 7 € R*. Be-
trachte

¢ 5 =5 R-Modul Homomorphismus.
Vi = i
(%) P =[C|sg € Myxn(R)
() also [Bryk (7i,7;)] = P'[Bryk (vi, vj)| P
also
an (det P)? — 72

und somit ist det P € R* (weil det P = +m), also ist P invertierbar (iiber R), also ist C'
invertierbarer R-Homomorphismus, d.h {71,...,7,} ist eine Basis. ]

Ab jetzt: R =7, L = Q(«) Zahlkorper, o primitives Element. O.E.: a € Oy := zZ" Oy, ist frei
vom Rang [L : Q], D(OL/Z) ist die Diskriminante des Zahlkorpers L.

Fragestellung: Sei B eine Basis fiir L/K, so da B C Oy. Ist B fiir Oy, eine Basis als Z-Modul?
Insbesondere: {1,q,...,a" '} C O ist eine Basis fiir L iiber Q (also sicher Z-linear un-
abhiingig), aber wann ist {1,,...,a" '} eine Basis fiir Oy, iiber Z?

Wir berechnen:

D(1,a,...,a" ") = det[Byg(a’, /)]

13 Yor (Vandermonde Determinante)?

LAII
= (@i —ay)P?
i<j
wobei oy = a, g, ..., a, die verschiedene Nullstellen von f := MinPolg(«) sind.

Definition 14.3
D(f) = [li.;(qi — a;)? fiir ein irreduzibles f € Q[z] und ay, ..., a, alle Nullstellen von f.
D(f) ist die Diskriminante von f.

Bemerkung 14.3
Sei {f1, ..., 0.} eine Ganzheitsbasis (fiir Oy, als Z-Modul) und P wie in (x), dann ist

7Z>D(f)=D(1,a,...,a™ ")

(z) (det P)*D(B4, .- -, By)
) = (det P)*D(0L/7Z)

Aus (1) folgt:
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(i) (aus (t) und Satz 14.2) wenn wir D(Op/Z) berechnen konnen, dann konnen wir auch
entscheiden, ob {1, q,...,a" '} eine Ganzheitsbasis ist

(ii) Ist D(f) quadratfrei, dann ist det P = 41, also ist P invertierbar iiber Rund {1, v, ..., a" '}
ist eine Ganzheitsbasis.

(iii)) Wenn D(f) nicht quadratfrei ist, benutzen wir Stickelberger’s Satz

Satz (Satz von Stickelberger)
D(Or/Z) = 0,1 mod 4 (also ist Quadrat mod 4).

Beweis. Spéater (15. Vorlesung). O
Anwendung: Sei L quadratischer Zahlkérper, [L : Q] = 2, L = Q(v/d), d € Z quadratfrei.

Fall 1: d = 2,3 mod 4.

Behauptung: {1,v/d} ist eine Ganzheitsbasis un somit ist Oy, = Z[/d]

Beweis. Setze o := \/d primitives Element, d € Oy und MinPolg(a) := f(z) = 2* — d.
Seine Nullstellen sind
Ty = —oEvIdac V2lf_4‘m, also ist D(f) = (z1 — 22)? = 4d. Nun ist 4d = (det P)>* D(OL/Z)

~——— ——
€L =0,1 mod 4

P € Myyn(Z).

Behauptung: D(O./Z) =0 mod 4

Beweis. wenn D(Op/7) = 1 wiire, wiire dann (det P)? = 0, aberdann _d = [I* D(O./7Z):
=2,3 =0,1 =1
Widerspruch. |

Es gilt also 4d = (det P)? D(Op/Z). 4 auf beiden Seiten kiirzen ergibt: d = (det P)*w und
——_——

=0 mod 4
d quadratfrei= (det P)? = 1, also ist det P = 41, also ist {1,d} eine Ganzheitsbasis. [J

Fall 2: d =1 mod 4

Behauptung: {1, %ﬁ} ist eine Ganzheitsbasis, also ist Oy, = Z[w], wobei w = 1(1+V/d)

Beweis. f = MinPolg(w) = 2 — z + [154] € Z[z] und D(f) = 1 - [4(59)] = d, d
quadratfrei, also folgt nun unsere Behauptung aus Bemerkung 14.3(ii). O]
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Beweis von Stickelberger.

Erinnerung (UB): Sei L/K eine endliche separable Erweiterung, {s, ..., u,} eine Basis,

n=I[L: K], o1,...,0, die verschiedene Einbettungen von L iiber K in €2; dann gilt
det(Bryx (i, p17)) = (det(oi(p;))* € Z.
£0
Sei nun {1, ..., p,} eine Ganzheitsbasis von Oy, iiber Z; es ist
D(01/2) = |3 (sign(m)osy () - o (1)
TES,
=[(Y_sign(r)...)+( Y sign(m)))®
TEA, T€SK\An
=(G-U)*eZ

wobel G o= (3 ey, ) €0, CQund U= —(3 g4, --) €0 S
Nun ist L C  galoissch. Fiir 7 € Gal(Q2/Q):

Bemerkung
010 L= Qseii€ {1,...,n}, L =5 Q-5 Q, also3j € {1,...,n}, sodaB 7o 0; = 0,
also ist die Abbildung p:i—j (p(i) =j < 7o00; = 0;) eine Permutation, d.h p € 5,.

Wir berechnen:
T(Uw(l)(/M) -+ - Ox(n) (1n)) =

T 0 0xy (1) - T 0 On(n)(pin) =
O por(1) (Nl) -+« Opor(n) (,un)

Daraus folgt: p € A, = 7(G) = G,7(U) = U und p € S,\A, = 7(G) = U,7(U) = G und
somit ist 7(G +U) = G+ U und 7(GU) = GU V71 € Gal(Q2/Q).

Nun ©/Q galoissch = G + U, GU € Inv(Q2/Q) o Q

G+ U,GU € Q und Z ganz abgeschlossen= G + U, GU € Z. Also ist

D(0OL)Z) = (G -U)?=(G+U)*-4GU = (G- U)?> = (G +U)? mod 4 in Z. O
" A7,
€z €

Definition 15.1
Sei L/Q ein Zahlkérper. Eine Einbettung von L in C ist reell, wenn ihr Bild in R liegt; sonst
ist sie komplex.

Bemerkung

Setze L = Q(a), [L : Q] = n, f := MinPolg(a), f = [[(z — ;) € C[X] mit r reellen Nullstellen
und 2s komplexen Nullstellen, so daBl n = 2s + r; dann hat L genau r relle Einbettungen in C
und 2s komplexe Einbettungen in C.
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Satz (Satz von Brill)
(Ansatz wie oben) Es gilt signD(Op/Z) = (—1)*

Beweis. Sei{ay,...,an} € Oy Basis fiir L/Q (es ist immer mdoglich, solch eine Basis zu finden,
z.B. a primitives Element in Of und «; := o). Es ist

D(ay, ..., ap) = (det P)2D(0/Z) (P € M, «,(Z) nicht unbedingt invertierbar). Insbesondere
signD(av, . .., a,) = signD(Op/Z). Wir berechnen nun signD(1,«, ..., a" '), d.h wir berech-
nen signD(f), wobei f := MinPolg(a). Seien Bi,..., 05, 21,...,2s, 21, ..., 2Zs alle Nullstellen
von f in C.

f=1le—-a)= H(iv —8) [ == [J(x -2

et 14 vor. D) = Hw@'—ﬁj) [T =22 T = 20 TT o — 20 Tz — 202 T (G 200?
i<j irk ik k<l k.l k<l

Bezeichnung: R, = R>? R_ := R<C,
Nun ist Hz<](ﬁ2 6])2 - RQ >0 (ﬁz ?é Bj)?

Hﬁz_zkzn s — 2)2 = ww € Ry

J/

-~ ~~

Analog fir [T,_y(sx — 2002 [Tyut(Z — 21)% € Ry, also bleibt [1,,(2 — 2)? iibrig zu behandeln:
ist k # [, dann erscheinen die Faktoren z; — Z; sowie z; — Z; im Produkt, also
(zr — 21) (21— z1)? = [~ (2 — 21)(Z, — 21)]* € R Letztendlich ist also

R+
sign(D(1, «, ..., " 1)) = sign([ [, (2 — Z1)?),
aber zj, — 2 € iR, also ist (2, — Zx)? € R_, also ist [[;_,(zx — Zx)? Produkt von s negativen
reellen Zahlen, und damit ist sein Zeichen (—1)°. O

Proposition 15.1
Sei L/K endlich separabel, oy,...,0, die Einbettungen von L iiber K in ), « primitives
Element, f := MinPolg(«), aq, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f.

Es ist D(f) = (—l)n(n 1)NL/K(f( )
Beweis. f=]](x — ;) =

(1) f = an_%

i=1 j#i

Andererseits (per Definition der Ny k) haben wir

Nk (f'(@) = [i=y ox(f(@) = [Tema (' (0n(@))) = Tz f' (o).

Einsetzen von ay in () ergibt

f(ag) = H#k(ak a;), also ist

Nik(f'(a) =11, H#k(ak a;). Wir vergleichen nun dieses Produkt mit

D(f) = IL;crlox — ;) In Npjx(f'(@)) erscheint jede Differenz (aj — ;) zweimal und zwar
fiir (j, k) und (k, j). Wir berechnen nun: fiir jedes k = 1,...,n, j < k = (a; — ay)? erscheint
in D(f). Dagegen erscheint

(aj — ag) (o — ;) = —(a; — ag)? im Produk, d.h Vk = 1,...,n und j < k wird ein Faktor
(—1) beigetragen, insgesamt also (n — 1) + (n — 2) + - - - + 0 Beitrége. O
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Proposition/Beispiel

Sei f(z) = 2" + ax + b irreduzibel, a eine Nullstelle,

L:=Q(«a), n=[L:QJ. Setze v := f'(a) = na""' + a. Wir berechnen Ny, g(v) (damit wir eine
Formel fiir D(f) bekommen). Nun erfiillt a: o™ + ac + b = 0. Multiplizieren mit a~* ergibt
a" ' +a+bat =0, alsoist y = —n(a+bat)+a=—(n—1)a— (nba™'), dh a= W"_bl)a
und somit ist L = Q(«a) = Q(y) und n = [Q(v) : QJ.

Andererseits ist f(x+(7{ib1)a) = % € Q(x),

also f(a) = % = 0 und somit ist p(y) = 0. Nun ist aber

p(x)=(z+(n—1)a)" —na(zx+ (n—1)a)" ' + (=1)"n"b""1. Also ist p(x) normiert, degp = n
und p(y) =0, d.h p(x) ist das MinPolg(7y). Wir berechnen nun (Lemma 11.2)

Npio(y) = (=1)"*(n — 1)"a™ — na(n — 1)" ta"* + (=1)"n"d"*

Also Npjg(y) = n"b" 1 + (=1)" 1 (n—1)" ta”

n(n—1)

und D(f) = (~1)" (b 4 (=1)" 0 — 1) a”)

Beispiel
f(x) = 23 — x — 1 ist irreduzibel in Q[z]. Sei @ € C eine Nullstelle, berechne D(1,a, a?) =

D(f) PP 93 it quadratfrei, und a € Of, (weil MinPolg(a) = f(z) € Z[z]), also ist {1, o, &*}
eine Ganzheitsbasis von Of tiber Z und O = Zla/.



44

Algebraische Zahlentheorie
Algebra B 4 - Sommersemester 2017
Prof’in Dr. Salma Kuhlmann

16.Vorlesung

29 Juni 2017

Kapitel 4: Dedekindringe

Definition 16.1
Ein Ring R ist ein Dedekindring, wenn R ein Integritédtsbereich ist und jedes Ideal ein Produkt
von Primidealen ist.

Notation (Erinnerung)
I,J < R, dann ist
IJ:={>" xy; |z, €l,y; € J,n e N} QR.

Beispiel 1. HIR
2. R Dedekindring und 0 # S C R multiplikativ = S™'R Dedekindring.

3. Wir werden zeigen: sei R ein Dedekindring und K = Quot(R), L/K endlich separabel,
5L o
dann ist R~ ein Dedekindring

Definition 16.2 (i) Sei R integer und K = Quot(R). Ein R-Untermodul B C K heifit
gebrochenes Ideal, wenn es d € R mit d # 0 gibt, so dal B C %IR.

(ii) Ideale in R sind auch gebrochene Ideale (d = 1), wir nennen sie ganze Ideale.

(iii) Seiz = ¢ € K, a,b € R,b# 0. Dann ist B := Rx ein gebrochenes Hauptideal.

Bemerkung (i) B ist ein gebrochenes Ideal < 3d # 0 in R und A < R so daB B = (3)A.

(ii) Die Idealoperationen +,.,N sind auf gebrochenen Idealen wohldefiniert:

B+ B C (5)R
B C (é)R,B’ C (%)R = ¢ BB' C (ﬁ)R genauer: BB’ = (ﬁ)IJ I,J < R, wobei
BNB C (3R

Definition 16.3
Das gebrochene Ideal B ist invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal B’ gibt mit
BB'=R (x).
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Bemerkung (i) B invertierbar= 3!B’, das (x) erfiillt (BB’ = BB”" = R = B’ = B"). Wir
bezeichnen B’ := B~1.

(ii) Ein gebrochenes Hauptideal B = zR mit x € K und x # 0 ist invertierbar mit B! =
'R,

Notation
Seien B, B’ gebrochene Ideale. Setze (B : B') :== {x € K | «B' C B}

Bemerkung
(B : B') ist ein R-Modul. Wenn B’ # {0}, B C R und a € B'(d # 0,a # 0), dann ist
(B:B') C &R

Lemma 16.1
Ist A ein invertierbares gebrochenes Ideal, gilt dann A™' = (R : A)
(Also: A invertierbar< A.(R: A) = R)

Beweis. Sei AA" = R. Dann ist A’ C (R : A). Andererseits ist A.(R : A) C R. Es folgt
(R:A)=AAR:A)CAR=A O

Lemma 16.2
Ist jedes ganzes Ideals# 0 invertierbar, ist dann jedes # 0 gebrochenes Ideal invertierbar.

Beweis. Sei B = %A ein gebrochenes Ideal (mit AR, d € R,d # 0), dann ist B~ =dA™'. O

Lemma 16.3
Ein invertierbares gebrochenes Ideal ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. AA™' = R= F{z;} C Aund {z} C A™! so daB > z;z; = 1. Es folgt:
reA=ax=1r=> zx, x; O
~—

€ER

Definition 16.4
Die (multiplikative) Gruppe J der invertierbaren (# 0) gebrochenen Ideale, geteilt durch die

Untergruppe der gebrochenen Hauptideale H, heifit die Klassengruppe von R.
Ihre Ordnung heifit die Klassenzahl von R.

(KI(R) = T /H, |[KU(R)| = hg).

Beispiel 16.1
Sei R ein HIR. Dann ist die Klassengruppe trivial und die Klassenzahl 1.
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Sei R ein Integritédtsbereich.

Lemma 17.1

Sei {A;} eine endliche Menge von # 0 ganzen Idealen, so da8 B := [[, A; invertierbar ist . Dann
ist A; invertierbar fiir jedes 7. Insbesondere gilt: Ist das Produkt B ein Hauptideal, so ist jedes
A; invertierbar.

Beweis. B~Y(], Ai)) = R= A; (B! HAj) =R =
J#i
::Ai_l
Lemma 17.2

Fiir Produkte von invertierbaren (ganzen) Primidealen ist die Faktorisierung als Produkt von
Primidealen eindeutig.

Bemerkung 17.1
Sei p < R ein Primideal und I, J < R. Esist: p D [J = p DO [ oder p D J.

Beweis von Lemma 17.2. Sei A = [, p;, p; invertierbar (ganze) Primideale Sei A = [], qs,
wobei ¢; Primideale sind.

Sei p; ein minimales (fiir Inklusion) Mitglied von {p;}. Aus [[;q; C p; folgt o.E. q1 C pi.
Analog folgt aus [[;p; € q1, daB p, C q; fiir ein geeignetes r, also ist p, C g1 C p;1. Aus der
Minimalitéit folgt nun p, = p; = qy, also p; ' (], i) = ql_l(Hj q;) und damit bekommen wir :
Hi#l P = Hj#l q;. Per Induktion fortsetzen. O

Satz 17.3
Sei R ein Dedekindring und p ein echtes Primideal (p # {0},p # R). Dann ist p invertierbar
und maximal.

Bewezs.
Behauptung 1: Sei p ein echtes invertierbares Primideal. Dann ist p maximal.

Beweis. Sei a € R, a ¢ p und betrachte die Ideale p + Ra und p + Ra?. Da R ein Dedekindring
ist, haben wir eine Faktorisierung p+Ra = [[[_, p; und p+Ra® =[]}, q; mit p;, q; Primideale.
Setze R := R/p und @ := a mod p. Wir haben:

(+) R.a=I(pi/p)
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und p;/p, q;/p sind Primideale. Nun sind R.a und R.a? Hauptideale, also sind sie invertierbar
und es folgt (Lemma 17.1): p;/p und q;/p sind alle invertierbar. Aber

(% %) Ra® = (Ra)* = | [(ni/p)?

=1

Vegleiche (%), (%) und (* * *). Es folgt nun (Lemma 17.2): Die Ideale {q;/p} sind die Ideale
{pi/p} wiederholt zweimal, d.h. m = 2n und wir kénnen umnummerieren, so daf o.E:

q2i/P = q2i—1/p = pi/p. Es folgt: q2; = qoi_1 = pi. Wir bekommen:

(0) p+Ra®=]]a; = le (p + Ra)?

j=1

Daraus folgt

(t) pC (p+Ra)* Cp’+ Ra
1 (2)
Begriindung fiir (1): p C p + Ra? gilt immer, nun folgt (1) aus (0).
Begriindung fiir (2): I.A. gilt Distributivititsgesetz fiir Ideale I, Jy, Jo: I(J1 + Jo) = Iy + [ Js.
Insbesondere gilt hier:

(p + Ra)(p + Ra) = (p + Ra)p + (p + Ra)Ra
=p®>+ (pRa + pRa) + RaRa

Nun ist RaRa = a*R und (da I + I = I immer gilt)

pRa+pRa = pRa, also (p+ Ra)? = p?+pRa+ Ra®. Da offensichtlich pRa C Ra und Ra? C Ra,

bekommen wir:

(p + Ra)? C p?> + Ra + Ra = p* + Ra.

Aus (1) folgt: Vo € pTy € p?, 2z € R mit x = y+za, also za = u, aber a ¢ p, also z € p. D.h.:
ep

p C p% + pa. Die andere Inklusion p D p? + pa ist offensichtlich, also p = p* + pa = p(p + Ra).

Da p per Annahme invertierbar ist, folgt: pp~' = p~'p(p + Ra), d.h. R = p + Ra.

Da a € R\p beliebig ist, folgt nun: p ist maximal.

Behauptung 2: Jedes echtes Primideal ist invertierbar

Beweis. Sei 0 # b € p und schreibe Rb = [[, p; mit p; Primideal (da R Dedekindring ist). Aus
Lemma 17.1 folgt: jedes p; ist invertierbar. Aus Behauptung 1 folgt: jedes p; ist maximal. Da
aber p D [, p; ist, folgt 0.E., daBl p O p; und damit p = p; und p ist invertierbar. m

O

Korollar 17.4
Sei R ein Dedekindring, dann ist die Faktorisierung von Idealen (als Produkt von Primidealen)
eindeutig.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 17.2 und Satz 17.3. O

Korollar 17.5
Sei R ein Dedekindring. Jedes # 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar.
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Beweis. Jedes (ganzes) Ideal # 0 ist Produkt von (invertierbaren) Primidealen, also ist jedes
# 0 (ganzes) Ideal invertierbar und damit (Lemma 16.2) ist auch jedes gebrochenes Ideal # 0
invertierbar. O

Satz 17.6
Sei R ein Integritédtsbereich. Es ist:
R ist ein Dedekindring< jedes Ideal # 0 in R ist invertierbar.

Beweis. “=" folgt aus Satz 17.3 (beziehungsweise Korollar 17.5).

“<” Lemma 16.3 impliziert, dafl R noethersch ist (jedes Ideal ist endlich erzeugt). Wir zeigen
nun: jedes echtes Ideal ist Produkt von maximalen Idealen (insbesondere ist R ein Dedekin-
dring). Sonst ist die Menge der echten Idealen, die kein solches Produkt sind, nicht leer. Sei
a # 0 ein maximales Element davon (a existiert, weil R noethersch ist). Da a kein maximales
Ideal ist, ist a in einem maximalen Ideal m strikt enthalten. Betrachte nun das (gebrochene)
Ideal m~'a.

Behauptung 1: m~'a ist ein ganzes Ideal.

Beweis. a C m = m'a C R. Bemerke nun: wenn / ein gebrochenes Ideal ist und I C R, ist
dann I < R. O]

Behauptung 2: m™'aDa

Beweis. Es ist klar, da m~'a = a = ma = a ; das ist aber wegen Hilfslemma (siche hier weiter
unten) unmoglich. O

Es folgt: m~!'a ist ein Produkt von maximalen Idealen (folgt aus der Wahl von a), und damit
ist a = m(m~'a) auch solch ein Produkt: Widerspruch zur Wahl von a.
U

Hilfslemma

Seien a,m Ideale in einem Ring R mit a endlich erzeugt und ma = a. Dann existiert z € m,
so da (1 — z)a = 0 (Insbesondere ist ma = a unméglich, wenn 1 ¢ m,a # 0 und R ein
Integritatsbereich ist).

Beweis. Sei {z1,...,x,} erzeugend fir a und a; das von {z;,...,x,} erzeugte Ideal (also a =
a;), und setze a,,1 = {0}. Wir zeigen per Induktion tiber i: 3z; € m, so dafl (1 — z;)a C q;
(dann ist z := z,,; das gesuchte Element).

Fir ¢ =1 setze z1 = 0.

Aus (1 — z)a C a; und a C ma folgt (1 — 2;)a C ma;. Insbesondere gilt (1 — 2;)z; = > 7, 2575
fiir geeignete z;; € m, also ist (1 — z; — 2;;)x; € a,41 und wir konnen nehmen:

18
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Satz 18.1
Sei R ein Integritédtsbereich. Dann ist
R Dedekindring < R erfiillt:

1. R ist noethersch
2. Jedes echte Primideal ist maximal
3. R ist ganz abgeschlossen.

Beweis. ,=*
1. folgt aus Kor 17.5 und Lemma 16.3
2. folgt aus Satz 17.6

3. Setze K := Quot(R), sei a € K und f(z) € R[z] normiert mit f(a) = 0, deg(f) = n.
Setze M := R+ Ra + --- + Ra™!, schreibe a = ZE’, b,c € R. Dann ist ¢® M C R, somit
ist M ein gebrochenes Ideal. AuBerdem gilt M? = M (priife!) und M~ existiert, also ist
M=*M?=R,dh M =R.Daac M, gilt nun a € R.

<= Wir zeigen 1.4-2.43.= jedes # 0 gebrochenes Ideal ist invertierbar. Sei also I ein gebro-
chenes Ideal. Setze I* := (R : I)

Erinnerung: (R: ) ={z € K | I C R}. Ein gebrochenes Ideal I ist invertierbar < I1* = R.
Allgemein gilt I7* < R.

Betrachte das (ganze) Ideal I*I. Es gelten: IT7*(11*)* C R, also I(I*(1I*)*) C R also

I*(11*) C I* per Definition von I*. Setze S := {z € K | «[* C I*}. Es ist: S C R (siche
Hilfslemma 18.3 hier weiter unten). Wir bekommen also :

(I[*)*CSCR

Wenn I7* = R gilt, ist [ invertierbar und wir sind fertig, sonst ist /7* <1 R, aber dann ist (wegen
Hilfslemma 18.4) (I7*)* 2 R: Widerspruch. O

Wir beweisen nun die Hilfslemmata.

Hilfslemma 18.1
Ein gebrochenes ideal von einem noetherschen Integritétsbereich R ist ein endlich erzeugter
R-Modul.

Beweis. Setze I = %II’, wobei d € R,d # 0 und I’ < R. R noethersch = I’ ist endlich erzeugt

mit erzeugender Menge {21, ..., ,}. Dann ist offensichtlich {%,..., %} erzeugend fiir /. [

Hilfslemma 18.2
Ein # 0 ideal in einem noetherschen Ring enthélt ein Produkt von # 0 Primidealen.
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Beweis. Sonst ist die Menge der # 0 Ideale, die kein solches Produkt enthalten, nicht leer. Da
R noethersch ist, sei 0 # I ein maximales Mitglied davon. Da I kein Primideal ist, gibt es Ideale
I, 15, so dafl Iy, C I, aber I} 2 I und Iy 2 I (z.B. Ja,b € R, so dafl ab € I, aber a ¢ I und
bé¢ I, setze I := 1+ Raund I := I+ Rb).

Aus der Wahl von [ folgt: I; und Iy enthalten ein Produkt von # 0 Primidealen, und somit
enthéalt I O I; 15 auch solch ein Produkt. Widerspruch zur Wahl von 1. O

Hilfslemma 18.3
Sei R ein ganz abgeschlossener noetherscher Integritatsbereich, K = Quot(R), I C K ein
gebrochenes Ideal von R; dannist S:={z € K |2 CI} =R

Beweis. Sei x € S. Wegen Hilfslemma 18.1 ist I ein endlich erzeugter R-Modul. Aus I C I
und Proposition 9.1 folgt: = ist ganz iiber R. Da R ganz abgeschlossen ist folgt: x € R. Also
S C R. Da offensichtlich R C S, haben wir R = S. ]

Hilfslemma 18.4
Sei R ein noetherscher Integritiatsbereich, so dafi jedes # 0 Primideal ein Maximalideal ist. Sei
I < R. Dann ist I* 2D R.

Bemerkung
Da I < R, ist es klar, da3 I* O R. Wir zeigen I* # R.

Beweis. Sei a # 0,a € I, so dafl R O I O aR. Hilfslemma 18.2 liefert aR O py...pm, i # 0
Primideale; 0.E. sei m minimal. Sei p O I Maximalideal, also p D I D aR D H:’ll p;. Da beide
p und p,; Primideale sind, folgt aus unserer Annahme, dafi p = p; fiir geeignetes i. (p Primideal
und p D [[,p; = Ji,p D p;, aber p; Maximalideal = p = p;).

Also ist 0.E. p = p;. Wenn m = 1, dann ist aR = [ und I* = ! = ¢"'R, und da I C R,
ist a! ¢ R, also I™' 2 R. Wenn m > 1: dann ist aR 2 py...p, per Minimalitdt von m,
wihle b € T/, p;, aber b ¢ aR und setze ¢ := a~'b. Dann ist ¢ ¢ R und ¢/ C cp = a 'bp C
a 'p 1, pi € a '(aR) = R. Wir haben gezeigt: ¢ € I*, also I* D R. O

Satz 18.2
Sei R ein Dedekindbereich, K = Quot(R), L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist

RL ein Dedekindbereich.

Bemerkung
Wir zeigen, dafl R 1 + 2.4 3. von Satz 18.1 erfiillt.

Bewezs. 1. B" ist noethersch:
Satz 13.Vorlesung = M C R C M', also ist R" in einem endlich erzeugten R-Modul
M’ enthalten, und da R noethersch ist, folgt (aus Korollar 8.3), dafl M’ ein noetherscher
R-Modul ist. D.h.: B ist ein Untermodul eines noetherschen R-Modul. Es folgt: jedes

Ideal in R ist endlich erzeugt als R-Modul ( und a fortiori als EL—Modul), dh: R ist
noethersch.

3. R ist ganz abgeschlossen: Korollar 10.5.

2. Jedes # 0 Primideal von R” ist ein Maximalideal:
Sei 0 # q ein Primideal, g # 0, 5 € q, B ganz iiber R. Es existiert a; € R, so daf
A4 a4+ - -4 a, = 0 mit n minimal, a, # 0, a, € BRLQR, sodaBB p:=qgNR # {0}
Primideal in R, also ist p ein Maximalideal in R, also ist R/p ein Koérper. Nun ist R /q
ein Integritédtsbereich und die Einbettung
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—L
Rfp — R'/q
a+p — a+q
liefert: R/p ist isomorph zu einem Unterkdrper von R /q. AuBerdem ist R /q algebraisch
tiber R/p (weil R ganz iiber R ist). Es folgt nun aus dem néchsten Hilfslemma, dafl R /4

ein Korper ist; q ist maximal.
]

Hilfslemma 18.5
Sei D ein Integritétsbereich, & C D ein Unterkorper, so dafl D/k algebraisch ist. Dann ist D

ein Korper.
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Beweis vom Hilfslemma am Ende der 18.Vorlesung. Sei 0 # 5 € D. Da [ algebraisch iiber &
KB — k[f)

r +— pfx
und injektiv (weil D ein Integritdtsbereich ist), also folgt aus LA: Die Abbildung ist surjektiv.
Insbesondere gibt es ' € k[f], so daB 5" =1 € k[S]

ist, ist &[] ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Die Abbildung ist linear

]

Notation und Termonologie

Zusammenfassung: Gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich.

Sei R ein Dedekindbereich, K := Quot(R). Die Menge Id(R) der # 0 gebrochenen Ideale von
R ist eine abelsche Gruppe, sie enthilt die Untergruppe H(R) der gebrochenen Hauptideale.
Die Faktorgruppe KI(R) := Id(R)/H(R) heiit die Ideal Klassengruppe von R. Ihre Ordnung
ICI(R)| heifit die Klassenzahl von R.

Proposition 19.1
Ein Dedekindbereich ist genau dann faktoriell, wenn es ein Hauptidealbereich ist (d.h.: Ein
Dedekindbereich hat Klassenzahl = 1 genau dann, wenn er faktoriell ist).

Beweis. Sei R ein Dedekindbereich.

,<=" Jedes HIR ist faktoriell.

»,=" Sei nun R faktoriell; es geniigt zu zeigen, daf} jedes # 0 Primideal p ein Hauptideal ist (da
jedes Ideal ein Produkt von Primidealen ist, und das Produkt von Hauptidealen ein Hauptideal
ist). Sei 0 # a € p; dann ist a ein Produkt von irreduziblen Elementen. Da p ein Primideal ist,
enthélt p ein Primfaktor 7 von a. Nun folgt aus p O< 7 >, dafl p =< 7 >, weil < 7 > ein
Primideal, also ein Maximalideal ist (R ist Dedekind). [

Zusatz: Sei R ein Dedekindbereich. Jedes # 0 gebrochenes Ideal hat eine eindeutige Faktori-
sierung als Produkt von ganzen Potenzen von Primidealen.

Beweis. Sei a ein gebrochenes Ideal und d # 0, d € R, so dafl da <t R. Schreibe eindeutig
da = pi'...plm, p; Primideal, r; € Ny,
<d>=pi...pir.s; € Ng. Dannist a = [[I2, pi" ™, r; — 5; € Z. ]
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Kapitel 5: Die Klassenzahl eines Zahlkorpers

§Gitter in R"

Definition 19.1 (i) Sei{ey,..., ey} linear unabhéngig in R (alsom < n). Dievon {ey, ..., e}
erzeugte additive Gruppe I' ist ein Gitter der Dimension m. D.h.: " := Ze; ® - - - ® Ze,,
(freie abelsche Gruppe vom Rang m).

Wenn m = n heifit I" vollstdndiges Gitter
Bezeichnung: ||z|| ist die euklisdische Norm fir z € R™.

(i) X C R" ist beschrinkt, wenn es ein r € R, gibt, so da§ X C B,(0) :=die Kugel mit
Zentrum 0 und Radius 7.

(i) X C R™ ist diskret, wenn |B,.(0) N X| < oo fiir alle r € R,

Satz 19.1
Eine additive Untergruppe I' von (R™, 4) ist genau dann ein Gitter, wenn I" diskret ist.

Beweis. ,=* o.E. ist I" vollstandig. Sei {ey, ..., e,} eine Basis fiir R", die I" erzeugt, und v € R™.
Es gibt \; e R, sodaB v =" Ne;.
Definiere:
- R™ — R
f(Z )\261) — ()\1, ey )\n)
Es ist : f(B,(0)) ist beschrénkt, d.h. es existiert k, so daB ||f(v)|| <k Vv € B,(0).
Wenn v = Y7 a;e; € I'N B,.(0) (a; € Z), dann ist [|(a1, ..., a,)|| < k. Es folgt:

(%) la;| <k VYi=1,....n

Wir sehen, dafl die Anzahl von a € Z, die (x) erfiillen kénnen, endlich ist, also ist I' N B,.(0)
endlich.

»<=" Wir zeigen per Induktion nach n, daf I ein Gitter ist. Sei {gi, ..., gm} eine maximal linear
unabhéngige Untermenge von I' und setze V := Spang{gi,...,gm_1}. Betrachte Iy :=T'NV.
Dann ist I'g immernoch diskret und per Induktionsannahme ein Gitter. Seien {hy, ..., h,} eine
linear unabhéngige Menge, die 'y erzeugt. Da g1, ..., gm_1 € ['g, muss m’ = m — 1 gelten. Wir
konnen {gi,...,gm-1} durch {hy,..., hpy_1} erzetzen. (D.h.: wir konnen o.E. annehmen: jedes
Element aus Iy ist eine Z-lineare Kombination der g;).

Betrachte nun die Untermenge von I:

T={xel|z=>" 09,0, R0<q <1li=1,....m—1und 0 <a, <1}

T ist beschrinkt (also endlich, da T' diskret ist). Wéhle 2’ € T, 2" = >~ | b;g; mit b,, kleinste
# 0 Koeffizient von g,,.

Behauptung: {¢i,...,gm_1,2'} erzeugt T' (iiber Z)

Beweis. Es ist klar, daf§ diese Menge immernoch linear unabhéngig ist. Auflerdem: fiir g € T’
gibt es ¢; € Z (|b;] € Z), so dal ¢ = g — 2’ — Zf:ll ¢;g; € T, und der Koeffizient von g¢,,
in ¢’ ist > 0 aber kleiner als b,,. Aus der Wahl von 2’ gilt nun: dieser Koeffizient ist 0, also ist
g/ € Fo. ]



Definition 19.2

Sei I' ein Gitter mit erzeugender Menge {e1,...,e,}.

T::{xER”|:B:aiEO§ai< 1,a,€

R} heifit fundamentaler Parallelotop von T'.

54
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Sei I' ein Gitter mit f.P. 7.

Lemma 20.1
VoeR", N el,sodaBveT+1

Beweis. Sei {e1,...,e,} eine Basis, schreibe v = Y b;e; und setze z; := |b;| € Z,b; € R.
Dann ist a; := b; — 2 € Rmit 0 < a; < 1. Esist v = t + [, wobei ¢t := > a;e; € T und
l::Zziei,IGF. UJ

Wir studieren nun die Faktorgruppe (R™, +)/(I',+). Setze S := {z € C | |z| = 1} (eine
multiplikative Untergruppe).

Lemma 20.2
(R, +)/(Z, +) = (S, ).
Beweis. Betrachte $: R = 2§17r
— €
[
Allgemeiner setze T" := S x S X ... S (n-dimensionaler Torus).
~————
n mal
Satz 20.3
Sei I' ein vollsténdiges Gitter in R”, dann ist R"/I" = T".
Beweis. Sei{ey, ..., e,} eine Basis fiir I und betrachte ¢ : R™ — T" definiert durch ¢(> a;e;) =
(€2ia17r7 o ’622‘(1”#)‘ D
Lemma 20.4
¢ 2T — T" ist injektiv.
Beweis. Aus exp(2ia;m) = exp(2ib;m) (fiir 0 < a; < 1,0 <b; < 1) folgt a; = b; O
Allgemeiner gilt
Satz 20.5
Sei I' € R™ m-dimensional (also m < n), dann ist R"/I' = T™ x R*™™,
Beweis. Setze V := Spang(I') und W C R", so dal R" =V @ W; dann ist
R =V@W = T"xR"™ O

Satz 20.3
Definition 20.1 (i) Sei X C R" Lebesgue-mefibar. Definiere v(X) = fX dxq,...,dx, das
Volumen von X (Lebesgue-Maf von X).

(ii) SeiI’ € R™ ein vollstidndiges Gitter (also T™ = R"/I') und X C T". Definiere das Volumen
von X: v(X) :=v(¢~ (X))
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(iii) Ist Y C T, soist ¢(Y) C T" und v(p(Y)) = v(Y).

Satz 20.6
Sei X C R™ beschrinkt, so dafl v(X) existiert (d.h. beschrinkt und Lebesgues-mefibar). Aus
v(p(X)) # v(X) folgt, daB ¢x nicht injektiv ist.

Beweis. Sei ¢x injektiv. Da X beschrénkt ist, existieren [1,...,l; € I', so daBl [; # [; fiir j # ¢
und Xp, = XN (T+1)#2 Vi=1,...,s (also X = [;_, Xl;).

Fir j =1,...,s, definiere Y}, = X, —[;, so dal ¥;, € T C R". Bemerke, dafl die ¥}, disjunkt
sind (da ¢|x injektiv ist). AuBerdem gelten:

(a) v(Y;,) = v(X,,) (weil das Lebesgue-Maf invariant unter Translation ist).

(b) B(X,,) = ¢(Y;,) (weil T = ker ).

() v(6(¥i,)) = v(¥,) (da Y, C 7).

Wir berechnen mun o(¢(X)) = v(6(U; X)) = v(Ll, V) = ¥, 0(¥,) = So(X,) = v(X) O

Definition 20.2 (i) X C R™ ist konvex, wenn Vz,y € X und YA € R mit 0 < A < 1 gilt
A+ (1=Ny e X.

(i) X ist symmetrisch, wenn gilt: z € X = —z € X.

Satz 20.7 (Minkowski)
Sei I' ein vollstandiges Gitter in R™ mit f.P. T" und sei X C R" beschrankt symmetrisch konvex
(und Lebesgue-mefibar). Wenn v(X) > 2"v(T), gilt dann: 3y # 0,7 € I' N X.

Bemerkung
Da I' diskret ist, gibt es nur endlich viele solche .

Beweis. Betrachte, das Gitter 2I" mit f.P 27" und Volumen v(27") = 2"v(T'). Betrachte das
Torus T" = R"/2I".

Berechne v(T") = v(2T") = 2"v(T"). ¢ : R* — T", ker ¢ = 2", ¢(X) C T"™ und

v(@(X) < v(T") = 2"v(T) < v(X)

Aus Satz 20.6 folgt: ¢|x ist nicht injektiv. Also Jzy,# 2, x1,22 € X, so daB ¢(z1) = @(x2)
oder (x1 — x3) € ker ¢, d.h. z; — xo € 2I". Also %(ml —x9) €. Nun 23 € X = —25 € X und
%$1+%(—x2) € X, d.h. %(331—1'2) c X. O

§Geometrische Darstellung von algebraischen Zahlen

Ansatz/Ziel: Sei L/Q ein Zahlkorper von Grad n. Wir wissen, da8 L = Quot(Op) (Satz 9.4).
Wir wollen den gebrochenen Idealen von L Gittern in R" zuordnen.

Sei 0 ein primitives Element, so dal L = Q(0) (0 algebraische Zahl) und seien oy, ..., 0, die n
verschiedenen Einbettungen von L in €2 := C.

Ist 0;(L) € R (also 0;(f) € R), so heiBlt o; reell. Sonst heifit o; komplex (also ist auch 7;
komplex).

Es ist n = s 4 2t, wobei s := freelle Einbettungen und 2t := § komplexe Einbettungen (also
01y Osy 051,041y, 0514, 0syy sind alle n verschiedene Einbettungen. )

Setze Ly := R¥ x C!. Siche Fortsetzung in der 22. Vorlesung.
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§Idealnorm und Eigenschaften

Erinnerung: Sei L/Q ein Zahlkérper, O = ZL, O, ist Dedekindring.

Definition 21.1
Sei 0 # a <1 Op, definiere
N(a):= [0 :a] = |(Or,+)/(a,+)| (endlich oder co)

Satz 21.1 1. Sei b #0, b <Oy, dann ist N(b) < 0o
2. N(ab) = N(a)N(b) fiir # 0 Ideale a,b < Oy,

Beweis. Wir zeigen (1) und daf

() N(ap) = N(@)N(p)

fiir p < Op, ein Primideal.

(2. folgt aus (x*) wegen Primfaktorisierung von Idealen in Dedekindringen).

Zu 1.: Sei 0 # a € b und 2 die normale Hiille von L/Q, n := deg L und oy,...,0, die n
verschiedenen Einbettungen von L in €. Setze 0 # o = 01(«), ..., 0,() und

Na = Nig() Sats 114 [T oila) = a ][y 0i(a).

(Bemerke, da (Korollar 12.1) n,, € Z, da « € Op), also ist [ [}, 0i(a) = noa™! € L. AuBerdem
sind alle 0;(«) ganz iiber Z, also ist [[;_, 0;(«) ganz iiber Z, und somit ist [[;_, 0:(a) € Op.

Nun ist n, = _« Hoi(oz) € b (weil b < Op), also ist < ng, >= Opn, C b. (und wir haben

€Oy,
einen surjektiven Homomorphismus ¢ : O/ < n, >— Op/b). Nun ist Oy, ein freier Z-Modul

vom Rang n, insbesondere ist O, ein endlich erzeugter Z-Modul und so ist auch O/ < n, >.
Aulerdem ist O/ < ng >= (O/ < Ng)tor €in Torsionsmodul (5. Vorlesung), und ein endlich
erzeugter Torsionsmodul iiber Z ist endlich (folgt aus Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln
tiber HIR in 6. Vorlesung). Insbesondere ist Op /b auch endlich (als Bild von ).

Zu (*x): Wir zeigen, daB

(a) |OL/ap| = |OL/alla/ap]

und

(b) |a/ap] = [OL/p|

(a) ist klar (3. Isomorphiesatz fiir Gruppen):
Op/ap — Or/a, x + ap — x + a ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen mit Kern

a/ap, also Or/a = (Or/ap)/(a/ap), also ist |O/a| = % (Lagrange).

Zu (b): Bemerke, dafl ap C a (Eindeutigkeit der Primfaktorisierung).
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Behauptung: Sei I <Oy, sodal ap C I C a, dann ist [ = ap oder [ = a.
Beweis. a ltap Ca '/ C Op,dhp Ca 'l C Oy,
p maximal = p=a"'7 (dhap=1T) oder Oy = a'T (dh.: a=1). O

Sei nun x € a, x ¢ ap und betrachte ap+ < z >. Wir haben ap C ap+ < z >C a, also
ap+ < x >= a. Wir definieren einen Homomorphismus
O, — a/ap
Yy = yr +ap
=~

€a
Da ap+ < x >= a, ist ¢ surjektiv mit kerty) O p. Da p maximal ist, und ap # a,kervy) # Op,
folgt p = kerey. D.h. Op/p = a/ap
0

Als Néchstes wollen wir die folgende Proposition Zeigen:
Proposition 21.2
Sei 0 # B € Op. Esist N(< 8 >) = | NpB) .
eN €z
Bevor wir die Proposition 21.2 beweisen, brauchen wir :
Bemerkung (i) Sei N ein freier Z-Modul vom Rang n und M < N ein Untermodul (dann
ist M frei vom Rang < n, da Z ein HIR ist).
Dann ist: [N : M] < 0o < dimz M =n

Beweis von (1).

Y1
Behauptung 1: Sei {y1,...,yn} eine Z-Basis fiir M. Schreibe A := | ... |, y; € Z".

Ym
A€ Mpun(Z)

Nun zeigt UB, daB elementare Zeilen- und Spaltenumformungen eine Matrix B mit fol-
gender Eigenschaft ergeben:

Z™] Spany(B) = Z"/ Spany(A) = Z" /M

d ... 0
Behauptung 2: Zeilen-und Spaltenumformungen ergeben B der Form B := |

d; € Z,d; # 0 (da{y1, ..., Ym} Z-linear unabhéngig sind).

Mit Behauptung 1 und Behauptung 2 kénnen wir nun die Aquivalenz in (i) zeigen:
»,= wir nehmen an, m < n und zeigen [Z" : M| = oc.
Setze v, := (0,...,0, zZ ,0,...,0). Aus z; # 2z, folgt v,, # v,, mod Span,B
m €
(weil v,, — v,y = Vs sy, 2 =21 — 20 # 0 = v, ¢ SpanyB).
d ... 0
»,<=“ Wir nehmen nun an, daf§ dimz M = n, dh. n =m. Dannist B= | : .. |,

d; # 0, und
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Z™/ Spany B = 7" /M.
Wir berechnen
2"/ Spang B| = |Z/\ZD - - - D Z/dnZ] = [[;—; |di] < o0

(ii) Wir sehen auflerdem, dafi n = m = |Z"/M| = | det B| = | det A|, d.h
n=m= [Z": M] = |det A|, wobei

Y1
A= : | fiir eine Basis {y1,...,yn} € M von M iiber Z.

Ym

Um Proposition 21.2 zu beweisen, brauchen wir noch eine Berechnung:

Proposition 21.3
Sei L/Q Zahlkérper vom Grad n, 0 # a < Op, {y1,...,yn} eine Z-Basis fiir a. Es ist:
D(OL/Z)N(a)? = D(y1, .-, Yn)-

Beweis. Wir wissen, dafl Oy, ein freier Z-Modul vom Rang n ist, und auflerdem, daf}
[Of : a] < oo. Es folgt aus Bemerkung (i), dafl a ein freier Z-Modul vom Rang n ist.
Sei {e1,...,e,} eine Z-Basis fir O und {y1,...,y,} eine Z-Basis fiir a. Schreibe

Yi = Y. Yijej, ¥i; € Z und sei A die Matrix mit y;; als ij-te Eintrag. Wir berechnen:
Dy, ..., yn) = ) det A%2D(ey,...,e,) = det A2D(O/7Z).

14.Vor.
Andererseits folgt aus Bemerkung (ii), dafl

|det A| =[Oy : a].
Alles zusammen ergibt: D(y1, ..., y,) = N(a)>2D(0O./Z) O

Beweis von Proposition 21.2. Sei {ey,...,e,} eine Z-Basis fiir Op, dann ist {fey, ..., Be,} eine
Z-Basis fiir < 8 >. Aus Proposition 21.3 folgern wir, dafl

D(Bey,...,Be,) = D(OL/Z)N(< 8 >)?. Andererseits wissen wir, daf3

D(Bex, ..., Be,) = det(Brq(Be;, Bej)). Wir berechnen:

det(Bro(Be;, Be;)) = (det((0i(Be;))iz))? = (det((03(B)aile;))i;))?. Nun ist

det((os(8)oi(€)))ij) = 01(B) ... 0on(B) det(os(e;))i; = Nijo(B)det(oi(e;)s;). Alles zusammen er-
gibt:

D(Bex, ..., Ben) = (Npjo(B))*(det(i(e;))is)* = (Nrja(8)*Dier, - .-, en)

— 2
Prop 21.3 N(<B>)Dler,- - en)

]
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Ziel: Endlichkeit der Klassenzahl

Satz 22.1
Sei L ein Zahlkérper vom Grad n und s € N fest. Dann ist |[{I | [ <Op, N(I) = s}| < o0

Beweis.
Behauptung 1: Sei J < Oy. Dann ist N(J) € J.
Beweis. N(J)=|0./J| = Vz € O, N(J)x € J. O

Behauptung 2: Seien I,J <O, 1 #0,J # 0.
Esist ICJ=1J"1'<0;,.

Beweis. J ' =(Op:J)={rxeL|xzJCOL} O

Sei nun J < Oy mit N(J) = s. Dann ist

<s>C J, alsoist < s> J 1 <10;. Setze [ :=< s > J~'. Wir haben < s >= IJ. Die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorisierung zeigt, dal die Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von J erscheinen, eine Untermenge von der Menge der Primideale, die in der Faktorisierung
von < s > erscheinen, ist. Aulerdem: Wenn fiir p Primideal p” in der Faktorisierung von J und
P in der Faktorisierung von < s > erscheint (u, v € N), ist dann v < p.

Setze i := vy(< s >). Wir sehen also, dafl es hochstens [], . (v,(< s >) + 1) Maglichkeiten
fiir J gibt, insbesondere endlich viele. O]

Satz 22.2 (Minkowski Schranke)
Sei L/Q ein Zahlkorper. Dann gibt es ¢;, € R, so dafl: VO # a < O30 # « € a mit

(1) N(<a>) <cN(a)
Beweis. Spéter (siehe 23. Vorlesung). O

Korollar 22.3
Sei L/Q ein Zahlkorper. Es gilt:

Vg e KI(L) :=KIl(Or) Fa<Op,sodala=qund N(a) <Cp,

Erinnerung: Ki(L) = 1d(O.)/H(OL) = KI(Op) ist die Klassengruppe des Zahlkorpers L,
wobei 1d(Op) = die Gruppe der gebrochenen Ideale unf H(O}) = die Untergruppe der gebro-
chenen Hauptideale.
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Beweis. Sei q=qH(OL), q€ 1d(Or) = 3d #0,d € Op und b < Oy, so daB

(%) q ' ==b

Satz 22.2 = 46 € b, so daf3

(1) |NLjo(B)] < cLN(b)
Betrachte
(%) a:=pb",

(x

da < B >C bgilt a<Op. Alsoist ¢ 2 db~' = dga dh qa' = OL(dB~) € H(O1). Wi
berechnen N(a)N(b) = N(ab) = N(< S >) < ¢ N(b), es folgt N(a) < cr.
()

()
[l
Erinnerung: h; := |KI(L)| ist die Klassenzahl des Zahlkorpers L.

Satz 22.4 (Endlichkeit der Klassenzahl)
KI(L) ist endlich (d.h. hy, € N)

Beweis. Sei q € KI(L) und a < Of mit N(a) < ¢ und g = a. Dann ist 0 < N(a) < |cz]. Wir
bekommen eine surjektive Abbildung von {a < Oy | N(a) < |¢z]} nach KI(L) und

{a <0, | N(a) < |er)} = U {a < OL | N(a) = s} ist endlich wegen Satz 22.1 O
Wir wollen nun (}) beweisen. Dafiir kehren wir zum Ansatz am Ende der 20. Vorlesung und
definieren eine Abbildung o : L — Ly wie folgt: o(a) = (o1(), ..., 05(a), 0s11(), ..., 05s14(x)).
Bemerkung

o ist Q-linear

Satz 22.5
Sei 0 # a < Op, dann ist o(a) ein vollstandiges Gitter.

Beweis. Sei {aq,...,a,} C Of eine Basis fiir L/Q.

Behauptung: {o(ay),...,0(a,)} ist eine Basis fiir Lg als R-Vektorraum.

Beweis. Setze fir i =1,...,n
Uy = (01(%‘)7 e 7Us(ai); Re Us+1(ai)7 Im Us+1(ai>7 ..., Re Us+t(041‘); Im Us+t(az‘)) € R T2,
0

Vergleiche A =
Up

mit V(13. Vorlesung).

o) ...o4(a1) o) ospa(an) oo ospi(an)  Oee(an)
Erinnerung: V = : :

o1(an) ... os(an) osii(an) osii(an) .. osai(an) osii(an)
In UB haben wir berechnet: 0 # (det V)? = D(ay,...,a,) (da {ay,...,a,} Basis ist). Aber

man kann A durch elementare Spaltenumformungen aus V bekommen (siehe Berechnung weiter
unten), also ist auch det A # 0. O

Nun ist a ein freier Z-Modul vom Rang n (21. Vorlesung), also wihlen wir nun {a;, ..., a,} C a.
Wir haben o(a) = Spang{o(ai,...,o(a,)} (da o Q-linear ist) ein vollstéandiges Gitter.
[l
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Wir berechnen nun genau det A =7.
. . . . . +z . =
Erinnerung: Firz€C,i=+~-1, Rez=%* und Im 2z = 5=

Wir analysieren die Spaltenumformungen auf V:

Us+1(a1) O's+1<041> .. c. Re O'S+1(Oél) 0's+1(Oél)

Osr1(an) osi1(ay) ... ... Reosgi(an) osi1(an)
wobei:

I: (s 4 1)-te Spalte von V wird mit i multipliziert.
II: Addiere die (s + 2)-te Spalte zur (s + 1)-te Spalte.

Re Us+1(041) Im Us+1(061)
IIT+]V . .
—

Re os41(ay)  Im ogpq (o)

Wobei :

III: (s + 2)-te Spalte minus (s + 1)-te Spalte.

IV: multipliziere mit <.

Wiederhole fiir (s + 3)-te bis (s + t)-te Spalte, insgesamt ¢ mal. Alles zusammen ergibt:
det A = (34)" det V.
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23.Vorlesung

21 Juli 2017

Sei L/Q ein Zahlkérper vom Grad n. Ansatz wie in der 22. Vorlesung. Wir wollen nun das
Gitter o(a) C Lg. studieren.

Bemerkung 23.1

Sei I' C R™ ein vollstédndiges Gitter mit Basis {v,...,v,} und £.P. Tr.
U1

Esist v(Tt) = |det | ... | | (UB)
Up,

Wir kénnen Bemerkung 23.1 anwenden mit I' = o(a). Wir berechnen:
0(Ty@)) = | det A| = [(5(2))" det V|. Andererseits ist (det V)? = D(ov,...,a,) = N(a)?D(OL/Z).
UB

Alles zusammen ergibt: v(T, ) = 27'N(a)\/|D(OL/Z)|

Bemerkung 23.2
Sei 7 € Ry und setze X, = {(21,...,%s, 21,...,2) € Lr | Doy |z + 22;:1 |z;| < T}
Dann ist X, beschréinkt, konvex, symmetrisch und v(X,) = 2¢(3)'Z; (UB)

Wir kénnen nun eine genauere Aussage iiber die Minkowski Schranke (Satz 22.2) zeigen.

Satz 23.1 (Explizite Minkowski Schranke)
Sei 0 # a<1Op,. Es gibt 0 # « € a, so dafl

Nujgla)] < () 2/ TD(OLZ) N (a)

=C,

Beweis. Wir wollen Satz 20.7 auf I' := o(a) und X, C Lg fiir ein geeignetes 7 anwenden.
Wir bemerken jetzt schon: wenn

(1) v(X;) > 2"(T,(q)) dann

(2) Ja#0,a € a, so daf o(a) € X,, d.h so daB (o1(«),...,05(),0511(), ..., 0514()) € X7,
d.h.

(¥ S lo@)| +2 3 loss(a) <7

Erinnerung (AGU): Seien ay,...,a, € Ry, n € N. Es ist
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Setze a; = |oj(a)], j =1,...,5s und as41 = as42 = |0541(a)| und

Asy2t—1 — Agt2t — |05+t(oz)|

H,_/ v

=Qn—1 Qn

(%) bedeutet Zl":l szl < T. Die AGU impliziert nun, da8 n(a; ... ) <7, dh Hl 1 <
d.h. [Npjo(a)| =12, @ < =

(Begriindung: [T a; = [T;_; los()| TT;—; [oass()]*. Andererseits ist |o51;()|* = |osrj(@)|.loss(a)],
so dafl

n" )

S
[[a=1]]oila Hosﬂ Q)7 15(a)|
=1
S t
= |H0i(a)Hgs+J HE sila
i=1 j=1 j=1

= [Nr/o()]

Weil 04,...,04,0511,0541, - -, 0511, 054t alle Einbettungen iiber Q von L in C sind.)
Zusammenfassung:

(1) Ist v(X;) > 2"(T,(a), dann
(2) 30 # a € a, so daB |[Npjg(a)| < &

oder
(1) Ist 2%(2)'Zr > 2"27'N(a)+/|D(OL/Z)| dann gilt (2). Wir analysieren die Bedingung (1)

n:
genauer:

(1) & 7" > nl27°2"2 2"t 'N(a)\/|D(OL/Z)|
d.h. 7" > nl2" 7' N(a)\/|D(OL/Z)|
d.h. 7" > n12% 7 N(a)\/|D(OL/7)|

Wir haben bewiesen:

Ist 7 > n!(2)'N(a)\/|D(OL/Z)| (1), dann 30 # « € a mit [Ny jg(a)| < I (2).

Fiir jedes 7 wie in (1) definieren wir

A ={0# a € a| |Nygle)] < I} Dann ist A, # @, [A;] < 0o (da o(a) € X, No(a)),

71 < Ty = A; C A,,. Aus diesen Eigenschaften folgern wir, dafl N A, # @: Sei 19, so dafl
7 erfullt (1)

|A; | <|A,| fiir alle 7, die (1) erfiillen. Dann ist NA, = A, # @.

Sei nun o € ﬂA Wir behaupten, daB |Npg(a)] < CpN(a): da 0 # a e ﬂAT ist, gilt

|Npjg(a)| < I, fiir alle 7, die (1) erfiillen . Es folgt : [Nz g(a)| < inf { Y=L inf ™

n

7 erfiillt ( 7 erfiillt (1)

Nunist inf 77 =nl(2)'N(a)\/|D(0./Z)|. O

7 erfiillt (1)
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24.Vorlesung
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¢Die Einheitsgruppe O}

Ansatz wie in den 22. und 23. Vorlesungen.

Satz 24.1 (Dirichletsche Einheitssatz)
O7 ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit freiem Rang s +¢ — 1.

Beweis. Spiter. n

Bemerkung
Aus D.E.S konnen wir folgern, dafl

(i) OFf = F x (Of )tor, F freie abelsche Gruppe vom Rang s + ¢ — 1 (siehe Satz 5.4)

(i) (L) :== (O )tor = {x # 0,2 € Op,3u € N,z* = 1} besteht aus Einheitswurzeln in OF,
d.h. p(L) :=die Gruppe der Einheitswurzeln in L.

(iii) O ist endlich erzeugt=- (O; )0y ist endlich erzeugt, also ist (O] )ior eine endliche Gruppe.
Andererseits ist eine endliche Untergruppe von L* zyklisch (siehe B3), insbesondere ist
(O] )tor €ine endliche zyklische Gruppe mit Erzeuger eine Einheitswurzel p € L*.

Fiir den Beweis von D.E.S brauchen wir zwei Schliielergebnisse:
Lemma 24.2
Sei a € L. Dann ist a € O] & o€ Op und Npg(a) = £1.

13

Beweis. .=

aceO0f=pB=a'lec0;
= Npg(aB) = Npjg(a) Npjg(B) =1
————
€Z €L
= NL/Q(O./) =+1

L= Esist: [[IL, 0i(a) = a[[l,0i(a) = £1 also o' = £, 03(a), also ist ™' ganz iiber
Z, auBerdem ist a=! € L. Also a~! € Oy, O

Proposition 24.3
Seien m, M € N fest. Es ist: Die Menge der komplexen algebraischen Zahlen A,, ;; = {a € O¢ |
deg MinPoly () < m und |o/| < M fiir alle konjugierte o zu a} ist endlich.
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Beweis. « ist ganz iiber Z. Es geniigt zu zeigen: es gibt nur endlich viele normierte irreduzible
Polynome in Z[X], die als MinPolz(«) fungieren konnen (fiir solche o« € A, ar). Nun ist
deg MinPoly () < m. Wir behaupten: die Koeffiziente sind auch beschriankt, d.h 3M,,, € N, so
daB alle Koeffiziente im Absolutbetrag < M, sind. In der Tat sind die Koeffiziente elementare
symmetrische Funktionen in den Nullstellen, und die Nullstellen sind im Absolutbetrag < M
per Annahme. Genauer erklirt, sei z.B. MinPolz(a) = 2™ + 2, _12™ ' + -+ + 29, 2; € Z mit
Nullstellen aq, ..., a,,. Es ist

m
bt = = Sl 00 ol < Sl < ma = (1)

m
Fm-2 = D ey @iy = |em—2| < 30,5 laiay| < (2) "

m
k= (DY o, = |z <30 | | < (k: MF

Da Z™ ein Gitter ist, und jedes normierte irreduzible Polynom in Z[z] vom deg < m ein Vektor
in Z™ ist (Vektor der Koeffiziente), ist der Durchschnitt mit der beschriankten Menge endlich

wie behauptet.
O

Korollar 24.4
Sei a € C eine ganze algebraische Zahl, so daf§ |o/| = 1 fiir alle o/ zu a konjugiert (d.h. fiir
alle Nullstellen o/ von MinPolz(«)). Dann gibt es u € N, so dafl o# = 1 (d.h.: « ist eine
Einheitswurzel).

Beweis. Sei m := deg MinPolg (). Bemerke, da8 {1,a,a?,...} C A,, 1, also ist es endlich, d.h.
es gibt [, k mit o = ¥ oder o/ =¥ = 1. O

Wir kénnen nun direkt zeigen, daf:

Korollar 24.5
(L) = (OF )tor ist endlich.
(Vergleiche mit Bemerkung (iii))

Beweis. Setze n =deg L/Q, N =1, u(L) C A1 O

Ansatz weiterhin wie in der 22. und 23. Vorlesung. Fiir den Beweis von D.E.S brauchen wir
auBerdem noch eine , Hilfsabbildung* X : L* — R**

a = (logloi(a)l,.. . loglos(a)],log |oei(a)l log loea(a)], . .. log [osi(@)])

A ist ein Homomorphismus (der multiplikativen Gruppe L* auf die additive Gruppe R* x R").
Bemerke, dafl

a € Op = [Nyjg(a)| =1
s t
= [T les@) [T lowss ()2 =1
i=1 j=1

(%) = Zlog\am)\ +2) logow(@) =0

j=1

und umgekehrt auch: fiir « € Oy, (*) = Npjo(o) = £1 also a € O, d.h.:

Va € Op,a € Of & (*) gilt fur o

Betrachte die Untermenge von R®* x R": H := {z € R* xR" | Y7 x; + 22;:1 Tey; = 0}
Eigentlich ist H ein Unterraum der Dimension s + ¢ — 1 (Losungsraum von einem homogenen
Gleichungssystem mit einer Gleichung und in s + ¢ Unbekannten). Mit dieser Notation gilt:
Of ={a €Oy | A\Na) € H}.
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Proposition 24.6
AO7) ist ein Gitter in R5t

Beweis. Spéater n

Korollar 24.7
O7 ist endlich erzeugt mit freiem Rang < s+t —1

Beweis. A\(Of) ist ein Gitter C H, also ist A(O}) eine freie abelsche Gruppe vom Rang <
s+t — 1. Betrachte: )‘\OZ : Of — H und berechne dessen Kern:

acker\ & loglo(a)=0 Vi=1,...,s+1
S lo(a)=1 Vi=1,...,s+1
& || =1 fiir alle konjugierte o' zu «

< « ist Einheitswurzel < o € p(L)

Wir haben gezeigt: ker A = (L) ist eine endliche Gruppe. Zusammenfassend:
A Or — AOF)
07/ u(lL) = ANOT) = OF ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe
dlich dlich t
endlic. endlich erzeug

Ferner ist p(L) = (O )tor und der freie Rang von Oj ist dann
dimz(OF /(O] )tor) = dimz M(Of) < s+t — 1.
[

Bemerkung
Um D.E.S vollstiandig zu zeigen, miissen wir nur noch beweisen, da A\(O;') ein vollstéandiges
Gitter in H ist.

Beweis von Proposition 24.6. z.z.: \(OF) ist diskret. Dafiir gentigt es zu zeigen, dass:

Ve € Ry existieren endlich viele o € Of mit |log|oy(a)|| <c¢ Vi=1,...,s+t. Aber

log |oy()] < ¢ < |o(a)| < expe. Also a € OF mit |log|oy(a)|| < c=a € Ay fexp el
——

endlich wegen Prop.24.3

]
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25.Vorlesung
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Ziel: \(OF) C H ist ein vollstindiges Gitter. Es geniigt dafiir, €1,...,€54;-1 € OF zu fin-
den, so dafl {\(e1),..., A(€ss¢—1)} € H R-linear unabhéingig ist. Diese letzte Vorlesung hat als
Hauptziel, die folgende Proposition 25.1 zu beweisen und daraus D.E.S zu folgern.

Proposition 25.1
ey, .. €001 € OFysodal |oy(eg)| <1 furl #k,l=1,....,s+t,k=1,...,s+t— 1.

Beweis. Spiter. n
Wir kénnen nun schon Aufgrund von Proposition 25.1 den Beweis fiir D.E.S fortsetzen. Seien
€1,...,€s1¢—1 wWie in Proposition 25.1. Wir zeigen:

(%) {A(€1), ..., A(€s¢—1)} ist linear unabhéngig.

Betrachte die Matrix A mit (k,[)-tem Eintrag

Ay =loglo(er)], k=1,...,s+t—-1,1=1,...,s+t—1.

Um (%) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dal A invertierbar ist. Durch elementare Spaltenum-
formungen (multipliziere die letzte ¢t — 1 Spalten mit 2) bekommen wie eine Matrix A’ mit den
folgenden Eigenschaften:

(i) Ay < 0 fiir k £ 1 (Jou(ey)] < 1= log |or(eg)]| < 0)

(i) 3,4y > 0 (2,4 = S loglou(en)] + 2200 loglou(en)] = —2log |oyi(en)], da
)\(Ek) € H.

Nun ist aber log |os14(ex)| < 0, also —2log |0y ¢(€x)| > 0.)

Hilfslemma
Sei A’ eine m X m matrix, die die Eigenschaften (i)+(ii) erfiillt. Dann ist A’ invertierbar.

Beweis. UA O]

Damit ist D.E.S bewiesen.

Wir miilen nur noch Proposition 25.1 beweisen. Ansatz wie in der 22 und 23 Vorlesung.

Bemerkung 1. Ly ist nicht nur ein R-Vektorraum, sondern eine R-Algebra (mit Kompo-
nentenweise Multiplikation versehen).

2. Fiir x € Ly definiere die “Norm von z” wie folgt:

N(z) = ][i= @ H;:l TsrjTors = [ L1 @i H;:1 |54
(Bemerke, dal Ny g(«) = N(o(a))Va € L, dies begriindet die Terminologie “Norm von
.1,77.)
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Unsere Hauptbehauptung nun ist: 3¢ > 0,¢ € R so dafl Vax € Lr mit % < |N(z)| <1,
de € OF, so daB |zoy(e)| <e Vi=1,...,s+t.

Bemerke, dafi Hauptbehauptung=-Proposition 25.1:

Beweis. fiir jedes k =1,...,s+t—1 wahle z € Lg mit |[N(z)| = 1 aber |z;| > ¢ fiir [ # k
(ausgleichen mit dem k-te Komponente). Unsere Hauptbehauptung liefert ¢, € O, so daf3
|zi07(ex)| < ¢ VL. Insbesondere wenn [ # k, ist |oy(€x)| < ¢/|x;| < 1 wie erwniischt. [

Wir bemiihen uns letztendlich darum, die Hauptbehauptung zu beweisen. Wir werden dafiir
Minkowski’s Satz anwenden.
Sei x € Lg mit N(z) # 0. Wir zeigen zunéchst, dafl zo(Op) ein vollstandiges Gitter in Ly ist.
Bemerke: Da O <1 Oy, ist, wissen wir schon, dal 0(Op) ein vollstandiges Gitter in Lg ist (siehe
22. Vorlesung), also dafl zo(Op) ein vollstandiges Gitter fiir x = (1,...,1) ist.
Sei {a1,...,a,} eine Z-Basis fir Op, also {o(ay),...,0(ay)} ist R-linear unabhéngig und
xo(Op) =x0()Z & --- & xo (o) Z.
Wir zeigen: {xo(ay),...,xo(a,)} ist R-linear unabhéngig. Dafiir betrachten wir wie immer die
Matrix

zo(ay)
A= : € Mat, «,(R). Analogue Berechnungen wie frither zeigen, daf

xo(ay,)
| det(A)| = 27| det x|, wobei y die Matrix mit i-te Zeile gleich

101() ... 2505()  Tsy10511()  Tor10s41(0s) ...

ist. Wir wollen also det x berechnen. Jede Spalte hat einen gemeinsamen Faktor, und zwar
entweder z; oder z;, wir sehen also, dafl det x = N(x)detV, wobei wie immer V;; = 0;(c;).
Wir bekommen auflerdem 0 # | det(A)| = 27| N (z)|\/|D(OL/Z)| (siehe 21. Vorlesung). Also ist
zo(Op) ein vollstindiges Gitter und analogue Berechnungen wie in der 22. Vorlesung ergeben:
v(T,) = |det A| = 27N (2)|\/|D(OL/Z)| (wobei T, := {.P von xo(O})). Insbesondere wenn
1 <|N(z)| €1, dann ist

(%) u(T,) < 27'V/|D(OL/Z)]
(unabhéngig von z)

e Seinun X C Ly konvex symmetrisch beschrinkt, so daf v(X) > 2727 /|D(O./Z)| (z.B.
X = Bgr(0) mit R grof§ genug)

Sei Re Ry, sodall [N(y)| < R Vye X.

Minkowski und (*x) ergeben:

1
(% % %) Vr € Lg mit 3 < |N(z)| < 1,30 # a € O, so dafl zo(a) € X

(Minkowski mit Gitter zo(Opr) und X anwenden)

Betrachte nun 7 := {aO;, < O, | Iz € Lg, 3 < [N(z)] <1 und zo(a) € X} (T ist wegen
(% * %) eine nicht leere Menge von Hauptidealen.)

Wir berechnen: aOp, € T = 3z € Lg, so daB 3 < |[N(z)] <1
N(@o(@)| < B = [N@)|IN(o(a))] < B = [N(o())] < R/} = 2R

2



70

Wir haben berechnet : YaO, € 7 gilt N(aOp) < 2R.
Also ist Z eine endliche Menge, d.h. Z = {5,0y, ..., 5,0}, Br # 0.

Sein nun € Lg mit 3 < [N (z)| < 1. (% * *) liefert 0 # o € Oy, so daBf a0y, € Z, d.h.
dk, so dafl aOp, = 6,0y,

Setze € = a3, *. Dann ist zo(e) = zo(a) o(B; 1) € o(B, 1) X.
——

ex
Wir haben gezeigt: Vo € Lg mit 2 < |N(z)| < 1, Je € OF, so daB zo(e) € UL, o (5, ) X.
Da X beschrinkt ist, so ist o(3, )X Vk=1,...,m.
Es folgt: (J;—, o(B; )X ist beschrinkt.

Endlich wéhlen wir eine Schranke c fiir diese beschrinkte Menge.





