9. Script zur Vorlesung: Algebra (B III)
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Gabriel Lehéricy, Simon Miiller
WS 2016/2017: 25. November 2016

Satz 1
Sei p(z) € F[z] irreduzibel; deg p(x) =n,n € N.
Es gilt [K : F] = n, wobeil K := F[z|/ < p(x) >.

Beweis
Setze T := 0. Wir behaupten O := {1,0,6%, ... 6"} ist eine F-Basis fiir K.
e Sei a(z) € F|x]. Schreibe a(x) = q(z)p(x) + r(z) mit r(z) = 0 oder degr(z) < n.
Also a(x)+ < p(z) >=r(z)+ < p(x) >,
d.h. a(x) = r(x)
I
d.-h. a@ = r[@

Schreibe 7(x) =Y a2’ a; € F, i.e. a(x) =:7(0), also K 3 a(x) € span O.

i=

[e=]

e O ist linear unabhéngig {iber F': Seien by, ...,b,_1 € F mit > b;60° = 0.

Setze b(z) := > bz’ Esist: 0 = b(0) = b(x). Also b(x) €< p(x) > und degb(x) < deg p(x)

und damit muss b(z) = 0 das Nullpolynom sein, i.e. b; =0 fir alle: =0,...,n—1. O

Bemerkung

K = {a(0),a(x) € Flz],dega(z) < n} mit a(f) + b(d) = (a + b)(0) fir alle a(zx),b(z) € F|x]
und a(0)b(0) = r(0) (wobei degr(z) < m;r(xz) € Flz] der Rest in E.A. ist; a(x)b(z) =
q(x)p(x) +r(x)).

Definition
(1) Sei K/F eine Korpererweiterung; S C K.

Notation: F'(S) = der kleinste Unterkérper von K, der F'|JS enthdlt = ({L | L C
K Unterkorper ; L O F|JS}.
F(S) heiit der Korper der von S iber F erzeugt ist.

(2) Wenn S = {aq,...,a,} endlich ist, schreiben wir L = F(ay,...,q,) und sagen: L ist

endlich erzeugt tiber F.

(3) Wenn S = {a} heiBt L = F(a) eine einfache Erweiterung und a heiit ein primitives

Element fur die Kérpererweiterung L/ F.
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Satz 2
Sei p(z) € F[z] irreduzibel; o € K/F eine Nullstelle. Es ist: F(a) ~ F[z]/ < p(x) >.

Beweis

Betrachte
p: Flz]/ <plx)> — Fla)CK

a(z)+ < p(x) > — a(a)

e Esist ¢ [p=Id [p (i.e. p(r) =r fiir alle r € F') und ¢(T) = a.

e ¢ ist wohldefiniert: a(z) = b(z) mod < p(x) >& a(z) — b(x) = p(x)q(x). Also a(a) —
b(a) = 0 und damit a(«a) = b(a).

e v #0 (eg p [p= Id [r), also ¢ ist ein injektiver Ringhomomorphismus und damit ist
¢ : Flx]/ < p(z) >~ Bi(p) C F(a) C K ein Unterkorper. Also ist Bi(y) ein Unterkorper
von K und enthélt F'(J{a} und somit ist F(«) C Bi(p). Also Bi(p) = F(a). O

Korollar 1
K/F ist eine Korpererweiterung; a € K ist Nullstelle vom irreduziblen p(z) € F[z];degp = n.
Esist F(«a) = {a(a) | a(z) € Flz];dega(z) < n}.

Korollar 2
a,p € K/F;p(x) € Flz] ist irreduzibel mit p(«a) = p(B) = 0.
Es ist F(a) ~ Flz]/ < p(x) >~ F(5).

Allgemeiner betrachten wir folgenden Ansatz:
?
Fla) --» F'(B)

| |
F = F
o

Satz 3

Seien F, I’ Kérper. ¢ : F' = F’ und p(z) € F|x] irreduzibel.

Setze p(z) = Y a;z" und p'(z) := 3 p(a;)r’ (Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Dann ist
p'(z) € F'[z] irreduzibel.

Sei a € K/F mit p(a) =0 und g € K'/F' mit p'(#) = 0. Dann 148t sich ¢ zu einer Isomorphie
¢ fortsetzen

¢ Fla) = F(f)

P lr=¢ uwd ¢(a)=0F
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Beweis

(1) p'(z) ist irreduzibel, weil eine Faktorisierung p/(xz) = o’ (x)b'(z) mit dega’(x) > 1,deg ' (x) >

1

1,d'(z),V(x) € F'[x] eine Faktorisierung (durch Anwendung von ¢~ auf Koeffizienten)

p(z)
deg(

= a"(x)V"(x) von p(x) in F[z] induziert, mit
a’(x)) > 1,deg(b’(z)) > 1;a"(x),b"(z) € Flx].

=

(2) Flz] ~ F'lx] und < p(z) >~< p'(z) > (durch Anwendung von ¢ auf Koeffizienten). Also
F(a) ~ Flz]/ < p(z) >~ F'[z]/ < p'(z) >~ F(p). O



