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Kérper ¢ Euklidische Bereiche & Hauptidealbereiche & Faktorielle Bereiche & Integritétsbereiche

Konvention

deg von Nullpolynom ist = 0.

Proposition 1 (Zusammenfassung)

Sei R integer und p,q € R|x]. Es gelten:

L. degp(z)q(z) = degp(x) + deg q(z)

2. (R[z])* = R*

3. Rlx] ist integer

4. R[z] ist E.R. & R ist Korper

5. Quot (R[z]) := F(z) :={% | p,q € R[z],q # 0} ist Kérper, wobei I := Quot (R).
Bemerkung

Sei I < R. Dann ist I[z] :=< I > <R[z] = {f(z) € R[z] | f(z) =_ a;z" mit a; € I}

Proposition 2

Rlz]/I[z] = (R/1)[x]

Beweis

@

Rlz]  — (R/I)[x]

ist ein Ringhomomorphismus; surjektiv; ker ¢ = I[z]. U
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Korollar
P ist Primideal in R = Plz] ist Primideal

in R[x].

Exkurs Rzy,...,x,] = Rz, 29, ..., Tp_1][z,].
Notation = {p(x1,...,2,)|p € Rlx1,...,z,)}.

Also: Polynome in den Variabl

en xi,...,xr, werden folgendermaflen definiert:

Es ist eine endliche Sumem von Monomen.

m(xy,...,x,) =azi ...zl ac€R
= a 2¢ d; € Ny
Notation (T1,...,xp) =
(dy,...,d,) = deNy
e d; ist der Grad von z; in m(x)

|d| := Zdi ist der Grad

=1

von m(z) degm(z) := |d|

degp(xy,...,x,) ist der groBte Grad von seinen Monomen.

Die Summe aller Monomen von p(z1,...,x,) vom Grad k heifit die ho-

mogene Komponente von p vom Grad k.

Wenn deg p = d, so 148t sich p eindeutig als Summe

P=po+p1+-+Da

beschreiben, wobei p, die homogene Komponente vom Grad k ist fiir

0 <k <d (und py = 0 vorkommen kann ).

Lemma 1
R|x] ist faktoriell = R ist faktoriell.

Beweis
(R[z])* = R* (%)

Sei 0 # r € R\ R*. r ist das Produkt vom Irreduziblen in R[z| und diese (deg Bedingungen)
miissen deg = 0 haben, d.h. sind Elemente aus R. Beachte ferner, dass r € R irreduzible in
R[x] = irreduzible in R, sonst r = ab; a,b € R\ R*. Aber wegen (x): r = ab;a,b € R[z]\ (R]x])*

- Widerspruch.

Fiir die Umkehrung von Lemma 1 brauchen wir ein Hilfslemma.



7. Script: Algebra (B I1I) - WS 2016/2017 3

Lemma von Gauf

Sei R faktoriell und p(x) € R[x]. Wenn p(x) reduzibel in Fx] ist, (wobei F' := Quot (R)), so
ist p(x) reduzibel in R[z].

Das heifit: Wenn p(z) = A(z)B(x) mit A,B € Flz],degA > 1,degB > 1, dann gibt es
0#7,0+#s € F mit

<
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I

()

) } € R[x] dega(x) > 1,degb(x) > 1

w
se
O
I
> Q
5

und p(x) = a(z)b(x) € R|x].

Beweis

p(z) = A(x) B(z)
) )

R[X] Flz]  Flx]

Die Koeffizienten von A, B sind aus der Form Z mit r;,0 # s; € R. Wir multiplizieren A, B

jeweils mit den gemeinsamen Nennern seiner Koeffizienten und bekommen eine Gleichung der

Form
dp(x) = d(z) V(x)
0 0 0 mit d € R,d # 0;dega’(x) > 1,degt/(z) > 1;d', 0’ € Rlx]. (%)

deR € Rlx] € R|x]
und o' () = aA(x), b/ (z) = BB(z); o, 5 € F.
1. Fall: d € R* v

2. Fall: d € R\ R*
So schreibe d = py - - - p,,, p; ist irreduzibel in R.

e p, irreduzibel = I =< p; > ist Primideal in R und d € [
(also ist auch [[z] = p;R[x] Primideal).

e (R/ < p; >)[z] ist integer.

(*) reduziere mod < p; >. Wir bekommen 0 = o/(x)V/(x) in (R/ < p; >)[z]. Also ist ohne

Einschrankung a/(z) = 0, das heifit alle Koeffizienten von a/(z) liegen in < p; > sind also durch
p1 teilbar in R. So hat man a”(x) := pila/(:v) € R[z],dega”’(x) > 1 mit pil € F, das heifit wir

kénnen die Gleichung (*) um p; kiirzen und bekommen eine neue Gleichung
d'p(z) = d"(x)V"(x) in Rx].

Aber nun hat d’ einen irreduziblen Faktor weniger, i.e. d' = py---p,.
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Wiederholung mit ps, ..., mit p, (gleiche Argumente) ergibt eine Gleichung schlielich aus der
Form

plr) = a(x)b(z)  a(x),b(z) € Rlz]

mit a(x) = dd(z) o, 0 #0
b(z) = p['V(x) o, eF

d.h. = 'A
al@) aa’A(z) mit o’ € F'und 53’ € F. O
b(z) = BB B(x)

Korollar .

Sei R faktoriell, F' := Quot (R);degp > 1, wobei Zaixi =: p(z) € R[z] mit ggT von

i=0
{ag,...,a,} = 1.

Dann ist p(z) in R[z] irreduzibel genau dann, wenn p(z) in F|z] irreduzibel. Insbesondere ist

p(z) € R[z] normiert und in R|z] irreduzibel, so ist p(z) in F[x] irreduzibel.

Beweis

GL ergibt: Ist p(x) in F[z] reduzibel, so ist p(z) in R[z| reduzibel. Umgekehrt ist p(z) in R|x]
reduzibel, dann ist p(x) = a(z)b(z), wobei a(x),b(z) € R[z] \ R (sonst wire der ggT der Koef-
fizient von p(x) in R ungleich 1).

Das heifit p(x) = a(x)b(x) fir a(z),b(z) € Rz],dega(z) > 1,degb(x) > 1. Insbesondere
p(z) = a(x)b(x) fir a(x),b(z) € Flz],dega(x) > 1,degb(z) > 1, das heiit p(z) ist in F[z]
reduzibel. O



