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Kapitel 1

Faktorringe, Homomorphismen, Ideale, Ringe von Briichen, Quotientenkorper,
Lokalisierung, Chinesischer Reste-Satz, Euklidische und Hauptideal Ringe,

Faktorielle Ringe, Polynom-Ringe, Irreduzibilitidtskriterien

Alle Ringe in dieser Vorlesung sind kommutativ mit 1 # 0.

Erinnerungen
Sei R ein Ring.
(1) a # 0;a € R ist ein Nullteiler, wenn es b # 0;b € R gibt mit ab = 0.
(2) R ist ein Integerring oder Integrititsbereich, wenn er keine Nullteiler hat.
(3) Ein endlicher Integritétsbereich ist ein Kérper (siche Ubungsblatt).
(4) u € R ist eine Einheit, wenn es ein v € R gibt mit uv = 1.

Notation: R* := Menge der Einheiten von R.

Proposition

R* ist eine multiplikative Gruppe.

Beispiele

7% = U(n) (siche Ubungsblatt)

acU(n) < gt (a,n) =1.

Euler ¢-Funktion: ¢ : N — N

p(n) = [ U(n) |

Siehe Ubungsblatt fiir eine ausfithrliche Ausarbeitung der Eigenschaften von ¢:
(1) p(p¥) = p® — p*~! fiir p Primzahl und v € N

(2) ¢ ist eine multiplikative arithmetische Funktion i.e. p(ab) = ¢(a)p(b),
wenn ggT (a,b) = 1.
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Definition

(1) S C Rist ein Teilring, wenn S # Q;a,b € S=a—be Sund ab € S.

(2) Seien R, S Ringe. ¢ : R — S ist ein Ringhomomorphismus, wenn
p(1r) = 1s, p(a +b) = p(a) + ¢(b), p(ab) = ¢(a)p(b).
Notation:
ker p :={z € R; p(z) = 0}

im ¢ :={y € S;3x € R mit p(z) =y} := o(R).

(3) Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.
Notation: ¢ : R ~ S oder R £ Soder R~ S.

Bemerkung

Sei ¢ ein Homomorphismus: ¢ ist injektiv < ker ¢ = {0}.

Beispiel
Sein € N
a € 7Z;a = Rest nach Division durch n.
w: L = Zy,
a — a
ist ein Ringhomomorphismus mit ker ¢ = {nz/z € Z} := nZ

(siche Lineare Algebra 1, 2. Vorlesung).

Definition
Ein Teilring I C R ist ein Ideal, wenn aus » € R und x € I folgt: rx € I.
Notation: I < R

Beispiele
I=R und I ={0}

Terminologie
I < R und I # R heifit echtes Ideal.
I < Rund I # {0} heiit nicht triviales Ideal.

Proposition

Sei p : R — S ein Ringhomomorphismus. Es gelten:
(1) im ¢ ist ein Teilring von S.

(2) ker ¢ ist ein Ideal von R.
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Faktorring
Sei I<R. R/I := {x+1I |z € R} die Menge der Nebenklassen von R modulo I (siche Ubungsblatt)

(also der Aquivalenzklassen [x] beziiglich # ~ y mod I genau dann, wenn 2 —y € I).

Proposition

R/I ist ein Ring mit den Ringoperationen
(r+1)+(s+1):=(r+s)+1und
(r+1)-(s+1):=(rs)+1

fiir alle 7,5 € R (sieche Ubungsblatt).

Definition
R/I ist der Faktorring “R modulo I”.

Satz (Isomorphiesatz fiir Ringe)
(1) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Es gilt R /ker ¢ ~ im .
(2) Umgekehrt: Ist I < R, dann ist
T R — RJI
r o= r+1

ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker 7 = I (7 ist die kanonische Projektion).

Also sind die Ideale genau die Kerne von Ringhomomorphismen.

Beweis
Setze I := ker .
Behauptung die Abbildung von (1)

®: R/I — ¢(R)

r+1 — px)

ist wohldefiniert (i.e. z + I =y + I impliziert ¢(x) = ¢(y)).
Es ist klar, dass ® surjektiv und ein Ringhomomorphismus ist. Wir berechnen ker ®.
Pr+1)=0¢zx)=0szckerpesrclesac+]=0+I;
somit ist ker ® = {0 + I} (das Nullelement der Faktorring R/I).

Beweis von (2) analog. O

Beispiel
Z/nZ ~ Ty,
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Korollar 1
Sei I < R,J <t Rmit I CJ (insbesondere I < J). Dann ist J/I < R/I und (R/I)/(J/I) ~ R/J.

Beweis
Die Abbildung
&: R/I — R/J
x+I — xz+J
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker & = J/I. 0



