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Kapitel 0: Priliminarien
§ 1 Annihilatoren

Definition 1.1.

Sei V ein K-Vektorraum dimV =n, S C V.

Der Annihilator von S ist bezeichnet mit S° C V* und definiert als
SO={feV*|SCker(f)} ={f€eV*]| f(a) =0 fiir alle « € S}.

Bemerkung 1.2.
(4) 51§52=>58§S?

(i = (span(5))"

(4i1) S° C V* ist immer ein Unterraum.

i) S
)
(iv) span(S) = {0} & S° =V~
(v) S=V=5"={0}
)

(vi) Also span(S) =V < S = {0}

Beweis von (iv)
=" ist klar.
Fiir “<”: Sei §° = V*. Zu zeigen span(S) = {0}. Zum Widerspruch sei @ # 0 und « € span(.9).
{a} ist linear unabhéngig = ergénze zu einer geord. Basis B fir V:
B=(a=ay,...,a,).

Sei B* die Dualbasis: B* = (f1,..., fn). Es gilt fi(a;) =1, also f; & S°. OJ

Beweis von (vi)
“=7 folgt aus (i) und (v).

“<” Sei S° = {0}. Zu zeigen span(S) = V.
Zum Widerspruch setze W := span(.S) und sei
a e V\Wund (aq,...,qr) C W eine geord. Basis fiir W. Dann ist {ay, ..., ax, a} linear
unabhéngig.
Ergénze zu einer geord. Basis fiir V: B = (aq, ..., g, & = Qgy1, Qpra, - - -5 Q).

Sei (fi,--s fr, fet1, - - s fn) = B* die Dualbasis. Es gilt fy11(a;) =0 fiir alle j =1,... .,k
und fri1(psr) = 1. Also fro1 #Z 0 und fi1 € S°. O
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Korollar 1.3.
(Trennungseigenschaft)
Sei W C V ein Unterraum und o ¢ W. Es existiert ein f € V* mit f(W) = {0} und f(«) # 0.

Beweis

Sei (aq, ..., ) eine geord. Basis fiir W. Nun ist o & span({ay, ..., ax}), alsoist {aq, ..., a, a}
linear unabhéngig.

Ergénze zu einer geord. Basis fir V: B = (aq, ..., ap, & = Qgi1, ..., ap) und sei

B = (f1,..., fe, fiet, - - fn) die Dualbasis. Setze f := fii1. O
Satz 1.4.

(Dimensionsformel fiir Annihilatoren)
Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K und W C V ein Unterraum. Es gilt:
dim W + dim W° = dim V.

Beweis
Sei {ay, ..., q} eine geord. Basis fiir W. Ergénze zu einer geord. Basis fiir V:
B=(ag,. .., 01, .., 0,). Sei B* = (f1,..., f,) die Dualbasis.

Behauptung
{fes1,---, [n} ist eine Basis fiir W°.

Beweis
Es ist klar, dass f; € WP fiir alle i > k+1, weil fi(a;) =d;; =0, falls i > k+1 und j < k. Also
wenn « € W, ist « eine lineare Kombination von «ay,...,q, und f;(a) = 0 fiir alle ¢ > k + 1.

Also f; € WP fiir alle i > k + 1 wie behauptet.

Nun ist{ fx+1,- .., fn} linear unabhéngig (Teil einer Basis). Also geniigt es zu zeigen,

dass span({ fxr1, .-, fu}) = WO

Sei f € V*. Esgilt f =" f(a)f; (allgemein). Ist aber f € W?, dann gilt f(a;) =0

fiir alle 7 < k. Also gilt f =371 . fla)fi O

Korollar 1.5.
W1, W, sind Unterrdume von V. Es gilt: WP = W9 = W, = W,.

Beweis
Zum Widerspruch sei W; # Ws, zum Beispiel a € Wy, o ¢ W;. Nach Korollar 1.3 existiert
f eV mit f(W;) = {0} und f(a) # 0. Also f € WP, aber f & W2, ein Widerspruch. O
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Beobachtung
Beziehung zu homogenen Gleichungssystemen
Allafl + -4 Alnxn = 0 .
Soi ) homogenes Gleichungssystem (%)

: mit Koeffizienten in Korper K
Amlxl + - Amnxn =

Definiere fiir ¢+ = 1, ..., m ein Funktional auf K™:

fl‘(ﬂfl, e ,l’n) = ZAZ']‘.I]‘.
j=1

Es gilt: Losungsraum von ( ﬂ ker(f;) (folgt unmittelbar aus den Definitionen). Wir werden

diese einfache Beobachtung ausnutzen, um Annihilatoren zu berechnen.

Beispiel 2.1.
V =R5 W = span {ai, as, a3, as}, wobei gilt:
ar = (2,-2,3,4,-1),

= (— ,1,2 5,2),
= (0,0, —2,3) und
a4—( 1230)1st.
Finde WO .
Sei f € V*. Es gilt allgemein f(xq,...,25) = chxj.
j=1
Insbesondere: (homogenes Gleichungssystem in ¢y, ..., ¢5)
few’ & f(a) flag) =+ = flou) =0
j=1

wobei A;; die Koeffizienten der Koeffizientenmatrix A des (HGS) i.e.

2 =2 3 4 —1
—1 1 2 5 2
A= 0 0 -1 -9 3 (GEV) = r.Z.S.F.:
1 -1 2 3 0
1 -1 0 —1 0
0 0 1 2 0
R= 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
Ci C C3 C4 Cj

1, c3, ¢5 sind Hauptvariablen und ¢, und ¢4 sind freie Variablen.
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5
Wie iiblich finden wir den Losungsraum fiir Z Rijc; =0fir alle 1 <i<3i.e.

j=1
cg — ¢ — ¢ = 0
c3 + 2¢4 = 0

Cy, — 0

Setze ¢o = a und ¢4 = b beliebig € R, dann sind
c1=a+b,c3=—2bund c5 =0 und

WO ={f| f(x1, 29,23, %4,25) = (a + b)x1 + axy — 2bx3 + bxy,a,b € R}.
Es gilt dim W° = 2.

Eine Basis fiir W©° erhélt man z.B. durch einsetzen von

a=1 b=0 und filzy, ... 25) = 1+ 29 o o .
a=0 b=1 }:>{f2($1’.”,$5) — oy — 2w+ 1 ist eine Basis fiir W
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Kapitel 0: § 2 Bi-Dual

Sei V ein endlich dim Vektorraum tiber K.

Zwei Fragen haben wir noch nicht beantwortet:

(1) V.- Vv
B +— B*
Umkehrung? Sei B eine Basis fiir V*. Existiert eine Basis B fiir V', so dass B = B*?

(2) V—V*
W — WO
Umkehrung? Sei U ein Unteraum von V*. Existiert ein Unterraum W von V| so dass
U=w°%?

Schliissel
Wir betrachten (V*)* = V**.

Bemerkung 2.2.
dim(V**) = dim V = dim V*.

Definition 2.3. und Terminologie
Der Dualraum V** zu V* heifit der Bi-Dualraum zu V.

Proposition 2.4.
Sei a € V, « induziert kanonisch ein Funktional L, € V** wie folgt:

L,: V' — K

definiert durch
Lo(f) = flar) fur feV™.

Beweis
Lo(ef +9) = (cf + g)(a) = cf(a) + g(a) = cLa(f) + La(g) O

Satz 2.5.

Die Abbildung ~© ¢ 7V

ist ein Isomorphismus.
oa+— L,

Beweis
AMea+ B) = cXa) + N(B) ?
Zu zeigen ist also [A(ca + 8)](f) = [eA(a) + N(B)](f) fur alle f € V*.

Wir berechnen:

MeatB)I(f) = Leats(f) = fleatB) = cf(a)+f(B) = cLa(f)+Ls(f) = M) (/) +AB)(f) =
[eA(e) + ABI(S)-
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Also ist A linear. Wir zeigen, dass A bijektiv ist. Es geniigt wegen dim V' = dim V** zu beweisen:
A ist injektiv.

Sei AM(a) =0, i.e. L, = 0. Zu zeigen a = 0.

Zum Widerspruch « # 0, also ist {«} linear unabhéngig.

Sei B = (a = oy, ..., q,) eine geord. Basis fur V und B* = (fi,..., f,) die Dualbasis. Es gilt
fi(ar) = fi(a) = 1. Also L,(f1) # 0. Also L, # 0, ein Widerspruch. O
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Ansatz wie in der 2. Vorlesung.

Korollar 3.1.
Sei L ein lineares Funktional auf V*. Es existiert genau ein a € V mit L = L,, i.e.

L(f) = f(a) fiir alle f € V",

Beweis
Setze o := A71(L).

Korollar 3.2.

Sei B eine geord. Basis fiir V*. Dann existiert eine geord. Basis B fiir V mit B* = B

Beweis
Setze B = (f1,... fn). Satz 22.9 (LAI) liefert eine Dual-Basis zu B;
B*:=(Ly,...,L,) fir(V*)* = V™,

so dass L;(f;) = 0i;.

Korollar 3.1 liefert: Fiir alle i existiert genau ein a; € V' mit (xx), i.e.
Li(f) = flay) fur alle 1 <i < n; feV™.

Insbesondere: §;; = L;(f;) = fj(oy) firalle 1 <i<nund 1 <j <n.

Setze nun B := (o, ..., qp).

Bemerkung 3.3.
Sei £ C V*, dann ist £° C V**.

E°={LeV*™ | L(f) =0 fiir alle f € E}.
Wir berechnen:

{ aeV | MNa)eE’ =
)\_I(E()): { acV | LQGEO}:
{ aeV | Lu(f)=0 fir alle feFE}=
{ aeV | fla)=0 fir alle f € E}
Satz 3.4.

Sei W C V ein Unterraum. Es gilt A= (W) = W.

Beweis
dim W + dim W° = dim V = dim V* = dim W + dim W%.
Dann gilt dim W = dim W% = dim A=} (W).
Es geniigt nun zu zeigen, dass
WA WP ={acV | fla)=0 fir alle f € W°}
(siehe (1)). Aber a € W, also f(a) =0 fiir alle f € W° per Definition !
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Korollar 3.5.
Sei U C V* ein Unterraum. Setze W := A\~}(U?). Es gilt: W° = U.

Beweis

dimV* =dimU + dim U° = dim V = dim W + dim W°. Also dim U = dim W°

(weil dim W = dim A~1(U?) = dim UY).

Es geniigt zu zeigen, dass U C WP,

W ={a eV | fla) =0 fur alle f € U} (sieche ()). Sei f € U, dann gilt f(a) = 0 fiir alle
a € W. Also f € WP per Definition. O

Kapitel 0: § 3 Die transponierte Abbildung

Ansatz wie immer.

Sei T : V. — W eine lineare Transformation. T induziert eine Abbildung 7% : W* — V*
definiert durch V* 5> f :=T"(g) := goT fiir g € W*, das heiit f(a) = (goT)(a) = g(T(«)) fiir
alle a € V.

Behauptung
T" ist linear: Fiir alle ¢ € K; g1, go € W*, berechne

T'(cg1 4 g2) = (cgr + g2) o T
=c(g1oT) +(g207)
=cT"(g1) + T"(g2).

Wir haben bewiesen:

Satz 3.6.

Sei V,W ein (endlich dim) Vektorraum iiber K. Fiir jede lineare Abbildung 7" : V — W
existiert genau eine lineare Abbildung 7% : W* — V* so dass T%(g)(a) = g(T'(«)) fiir alle
geW* aeV.
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Definition 4.1.
T* ist die transponierte Abbildung zu 7.

Satz 4.2.
Es gelten:
(0) ker(T") = (Rr)"
(Nullraum des tranponierten 7% = Annihilator von Bild T')

(1) Rang (T*) = Rang (7))

(2) Ry = (ker(T))°
(Bild des transponierten 7% = Annihilator von Nullraum 7")

Beweis
0) geker(TH) & THg) =0 goT =04 g(T(a))=0firallea € V& g e (Rr)°

(1) Setze dimV =n und dimW = m. r := Rang (T) := dim Ry.
Satz 1.4 impliziert:
dim(R7) + dim(R7)? = dim W = m.
Also r + dim(Rr)? = m = dim(Rr)? = m — 7.
Aus (0) folgt nun: dim(ker 7%) = m — r. Nun ist 7% : W* — V* und Satz 18.2 (LA 1)
liefert Rang (T") + dim(ker 7*) = dim W* = m. Also Rang (T*) =m — (m —r) =r.

(2) Setze N := ker(T).
Behauptung: R+ C N°.
Beweis: Sei f € Ry:. Also f =T"(g). f € V* fiir ein g € W*.
Sei a € N und berechne: f(a) = (goT)(a) = g(T(«)) = ¢g(0) = 0.
Andererseits haben wir wieder
dim N° =n —dim N = Rang (T) = Rang (T%)
(ergibt sich aus (1)).
Das heit Ry« € N° und dim Ryt = dim N°. Also Ry« = N°. 4

Satz 4.3.

Seien V, W endlich dim Vektorriume iiber K. T : V — W und T? : W* — V* sind lineare
Abbildungen. Sei B eine geordnete Basis fiir V' und B* die Dualbasis und sei B’ eine geordnete
Basis fiir W und (B')* die Dualbasis. Es gilt:

T = [Ty 5
Beweis
Erinnerung: Sei A eine m x n-Matrix, dann ist A’ eine n x m-Matrix und (A");; = (A);;.

Setze A := [T]gp und B := [T"]y. z..
Sei B=(ag,...an), B = (B1,...,0m), B*=(f1,..., fo) und (B)* = (g1, ..., gm)-
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Per Definition gilt:

Taj:ZAijBi fur allejzl,...,n (*)
i=1

Tlg; = ZB,-jfi fir alle j =1,...,m ()
i=1

Wir berechnen nun

((T*)(g)) () = g;(T(i) = g5 (D AriB) = D Arigi(Be) = Y Anidjr = Ajs.

Nun fiir ein beliebiges f € V*: f = Z f(a;) fi (Darstellung zur Basis B*).
i=1
Speziell fiir f = T"g; ergibt sich dann:

Z Bijfi=T'g; = ZTtgj(Oéi)fi = ZAjifi-
i=1 i=1 i=1

Da B* eine Basis ist, ist die Darstellung jedes f eindeutig, also B;; = A;; wie behauptet. O

Wir geben nun als Anwendung einen sehr eleganten Beweis des Satzes, dass der Zeilenrang einer
Matrix stets gleich ihrem Spaltenrang ist.

Erinnerung
(i) Sr(A): Spaltenrang von A = Dimension des von den Spaltenvektoren von A aufgespann-
ten Unterraumes.

(i7) Zr(A): Zeilenrang von A = Dimension des von den Zeilenvektoren von A aufgespannten
Unterraumes.

Satz 4.4.
K ist ein Korper. A € M,,x,,(K). Dann ist Zr(A) = Sr(A).

Beweis
Es sei &, die Standardbasis fiir K*! und &, die Standardbasis fiir K™*'. T : K1 — Kmx1
gegeben durch

T hn n
T : = : , wobei y; == Z Ajjz;.
Tn Yrm =t

Es ist [T]gmgm = A. (UA)
Offenbar ist Sr(A) = Rang (T'), denn Bild (7") besteht gerade aus den Linearkombinationen
der Spaltenvektoren von A. Aulerdem ist Zr(A) = Sr(A?), denn die Zeilen von A sind gerade

die Spalten von A*. Mit den Resultaten der letzten beiden Sitze folgt also:
Sr(A) = Rang (T) = Rang (T") = Sr(A") = Zr(A), da A" = [T"]ex e O

Definition 4.5.
Rang (A) :=r(A) = Sr(A) = Zr(A).
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Kapitel 0: § 4 Quotientenrdume

Es sei V' ein K-Vektorraum und W C V ein Unterraum.

Definition 5.1.
Firalle o, § € V gilt o« =  mod W (Kongruenz: o kongruent zu § modulo W), fallsa—5 € W.

Lemma 5.2.
= mod W ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis
(1) Reflexiv:a —a=0€ W

(2) Symmetrisch: a —feW = —(a—p)=0—aeW

(3) Transitiv: Sind « — € W und g —y € W,
soaucha—vy=(a—p)+(8—7) e W. O

Definition 5.3.
Zu o € V heif3it
[alw :={f €V |a=pmod W}

die Restklasse (oder Nebenklasse) von o mod W.
{lo]w | @ € V'} heifien Restklassen von .

Notation
V/IW = {[a]w | « € W}.

Bemerkung 5.4.
Offenbar ist [a]y = {a+ v | v € W}. Wir kénnen daher fir [a]y auch o + W schreiben. Also
ist V/W:={a+W |aecV}
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Definition 5.5.

(1) [a]lw = a+ W ist die Nebenklasse von o« mod W. Ein § € [a]w heifit Reprdsentant der

Aquivalenzklasse.

(2) V/W := Menge der Nebenklassen. Versehen mit einer Verkniipfung +:

(g + W)+ (g + W) = (a1 + a0) + W

und einer Verkniipfung Skalarmultiplikation:

c-(a+W):=(ca)+ W fir c € K.

Lemma 5.6.

Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten, i.e.

(o) a=ad" mod Wund =" mod W =a+=d+ mod W

(b)) a =a’ mod W und c € K = ca = ca’ mod W.

Beweis

(a) a—a’eWund - eW=(a—d)+(-p)=
—_—

ew

(a+p)—(+p)eW=a+=a+ mod W.

() a—deW=cla—d)eW =ca—cd € W= ca=ca mod W.

Lemma 5.7.

V/W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

Beweis

UA: Was ist 07

Ovyw = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.
Was ist eine additive Inverse?

(a+ W)+ ((—a) + W) =0+ W =W = 0yw.

Notation und Bemerkung 5.8.
a:=a+ W. Also

(i) a=0a+W=WeoaeclW
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Satz 5.9.
(Die kanonische Projektion)
mw V> V/W

mw (o) := @ ist eine surjektive lineare Tranformation mit ker(my ) = W.

Beweis

mw(con + ag) = (coq + caz) + W = (cag + W) + (cas + W) = clag + W) + (g + W). Sei

@ € V/W, dann ist @ = my ().
OéEker(ﬂw)@a:OV/W@a—i—W:W@OéEW.

Korollar 5.10.
dim W + dim(V/W) = dim V.

Beweis
Folgt aus Dimensionssatz, LAI Satz 18.2

Satz 5.11.

(Homomorphiesatz)

Seien V. Z zwei K-Vektorrdume und 7' :V — Z i near Es gilt:
v/ ker( )~ R

Beweis

Definiere T : V/ker(T) — Ry mit T'(a + ker(T)

) =
(1) Ist T wohldefiniert ? @ = o/ = T'(a) = T'(a/)
a—d eker(T)eT(a—d)=0cT(a)=T()

I(@) =T(a).
)

(¢4) Linear ? B B B
Teg+az)=T(a; + ) =T (a1 +az) =T(ay) + T(ag) =T(aq) + T (az).
Analog zeigt man: Fiir ¢ € K und a € V ist T(ca) = cT'(a).

(iii) T(a) € Ry. Es ist T(@) = T'(«). Also ist T surjektiv.
(iv) T injektiv ?

acker(T) e T@ =0&T(a) =0« acker(T) & a=0. Soist T injektiv.

Korollar 5.12.
Seien W, W’ Unterraume von V' so dass V =W & W'. Es gilt:

W aoWw

~ W
%74

Beweis

g

V =W & W’ bedeutet fiir alle v € V, dass genau ein w € W und genau ein w’ € W' existieren,

so dass v = w + w'.
Definiere Py : V — W' — w'.

UA: Ist Py linear? Surjektiv?
veEker(Py) < Py(v)=0w =00veW.
Satz 5.11 = V/ker(Py/) ~ Bild (Py~).
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Korollar 5.13.
Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:
(V/W)* ~ WY

Beweis

Sei my : V — V/W. Betrachte wly, : (V/W)* — V*. Setze T := my .

Es folgt aus Satz 4.2 dass: Ryt = (ker(T))O = WY ker(T?) = (Ry)? = (V/W)° = {0}.
Also ist T* regulir und surjektiv auf W9,

Fragestellung
Sei W C V ein Unterraum. Was ist die Beziehung zwischen W* und V* 7

Korollar 5.14.
Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:
W+~ V*/Ww°

Beweis

Id: W — V Identitédtsabbildung

Idt - v — W+

Es folgt aus Satz 4.2 dass: ker(Id") = (R;q)° = W°
Riar = (ker(Id))® = ({0})° = W™,

Ubungsaufgabe

Betrachte die Abbildung p : V* — W*; p(f) := f/W (die Restringierung).
Ist p linear? Was ist ker(p) ? Was ist R,?

Benutze Homomorphiesatz (nach der Berechnung von ker(p) und R,).
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KAPITEL I: POLYNOMALGEBREN.

In Kapitel I werden wir die Polynomalgebra und thre Eigenschaften ndher kennenlernen. Diese
Begriffe und Kenntnisse werden wir in dieser Vorlesung (insbesondere in Kapitel I und I11)
weiter bendtigen.

§ 1 Algebren

Erinnerung 6.0.
Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein K-Vektorraum mit einer Multiplikation von Vek-
toren:

AxA— A
(0, 8) — af,
so dass fiir alle a, 5,7 € A und ¢ € K gilt:
(a) a(By) = (aB)y
() a(B+y)=aB+ay und (a+B)y=ay+pBy
(¢) c(apf) = (ca)f = a(ch)
Falls es 1 € A gibt, so dass la = al = « fiir alle a € A gilt, dann heifit die Algebra eine
Algebra mit Finheit.

Falls gilt af = fBa fir alle a, f € A heifit A eine kommutative Algebra.

Beispiel 6.1.
A = M, (K) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Beispiel 6.2.
A = L(V,V) ist eine nicht kommutative Algebra mit Einheit

Beispiel 6.3. (Potenzreihen-Algebra)
Betrachte:

o KMo :={f: f: Ny — K, f Abbildung }
e Schreibe f = (fu)nen, = (fo, f1,---)

e Addition punktweise, i.e. (f + g)n = fn + 9n (%)
e Skalarmultiplikation, auch punktweise : (cf), := cf,
o Produkt: (fg), := Y _ fign—; fiir alle n € Ny (%)

=0
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Proposition 6.4.
A := K™ mit den Verkniipfungen (wie in (x) und (xx) erklirt) ist eine kommutative Algebra
mit Einheit.

Beweis
e In Lineare Algebra I (Skript 13) haben wir die Axiome der K-Vektorrdume fiir K™ bereits
bewiesen. Wir berechenen nun:

e kommutatives Produkt: Z Gifr_i Zgnfifi = Z fign—i = (f9)

[(f9)h],, Z(fg —Z ijg” nei

i=0 i=0  j=0 i=0 j=0
e assoziatives Produkt: n

= szgz n—i— j_zszgl (n—j)—i — fj(gh)n—j

7=0
[f (gh)}n-
e Zeigen Sie dass 1 := (1,0,...,0,...) eine Einheit ist. Auch die iibrigen Axiome (b) und (c)
werden ihnen als UA, UB iiberlassen. O

| |
S
e
d
>
i

Notation
=(0,1,0,...) 20 =1 2" :=x -+ (n-mal)

Proposition 6.5.
(1) 2% =(0,...,0,1,0,...) (1 ist die k-te Stelle) fiir alle k € Nj.

(2) {z* | k € Ny} sind linear unabhiingig. Also ist K™ unendlich dim.

Beweis
Bereits in Linear Algebra I Korollar 13.5 gefiihrt. OJ

Definition 6.6. und Notation
A = KMo heifit die Algebra der Potenzreihen iiber K.
Sie wird bezeichnet als A := K{[z]].

[e.e]
Warum Potenzreihen? Formale Schreibweise: f = Z fnz".
n=0
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§ 2 Die Polynomalgebra

Notation
K|x] := span{z* | k € Ny}

Definition 6.7.

1. f € K[z] heifit Polynom tber K.

2. Sei nun f # 0, f € K[[z]]. Es gilt: f € K[z] genau dann, wenn es genau ein n € Ny
exisitert mit f, # 0 und f; = 0 fiir alle £ > n. Wir setzen deg f := n, der Grad von f ist
n.

3. Wenn deg f = n, dann ist f = foz° + fiz' +- -+ fux™; f,, # 0. Die f; heiBen Koeffizienten
von f.

4. Ein Polynom dergestalt f = foz ist ein Skalarpolynom (deg f = 0 oder f = 0).

5. Ein Polynom f # 0 ist normiert, falls deg f = n und f,, = 1.
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In diesem Skript werden wir zundchst Polynome als Potenzreihen mit endlichem Support wieder
erkennen (also K|x] C K[[z]] ). Wir werden dann diese Beobachtung ausnutzen um zu zeigen,
dass K|z] ebenfalls eine kommutative Algebra mit Einheit ist. Danach werden wir Polynome als
Funktionen ansehen. Wir untersuchen ganz genau die Beziehung zwischen das Polynom f und
die Polynomfunktion f.

Bemerkung 7.0. f € K[[z]] definiere Support f := {n € Ny; f,, # 0}
(i) Support f = () genau dann, wenn f =0
(#4) Support f ist endlich genau dann, wenn f € K|x]

(731) f # 0. Support f endlich; es gilt deg f = max Support f.

Satz 7.1.
Seien f,g € K[x] und f,g # 0. Es gelten:

(i) fg#0
(17) deg (fg) =deg f+deg g

)

)

) fg ist skalar < f und ¢ skalar sind

(v) Falls f+ g # 0, gilt deg (f + g) < max (deg f,deg g)

(73i) fg ist normiert, falls f und g normiert sind

(1w

Beweis:
Sei deg f :=m und deg g := n. Wir erhalten vorab (aus der Definition des Produktes fg):

m-+n

fg—Z (Zfrgs >a: fiir f = Zm undg—Zgz

Insbesondere cr™dx" = cdx™t" und f g= Z Z figj
0<i<m 0<j<n
Behauptung: (*) (fg)m—i-n = fmgn und (**) (fg)m-i-n—f—k = 07 fir k& > 0.
m-+n—+k
e Wir bereChnen fg m+n+k — Z fzgm—f—n—i-k i

e Dalfiir untersuchen wir, welche Betrage ungleich Null sind:

® figminiki Z0=1<m,(fi Z0)und m+n+k—i<nalsom+k<i.
e Das heiBt: figminiki #0=m+k<i<m,ie k=0und m=1.

e Somit haben wir die Behauptung bewiesen.

e Nun implizieren (%) und (%) unmittelbar (i), (ii) und (iii).
e Auch (i) und (ii) implizieren (iv).
e (v): UA, UB. O
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Korollar 7.2.
K|[z] ist eine kommutative K-Algebra mit Einheit.

Beweis:
K{z] ist ein Unterraum von K[[z]]. Es geniigt also zu priifen, dass K |[x] unter Produkten abge-
schlossen ist, i.e. f,g € K|x] = fg € K[z]. Dieses folgt aus Satz 7.1 Punkt (ii). O

Korollar 7.3.
fig,h € Klz]; f #0. Aus fg = fh folgt g = h.

Beweis:
K |[z] ist ein Integritétsbereich (siehe Satz 7.1 Punkt (i)). O

Definition 7.4.
f: K — K ist eine polynomiale Funktion, falls es co,...,c, € K gibt, so dass f(x) =
co+cx+ -+, fir alle x € K.

Eine polynomiale Funktion ist etwas anderes als ein Polynom. Wir werden die Beziehung nun
genau analysieren. Dafiir brauchen wir eine Definition:

Definition 7.5. .
Sei A eine K-Algebra mit Einheit; sei f € K|xz]; schreibe f = Z fix'; a € A.

=0

Definiere f(a) := Zfio/ mit o := 1.
i=0

Beispiel 7.6.
Setze A = K. Ein Polynom f € K[x] bestimmt also eine polynomiale Funktion
f: K — K;

a +—— Z?:O fiai € K.

Beispiel 7.7.
A - M2><2(K>

B:(_} g) f=a"+2
=2y )+ (] g)?

Satz 7.8.
Seien A eine K-Algebra mit Einheit, f,g € K[z];a € A und ¢ € K. Es gelten

(1) (ef +g)(a) = cf(a) +g(a)
(@) (fg)(a = fla)g(a)

Beweis:
Ubungsaufgabe
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Beispiel 7.9.
Sei o € A fest.

La: K}x] : f‘g((l) ist eine lineare Funktionale.
Notation
Sei K[z]~ der K-Vektorraum der polynomialen Funktionen.

Der Beweis fiir folgende Proposition ist einfach:

Proposition 7.10.

Sei K [z]~ der K-Vektorraum der polynomialen Funktionen. Wir versehen K [z]™ mit der punkt-
weisen Multiplikation: V¢ € K (f§)(t) == f(t)g(t).

Dann ist K[z]~ eine kommutative K-Algebra mit Einheit.

Beispiel 7.11.

Sei K = F, fiir eine Primzahl p. Betrachte das Polynom f = (2 — z) € K[z]. Dann ist f # 0
(hat Koeffizienten ungleich 0). Es gilt jedoch, dass f=0,ie. fistdie Nullabbildung.

Eg p=3,f=2°—1z=1%+ 21 € F3[z].

F 0, weil (fnen, = (0,2,0,1,0,...,0,...) #(0,0,0,0,...,0,...).

Aber f(0) = f(1) = f(2) = 0 in F3. So ist f : F3 — Fs3 die Nullabbildung. Mehr dazu im
Ubungsblatt.

Wenn aber K unendlich ist, haben wir solche Beispiele nicht! Wir werden dieses in Skript 8
genau untersuchen.
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In diesem Skript werden wir beweisen, dass die Algebren K[x] (Polynome) und K[z]~ (Poly-
nomfunktionen) isomorph sind, wenn der Kérper K unendlich ist. Wir werden fiir den Beweis
die Lagrange Interpolationsformel brauchen. Fiir den Beweis der LIF werden wir wiederum Du-
albasen (LA I Skript 22) bendtigen. In Abschnitt 3 setzen wir unsere Untersuchung von K [x]
fort. Diese Resultate werden in Kapitel II, und insbesondere in Kapitel I1I bendtigt.

Sei V' := K]lz|<, der K-Vektorraum der Polynome mit deg < n (zusammen mit dem O0-
Polynom). Wir bemerken: dim V' = n + 1, weil e.g. {2° z!,... 2"} eine Basis bildet.

Satz 8.0. (Lagrange Interpolation):

Sei n € N. Sei K ein Korper, tg,t1,...,t, n+ 1 verschiedene Elemente aus K.
Fir 0 <i<nsei L; ;== L;; L; € V* so definiert: L;(f) := f(t;).

Dann ist {Lo, ..., L,} eine Basis fiir V*.

Beweis:

Es gentigt eine duale Basis {Fy, ..., P,} von V zu finden. Solch eine Basis ist bestimmt durch
die Gleichungen L; (P, ) = 0 0<14,75<n. (%)
Wir wollen also Py, ..., P, konstruieren, die (x) erfiillen.

Wir definieren

x—t;
H:——” J
. ‘(ti—t]’)
J#i

Priifen Sie, dass diese tatséichlich (x) erfiillen. (Siche Ubungsblatt). Dariiberhinaus gilt fii alle
fevif=) ft)P. O
i=0

Definition 8.1.
Seien A und A Algebren iiber K. Eine Bljektlon ~ A — Ao — @ ist eine Algebren-

Isomorphie, falls (ca +df) = ca + df und (aﬁ) = af fiir alle o, 8 € A, ¢,d € K gelten.

In Definition 7.6 haben wir fiir ein Polynom f € K[z] die Polynomfunktion f definiert. Wir
beweisen nun:

Satz 8.2.
Sei der Korper K unendlich. Dann ist die Abbildung
®: Klz] — Kz~

o=

eine K-Algebren-Isomorphie.

Beweis

Es ist unmittelbar zu priifen, dass f + cg = f + ¢§ und E = f§. Die Abbildung ist per Defini-
tion surjektiv. Ist sie Injektiv? D.h. f =0 = f = 0?

Seien deg f = n und t,...,t, verschiedene Elemente in K. Seien F,..., P, wie in LIF und
schreibe f = 3 f(t;)P,. Wenn f = 0, dann gilt insbesondere fiir alle i = 0,...,n dass f(t;) =0
D.h. alle Koeffizienten von f sind Null und somit ist f = 0 das Nullpolynom. OJ
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§ 3 Ideale

In Satz 7.1(i) haben wir schon bewiesen, dass K[z] ein Integritétsbereich ist und die
Kirzungsregel f,g,h € K[z|: f #0 und fg = fh = g = h (Korollar 7.3) erfiillt.
Wir beweisen nun den Divisionsalgorithmus in K[z]. Wir benotigen ein Hilfslemma:

Lemma 8.3.
Seien f,d # 0 mit degd < deg f. Es gibt ein g € K|z], so dass f — dg = 0 oder deg(f — dg) <
deg f.

Beweis:
Schreibe deg f :=m > n := degd.
m—1
f=anz™ + Zaixi A # 0

=0
n—1

d=byz" + Y ba' by #0
1=0

n—1

Betrachte C;—:xm_”d = z—:xm_” (bpa™ + ; bir') = amz™ + .
Also st f — C;)—mxm_”d = 0 oder deg (f — 42a™"d) < deg f.
Setze also g ;(%—:)xm_” O

Satz 8.4. (Divisionsalgorithmus)
Seien f,d € K|x]; f,d # 0; degd < deg f. Dann gibt es ¢,r € K|x], so dass

(1) f =dq+r wobei
(i1) =0 oder degr < degd.

Ferner sind ¢, r durch (i) und (ii) eindeutig definiert.

Beweis:

Existenz: Sei f # 0 und deg f > degd. Lemma 8.3 ergibt, dass ein g € K[z] existiert, so dass
f —dg =0 oder deg(f — dg) < deg f.

Wenn f — dg # 0 und deg(f — dg) > degd, folgt wieder aus Lemma 8.3, dass ein h € K|[z]
existiert, so dass (f —dg) —dh = 0 oder deg(f — d(g + h)) < deg(f — dg).

Die Fortsetzung ergibt ... < deg(f — d(g+ h)) < deg(f — dg) < deg f.

Die Prozedur muss nach endlich vielen Schritten anhalten. Wir bekommen also ¢ € K[z] und
r =0 oder degr < degd mit f = dq+r.
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Eindeutigkeit: Sei f = dq; +r; = dg+r = d(¢—q) = (r; —r) mit r; = 0 oder degr, < degd.
q—q #0=d(g—q) # 0 und deg(r; — r) = degd + deg(q — q1) > degd.

Aber deg(r; — r) < max (degry,degr) < degd — ein Widerspruch.

So ¢ — ¢ = 0 und damit r, —r = 0.

Definition 8.5.

Seien f,d € K[x];d # 0. Wir sagen d teilt f oder f ist durch d teilbar oder f ist ein Vielfaches
von d, wenn der Divisionsalgorithmus r = 0 ergibt, d.h. : f = dg¢ + 0. In diesem Fall heif}t ¢
Quotient.

Diesen Begriff von Teilbarkeit in K[x] werden wir in Skript 9 weiter untersuchen und ausnutzen.
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In diesem Skript werden wir Nullstellen von Polnomen und deren Vielfachheit studieren. Ins-
besondere werden wir in Abschnitt / Taylor’s Formel lernen und beweisen. TF wird dann ein-
gesetzt, um die Vielfachheit zu bestimmen. Diese Begriffe werden wir u.a. in Kapitel III; Nor-
malformen bendtigen.

Korollar 9.1.
Seien f € K[z];c € K. Es gilt: (x — ¢) teilt f genau dann, wenn f(c) = 0.

Beweis: Divisionsalgorithmus liefert ¢, r so dass f = (z—c)q+7r;r = 0 oder deg r < 1. Also ist r
ein Skalarpolynom und f(c) = r(c) = r. Insbesondere ist r = 0 genau dann, wenn f(c) = 0ist. O

Definition 9.2.
Seien f € K[z];¢c € K, dann ist ¢ eine Nullstelle von f, wenn f(c) = 0. Abbreviation: “NS von
fin K. Das heift, ¢ ist Nullstelle von f genau dann, wenn (z — ¢) teilt f.

Korollar 9.3.
Sei f € K[z] mit deg f = n. Dann hat f hochstens n Nullstellen in K.

Beweis Wir beweisen per Induktion nach n.

e Induktionsanfang: Wir priifen gleich fir n = 0 (und n = 1). Wenn n = 0, dann ist
f = c ein Skalarpolynom und ¢ # 0. Dann hat f keine Nullstellen in K Wenn n = 1, dann
Jda,c € K,a #0, s.d. f = ax+c. Klar gilt ax + ¢ = 0 genau dann, wenn z = =<, und damit ist
—¢ die eindeutige Nullstelle.

e Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n — 1 gilt.

e Induktionsschritt: Sei a eine Nullstelle von f in K. Dann gibt es ¢ € K[x] so dass f =
(r —a)qg; degqg=n—1.

Sei b € K. Nun ist f(b) = 0 genau dann, wenn b = a oder b ist Nullstelle von ¢ in K.

Nach Induktionsannahme hat ¢ hochstens (n — 1) Nullstellen, also hat damit f héchstens n
Nullstellen. O
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§ 4 Formale Ableitungen

Notation 9.0.
Sei f = co+ c1x + cox® + -+ - + ¢, x". Setze:

fO = f.=DOFf (Konventlon) und

fO = f =1 + 20w + -+ neua" ' = DUf = D({),
f@ = f"=D?f := D(D(f)),

f@ = D3(f),

usw.

Bemerkung 9.4.

Fiir f,g € K[z] und ¢ € K gilt: D(f + cg) = D(f) + ¢D(g).

So ist D: K[z] — K|[z] ein linearer Operator. (Siehe auch UB 10; LA 1.) Allgemeiner gilt fiir
n € Ng: D™ ist ein linearer Operator.

Satz 9.5. (Taylor’s Formel)
Seien Char (K) =0;n € Ny,a € K,p € K[z] und deg p < n.

. e
Bs gilt: p =), p"(a)-(z — a)' (+)
=0
Beweis:
(Die Beweisidee is wie fiir LIF.) Sei V' der K-Vektorraum der Polynome von deg < n (und das
0 Polynom).

Fir alle i = O ,n, definiere [; : V' — K I; € V*, durch l;(p) := P (a).
Setze p; = (x - a) Es gﬂt lj(p;) = d;; (siche Ubungsblatt).
Also sind po, «o.ypp und ly, ..., I, zueinander Dual-Basen von V und V*.

Also p=> " Li(p)p:. O

Bemerkung 9.6.
(1) 1,(x —a),...,(x — a)™ sind linear unabhéngig. Also ist diese lineare Kombination (x)
eindeutig.

(2) Char (K) = 0 wird vorausgesetzt damit ¢! # 0.

Definition 9.7.

Sei f # 0 und ¢ € K eine Nullstelle von f in K. Die Vielfachheit von c ist das grofite p € N,
so dass gilt: (z — ¢)* teilt f.

Bemerke: 1 <y < deg f.

Satz 9.8. (Ableitung Test fiir Vielfachheit)

Seien Char (K) =0, f # 0,deg f <n und ¢ € K ist eine Nullstelle von f.

Es gilt: ¢ hat die Vielfachheit u genau dann, wenn

f®(c)=0bei 0 <k <p—1und fW(c)#0 (1)
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Beweis

“=7 (z —c)* teil fund (x — )t teilt f nicht. Es gibt also g # 0 mit f = (z — ¢)"g.

Bemerke: deg g < n — g und g(c) # 0.
Die Taylor Formel liefert

x_c[§:g t=on

_ p\utm
. Also f = ng) &

m!

Da die Koeffizienten von f als lineare Kombination von (z — ¢)¥(0 < k < n) eindeutig

sind, ergibt ein Vergleich:

fzzn:f(k)( x—c)¥ ng) x—c)“+m:
P

=0

(z—0) np( oy (&= €)"
() +9(”@%n_m!
Also f,(:)( )=0fir 0 <k <p—1und f(k)( )—gyc—u)fu p<k<n.
Insbesondere fiir 1 = k erhalten wir £ (c) = g(c) # 0.
(*) und (1) liefern f = Zf(k)(c)@;—!c)k.

k=p
(1) (u+1) (n)

Also f = (z — c)"\[f M!<C) + Jzﬂ‘i‘ f))(x —o)+--+ / nl(c)(x — )" ]

-~

=g
g(c) = T2 #0
Also f = (z — ¢)*g mit g(c) # 0.

Wir behaupten nun: (x — ¢)*** teilt f nicht, sonst hiitten wir h € K|[z]
mit f = (z — ¢)*"'h = (z — ¢)*(x — c)h = (z — ¢)"g.

K [z] Integrititsbereich = g = (z — ¢)h. Also g(c¢) = 0. Ein Widerspruch.
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In diesem Skript untersuchen wir weiter den Ring K[x]. Wir werden feststellen, das K|[z| viele
Figenschaften hat wie der Ring Z. Diese Figenschaften von Z haben wir in der Vorlesung LA T
Skripte 1-4 studiert und bewiesen; die Beweise hier sind sehr dhnlich. Wir zeigen u.a. das jedes
Ideal in K[x] ein Hauptideal ist. Dafir werden wir Satz 8.4 (DA) verwenden. In Abschnitt
6 beenden wir vorerst unsere Untersuchung von Kl[z| : Wir etablieren das auch in Kz| die
Primfaktorisierung gilt. Somit beenden wir Kapitel 1.

Definition 10.1. Seien py,...,p, € K[z]. Ein Polynom d € K{z| ist der grifite gemeinsame
Teiler von py, ..., ps, bezeichnet mit ggT(py, ..., ps), wenn:

1. V1<i</{: d|p;und

2. Wenn auch dy € Klz] 1. erfiillt, dann gilt auch dy | d.

Definition 10.2.
P1, - - -, pe sind relativprim, wenn ggT (pq,...,ps) = 1 ist.

Definition 10.3.
Ein K-Unterraum M C K|[z] ist ein Ideal, wenn gilt: Fiir alle f € K[z] und g € M ist fg € M.

Beispiel 10.4.
Sei d € K|x]. Dann ist M = dK|z] = {df; f € K|[z]} ein Ideal:

edf e M; dge M; ce K = c(df) —dg = d(cf —g) € M, also ist M ein Unterraum.
o fe KlxJund dg € M = f(dg) =d(fg) € M.

Definition 10.5.
< d >:= dK|x] heit Hauptideal mit Erzeuger d.

Beispiel 10.6.
K[z] =<1 > und {0} =< 0 > sind Hauptideale.

Beispiel 10.7.
Seien dy,...,dy € K[z]. M = d,K|[x] + --- + d¢K|x] ist ein K-Unterraum. Es ist ein Ideal:
Seipe M,p=difi +---+defemit f1,..., fo € K[x] und sei f € K|[z],
dann ist pf = dy (f1f)+---+de(fof) € M.
-~ ~——

€K |[x] €K |[z]
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Definition 10.8.
Das Ideal dy K[z]| + - - - + dyK[z], bezeichnet mit < dy,...,d, >, ist ein endlich erzeugtes Ideal,
mit Erzeugern dy, ..., d,.

Weitere Beispiele siche Ubungsblatt.

Satz 10.9.
Sei 0 # M C Klz| ein Ideal. Es existiert genau ein normiertes Polynom d € Klz],
so dass M =< d >.

Beweis:

Existenz: Sei d # 0 und d € M, wahle d so, dass deg d minimal ist, und ohne Einschrankung
ist d normiert.

Sei f € M. (Divisionsalgorithmus) = f = dq + r, mit r = 0 oder deg r < deg d.

Aber r = f — dq. Folglich muss r = 0 und damit f = dq sein.
—_—

eM

Eindeutigkeit: Sei g normiert, so dass M = gK|[z] ist. Somit existieren 0 # p,q € K|[z], so
dass d = gp und g = dg, also d = dqp ist. Es folgt deg d = deg d 4+ deg p 4+ deg ¢. Daher gilt
deg p = deg q = 0; p, ¢ sind Skalarpolynome. Nun sind g und d normiert, also p = ¢ = 1 und
damit d = g. O

Korollar 10.10.

Der normierte Erzeuger d vom Ideal < py,...,p, > ist ggT(p1,...,pe). Insbesondere, wenn
D1, - -, pe relativprim sind, dann ist < py, ..., p, >= K|z]
Beweis:

1. <d>=dK[z] =<pi,...,pe >, also p; €< d > fiir alle 1 < i < ¢ und folglich d | p;.

2. Sei dy € K|z] so, dass d | p; fiir alle 1 < ¢ < {. Es gibt also g; € K[z| mit p; = dyg; fiir
alle1 <i</{ Nunistd €<py,...,ps>,alsod=piq1 + ...+ peqe = dolrq1 + - . - + geqe].

O
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§ 5 Primzerlegung (Primfaktorisierung)

Definition 10.11.

f € K|z] ist reduzibel iiber K, wenn es g, h € K|x] gibt mit deg g > 1,deg h > 1 und f = gh.
Sonst ist f irreduzibel. Ist f irreduzibel und deg f > 1, so nennen wir f Primpolynome.
Bemerkung: f reduzibel = deg f > 2.

Beispiel 10.12.
f=2*+1= (z+1i)(xz — 1) ist reduzibel iiber C, aber irreduzibel iiber R, weil es keine reellen
Nullstellen hat.

Weitere Beispiele siche Ubungsblatt.

Satz 10.13.
Seien p, f, g € K|[z], p ist ein Primpolynom. Aus p | fg folgt p | f oder p | g.

Beweis:

Setze d := ggT(f,p). Ohne Einschréinkung ist p normiert und p irreduzibel. Folglich sind 1 und
p die einzigen normierten Teiler von p. Damit ist d = 1 oder d = p. Aus Korollar 10.10 folgt
auBerdem, dass pg, fo € K[x] existieren so dass d = pop + fof.

e Wenn d = p, dann p | f.

e Wenn d = 1, dann ist 1 = pop + fof, also g = fo(fg) + p(pog). Nun gilt p | fg, p | p(po)g und
daraus folgt p | g. O

Korollar 10.14.
p ist ein Primpolynom. p | fi - fo = es existiert ein i € {1,...,¢}, so dass p | f;.

Satz 10.15.
Sei f € K[z], f normiert und deg f > 1. Dann ist f ein Produkt von normierten Primpolyno-
men. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf Umnummerierung.

Beweis:

Existenz:

e deg f =1 = f irreduzibel. Es ist nichts weiter zu zeigen.

e Sei nun n := deg f > 1 — Beweis per Induktion nach n. Ist f irreduzibel, dann ist nichts
weiter zu zeigen. Sonst f = gh mit n > deg ¢ > 1 und n > deg h > 1. Die Induktionsannahme
gilt fiir g, h und damit bekommen wir eine Faktorisierung fiir f.

Eindeutigkeit:

e Sei f=pi---pr=q1---qs. Nun sind fiir alle ¢ die p;, ¢; normierte Primpolynome. Also
Pe | @i gs. Esfolgt py | g; fiir ein gewisses 1 < j < s. Da py, ¢; beide normierte Primpolyno-
me sind folgt ¢; = py.

e Ohne Einschrankung nach Umnummerierung bekommen wir p, = ¢, ()
Somit P:=pi-- pr1=q " qs1-

e Die Induktionsannahme gilt fiir P, weil deg (P) < n. Das heifit ¢y, ..., ¢s_1 ist eine Umnum-
merierung von pi, ..., pPer_1-

Diese letzte Aussage zusammen mit (x) beweist unsere Behauptung. OJ
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KAPITEL II: MULTILINEARFORMEN UND DETERMINANTEN.

In diesem Skript fiihren wir die symmetrische Gruppe Sn ein, die wir fir die Definition der
Determinante spdter brauchen. Unser erstes Ziel ist es Satz 11.8 zu beweisen. Wir werden die
Untersuchung von S,, in Skript 12 fortsetzen.

§ 6 Die symmetrischen Gruppen S,

Notation 11.0.
Fiir n € N, setze N, := {1,...,n}.

Definition 11.1.

Sei n € N. Eine Permutation auf N,, ist eine Bijektion a: N,, — N,,. Wir schreiben 5, fiir die
Menge der Permutationen auf N,,. Diese Menge S,, versehen mit der Verkniipfung S,, x S,, —
Sn, (o, f) — a0 [ ist eine Gruppe; die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Notation: Wir schreiben af := a o . Fiir a € .S,, schreiben wir:

= (aly el )

1. Wenn «a, 8 € S, dann ist « o 8 bijektiv, also a0 f € S,,.

e Warum ist .5, eine Gruppe?

2. Die Identitdtsabbildung e: N,, — N,,, definiert durch e(i) := i fiir alle i € N,,, ist das
neutrale Element von .S,,.

3. Bijektive Abbildungen sind invertierbar: wenn a € S, dann gibt es g € S, so dass
aofl=e.

4. Multiplikation ist assoziativ, weil die Komposition von Abbildungen immer assoziativ ist.
OJ
Beispiel 11.2.

Die Permutation o € S5 mit a(l) = 3;a(2) = 5a(3) = 4;a(4)
geschrieben:
o= (

La(b) = 2 wird so

1 2
3 5
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Definition 11.3.

1. Sei a € S,,. Wenn es ay,...,a, €N, gibt so dass:

o afa;)) =a;41; V1<i<m-—1;und
e afay,)=a; und

o ofx) =x; Vx & {ay,...,an},

dann heifit o ein m-Zyklus.
Notation dafiir: (a; as...ay).

Konvention: Die Identitdtsabbildung wird mit € := (1) bezeichnet.

2. Ein 2-Zyklus heifit eine Transposition.

Beispiel 11.4.
Die Permutation

ist der 3-Zyklus (142).

Definition 11.5.
Die Permutationen a, 5 € S, sind disjunkt, wenn

{z; alz) #z}n{z; Blx) # 2}t =0

(
(

(1

Die Permutationen ¢ und 7 sind disjunkt, 0 und ~ sind nicht disjunkt, 7 und ~ sind nicht
disjunkt.

Beispiel 11.6.
Betrachte folgende Transpositionen:

o

\]
Il

—_ = N
NN =N

und

W DN
N W
=~
N——
|
—~
\]
w
~—

Lemma 11.7.
Seien ay,...,q,, € S, paarweise disjunkte Permutationen und sei 7 € S,,. Die Permutationen
aq ...q, und 7 sind disjunkt genau dann, wenn fiir alle 1 < ¢ < m die Permutationen «; und
7 disjunkt sind.

Beweis: Siche UB. O

Satz 11.8. Jede Permutation ¢ € S, hat eine Darstellung als Produkt ¢ = ay...a,, € S,
paarweise disjunkte Zyklen sind.
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Beweis:
Sei n € N fest. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach:

[(0) :={a €Ny, ; ofa) # a}|

e Induktionsanfang:
wenn ['(0) = 0, dann ist 0 = € = (1).
e Induktionsannahme:
die Aussage gelte fiir alle 7 € S,, woftur I'(7) < k.

e Induktionsschritt:
Setze k :=T'(c) > 0. Sei iy € N,, so dass (i) # io.
Fir s € N setze is := 0°(ip). Da {is ; s € N} CN,, ist diese Menge endlich.
Folglich gibt es p < ¢ € N so dass i, = i,. Insbesondere ist 0977 (i) = 1.
Also ist die Menge {l € N ; a'(ig) = 4o} nicht die leere Menge.
Sei p > 2 die kleinste natiirliche Zahl woftr o?(iy) = ip und setze r := p — 1.
Die Minimalitdt von p impliziert, dass |{ig,...,i,}| =p

(wenn i; = i; fiir 0 < j < [ <r dann wire o'~ (iy) = iy, und | — j < p, Widerspruch).

Analog beweist man: fir a € {ig,...,4,} gilt o(a) # a. (¥)

Betrachte den Zyklus 7 := (ig .. .1i,).

Per Definition gilt fiir alle 0 <1 < r dass 7(i;) = o(4;). ()

Bemerke auch, dass fiir ein a € N,,;: 7(a) = a genau dann, wenn a & {io, ..., }. (%*)
Aus (x) folgt auBlerdem, dass o(a) = a impliziert a & {ig, ..., }. (% * %)

Aus (1), (*%) und (* x %) folgt unmittelbar:

{aeN,; 77'0(a) =a} ={a €N, ; ola) =a}U{ig,...,ir}. (1)
Also ist I'(77 ') < T'(0) und die Induktionsannahme gilt dafiir. Schreibe
T 0=qQ1...0n

oder
oC=TO]...0

wobei aq, ..., a,, paarweise disjunkte Zyklen sind.
Aus (f1) und (xx) folgt:

7 Y0 = ..., und 7 sind disjunkt. SchlieBlich folgt aus Lemma 11.7, dass auch 7, aq, . . .

paarweise disjunkte Zyklen sind.
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In diesem Skript werden wir die Paritit einer Permutation einfiihren und beweisen, dass der
Begriff wohldefiniert ist. Fir n>1 werden wir dann eine wichtige Untergruppe von S, kennen-
lernen und damit Abschnitt 6 beenden. Diese Vorarbeit ist fiir die spdtere formale Behandlung
der Determinante notwendig.

§ 6 Die symmetrischen Gruppen S, (Fortsetzung)

Beispiel: Die Darstellung als Produkt von paarweise disjunkten Zyklen der Permutation

123 45
(3 S 2):(134)(25)

Satz 12.1. Jede Permutation o € S,, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis:

Das neutrale Element (1) ist (12)(21).

Wegen Satz 11.8 geniigt es zu zeigen, dass ein Zyklus ein Produkt von Transpositionen (2-
Zyklen) ist. Sei (i1 ...4,) € S, ein r-Zyklus mit r > 2. Wir behaupten, dass

(ivia ... ir) = (13, ) (ivip1) . . . (ivis) (i1d2).

Fiir 4, gilt:
(ilir)(ilir—l) cee (leg)(leg)ZT = (ZlZT)ZT = il
Fiir 45 mit 1 <s <7 gilt:
(i12) (ixip_1) - .- (i103) (i102)is = (i18y) (ixip1) - - . (G10s41) (4185 )is

= (ilir)(ilir—l) s (ilis+2)(i1i5+1>il

= (ilir)(ilir—l) cee (i1i8+2)i5+1 =lgt1 o

Beispiel 12.2. Die Permutation (123) € Sy hat zwei Darstellungen:
(123) = (13)(12) = (13)(42)(12)(14)

Die Darstellung ist also i.A. nicht eindeutig, sogar ist die Anzahl der Permutationen in einer
Darstellung nicht eindeutig. Was ist denn eindeutig? Die Paritét ist eindeutig, wie wir jetzt
erkléren.

Erinnerung: Z" =Z x--- x 7

Definition 12.3. Seien o € S, und f:Z" - 7Z eine Abbildung. Wir definieren o f als Abbildung
of: 7" - 7 wie folgt:
(cf) (1, .. 2n) = f(%u), e ,xa(n))
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Beispiel 12.4. Sei f:73 - Z definiert durch f(z1,x2,23) := x129 + x3 und
o:=(123) € S5. Dann ist (o f)(x1,z2,23) = (22,23, 71) = Tows + x1.

Lemma 12.5. Seien 0,7 € S,, und f, g:Z" - Z. Dann ist
(i) o(rf) = (o7)f,

(i) o(fg) = (o f)(og).
Beweis: Siche UB.

Satz 12.6. Es existiert eine wohldefinierte Abbildung sign:S,, - {-1,1} so dass:
(a) Fiir jede Transposition 7 € S, ist sign(7) = 1.

(b) Fiir alle 0,7 € .5, gilt
sign(oT) = sign(o) sign(7).

Diese Abbildung ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.
Beweis: Seien n € N und A:Z" - Z die Abbildung

Az,.omn) = [ (25— x).

1<i<j<n

Behauptung: Fiir eine Transposition 7 € S, gilt 7A = -A. In der Tat, sei 7 = (rs) mit r < s.
Aus Lemma 12.5 (ii) folgt

TA(21, ..., 2p) = H T(z; — ;).

1<i<j<n

Offensichtlich, wenn ¢,j ¢ {r, s}, dann 7(z; — x;) = (z; — x;).
Fiir den Faktor (xs - x,) gilt 7(zs — z,) = (z, — z5) = =(z5 — z,). Die anderen Faktoren kénnen
wir wie folgt paaren:

(z), — s) (g — x,),wenn k > s;
(s —xp) (T — z,),wenn r < k < s;

(zs— 1) (2, — 1), wenn k < 7.

Jedes Produkt ist von 7 unberiihrt.
Also 7A = -A. Wir haben die Behauptung bewiesen. OBeh.
Sei nun o € S,,. Wegen Satz 12.1 schreiben wir ¢ = 7y...7,, wobei 7,...7, Transpositionen
sind.
Aus Lemma 12.5(i) folgt:

oA =1 (12(... (TmA)...))

und die Behauptung impliziert

T (7e(. .. (TmA)...)) = (-1)"A.
Also entweder oA = (-1)™A = A wenn m gerade, oder 0 A = (-1)™A = —A wenn m ungerade.
Wir merken, dass beide Fille nicht gleichzeitig auftreten konnen, da A 4 0 ist.

Fiir o € S, setze entweder sign(o) =1 wenn oA = A, oder sign(c) = -1 wenn oA = -A.
Seien 0,7 € S,,. Aus Lemma 12.5 (ii) folgt: (07)A = o(7A), also sign(o7) = sign(o)sign(7). O

Definition 12.7. Fiir ¢ € S,, nennen wir sign(o) die Signatur von o. Wir nennen o gerade
wenn sign(o) = 1 und ungerade wenn sign(o) = —1.
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Bemerkung 12.8. Die Permutation

e o ist gerade genau dann, wenn o ein Produkt von m Transpositionen mit m gerade ist,
und

e o ist ungerade genau dann, wenn o ein Produkt von m Transpositionen mit m ungerade
ist.

Betrachte nun die folgende Untermenge von S,,:

A, ={0 |0 ist gerade}

|
Korollar 12.9. A, ist eine Untergruppe von S,, und |A,| = %

Beweis:

Das neutrale Element (1) ist gerade, also (1) € A,,.

Wenn o = 7q---7,,, und v = y1--+y, (wobei 7;,; Transpositionen und k,n gerade sind), dann ist
0y =T Tm Y1 k- Also ist A,, abgeschlossen unter Produkten.

Da o7l =717, ist A,, auch unter Inversen abgeschlossen. Siehe UB.

Betrachte nun U := {§ € S, | ¢ ist ungerade }. Offensichtlich ist S, = A, v U.
Auferdem ist A, — U;o — (12)0 eine bijektive Abbildung.
Da |S,| = n! (siche UB), folgt unsere letzte Behauptung. o

Definition 12.10. Wir nennen A, die alternierende Gruppe.
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Im Abschnitt 7 werden wir den Begriff “m-lineare Formen” einfiihren (eine natirliche Ver-
allgemeinerung vom Begriff “lineare Funktionale”) und in Abschnitt 8 werden wir besondere
m-lineare Formen studieren. Diese Vorarbeit ist fiir die spdtere formale Behandlung der Deter-
minante notwending.

§ 7 Multilineare Formen

Definition 13.1.
Sei K ein Korper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV — K

(7,y) — B(z,y)

ist ein bilineares Funktional (oder bilineare Form), falls gilt:
(1) B(arzr + eama,y) = c1f(21,y) + c28(22, y) und

(2) Bz, diys + day2) = diB(x,y1) + do (2, y2)

fiir alle x,x1, 20 € U, y,y1,y2 € V und ¢y, ¢9,dy,ds € K.

Beispiel 13.2.
VxV*— K
(z, f) — [z, f], wobei [z, f]:= f(z).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [arz1 + caza, y] = c1[21,y] + o[22, y] und

(2) [z, diyr + doye] = di[z, y1] + o[, ya].

Notation
LA (U xV; K) = die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vektorraum (mit den
Verkniipfungen (c181 + cof32)(7,y) = c181(w, y) + c2Ba2(7, y) wie {iblich).

Definition 13.3.

Seien m € N und Vi,...,V,, K-Vektorrdume. Ein m-lineares Funktional (Form) (oder multili-
neares Funktional vom Grad m) auf ¢; x --- x V,,, ist eine Abbildung p:V; x --- x V,,, — K, so
dass fiir alle i € {1,...,m} gilt:

plag, ..., cai+7i ..., Q) =
cp(on, ..., o ey Q)+ fiir o, v, € Vi; ce K.

M(Oéla"'a i 7"'7am)
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Notation
L) (V) x -+ x Vp,: K) := K-Vektorraum der m-linearen Formen.

Bemerkung 13.4.
Sei p multilinear. Wenn «; = 0 (fiir irgendein ), dann gilt p(aq, ..., @, ..., @) = 0.

§ 8 Alternierende multinineare Formen auf K"

Definition 13.5.
Sei n e N und V = K™ Eine n-lineare Form

O:K"x--xK"— K
———————
n-mal

ist alternierend, wenn fiir alle (z1,...,z,) woftr es i # j gibt mit z; = z;, gilt 0(z1,...,2,) =0.

Konvention
0 wird auch als Abbildung auf K™ = M, (K) aufgefasst, ndmlich

(5(14) 25(21,...,2n), WObei A: :

i.e. z; ist die ite Zeile der n x n-Matrix A.
Lemma 13.6. Sei 0 alternierend. Es gelten:
(i) 21,..., 2, sind linear abhingig = 0(z1,...,2,) = 0.

(ii) Fir alle i 4 5 gilt 6(21,. .., 2o, 2,y 20) = =0(21, o, 25y oo Ziy e vy Zn). )
Es gilt allgemeiner, dass 6(2x(1), - - ., Zr(n)) = sign(m)d(21, ..., 2,) fiir alle 7 € S,,. Siehe UB.

Beweis:
n-1
e Ohne Einschrankung nehmen wir an Z c;z; fiir geeignete c¢q,...,¢,_1 € K.
i=1
Wir berechnen:
n—1 n—1
(21,5 -y Zno1, Z Cizi) = Z cid (21, -y Zn-1,2i) = 0.
i=1 i=1
e Wir berechnen:
0 = 021y s Zit 2y 25+ Ziy ooy Zn)
= 021y Zig ooy Zj+ Ziy ooy 2n)
+ 0(21, ey 2y ey 2 iy Zn)
= 0(21, oy Zige e s 2y ey 2n)
+ 5(217'"7Zi7'--7zia---7zn)
+ 5(217~'-72j7~-'7Zj7'--7zn)
+ 0(21, ey 2y Zig ey Zn)-

Also: 0=6(21,. ., Zise oy Zjyeey 2n) = =0(21, .., 2, -, Zis - . ., 2n) Wie behauptet. m]
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Bemerkung 13.7.

(1) Wenn Char(K) # 2, dann gilt auch die Umkehrung von Lemma 13.6 (ii); d.h. wenn §
Lemma 13.6(ii) erfiillt, dann ist ¢ alternierend:

Sei z; = z; fiir i # j. Da 6 Lemma 13.6(ii) erfiillt, ist
021y ey Ziy ooy Zig ooy Zn) = —O0( 21y ooy Zin e vy Zig oo vy Zn)-
Da Char(K) # 2 gilt Yae K:a=-a = a =0. Insbesondere 6(z1,...,2i,---,2i,.-,2,) = 0.

(2) Gegenbeispiel fiir den Fall wo Char(K) = 2.
Betrachte folgende bilineare Form auf Fy x Fy:

d((a,b),(c,d)) == ac+bd.

Dann gilt 6((a,b), (¢,d)) = -0((c,d), (a,b)) immer, jedoch ist z.B. 6((1,0),(1,0)) =1 +#0.
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In Skript 8 haben wir eine n-lineare Form & als Abbildung mit Definitionsbereich M, (K)
aufgefasst. In diesem Skript werden wir diese Abbildungen genauer analysieren und ihre Eigen-
schaften studieren. Insbesondere werden wir die Determinante als solche betrachten.

Hier sei 0: K" x---x K® — K eine alternierende lineare Form und A € M, (K).

Lemma 14.1.
Sei e eine elementare Zeilenumformung. Es gelten:

(1) 6(e(A)) =0(A); e von Typ 3;
(id

)

) 0(e(A)) =-0(A); e von Typ 1;
(1i) o

)

(e(A)) =cd(A); e von Typ 2.
(1v) Allgemeiner gilt: Ve e K:5(cA) = c"6(A).
Beweis:
(1) 6(z1+cz9,29,. ..y 2n) =0(21, 22,y 2n) + €022, 22,y 2n) = 0(21, 22, - -+, 20)-

(i7) Folgt aus Lemma 7.8.

(7ii) Folgt aus n-Linearitét.

(1v) d(cz1,c29,...,c2,) = €O(21,C29, ..., C2n) = 2O(21, 22, ..., C2p) = -+ = (21, 29, ..., Z). O
Lemma 14.2.

Fiir jedes A € M,,,,,(K) gibt es einen Skalar Ay # 0;A4 € K, und A4 hingt nur von A ab,
so dass: 0(A) = Ax0(r.z.S.F.(A)).

Beweis:
Ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Lemma 14.1. Wir sehen, dass A4 ein Produkt
der Gestalt (—=1)%c; ... ¢y fiir geeignete ¢,k € Ng und ¢y, ..., ¢, € K* ist. O

Bemerkung 14.3.

Fiir A€ My, (K) gilt die folgende Dichotomie:

Fall 1: r.z.S.F.(A) hat eine Nullzeile oder Fall 2: r.z.S.F(A) = I,
(siehe Skript 7 Lineare Algebra I; Bemerkung 7.3).

Also erhalten wir hier auch eine Dichotomie:

Fall 1: §(A) = A40 =0 oder Fall 2: 6(A) = As0(1,).
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Korollar 14.4.
d # 0 genau dann, wenn 6(1,,) # 0.

Beweis:
“<”: Klar.
“=":0(1,) =0-06(A) =0 in beiden Fillen (1) und (2). o

Korollar 14.5.
Seien 6 # 0, A € My, (K). Es gilt 6(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus Lemma 14.2 und Korollar 14.4 weil: A ist invertierbar < r.z.S.F.(A) = I,
(siehe Skript 9 Lineare Algebra I; Satz 9.8). m]

Definition 14.6. und Notation
A = qlt™ (K™) := die Menge der n-linearen alternierenden Formen auf K.

Bemerkung 14.7.
A ist ein K-Vektorraum; er ist ein Unterraum von LW (K™ x---x K™; K).

Korollar 14.8.

Seien ¢y, d5 n-lineare alternierende Formen auf K™. Es gilt 4; = 2 genau dann, wenn dy (e, ..., e,) =
52(617 s 7€n)'

Beweis:

Wir erinnern daran, dass (ey,...,e,) die Standard-Basis bezeichnet. Wir haben also §; —d, € A,
und (01 = 02)(I,,) = 0. Aus Korollar 14.4 folgt §; — 5 = 0. O

Korollar 14.9.
dim(alt™ (K™)) < 1.

Beweis:
Sei 07 # 0,01 € A fest. Sei 05 € A. Sei A € M,,,,,(K) wie im Fall 2 von Bemerkung 14.3.

Es gilt 65(A) = Audo(1,) = AA?g";(sl([n). (%)
1\{in
52(171)
Setze d := e K.
01 (1)
Aus (*) folgt nun: 6o(A) = dAA6:(1,) = do,(A) fur alle A € M, xn(K).
Also ist 69 = dd;. |

Wir werden nun zeigen, dass ein 0 € A existiert mit 6(/,) = 1. Solch ein Funktional
0 ist wegen Korollar 14.8 notwendig eindeutig! Hierzu brauchen wir folgendes:
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Formelberechnung
<1
Seien 6 € A und A = (Cl,ij)lggn,lgjgn € Mnxn(K)7 A=

Zn

n
Wir schreiben z; = ) a;;,¢;, in der Standardbasis.
Ji=1
Wir berechnen:

5(A) :6(2 A1j1€jyy e Z anjnejn) n-lin. (*)

Jji=1 Jn=1
n

| Z aijy - Apj0(€1,...,€5). (*%)

Fiir jeden Summand in (*x), betrachte nun die Abbildung;:
{1,...,n} — {1,...,n}

e Wenn diese Abbildung nicht injektiv ist, dann gibt es eine Wiederholung in (jy,...,J,) und
damit ist 6(e;,,...,e;,) =0.

e Wenn diese Abbildung injektiv ist, dann ist sie eine Permutation 7 € S,, und damit ist
0(ejys---r€5,) =0(er(1),- -, n(ny) = sign(m)d(es, ... en).

Also kénnen wir nun (*x*) umschreiben.
(x%) = > sign(m)aie) - - - Gnr(n)0(€1, - -, €5)

weSy
= Z sign(m)air@) - - - Gnr(n)0(1n)
TeSy
= 0(l,) Z sign(m)aix(1) - - - Anr(n) (% * %)
weSy

Wir sehen also, dass 0(1,,) = 1 eine Formel fiir § liefert wie in (* * *):

Satz 14.10.
Definiere fiir A = (aj)1<i<n,1<j<n’

5(14) = Z Sign(ﬂ-)alw(l) -+« Gpg(n) (det)

TESH

Dann ist ¢ eine n-lineare alternierende Form und erfiillt §(7,,) = 1.
Beweis:

e n-linear? Berechne
sign(m) [(alﬁ(l) + da’lﬂ(l))a%@) . am(n)] =
sign(m) I:((Ilﬂ—(l)agﬂ—(g) cOpn(n)) + d(a’lw(l)a%(g) .. .am(n))]

USW...... Ubungsaufgabe.

e alternierend?
Sei 21 = 2, 1.e. a1 = ayj fiir alle 1 <j <n, i.e. aym(f) = agq(;) fiir alle 7 €S, und 1 <j<n.
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Berechne (mit S,, = A, u A4,,(12))

6(A) = Y sign(T) ain(1) G2r(2) Q3a(3) ** Qnn(n)
TeARUAR(12)

(

= > sign(m) aie(1) Q2n(2) 3n(3) =+ Ann(n)
TEAR

I

+ | 2 [sign(m)(12)] arr2)(1) G2r(12)(2) @32 (12)3) *** Bum(12)(n)

TEAR

(i
In der Summe (II) bekommen wir:
Y [=sign(m)] aix(2) G2n(1) A3x(3) *** Ann(n) =

TEAR

Y [=sign(m)] aix1) G2n(2) @3n(3) *** nr(n)

mweAn

Wir sehen also, die Terme kiirzen sich weg, i.e. in (I) bzw. (II): a1-(1) G2r(2) *** Gnr(n) und
—Q1x(1) A27(2) *°° Anw(n); Le. (I) + (H) =0.

e Sei 0 # A diagonal; also i # j = a;; = 0. Das heifit, dass die einzige Permutation, die einen
Beitrag # 0 bringt, diejenige ist, fiir die i = 7w(7) fir alle i € {1,...,n} gilt, i.e. 7 = (1) die
Identitédt in S,,. Es bleibt also nur ein Produkt in (det) iibrig, ndmlich ajjasg-an, = §(A),
insbesondere ist 6(7,,) = 1. o

Korollar 14.11.
dim alt(™ (K™) =1 fiir alle n € N.

Definition 14.12. Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare alternierende
Form det auf K™, wofiir det(7,,) =1 gilt.
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In diesem Skript werden wir einige Figenschaften der Determinante, die wir im LA I Skript-
skizze 23 gelernt und bewiesen hatten, hier anderweitig beweisen.

Korollar 15.1.
Fiir alle § € alt(™ (K™) und A € M,,(K) gilt 6(A) = det(A)d(1,).

Beweis:

Da det € alt™ (K™) und det # 0, ist dim(alt(™ (K™)) =1 (siehe Korollar 14.11).

Sei d € alt(™ (K™). Also ist § = ddet fiir d € K.

Nun muss gelten 6(1,) = ddet(1,), also d = 0(1,). o

Bemerkung 15.2.

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. § € alt(™)(R") ist analog definiert. Der Hauptsatz 14.10
gilt auch in diesem erweiterten Rahmen:

Sei A € Myun(R); A = (aij)1<icni<j<n- Definiere:

det(A) := > sign(m)aie(1)anr(n)-

mweSy

Dann ist det die eindeutige Funktionale § € alt(™) (R™) mit der Eigenschaft 6(1,,) = 1.

Beispiel 15.3.
2

0 -z
1 0

0 3

Sei 0 € alt®) (R3) so definiert: §(A) = §(ze; — 223,69, + 23e3),

wobei 1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0) und &3 = (0,0, 1). Wir berechnen:
0(A) = xd(e1,e9,61 +x3e3) —120(e3, 69,61 + 23e3)

135(81,82,61) + ZE45(€1,€2,€3) — ZE25(83,€2,61) — I55(E3,€2,81)
(]74-1—1’2)5(61,82,63).

Setze R := K[z], und A =

— oK

Erinnerung:
AV t _
(A")ji = Aij oder af; = a;;.

Satz 15.4.
Sei A € M,xn(R). Es gilt: det(A) = det(A?).
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Beweis:

Betrachte . . . . .
[Tawpy= I ay= [ ai; = [[ax1(; =[] @ ()
i=1 i,j=1, j=m(i) i,j=1, i=n~1(j) j=1 J=1

fiir m € S,,.

Wir berechnen nun . .

det(A) = Y sign(m) [T airy = D> sign(zm™") [T al ;) = det(A). m

7€Sn i=1 r1eS, j=1

Satz 15.5.

det(AB) = det(A) det(B) fir A, B € M,,.,,(R).

Beweis:

21

Fixiere B € M., (R) und setze A =

Zn

Definiere 65(A) := det(AB); also dp(21,...,2,) =det(z1B,...,2,B).

Dann ist dg n-linear und alternierend:

n-linear?

dp(z1+c2y,20,...,2,) =det((z1 +c21)B, ..., z,B) = )
det(z1B,29, B, ..., z,B) + cdet(z] B, 2B, ..., z,B) (weitere Details als UA).

alternierend? )
0p(z1,21,...,2n) =det(z1 B, 1B, ..., z,B) = 0 (weitere Details als UA).

Also 6p € alt(™ (R™) und Korollar 15.1 liefert dp(A) = det(A)dp(1,) = det(A) det(B). i

Korollar 15.6.
Sei A invertierbar. Es gilt det(A1) = [det(A)]L.

Bewelis:
det(AA1) =det(A)det(A1) = det(1,) = 1. i

Notation (Erinnerung):
Sei A € My, (R) und 7,7 € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit A[i | j] die (n - 1) x (n - 1)-
Matrix, die man nach Entfernung der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bekommt, und setzen

Di;(A) = det(A[i | §]).

Satz 15.7.
Fixiere 7 mit 1 < j <n Setze

(S(A) = Z(—l)”jaijDij(A).
=1
Dann ist § € alt(™ (R") und 6(I,,) = 1.

Beweis:
n-linear? Fiir 4, ist a;;D;;(A) n-linear (UA). Da eine lineare Kombination von n-linearen
wieder n-linear ist, folgt 0 n-linear.
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alternierend?
<1

Sei A=| ¢ | und seien z;, = 2z, fir k < £.
Z’I’L

Fir i # k und ¢ # ¢, hat A[i | j] zwei gleiche Zeilen, also ist D;;(A) = 0. Wir berechnen:
5(4) = (~1)ay Dig(A) + (~1)ag; Dy(A) )
= (=D)"ag; Dy (A) + (1) ag; Dy; (A)

weil ap; = ay; ist.

Betrachte:
Zy Zy
Zlg—l Z‘;
Alk )= &t [wd Afe)j]=]
: “e-1

ZZ_ ZZ_+1

. z )
(1) (ID)

e Die (¢ -1)-te Zeile von (I) ist z; = z; und
e die k-te Zeile von (II) ist ebenfalls z; = z;.

Ein Vergleich von (I) und (II) ergibt: A[k| 7] und A[¢ ] j] haben die gleichen Zeilen, bis auf die
Permutation der Zeilen!!

Man kann durch wiederholte Zeilenumformungen aus Typ 1 A[¢ | j] aus A[k | j] erhalten, indem
man die (¢ - 1)-te Zeile in (I) bis zur k-ten Zeile in (II) riickt. Dafiir benotigt man (¢ -1) — k
Transpositionen, genauer benotigen wir dafiir die Permutationen (-1 ¢-2), dann (£-2 ¢-3),
o (0= (=K =1) €= (£-F)) e bis (k+1 k).

Setze 7 := (k+1 k)---(¢=1 £-2). Dann ist sign(m) = (-1)D*_ Also Dy;(A) = (-1)D=+Dy;(A)
(sieche Lemma 14.1 (ii)).

Zuriick zu (*):
0(A) = (-1)[(=1)*ar; Di;(A) + (=1)*Fay; Dy; (A)]
1. Term 2. Term
Aber (=1)F = —[(=1)2-1-] = (=1)2(-1)k,
Also kiirzen sich 1. Term und 2. Term weg und damit ist 6(A) = 0 wie behauptet.

Wir berechnen nun 6(7,) = 1. Fir A = I,,; a;; = 0 wenn ¢ # j. Also betrachte nun i = j, i.e.
a;; = 1. Wir bekommen §(1,,) = (-1)% - aj; det(l,,-1) = (-1)¥-1-1=1. o

Aus Satz 15.7 erhalten wir unmittelbar LA I Satz 23.5:

Korollar 15.8. (Spaltenentwicklung)
Sei A€ M,(R). Fiir jedes 1< j <n gilt

det(A) = 2(_1)i+jaijpij(/1).
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In diesem Skript werden wir weitere Eigenschaften und Formelberechnungen fiir die Determi-
nante finden, und damit Kapitel I beenden.

Ansatz von Skript 15: A n xn iiber R, A;; (auch a;;) bezeichnet den ij-ten Koeffizient von A.

Definition 16.1.
Cij = (-1)"*idet A7 | j] = (1) D;; ist der ij-te Kofaktor von A.

Korollar 15.8 besagt also, dass fiir jede j-te Spalte gilt: det(A) = > A;;C;;.
=1

Lemma 16.2.

i=1

Beweis:

Ersetze die j-te Spalte von A durch ihre k-te Spalte und nenne die so erhaltene Matrix B.
Es gilt also: B;; = A;;, fiir alle . B hat zwei gleiche Spalten, also ist det(B) = 0. Nun ist
Bli|j]=A[i]j]- Also:

0 = det(B)

= i(—l)”j B;; det B[i |5]

i=1
n

= Y (-1)"™ Ay det Afi |5]

i=1
n

= > Aw Cy
i=1

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Wir fassen zusammen:

Korollar 16.3. .
Fiir alle j, ke {1, SN ,n} gllt ZA““ Cij = 5jk det(A) (*)
i=1

Definition 16.4.
Die zu A adjungierte Matriz adj(A) is die Transponierte der Matrix der Kofaktoren von A, das
heifit (adj A)” = Oji = (—1)Hj det A[] | Z]

Die Formeln fiir Matrix-Produkte, gemeinsam mit (*)ergeben:

Korollar 16.5.
(adj A)A =det(A)I,. (**)
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Lemma 16.6.
A(adj A) =det(A)I,.

Beweis:

Es gilt offensichtlich, dass At[i | j] = A[j]]".

Wir berechnen wegen Satz 15.4:

(=1)"7 det A*i | j] = (-1)"7 det A[j | ]

(1j-te Kofaktor von A? = ji-te Kofaktor von A).

Also adj(A?) = (adjA)? (o * %)

Nun impliziert (**) fiir A% (adjAt) At = (det A)I,, = (det A)I,.
Zusammen mit (* * %) erhalten wir (adjA)!A! = [A(adj A)]t = (det A)1,, = A(adj A).
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Korollar 16.7.
A(adjA) = (det A)I,, und (adjA)A = det(A)I, (1)

Erinnerung (LA I Skript 9):
A€ M., (R) ist tiber R invertierbar, falls es B € M,,,,(R) gibt, so dass AB=BA=1,.

Genauso wie fiir den Fall wo R = K ein Korper ist, gilt: Wenn B existiert, dann ist B eindeutig;
B=A"

Satz 16.8.
A € M, (R) ist iiber R invertierbar genau dann, wenn det(A) € R* (eine Einheit in R). Insbe-
sondere wenn R = K ein Korper ist; dann ist A invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0, und

wenn R = K[z]; dann ist A invertierbar iiber K[z] genau dann, wenn det(A) € K*.
Ist A invertierbar, so ist A~! = det(A) tadj(A).

Beweis:

Aus (1) sehen wir: det(A) invertierbar in R (i.e., eine Einheit von R) = A invertierbar {iber R
und A-! = (det A)~tadjA.

Umgekehrt: A invertierbar = AA™! = [, = det(AA™!) =1 = det(A) det(A!) =1 = det(A) ist
eine Einheit in R.

Fir R=K[x]: f,ge K[z]; fg=1=deg f +degg=0=deg f =degg = 0.

Also sind die Einheiten von R die Skarlarpolynome, die ungleich 0 sind. ]

Beispiel 16.9.
A:( Q11 a2 )
Q21 A22
det(A) = ar1a22 — asan

adj(A)z( 22 —alz)

—Q21 a11

1 2
A=(3 4)€M2X2(Z)
det(A) = —2. A ist nicht invertierbar iiber Z. A ist aber invertierbar als Matrix mit Eintragen

4 -2
_1__l
aus Q und A~ = 2(_3 1).
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Beispiel 16.10.
R =R[z]
2 2 _
A:(a: +x x+1) B:( e -1 a:+2)

-1 1 2-2x+3 =

det(A) =z +1 det B = -6
A nicht invertierbar B invertierbar

Lemma 16.11.
Ahnliche Matrizen haben gleiche Determinanten.

Beweis
B=P1 AP fir A, Be M, (K)
det B =det(P~1 AP) =det(P) 'det(P)det(A) =det(A) i

Wegen Lemma 16.11 kénnen wir nun folgendes definieren:

Definition 16.12.
Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, dim(V') =n und 7': V' — V ein linearer Operator.
Wir definieren det(7) := det([T']3) fiir eine beliebige Basis B von V.

Wir beenden das Skript, und somit das Kapitel, mit einer niitzlichen Formel:

Satz 16.13. (Cramer’s Regel)

Y1
Sei A € My, (K) mit det(A) #0 und Y = ( : ) e K<t

Yn
Betrachte das lineare Gleichungssystem AX = Y. Dann kann man seine eindeutige Losung
T
X =AY so beschreiben: X =| : |, wobei z; = % und B; die n x n-Matrix ist, die man
Ty

erhélt, wenn man die j — te Spalte von A durch Y ersetzt.

Beweis:
Es gilt adj(A)AX =adj(A)Y, also (wegen Korollar 16.7) gilt: (det A)X = adj(A)Y.

Also (det A)x; = > (adj A);iy;.
i1
Damit gilt fiir 1 < j <n, dass (det A)z; = X1, (-1)"y; det A[i | j] = det B;. o
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KAPITEL III: NORMALFORMEN.

In diesem Kapitel werden wir die moglichen Matrizdarstellungen fir lineare Operatoren T auf
einem K -Vektorraum V noch genauer untersuchen, als wir es in der LA I (Kapitel 3; ab Skript
20) gemacht hatten. Wir werden uns darum bemiihen zu verstehen, ob wir besonders “schine”
Matrizdarstellungen finden kénnen. Das heif§t, wir werden versuchen besonders “geeignete” Ba-
sen fir T und V' zu finden, wenn das maglich ist. In Skript 17 fangen wir damit an.

§ 9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 17.1.

(a) Sei T'e L(V,V). Dann ist c € K ein Eigenwert von T, falls ein a € V' existiert mit o # 0
und
T(a) = ca.

(b) Sei a €V und T'(«) = car, dann heifit o Eigenvektor (zum Eigenwert c).

(c) We={aeV | T(a)=ca} ist ein Unterraum, der Eigenraum (zum Eigenwert c).
Bemerkung 17.2.
W.=ker(T'-cl), dh. W.={a | T(a) =ca} ={a | (T -cl)a=0}.
Wir folgern aus Satz 16.8, Bemerkung 17.2 und Definition 17.1:

Satz 17.3. )
Seien T e L(V,V),ce K. Aquivalent sind:

(i) cist Eigenwert von 7.

(it) (T - cl) ist nicht invertierbar.
(iti) det(T —cl) =0.
Satz 17.4.

det(T—x1) ist ein normiertes Polynom von Grad n = dim(V"). Die Eigenwerte von T sind genau
dessen Nullstellen, 7" kann also hochstens n Eigenwerte in K haben.



Script 17: Lineare Algebra I 2

Beweis:
Sei B eine Basis von V. Sei A € My, (K), A=[T]p. Esist 2l - A=[z]-T]p.
Nun ist
T —an —Q1in

Bi=xl-A=| -ayn - mit by = (z - ay).

T = Qnpn
Also sind die Eintrige von B Polynome vom Grad 0 oder 1 oder das Nullpolynom und
det B = Z (sign 7') blr(l) bnT(n).

T€SH
Wir berechnen:

deg (blT(l) bnT(n)) = |{Z € {17 s 7n} : T(Z) = Z}l

n

Also ist [](z - a;) der einzige Term vom Grad n und somit der Hauptterm. Wir sehen also,
i=1

dass

deg [ > (sign ) birq1) -+ bnT(n)) =n und auBerdem, dass det(x/ — A) ein normiertes Polynom
ist. Die letzte Aussage folgt wegen Satz 17.3 und Korollar 4.3. O

Definition 17.5.
c € K ist ein Eigenwert von A € M,,,,,(K), falls det(cl — A) = 0. Also sind die Eigenwerte von A
die Nullstellen von det(xl — A).

Definition 17.6.
f(x):=det(zI - A) ist das charakteristische Polynom von A.

Lemma 17.7.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis:
Fiir B=P1AP gilt
det(zl-B) =det(z]-P1AP) =det(P'(zI-A)P) = det P-'det(xI-A)det P =det(z/-A). O

Definition 17.8.
Sei V' endlich dim; T e L(V, V).
Char. Pol. (T') := Char. Pol. ([T]5)

fiir irgendeine Basis B von V' (und damit fiir jede Basis).

Beispiel 17.9.

(i) A=( " )eMM(R)

hat keine reelle Eigenwerte, weil det(z] — A) = 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat.
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3 1 -1
(ZZ) A= 2 2 -1 Engg(R)
2 2 0
r-3 -1 1
Char. Pol. (A)=| -2 2-2 1 |=a3-b22+8x—-4=(z-1)(x-2)2
-2 -2

Figenwerte c=1, c=2¢R.

ec=1 ker(A-1):=W;

2 1 -1
A-T=] 2 1 -1 | hat Rang =2, also dimW; = 1.
2 2 -1
Wir wollen eine Basis fiir W, finden. Lose
T 0
(A - [) D) = 0
T3 0

ay = (1,0,2) ist eine Losung und {«;} ist eine Basis fiir Wj.

ec=2 ker(A-21I):=W;

11 -1
A-2I=| 2 0 -1 | hat Rang =2, also dimW; = 1.
2 2 -2

Finde Losung wie oben: as = (1,1,2) und {as} ist eine Basis fiir W5.

Lemma 17.10.

Seien ¢; fiir i = 1, ... k Eigenwerte von 7', und nehme an, dass ¢; # ¢; fir allei # j, i,j e {1...,k}.
Sei v; # 0;v; € V ein Eigenvektor zum Eigenwert ¢;. Dann ist {vy,..., v} linear unabhingig.
Beweis:

Bemerke, dass v € V,v # 0 = v kann nicht Eigenvektor zu verschiedenen Eigenwerten sein.
Wir fiithren einen Beweis per Induktion: £k = 2.
Ist vy = cvy, so ist vg € W, also ist vy ein Eigenvektor zu ¢; und ¢y # ¢;. Widerspruch.

Indutkionsannahme gelte fiir k£ - 1.
k-1
Seien vy, ..., v linear abhéngig. OE haben wir also v, = Z v;.
i=1

k-1 k-1 k-1
T(Uk) = CrUk = Ci Z (% und T(Uk) = Z T(Ul) = Z CiV;
k-1 k-1 = i=1 =1
=Y U= Y G
i=1 =1
k-1
= Z(Clc -¢)v; =0
=1

=>c-c=0=>c¢=¢ (miti=1,...,k=1).
Widerspruch. O
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Korollar 17.11.
Seien dimV =n,T € L(V,V). Nimm an, dass T n-verschiedene Eigenwerte di,...,d, in K hat.
Dann hat V' eine Basis D, bestehend aus Eigenvektoren von 7.

Definition 17.12.
Seien dim V' =n,T e L(V, V). T ist diagonalisierbar (iiber K), falls V' eine Basis bestehend aus
Eigenvektoren von 7' hat.

Bemerkung 17.13.
Seien dy,...,d, verschiedene Eigenwerte von T" und D eine Basis wie in Korollar 17.11. Dann
ist [T']p diagonal.
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In diesem Skript werden wir das Charakteristische Polynom weiter analysieren, und in Satz
18.3 ein wichtiges Kriterium fir die Diagonalisierbarkeit folgern.

Bemerkung 18.0.
dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d, sind verschiedene Eigenwerte, a; ist Eigenvektor zum

Eigenwert d;. Setze D :={«y,...,a,}. Dann ist D eine Basis und
dy 0
[T]p =
0 d,

eine diagonale Matrix.

Korollar 18.1.
Sei dimV =n,T € L(V,V) und d,...,d; verschiedene Eigenwerte. Fiir alle ¢ € {1,... ,k} sei
B; € Wy, linear unabhingig. Dann ist B := Ule B; auch linear unabhéngig.

Beweis: ,
Sei L :={wy,...,v,} € B. Betrachte eine lineare Kombination Z ¢;jv;. Nun setze L; := LnB; und
setze a; = Z CjV; " (*)
falls L; # @Uj(eliild a; := 0 per Konvention, falls L; = @). Dann ist a; € Wy, .
Also ist 0 = zﬁz cjv; = Xk:ai nur moglich, wenn «; =0 fiir alle 7 =1,... k.

j=1 i=1

(Da sonst die «; # 0 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten und gleichzeitig linear
abhéngig wiren. Widerspruch zu Lemma 17.10!)
Nun sind die v; in (*) linear unabhéngig. Also ¢; = 0 fiir alle j wie behauptet. ]

Lemma 18.2.
Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; die verschiedenen Eigenwerte von T'. Es gilt: T ist
k

diagonalisierbar < Z dim Wy, = n.
j=1
Beweis:
“=” Sei B eine Basis von Eigenvektoren. Setze B; := BnW,,.

k
Also ist B =) B;.

j=1

k
Setze {;:= [B; |. Alsoist n= |B|=){;.

J=1
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Behauptung:

gj = dim de .

Es ist klar, dass £; < dim Wy, . Ist £; < dim W;,, dann existiert ein 3 € Wy, mit B; := B;u{3}
linear unabhéngig. Aber dann ist

B'=Bu{p}=JB;uB,
Jti

linear unabhéngig (Korollar 18.1) und |B’ | = n + 1. Widerspruch (unméglich).

k
“<" Sei Zdim Wy, =n und B; eine Basis fiir Wy, fiir jedes j =1,... k.

j=1
k
Setze B =) B;. Dann ist B linear unabhingig (Korollar 18.1)
=1
ay k
und |B[=) |B;|=) dimWy, =n.
j=1 j=1
Also ist B eine Basis fiir V' und besteht aus Eigenvektoren von T'. Also ist T' diagonali-
sierbar. O
Sei nun dimV =n, T € L(V, V) diagonalisierbar, dy,...,d; die verschiedenen Eigenwerte und

D eine Basis bestehend aus Eigenvektoren (und geordnet, so dass die ersten Basisvektoren
Eigenvektoren zu d; sind, dy usw.). Dann ist

dy
0
dy
[T]p =
di,
0
dy,
wobei fiir alle 7 € {1,...,k} erscheint d; ¢;-mal mit
&' :=dim Wdi

k
und damit ist Char. Pol. (T') = [(z - d;)". (*)

i=1

Umgekehrt, ist Char. Pol. (T") wie in (*) (mit d; # d; fiir ¢ # j und ¢; = dim Wy,), dann ist T
k

diagonalisierbar, weil Zdim Wy, =n ist (siche Lemma 18.2).
i=1

Wir haben bewiesen:

Satz 18.3.
Sei V endl. dim., T e L(V, V). Es gilt: T ist diagonalisierbar genau dann, wenn

k
Char. Pol. (T) = [](z - d;)", wobei die Vielfachheit ¢; der Nullstelle d; dim W, ist.

i=1

Terminologie:
dim W, wird auch geometrische Vielfachheit der Nullstelle d genannt.
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Im Allgemeinen gilt:

Satz 18.4.
Sei dim (V') endlich, T" ¢ L(V,V). Sei d ein Eigenwert von T mit Vielfachheit pu. Es gilt:
0= dlm(Wd) < u.

Beweis:
Sei {a1,...,a,} eine Basis von W.
Ergénze zu einer Basis B = {aq,..., s ap1,. ..y} von V.
Es ist
d 0
. B
A=[T]g=] 0 d
0 C
Wir berechnen Char. Pol. (A) (siche UB):
x—d 0
-B
det(xl - A)=det] O r—-d = (v -d)*det(x] - C)
0 xl-C
Also ist £ < p. O

Beispiel 18.5.
e T in den Beispielen 17.9. sind beide nicht diagonalisierbar.

5 -6 -6
oA = -1 4 2 €M3X3(R)

3 -6 -4
Char. Pol. (A) = (z-1)(z-2)2.
dy=1
4 -6 -6
A-T=| -1 3 2
3 -6 -5

Rang (A-1T1) # 3, weil det(A-1T) = 0 ist. Es ist klar, dass Rang (A-1) > 2. Also Rang (A-1) =2.

3 -6 -6
A-2I=| -1 2 2
3 -6 -6

Rang (A-21)=1.

Also ist dim Wy, = 1 und dim Wy, = 2 und dim Wy, + dim W, = 3. Also ist 1" diagonalisierbar:
Es existiert eine Basis D von R3, so dass
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In diesem Skript werden wir ein weiteres wichtiges Polynom definieren und die Beziehung zwi-
schen minimalen Polynom und Charakteristischen Polynom untersuchen.

§ 10 Annihilator Ideal

Sei V' ein endlich dimensionnaler K-Vektorraum und 7" ¢ L(V, V).

Proposition 19.1.
Es gelten:

(1) A(T):={pe K[z] | p(T) =0} ist ein Ideal.
(2) A(T) #{0}.

Beweis:
(1) Es geniigt zu bemerken, dass (p+¢q)(T') = p(T) + q(T) und (pq)(T) = p(T)q(T), fiir alle
p,q € K[z].

(2) Setze n:=dimV. Betrachte die Elemente I,7,72,...,7" € L(V,V).
Da dim £L(V,V) = n?, sind diese Elemente notwendig linear abhingig. Also existieren
oy Cnz € K mit ol + 1T + -+ ¢,2T"" = 0 und ¢; nicht alle gleich Null.
Also ist z.B. das Polynom ¢ + ¢ + -+ + ¢z € A(T). m

Definition 19.2.
A(T) heiit Annihilator Ideal. Der (eindeutig bestimmte) normierte Erzeuger von A(T') ist das
minimale Polynom von T'; bezeichnet als Min. Pol. (T).

Bemerkung 19.3.
1. deg (Min. Pol. (T")) < n?.

In Skript 20 werden wir eine bessere obere Schranke bekommen!

2. p:= Min. Pol. (T) ist das normierte Polynom vom kleinsten Grad in A(7T). Es ist also
charakterisiert durch:

(a) pe K[z]
(b) p(T) =0
(c) deg g <degp=q(T)#0

Definition 19.4.
Fiir A€ My, (K). sind A(A) und Min. Pol. (A) analog definiert.
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Bemerkung 19.5.
(1) Sei B eine Basis fiir V. Fiir f € K[z] gilt [f(T)]s = f([T]z) (UB).
Fiir A =[T]p gilt also: f(T)=0< f(A)=0.

(2) Wir halten fest: &hnliche Matrizen haben das gleiche minimale Polynom.

Satz 19.6.
Sei T'e L(V, V) (oder A € M,xn(K)). Es gilt: Char. Pol. (T") und Min. Pol. (T") haben (bis auf
Vielfachheit) dieselben Nullstellen.

Beweis:
Seien p := Min. Pol. (T') und c € K. Zu zeigen: p(c) = 0 < ¢ ist Eigenwert von T

“=7 p(e)=0=p=(x-c)q; deg ¢ < deg p. Also ist ¢(T) # 0.
Wihle 5 eV mit a:=q(T)(5) # 0.
Es gilt 0 = p(T)(B) = (T - c)g(T)(B) = (T - cI)(«). Also ist a # 0 Eigenvektor zum
Figenwert c.

“«=" Umgekehrt sei T'(a) = ca;a#0,aeV,ce K.
Nun gilt p(T)(«) = p(c)a (UB).
Da aber p(T) =0 und a # 0, folgt daraus p(c) = 0. o

Proposition 19.7.
Sei T' diagonalisierbar. Dann zerfillt Min. Pol. (7') in verschiedene lineare Faktoren.

Beweis

Sei T diagonalisierbar, c1,..., ¢, € K die verschiedenen Eigenwerte, setze p := Min. Pol. (T).
Satz 19.6 impliziert, dass degp > k ist.

Betrachte das Polynom ¢(z) := (v —c1)-(x —c). Es gilt: (T'=c11)-(T = exI) () = 0 fiir jeden
Eigenvektor a (weil o Eigenvektor zum Eigenwert ¢; ist, fiir ein geeignetes 7). Da es eine Basis
von Eigenvektoren gibt, ist ¢(T") = 0, also ist ¢ € A(T) und damit gilt wegen Bemerkung 19.3
num p = q. i

Wir werden spdater (siehe Satz 23.4) die Umkehrung von 19.7 auch beweisen.

Beispiel 19.8.

Nun berechnen wir das minimale Polynom fiir das Beispiel 11.9 (ii). Wir bezeichnen das minima-
le Polynom mit p. Da T' nicht diagonalisierbar ist, kénnen wir Proposition 19.7 nicht anwenden,
aber Satz 19.6 konnen wir anwenden.

Da Char. Pol. (T') = (z - 1)(z —2)? ist, hat p die Nullstellen 1 und 2. Wir probieren Polynome
der Form
(z-1)*(x-2) mit k>1und £>1

(“priifen”, ob sie 7" annihilieren).
(x-1)(x-2):
21 -1 1 1 -1 -1

2 0
(A-D(A-2D)=|2 1 -1 |20 -1 ]=]2 0 -1 [+0
2 2 -1 2 2 -2 4 0 -2
Also ist deg (p) > 3. Nun probieren wir

(z-1)*(x-2) oder (z-1)(z -2)*
(A-1)(A-21)%2=0. Also ist hier Char. Pol. (T") = Min. Pol. (T).

Der Satz von Cayley Hamilton, den wir in Skript 20 beweisen, wird uns helfen weniger “priifen”
zZu maussen. . .
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In diesem Skript werden wir zundchst den Satz von Cayley Hamilton aussagen und beweisen. Der
Satz ist u.a. fir die Berechnung von MinPol sehr hilfreich. Wir beenden Abschnitt 10 indem wir
die folgende wichtige Frage beantworten: Sei A € My, (Q). Da Q € R ¢ C ist auch A € My, (R)
und sogar A € M,,,,(C). Andern sich deshalb die charakteristischen und minimalen Polynome
von A? Im Abschnitt 11 werden wir den Begriff von Trigonalisierbarkeit (der arme Vetter von
Diagonalisierbarkeit) einfiihren und studieren.

Satz von Cayley Hamilton.
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und L € £L(V, V), f := Char. Pol.(L).
Es gilt f(L) = 0. Insbesondere teilt min. Pol. (L) das Char. Pol. (L).

Beweis:
Seien K die Algebra der Polynome in L und B = (aq,. .., a,) eine Basis fir V.

Setze A :=[L]g, das heiBt L(a;) =Y Ajoy fiir alle 1 <i <n.
=1

Wir schreiben diese Gleichungen um, als

(1) Z(%L Ajil) () =0 fiir alle 1 <4 <n.
Sel B die n x n-Matrix mit dem Koeffizienten in der Algebra K definiert durch

Behauptung: Es ist det B = f(L) = 0. Wir argumentieren wie folgt:

Wir haben f(z) = det(z] - A) = det(x] - A)". Wir berechnen (z1 - A);; = §;;x — Ay Also
ist (21— A)j;(L) = 6L~ Ajil = By;. Auferdem gilt [det(x] - A)'](L) = det[(z] - A)'(L)]
(siehe UB). Somit gilt

£(L) = [det(a] - A)(L) = [det(x] — A)](L) = det[(«] - A)'(L)] = det B.

Wir zeigen nun, dass det B = 0. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass (det B)(ay) = 0 fiir alle
k=1,...,n. Wegen (1) gelten fir B;; und «o;:

n

(2) ZBZ‘j(OZ]’) =0 fiir alle 1 <i <n.

Setze B := adjB. Aus (2) folgt fiir alle £ und i: Bkl(z Bija;)=0= Z BkiBijaj.

i=1 j=1
Wir summieren iiber 7 und bekommen:
0= ZZBkiBZJa] (ZBM zJ) (aj).
=1 7=1 j= 1=

kj-te Koeff. von BB
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Nun ist (wegen Korollar 16.7) BB = (det B)I, also ZBkiBij = dy; det B.

i=1

Also 0= 3 6;(det B)(a;) = (det B)(ay). 0

j=1
Nun beantworten wir die Wichtige Frage der Einleitung. Sei F{y c F} eine Korpererweiterung;
wir bemerken, dass M., (Fy) € M (F1).

Satz 20.1.
Sei Fy € F eine Korpererweiterung. Sei A € M., (Fp), und seien

Char. Pol.g,(A) und Min. Pol.p (A)

beziehungsweise

Char. Pol.p (A) und Min. Pol.p, (A)

die charakteristischen bzw. minimalen Polynome von A jeweils als Element aus M., (Fy) und
M, (F1). Dann gelten

(1) Char. Pol.g,(A) = Char. Pol.g, (A) und
(2) Min. Pol.g,(A) = Min. Pol.g, (A).

Beweis:

(1) Ist offensichtlich, weil det(B) nur von Koeffizienten der Matrix B abhingen.

(2) (i) Wir untersuchen zunéchst die folgende Frage: Wie entscheiden wir, fiir den gegebenen
Korper K und der natiirlichen Zahl k& € N, ob es ein Polynom p € K[z] gibt mit
deg (p) = k und p(A) =07

Dafiir 16sen wir ein Matrixgleichungssystem

Ak-i-l'k_lAk_l-i-"'-i—lE()]:O. (*)

(%) ist also ein lineares Gleichungssystem mit n? Gleichungen in der Variablen
k-1

20, ..., Tp_1. Jede Losung ag, ..., a1 € K gibt uns ein Polynom p(x) := z¥ + Z a;x’
=0

mit p(z) € A(A).

Wenn wir (*) fiir die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die es eine Losung gibt, gelost
haben, dann ist die Losung ag, . .., a,_1 eindeutig, weil sie uns die eindeutig definier-
ten Koeffizienten 1,ax_1, ..., a9 von Min. Pol.x(A) von A iiber K liefert.

Wir folgern: Sei & minimal, so dass (*) eine Losung in K hat, dann liefert diese
Losung das Min. Pol.x(A).

(ii) Nun untersuchen wir Losungen fiir das LGS:
Sei B € Myxn(Fpy), Fo € Fy Korpererweiterung, Y e Fi™<!. Betrachte

BX-=Y (S)

Wir behaupten: wenn (S) eine Losung in F7! hat, dann hat (S) auch eine Losung
in F{>! (und umgekehrt natiirlich!): Dies gilt, weil alleine aus der r.Z.S.F. (B | Y)
konnen wir entscheiden, ob es Losungen gibt (siehe LA I Script 6; Satz 6.3 Zweck).
(bzgl. F1) Nun ist aber die r.Z.S.F. eindeutig (insbesondere unabhéngig vom betrach-
tetem Grundkorper), also ist 1.Z.S.F.(B | Y) bzgl. Fy gleich r.Z.S.F.(B | Y) bzgl.
.
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Aus (i) und (ii) sehen wir, dass (*) eine Losung (ag,...,ar-1) € FF genau dann hat, wenn es
eine Losung in F¥ hat. Die Eindeutigkeit des Min. Pol., liefert auerdem, dass die Losung in
F} auch (ag,...,ar-1) sein muss! m

§ 11 Trigonalisierbarkeit, invariante Unterrdume

Sei V ein endlich dim. K-Vektorraum.

Definition 20.2.
T € L(V,V) ist trigonalisierbar, falls es eine Basis B fiir V' gibt, so dass [T']g eine obere Drei-
ecksmatriz (i.e. a;;—o fiir i > j) ist.

Satz 20.3.
Sei V' n-dim., T € L(V, V). Es gilt: T ist trigonalisierbar <> Char. Pol. (T) zerfillt in Linear-
faktoren iiber K (i.e. Char. Pol. (T') = (z —¢y)™---(z — ¢)™ mit ¢; € K).

Beweis
“=" Klar, weil [T']g = A eine obere Dreiecksmatrix ist, also det(zl — A) ist das Produkt

n

[[(z - ay).
i=1

“<” Wir werden per Induktion eine Basis B = (aq,...,a,) aufbauen, in der [T]gz eine obere
Dreiecksmatrix ist. Da T" wenigstens einen Eigenwert hat, hat 7" auch einen Eigenvek-
tor zum Eigenwert ¢; € K. Sei a # 0 solch ein Eigenvektor und ergénze zu einer Basis
(a, Bay. .., Bn) fiir V' (geordnet, so dass « der erste Vektor davon ist).
Betrachte diesbeziiglich die Matrixdarstellung von 7":

C1 Q12 -0 Aip
0 Qg2 -+ Qap ['e M(n—l)x(n—l)(K)
0 An2 Ann

Sei G € LW, W), wobei W := span(fa, ..., ,) definiert durch Gw := T'w, fiir alle w € W.
Wir sehen also Char. Pol. (T") = (x — ¢;) Char. Pol. (G). Da Char. Pol. (T") ein Produkt
von linearen Faktoren ist, so ist es auch Char. Pol. (G). Die Induktionsannahme liefert

eine Basis (g, ...,ay,), in der G eine obere Dreiecksmatrix-Darstellung hat:
C1 ai2 Q1n
AN
AN
AN

Setze oy = o und setze B := (a1, g, ..., ) O
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In den Skripten 21 und 22 werden wir T-invariante Unterrdume sowie die Matrizdarstellung
von T diesbeziiglich studieren. Wir schlieffen Skript 21 mit einer Erinnerung an Skript 5.

§ 12 Invariante Unterrdume

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 21.1.
Sei W ¢V ein Unterraum und 7" e £(V, V). Dann ist W T-invariant, falls T(W) c W.

Beispiel 21.2.

(0)
(1)

(2)

{0} und V sind T-invariant fiir alle 7.

Sei D der Ableitungsoperator auf V = K[x] und W := K[z]<s = {f; f =0 oder deg f <d}.
Dann ist W D-invariant.
Sei U e L(V,V) mit TU =UT, setze
(a) W:=1Im (U)
(b) N :=ker(U).
Dann sind W und N T-invariant.
Beweis
(a) Sei aelm (U), a=U(F); T(a) =T(U(H)) =U(T(B)) ¢ Im (V)
(b) ae N;U(T())=T(U(a))=T(0)=0=>T(cx) e N

W ¢V ist T-invariant = W ist g(T')-invariant fiir alle g € K[z] (UB).

Fiir alle g € K[z] gilt g(T)T = Tg(T) (UA). Insbesondere gilt dies fiir g(T) = ¢l - T.
Wegen (2) ist also ker(T" - ¢I) T-invariant; i.e. der Eigenraum W, zum Eigenwert ¢ ist
T-invariant.

0 -1
A:( 1 O)EMQXQ(R)
Setze T :=T4. Wir behaupten, dass nur {0} und V' = R? T-invariant sind:

Sei W # VW # {0} T-invariant. Daraus folgt aber, dass dimW = 1. Sei a # 0, € W; {«}
ist eine Basis und damit ein Eigenvektor (weil T'(«) € T', also T'(«) = ca fiir ein geeignetes
ceR). A hat aber keine reellen Eigenwerte.
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e Der Operator Ty :
Sei W T-invariant, setze T, := T . Dann ist Ty € L(W, W) (UA).

Matrix-Darstellung von Ty :

Sei W ¢V ein T-invarianter Unterraum mit dim W = r.

Sei B’ = («, ..., ;) eine Basis fiir W. Ergénze B’ zu einer Basis B = (a1, ..., Qp, Qi1 ..., 00)
fiir V.

Betrachte A :=[T']z. Wir haben die Gleichungen

n
TOéj = Z AijOéi
i=1

W ist T-invariant = T'a; € W fur j <r. Also T'(ay) = ZAijai fir j <r, das heifit A;; = 0 fiir
i=1
j <rund i >r. Also sieht A wie folgt aus:

(0 5)

wobei B rxr,C rx(n—-r) und D (n—r)x(n-r) sind. Es ist dariiber hinaus klar, dass
B-= [Tw]lg/.

Lemma 21.3.
Sei T e L(V,V) und W ¢V T-invariant. Es gelten:

(i) Char. Pol. (Ty) teilt Char. Pol. (7).
(iz) Min. Pol. (Tw) teilt Min. Pol. (7).

Beweis
(i) Ist klar, weil

und somit ist det(z] — A) = det(x] - B) det(xz] — D), wobei B = [Ty |5

(5 8]

(i1) Beachte, dass

0 Dk

wobei gilt: Cy, ist 7 x (n—7r). Also annihiliert jedes Polynom, das A annihiliert, damit auch
B. Also Min. Pol. (B) teilt Min. Pol. (A). o

Wir werden in der néchsten Vorlesung die Matrix D genauer untersuchen.



Script 21: Lineare Algebra I 3

Erinnerung (Quotientenraum und direkte Summen aus Skript 5):

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei W ¢V ein Unterraum. V/W ={a+W |a eV} mit c(a + W) = ca+ W fiir ein ce K
und (ca+ W)+ (B+W) = (ca+p+W) fir a, e V.
Bezeichnung: a+ W =a.

Kanonischer Homomorphismus
V> VW
m(a) := a+ W ist surjektiv mit kerm = W.

Isomorphiesatz
Sei ¢: V' — U ein Homomorphismus von K-Vektorraumen. Es gilt: V/ker p ~ Tm .

Seien Wy, W5 € V' Unterrdume. Man schreibt V = W, @ W, (direkte Summe), falls
V =Wi + Wo und Wy nWs = {0}. Das heifit fiir alle o € V' existiert genau ein
(wy,wy) € Wy x Wy, so dass a = wy + ws.

Projektions-Homomorphismus

W1 @ Wy > Wo; m(wy + ws) := wy ist surjektiv mit kerm = W, Also gilt

Wi e Wy

~ W,
W, 2

Sei T'e L(V, V) und W ¢V T-invariant. Die Abbildung
T:VIW - VW
wird so definiert: _ _
T@)=T(a+W):=T(a)+ W =T(a).

Sie ist wohldefiniert, i.e. ag + W = o+ W = T(aq) + W =T () + W, weil a1 —ag e W =
T -ag) e W=T(ar)-T(ag) e W=T(ar)+ W =T(az)+W. Sie ist auch linear, i.e.
TeLl(VIWV]IW).
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Wir setzen die Untersuchung der Matrixdarstellung begonnen in Abschnitt 12, Skript 21 fort.

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Lemma 22.1.

(1) Sei W ¢V ein Unterraum; B’ ¢ W eine Basis fiir W, B’ u B” eine ergéinzte Basis fiir V.
Dann ist B” eine Basis fir V//W.

(2) Umgekert sei (@44q,...,0,) eine Basis fiir V//W, dann ist B’ U (ay41, ..., o) eine Basis
fir V.

Beweis: Siche UB.

Satz 22.2.
Sei W c V,T e L(V,V) und W T-invariant. Sei B’ eine Basis fiir W, ergéinze zu einer Basis

B=B"uwvB"” von V. Es gilt:
B C
A':[T]B:(O D)’

wobei B = [Ty ]z, D =[T]gs und B" = {@ ; a e B"}.

Beweis:

Setze r := dim W; sei B’ := (aq,...,q,) und B = (aq, ..., 00, Qpi1, ..., @) die geordneten Basen.
Die Aussage iiber die r x r-Matrix B ist bereits in Skript 21 bewiesen worden.

Wir analysieren die (n —r) x (n —r)-Matrix D. Die Matrix A = [T]p ist durch die folgenden
Gleichungen definiert:

T(O{i)z ZAjiaj fir1<i<n (>(—)
j=1
B | [T(aws)]s | | [T(ow)]s
A= T
B={a,...,0,Q1,...,05}
Bler  BY=(n-1)
W = {ar+17 Ce ,O[_n}
— ——

1B |=(n-)
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Schreibe
Ai(re1) A
B : :
A= - /4r(r+1) f4rn
Aoy | | Aesn
f4n(r+1) f4nn

oder fiir 1 <i<n

T(a) = Ajoy+ Y Aoy ()
j=1 j=r+1
~—
eW
und damit ist:
T(ov) = Z Ajia; =T(a;) firr+1<i<n. O

J=r+1

Aus Satz 22.2 (und Aufgabe 9.2 d)) folgt nun:

Korollar 22.3. .
Char. Pol. ' = (Char. Pol. Ty )(Char. Pol. T').

Fiir eine analoge Aussage iiber Min. Pol. T siche UB.

Bemerkung 22.4.
Die Aussage im Korollar 22.5 haben wir schon in Skript 20, Satz 20.3 bewiesen. Man kann einen
zweiten Beweis mithilfe von Ty und 1" fithren.

Korollar 22.5.
T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Char. Pol. (7') in ein Produkt von linearen Faktoren
iiber K zerfallt.

Beweis: Siche UB.

Nun betrachten wir die obige Aussage fiir Min. Pol. (7).

Korollar 22.6.
Sei V endl. dim., T" e £(V,V). T is trigonalisierbar genau dann, wenn Min. Pol. (") in ein
Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfallt.

Beweis:
Wir zeigen: Char. Pol. (T') zerfillt in ein Produkt von linearen Faktoren tiber K genau dann,
wenn Min. Pol. (7') in ein Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfillt..

“=” Min. Pol. (T') teilt Char. Pol. (T'). Da lineare Faktoren irreduzibel sind, folgt aus der
Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[z], dass auch Min. Pol. (T') ein Produkt von
linearen Faktoren ist.
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k
“<” Sei Min. Pol. (T') =[](z - &)

i=1
Min. Pol. (T') teilt Char. Pol. (7). Also Char. Pol. (T') = Min. Pol. (T))q(x)
mit g(x) € K[z]. Wenn deg(g(x)) = 0 dann ist g(z) = 1. Sei also deg(g(x)) > 0 und sei
C 2 K eine Korpererweiterung so dass g(x) iiber C' als Produkt zerfallt:

¢
q(x) = l_{(x = d;).

(Die Existenz vom Zerfillungskorper C werden wir in der Algebra-Vorlesung B3 im
néchsten Semester beweisen.)

Wegen Satz 19.6 und Satz 20.1 haben Min. Pol. (7') und Char. Pol. (T') dieselben Null-
stellen in C'. Wir behaupten nun, dass d; bereits in K liegt und d; = ¢; fiir ein geeignetes
i. Dies gilt, weil d; sonst eine Nullstelle von Char. Pol. (T'), also auch von Min. Pol. (T')
mit d; e C N K (i.e. d; € C aber d; ¢ K) wére.

Dies ist aber unmdoglich, da Min. Pol. (T") bereits alle seine Nullstellen in K hat. o
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In Skript 23 und 24 werden wir eine allgemeine Normalform (die Jordan Normalform) kennen-
lernen und damit Kapitel I beenden. In Abschnitt 13 werden wir zundchst die Zerleqgung von

V' als direkte Summe bzgl. T etablieren. In Abschnitt 14 werden wir Jordanketten und Zellen
einfiihren.

§ 13 Direkte Summen

Lemma 23.1.
Sei V ein K-Vektorraum, Wy, ..., W) Unterrdume. Folgende Aussagen sind l?’quivalent:
(i) Wi,..., Wy sind unabhingig, i.e.: Sei o; € W; fiir 1 <4 < k so dass Zai = 0. Dann ist

i=1
;=0 fir alle 1 <i<k.

(ZZ) W] n (Wl + e+ Wj—l) = {0} fiir 2 S] <k

k
(74i) Ist B; eine Basis fiir W;, so ist B = B; eine Basis fiir W := W; + - + W

i=1

Siehe UB.

Notation und Terminologie:

Wir schreiben V= Wy + .- + Wy, wenn V nur die Summe der W;’s ist und wir schreiben
V=Wae-e&W,fals V=W +--+ W, und eine der dquivalenten Bedingungen (i), (ii) und
(iii) von Lemma 23.1 gilt. In dem Fall heifit V' die direkte Summe der W;’s.

Satz 23.2. (Primzerlegung von V bzgl. T')

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und 7" € L(V,V'). Setze Min. Pol. (T") =: p. Sei
p=pi'...p," die Primfaktorisierung in K[z] von p; wobei p; verschiedene normierte irreduzible
Polynome in K[z] und r; € N sind. Setze W, := ker p;(T)" fiir 1 < i < k. Dann ist W; T-invariant
fiir alle ¢ (s. Skript 21), und dariiberhinaus gelten:

(i) V=Wi®-&W;, und
(44) Min. Pol. (Tw,) =p!" fir 1 <i<k.

Hierunter in 23.3 beweisen wir Satz 23.2 fiir £ = 2. Der allgemeinere Fall folgt per Induktion
nach k.
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Proposition 23.3.
Sei dimV < o0, T € L(V, V'), Min. Pol. (T) = m = mymsy mit ggT(mq,ms) = 1. Setze
Vii=kerm,(T) fiir 1 =1,2. Es gilt V =V} ® V5 und Min. Pol. (Ty;) =m, fiir i = 1,2.

Beweis:
Da my, my relativprim sind, existiert ¢i,qo € K[x] mit 1 = myq; + maqo.

Also I =mi(T)q(T) + ma(T)qo(T) (#)

Behauptung 1:
Vi =Im my(T) und Vo =Im m(T)

Beweis der Behauptung 1:

0=m(T) =my(T)ma(T), weil m = Min. Pol. (7). Also Im my(T") € kerm, (7).

Umgekehrt sei v € kermy (7). Mit (%) gilt

0 = (1) (T)(0) 4 ma(T) o (T) (0) o

=0 eIm ma(T)

Behauptung 2:
V=Viel,

Beweis der Behauptung 2:

1. Summe: v e V. Mit (x) gilt:
v=m1(T)q (T )v+ma(T)ga(T)v

eIlm m1(T) eIm ma(T)
2. Direkt: Sei v e Vin V. Mit (%) gilt:
v =qu(T)ma(T)(v) + q2(T)ma(T)(v)

=0 weil veVj =0 weil veVa

O

Sei nun m; = Min. Pol. (Ty;) fiir i = 1,2. Da V; = kerm;(T'), ist es klar, dass m;(Ty,) = 0 fiir
i=1,2.

Also iy | my (%)
und 7712 | my.

Behauptung 3:
1My annihiliert T

Beweis der Behauptung 3:
Berechne fiir vy € V5 und v, € V4

iy (T) o (T') (02 + 1) = g (T) [ (T') (2) + Mo (T') (v1)]
= ’ﬁ;Ll(T)[O + mQ(T)(’Ul)] = O, da mQ(T)(Ul) € ‘/1
(weil Vi mo(T')-invariant ist, siche Skript 21; Beispiel 21.2 (2)). O

e Da mymy T annihiliert folgt
mime =m | iy iy (% %)

Da myq, ms normiert sind, folgt nun aus (*x*) und (* * %), dass m; = m; fir 1 = 1,2. m]
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Sonderfall vom Satz 23.2
Sei p; linear und r; = 1 fiir alle 4. Dann ist p= (z —¢1)-(x —¢p) mit ¢; # ¢; fir 1<i#j<k.

In diesem Fall ist W; = ker(T - ¢;1) = der Eigenraum zum FEigenwert c¢;. Der Satz ergibt:
V=W, &-@&W. Also hat V eine Basis aus Eigenvektoren (Lemma 23.1) und damit ist T
diagonalisierbar. Wir haben damit die Umkehrung (von Proposition 19.7) gezeigt. Wir haben
namlich bewiesen:

Satz 23.4. (Diag. Kriterium fiir Min. Pol.)
T is diagonalisierbar <> Min. Pol. (T') zerfillt in verschiedene lineare Faktoren iiber K[z].

§ 14 Jordanketten

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, 7 e L(V, V).

Definition 23.5.
Sei ¢ ein Eigenwert und 0 # v; € V' ein Eigenvektor zum Eigenwert c¢. Seien £ € N und vy, ..., vy €
V. Das Vektortupel (vy,...,v,) ist eine Jordankette der Linge ¢ zum Eigenwert c, falls

(T—CI)(Ui) = Vi1 1= 2,...,£
(T-cl)(v;) = 0 fir i = 1.
Lemma 23.6.
Sei B’ := (vyq,...,v,) eine Jordankette.
Dann ist {vy,...,v,} linear unabhingig und W = span{vy,...,v,} T-invariant. Die Matrixdar-

stellung von Ty bzgl. B ist die Jordanzelle J,(c) der Dimension ¢ zum FEigenwert ¢, das heif3t:

P : __Jordanzelle der Dimension
[Twls = : w1 T Jo(e) = ¢ zum Eigenwert c.
0 - c

(Siehe UB).
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In diesem Skript beweisen wir Satz 24.2 und untersuchen seine Folgerungen. Damit beenden
wir Kapitel I11.

Erinnerung 24.0:
Sei V' ein K-Vektorraum und seien W ¢ V, W' c V Unterraume. W’ ist Komplement von W in
V,wenn V=WeW.

Bemerkung 24.1.
1. Sei W ¢V ein Unterraum und vi,...,v} € V linear unabhéingig, so dass
span{v},..., v} n W = {0} sind. Dann kann man {v{,...,vl} zu einer Basis von einem
Komplement von W in V' ergénzen.

2. Komplemente existieren und sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beweis: UA

Satz 24.2. (Jordan Normalform).

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7" € L(V,V'). Sei Min. Pol. (T') = (z - ¢)"
mit ¢ € K. Dann hat V' eine Basis aus Jordanketten zum Eigenwert ¢ (eine Jordanbasis). Die
lingsten Ketten haben die Lénge r, die Anzahl der Ketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Beachte, dass
ker(T'—cl)c...cker(T -cl)" =V.

Behauptung:
Seien j > 2 und v!,... v* € ker(T'—cl )/ linear unabhéngig und span{v!,... vs}nker(T-cl)i~! =
{0}.
Dann gelten:
L. wh:=(T-cl)vt,...,ws:= (T -cl)v’ e ker(T - ¢I)7~! linear unabhéngig und
2. span{w!,... w*} nker(T —cI)i=2 = {0}.

Beweis der Behauptung:

1. 0=(T -cl)ivi=(T - cl)i=1 (T - cl)vi. Also w' € ker(T —cI)Ji~1L.
\—/T—/
Sei nun )" ¢;w’ =0 mit ¢; # 0 fiir ein 4, so Y. ¢;(T' = cl)v* = 0.
i=1 i=1
Also (T -cI) Y ¢ =0. Also Y v’ e ker(T - cI)™, weil (T - cI)iH (L civ?) =
i=1 i=1

(T -¢cl)i2(T -cl)(X cvt) = 0.

0

Also ist )" e’ € span{v',...,v*} nker(T —cI)’™".
i-1
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Also ist ) ¢;v' = 0 mit ¢; # 0 fiir ein 4. Widerspruch, da {vy,...,v,} linear unabhéngig
i=1
sind.
2. Betrachte nun Y, c;w?, so dass (T - cI)i=2(Y c;w?) = 0.
Dann ist (T —cl)/"1(X o) =0, also Y ¢vt =0 und damit (7' - cl) (Y ¢v?) = 0.
Also Y ¢i)(T —cl)vi =0 =Y qu'. oBeh.

Wir bauen nun eine Basis aus Jordanketten.

e n, :=dimker(7 - c¢l)" —dimker(7 - ¢I)"! und schreibe V =V, @ ker(T - ¢l)" 1.

Sei {vl, ..., v7"} eine Basis fiir V..
T Y
Setze v} = (T —cl)v},..., vl == (T -cl)v'" eker(T —cl)"~! und ergénze zu einer Basis
von einem Komplement V,_; von ker(7T" - ¢I)"2 in ker(T - cI)"1:
1 Ny np+1 Np+Npr_1
{v}_y, v oo )

e Also n,_y =dimker(7 - ¢l)"! —dimker(7 - ¢I) =2 - n, und
ker(T'—cl)t =V, @ ker(T - cI)r—2

e Wir verfahren so weiter fiir jedes ¢ =r —2,...,1. Dabei berechnen wir immer:

n; = dimker(T - cl)’ — dimker(T - cI)™ —n, — ... = ng1.

e Im letzten Schritt bekommen wir
vl =(T-cl)vl, ... 02 = (T —cl)vy """ welches wir zu einer Basis von ker(7T -cI)
erganzen:
U%, o 7U?T+~~-+n27v?r+~-+n2+17 o 7U?T+~~-+n2+n1'

Insbesondere ist

ni = dimker(T - ¢I)' — dimker(7 - )’ - n, — ... - ny = dimker(T - cI) - Y " n;.
i=2

e Dies ist die Gestalt der gesamten Jordanbasis fiir V', die wir erhalten (wobei jede “Spalte”
hierunter eine Jordankette ist):

.

vl

1 Ny ny+1 Np+Np—1
Up_qyee s U0y, U700

1 n ny+1 Nr+Npr-1 Np+et+no+l Np+--+n2+n
Vi,...,V1, (2 O (2 ey Uy
—_———

Ny Nr n

Jordanketten Jordanketten Jordanketten
der Lange r der Lange r—-1 ..., der Lange 1 O

Bemerkung 24.3.
Die Matrixdarstellung in der Joradanbasis, die wir in Satz 24.2 erhalten haben, ist

Jy(¢)

J.(c)
A, = wobei die Jordanzelle J;(c) n;-mal erscheint.
0 Jl(C)

Jl(C)



Script 18: Lineare Algebra I 3

Korollar 24.4.

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, T € L(V,V'). Falls Min. Pol. (T') (oder Char.
Pol. (T)) iiber K zerfillt, dann hat V' eine Basis von Jordanketten zu den verschiedenen Ei-
genwerten. Die Anzahl der Jordanketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei Min. Pol. (T') = (z —cy)™(x = ¢cx)">

Satz 23.2 liefert eine Zerlegung:

V=W;&--& W, mit W; T-invariant und Min. Pol. Ty, = (z - ¢;)".

Jordan Normalform liefert Basen B., von Jordanketten fiir Ty, und jedes c;.

k
Setze B = JB,, (die geordnete Basis). m
i-1

Bemerkung 24.5.
k

Sei V =W, & @& W, W,; T-invariant und B; = Basis fiir W;, B = J B, (als geordnete Basis). Es
=1

gilt

Ay
[T =
Ap
wobei Az = [TWZ]B’L
Beweis: Siche UB.

In B3 werden wir algebraisch abgeschlossene Kérper kennenlernen. Wenn K algebraisch abge-
schlossen ist (z.B. K = C), dann zerfillt jedes Polynom (vom Grad > 1) iiber K.

Korollar 24.6.
Sei K algebraisch abgeschlossen, V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7" ¢ L(V, V).
Es gibt eine Basis B von V, so dass

Ae,

[T]s =

A

wobei ¢y, ... ¢ die Eigenwerte von 7" sind und A., wie in Bemerkung 24.3 beschrieben.

Ck
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KAPITEL IV: EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME.

In diesem Kapitel werden wir einen K-Vektorraum V' (wobei K =R, oder C) betrachten. Wir
werden zundchst in Abschnitt 15; Skripte 25 und 26 eine weitere Struktur (inneres Produktund
Norm) auf V' definieren und seine Figenschaften analysieren. Wir werden dabei besondere (or-
thonormale) Basen firV studieren. Nachdem wir in Abschnitt 16 die Beziehung zum Dualraum
V* (Riesz-Darstellung) und zum Bidualraum V** analysieren, werden wir die transponierte
Kongugierte T* von T € L(V,V) einfihren. In den Abschnitten 17 bis 20 werden wir dann im
Bezug auf T* besondere Operatoren T € L(V, V') und deren Matrizdarstellungen betrachten. Ins-
besondere werden wir e.g. Hermite’sche Operatoren sowie Isometrien studieren. In den letzten 3
Abschnitten 21 bis 23 werden wir unser Studium auf normale Operatoren erweitern, und deren
Spektraltheorie und Anwendungen einbringen.

§ 15 Innere Produkte

Sei stets K =R, oder K =C, und sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum

Definition 25.0.
Ein inneres Produkt auf V' ist eine Abbildung

VxV — K
(z,y) — (z]y),

so dass

(1) (@]y)=(ylz)
(2) (cr,21+cama|y) = ar(@r | y) + caw2 | y)
(3) (z|x)20und (z|z)=0<2x=0

Bemerkung 25.1.

(1) Da (z|z)=(z]|x),ist (z]z)eR.

(27) Wir folgern: (x| ciy1 + cay2) = (cryr + cova | ) =c1(yn | z) + ca(ya | ) =
ca(y|z)+e(y2 | z) =z |y) + (x| y2)
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Notation und Definition:
Wir setzen (z | z) := |z||? und nennen |z| := /(x| z) die Norm von z.

Bemerkung 25.2.
Es gilt [lex] = |cf [

Terminologie:
e Wenn K = R, heifit V' euklischer Raum und das innere Produkt ( | ) heiit symmetrische
[wegen (1)] bilineare [wegen (2)] positiv definite [wegen (3)] Form.

e Wenn K = C, heifit V' hermitescher oder unitirer Raum und das innere Produkt ( | ) ist
hermitesch symmetrische [wegen (1)], konjugiert bilineare [wegen (2) und (2’)] positive definite
[wegen (3)] Form.

Beispiel 25.3.
Auf V = }n( " is das Standard-Innere-Produkt so definiert:

(z|y) = Zaim, fir x = (e1,...,e,) und y = (n1,...,nn) € V.

i=1
Definition 25.4.

(i) x,y sind orthogonal, falls (x| y) =0 (dquivalent (y | z) =0).

(it) W1, Wy €V sind orthogonal, falls (z | y) =0 fiir alle z € W; und fiir alle y € Ws.

(it7) S €V ist orthonormal, falls (x | y) = 0, wenn = # y und (z | y) = 1, wenn z = y. Also
S ={x1,...,2,} ist orthonormal, falls (z; | z;) = d;;.

Bemerkung 25.5.
(i) S ist orthonormal = S ist linear unabhéngig.
Beweis: Y c;z;=0=0= (X cz; | z;) = Y ci(xi | z;) = ¢, fiir alle j.
(ii) dimV =n = |S|<n fir S orthonormal.

Definition 25.6.
orthogonal dim(V') := max{|S|| S orthonormal}

Bemerkung 25.7.
orthogonal dim(V') < dim (V")

Notation: Fiir S c V', setze
St:={xeV|(x]s)=0 fir alle se S}

Bemerkung 25.8.

(i) S* ist ein Unterraum.

(i) Sc(S+)t:=95
(i1i) span(S) c S+t
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Beweis:

Wir beweisen (i): 0= (0]y) = {0} ¢ S*.

Fiir 1,290 € St;ce K: (a1 +cxa|s)=(x1]s) +e(xa]s)=0+0=0.
(ii) und (iii): UA.

Definition 25.9.
W cV ist ein Unterraum. W+ ist das orthogonale Komplement.

Satz 25.10. (Bessel’s Ungleichung)
Sei S ={zy,...,x,} orthonormal, x € V. Setze ¢; := (z | z;). Es gelten

() Yl < J]?

(i) 2':=x - ¢z; ist orthogonal zu z; fir alle (j=1,...,n)

Beweis:
Wir berechnen: 0 < (2 |2') = (x - Y cizy | = Y ;) =

(@] 2) =Y ci(zi| ) =D Gl | z) + ), cicj (i | zj) =
% i ij
|z|? = e - > Gei + Y, eici = |z]* = D el

(2 (2
Damit ist (i) bewiesen.

(2" z;) = (x| x) - ZCZ(% | z;) = ¢j —¢; = 0. Damit ist (ii) bewiesen.
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In Skript 26 werden wir die Figenschaften von (| ) und | | beweisen und das Gram-Schmidt
Verfahren kennenlernen. In Abschnitt 16 werden wir mithilfe vom Riesz-Darstellungssatz die
Beziehung zu V* untersuchen.

Satz 26.1. (Ungleichung von Schwarz.)
Fiir alle z,y e V' gilt: [(z | y)| < [z] [y].

Bewelis:
Yy

Wenn y = 0, dann ist die Ungleichung einfach zu priifen. Sei also y # 0. Setze y; = Tyl SO dass

{y1} orthonormal ist. Bessel’s Ungleichung Satz 25.10 impliziert nun |(z | y)|? < |z|%.
Nun e|(z [ 9)P? < ) = [(z | )P < =] [y]? O

Definition 26.2.
d(x,y) := ||z - y| ist die Distanz zwischen x und y.

Proposition 26.3.
Fiir alle x,y, z € V gilt:

(i) 6(z,y) =0(y,z)

(it) 0(z,y)20; é(z,y)=0<=x=y
(i1i) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y) (& Ungleichung).
(iv) 6(x,y) =d(x+z,y+2)

Beweis
Wir beweisen nur (iii), die anderen Behauptungen werden analog bewiesen.
(i7i) (Dreiechsungleichung fiir Norm und Distanz.)

lz+yl?=(+ylz+y)=[z]>+ @ ly)+ @lo) +y]* =[]+ @ [y) + @ ]y) + |y]?* =
[z + 2Re(x | y) + [yl < =] + 2[(x [ o) + |yl < [« ]2 + 2 =] [yl + [yl = (] + Ty])? O

Bemerkung 26.4.
Ein inneres Produkt definiert also auch ein Norm, d.h. die Abbildung
x —> |z erfiillt fiir alle 2,y € V:

(1) 2=0< [z =0
(1) Jex| =1l ]

(@@i) |z +yl <]+ ]yl
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Definition 26.5.
Sei S eine Basis, S orthonormal, dann heifit S eine orthonormale Basis.

Satz 26.6. (Gram-Schmidt.)
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum versehen mit einem inneren Produkt. Dann hat V
eine orthonormale Basis.

Beweis
Sei X ={x1,...,x,} eine Basis. Wir werden eine orthonormale Basis

T ={y1,--,yn}
per Induktion bilden.

I. Anfang: x; # 0. Setze y; = =

BN

I.A: Seien y,...,y, schon definiert, so dass {y1,...,y,} orthonormal und y; € span{zy,...,z;}
fir gj=1,...,r.

1.S.: Betra(%hte
Z = x,url—Zc,»yi,ciEK (%)
i=1

Berechne (z | y;) = (241 | yj) —¢j fur j=1,...,r. Nun setze ¢; = (2,41 | y;). Mit dieser Wahl in
(%) ist (z]y;) =0 fiir alle j=1,...,r und

z € span{Tyi1,Y1,- -, Yr} S SPan{Tpy1, T1, ..., Tp},

z240,da z,...,2,.41 linear unabhéngig sind und der Koeffizient in (*) von x,,; ist nicht Null.
Nun setze y,41 := Hj—” O

Satz 26.7.
Sei W ein Unterraum. Es gilt

(1) V=WeW:

(2) W =W.
Beweis:
(1) Sei X ={x1,...,x,} eine orthonormale Basis fiir W und z € V. Schreibe
Woax:= Zcixi, wobei ¢; = (2 | ;).
i=1

Bessel liefert: y := z — x ist orthogonal zu x; und damit zu W, das heifit y e W+*. Also z = z + y,
xeW,ye Wt Es gilt ferner, dass W n W+t = {0} (weil (x| z)=0< z=0).

(2) z=x+y. Also (2| 7) = |2[*+ (y | z) = ||z[?*. Analog (2 |y) = [y][>.

Wenn z € Wit dann (z |y) =0=|y||?. So z=x e W. i
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§ 16 Lineare Funktionale

Satz 26.8. (Riesz-Darstellung)
Sei V' ein endlich dim. K-Vektorraum, versehen mit ( | ).
Sei f e V*. Es existiert genau ein y € V mit f(x) = (z|y) fiir alle x € V. ()

Beweis:
Existenz: f=0= 1y =0.
Sei f4#0; W :=ker(f) ¢ V; Wt #£{0}.

o Sei yo # 0; yo € W OE|yo| = 1.

Setze y == f(yo)yo. Beobachte (yo [y) = (o [ f(¥0)vo) = f(y0) (%o | Yo) = f(¥0)-
Somit ist (f) erfiillt fiir yq.

e Fiir = = Ayy berechnen wir allgemeiner: f(x) = f(Ayo) = Af(v0) = AMyo | y) = (Ao | y). Also ist
(1) erfiills,

e Fiirz e W:(z|y)= (x| f(vo)yo) = f(yo)(x|yo) =0= f(x). Also ist (1) erfiillt.

e Sei nun z € V, schreibe x = xg + Ayp mit A := f((ygi))) und zg = x — Ayp.

Berechne f(xg) = f(x) - f((;))f(yo) =0, so ist xge W

und £(2) = f(20)+ F (o) = (0 | )+ (Mo | 9) = (20+Ago | 9) = (| y)- Also ist (1) immer erfill.

¢ Eindeutigkeit:
Seien y1,y2 € V mit (z | y1) = (x | yo) fiir alle z € V. Dann (z | y; — y2) = 0 fiir alle z € V|
insbesondere fiir = := (y; — y2) bekommen wir |y; —y2||? =0, so y1 —y2 = 0. o

Satz 26.9.
Die Abbildung p: V* —V; f+—y
(i.e. p(f) ist eindeutig definiert durch f(x) = (z | p(f)) fiir alle z € V') erfiillt:

(1) p(fi+ f2) = p(fr) + p(f2)
(i1) p ist surjektiv
(iti) p ist injektiv, aber Achtung

(iv) p(cef) =cp(f) fir alle ce K, i.e. p ist ein konjugierter Isomorphismus.

Beweis:
(i) UA.
(ii)

(iii) f(z)=(x|0)=0 fir alle x = f =0.
)

(iv) z:=p(cf);y:=p(f). Zeige: Z =cy, i.e. fir alle x € V: (cf)(z) = (x| ¢y).
Berechne: (¢f)(x) =cf(z) =c(x|y) = (x| cy) m

y € V. Betrachte f(z):=(z|y). feV* und p(f) =v.
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Folgerungen 26.10.
Folgerungen 1., 1L, III. und IV. hierunter sowie Eigenschaften (1), (2), (3), (4), (5) und (6)
werden im Ubungsblatt ausgearbeitet.

L (fi| f2) = (p(f2) | p(f1)) definiert ein inneres Produkt auf V'*.

II. Sei X ={x1,...,x,} eine Basis fiir V, dann existiert )V = {y1,...,y,} eine Basis fiir V mit
(Ii | yj) = 5@']’ fir alle Z,]

III. WO c W~ wird ersetzt durch Wt cV ie. p(W?)=W"L.

IV. Sei T € L(V,V). Definiere T* durch (Tz | y) := (x| T*y) fiir alle x € V (d.h. T*(y) = z,
genau dann, wenn fiir alle z € V : (2| 2) = (T'z | y)).

Es gilt T* € L(V, V). T* ist die transponierte (adjungierte) Konjugierte.
Eigenschaft der tranponierten Konjugierten

(1) (eT)* =eT™

(2) Sei [T']x = A und Y die Basis wie in IL
Es gilt [T*]y = At := A* (i.e. der ij-te Koeflizient von A* ist @j;, wobei a;; der ij-te
Koeefizient von A ist).

(3) det A* =det A

(4) Die Eigenwerte von A* sind die Konjugierten der Eigenwerte von A.
(5) Seien T, Ty € L(V, V). Es gilt: (T1T)* = T3 T}

(6) Seien T, Ty e L(V, V). Es gilt: (T-1)* = (T*)L.
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In Abschnitt 17 betrachten wir Hermite’sche Operatoren und in Abscnitt 18 schief Hermite’sche
Operatoren. Wir beenden das Skript mit der Zerlegung eines Operators.

§ 17 Hermite’sche Operatoren

Unser Ansatz ist weiterhin: V endl. dim. Raum mit innerem Produkst.

Erinnerung 27.0:
In Folgerung 26.10 (IV) wurde fiir 7" € £(V, V') die Abbildung 7> € L(V, V) fiir z,y € V definiert
durch:

(T |y) = (x| T"y),
oder
(x| Ty) = (T"z | y).
Definition 27.1.
(i) T e L(V,V) ist Hermite’sch (oder selbstadjungiert), falls 7= 7%, i.e. (Tz |y) = (x| Ty)
fiir alle x,y e V.
(i1) K =R; T =T*; T heifit auch reell symmetrisch.

(it1) K =C;T =T* heiBt auch komplex Hermite’sch.

Satz 27.2.
Sei T € L(V, V) Hermite’sch. Es gelten (Tx | x) € R fiir alle € V und alle Eigenwerte von T
sind reell.

Beweis:

(Te|2) = (| T(2)) = (Tw 7).

Sei nun T'x = cx mit x # 0, dann ist

(Tz|z)=(cx|z)=c|z|? Also ceR. o

—
eR

e Matrizendarstellungen von Hermite’schen Operatoren:

Sei X eine orthonormale Basis. Also ist ) = X' (X ist Selbstdual, UB). Also impliziert 7" = T*,
dass A Hermite’sch ist, wobei

A=[Tle=[T"]y=[T"]x = AT:= A",

Das heifit a;; = aj; (A ist komplex Hermite’sch), und im reellen Fall a;; = a;;, i.e. A= A? (A ist
symmetrisch).
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Bemerkung 27.3. )
Weitere Eigenschaften von Hermite’schen Opteratoren (UA):

(i) Umgekehrt sei A Hermite’sch und X" eine orthonormale Basis fiir
V mit X ={zy,...,2,}.
n €1
Definiere T'(> e;z;) := A ¢ | Dann ist T Hermite’sch.

i=1 ‘e
(i1) Ty, Ty sind Hermite’sch = T} + Ty ist Hermite’sch.
(i17) T # 0 ist Hermite’sch, o € K, # 0, dann ist 7" Hermite’sch genau dann, wenn « € R.

(iv) T ist invertierbar und Hermite’sch genau dann, wenn 7'-! Hermite’sch ist.

Satz 27.4.

Seien T, T5 Hermite’sch. Es gilt: T1T5 ist Hermite’sch genau dann, wenn 1775 = T5T.

Beweis

(T1T2)>e = T1T2 = T;Tf = T1T2 = T2T1 = T1T2 O
Satz 27.5.

(i) Sei T} Hermite’sch, dann ist 757,75 Hermite’sch.

(it) Umgekehrt ist 757,75 Hermite’sch und 75 invertierbar, dann ist 77 Hermite’sch.

Beweis
(i) (I 0L) =TT T =TT T,

(i1) TyThTy = (TyTyTy)* = T3 T Ty, multipliziert links mit (75)~' und rechts mit 75! ergibt
T, = Tl*' O

§ 18 Cartesische Zerlegung eines Operators

Definition 27.6.
T e L(V,V) ist schief Hermite’sch, falls T* = =T. (Wenn K = C, heifit es “komplex schief Her-
mite’sch” und wenn K =R, heifit es “schief symmetrisch”.)

Bemerkung 27.7.
e Sei T'e L(V,V), schreibe T =T} + T3, wobei

T+T* T-T
- und 75 :=

T, :
! 9 9

wobei:
Tl* = Tl UIld T; = _T2
Also ist 77 Hermite’sch und 75, ist schief Hermite’sch.

e Wenn K = C,Ty ist schief Hermite’sch < Ty = ¢T3 mit T3 komplex Hermite’sch. Also
T=1T+ ZT3
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In Abschnitt 19 werden wir Isometrien kennenlernen, und zeigen dass diese lineare Operatoren
die Distanz und die Norm erhalten. In Abschnitt 20 untersuchen wir den Zusammenhang zwi-
schen Isometrien und orthonormalen Basen. In Abschnitt 21 fiihren wir normale Operatoren
ein, und sagen den Spektralsatz aus. Diesen beweisen wir dann in Skript 29.

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ( | ) ein inneres Produkt.

§ 19 Isometrie

Definition 28.1.

Sei U e L(V,V), so dass U* = U~!, dann heifit U eine Isometrie.
e Wenn K =R und U* = U1, heifit U orthogonal.

e Wenn K =C und U* = U1, heiit U unitdr.

Satz 28.2.
Fiir U € L(V, V) sind dquivalent:

(1) U*U =UU* = Id
(2) (Ux|Uy) = (x| y) fur alle z,y (U erhalt (| )).
(3) |Ux| = |=| fiir alle (U erhélt die Norm).

Bewelis:

(1) = (2):

(Uz | Uy) = (x| U*Uy) = (| y) fir alle x,y e V

(2) = (3):

(2) anwenden mit z =y

(3) = (1):

(Uz |Uz) = (U*Ux |x) = (x| x). Also ([U*U - Id]x | x) =0 fiir alle x € V. Setze T := U*U - Id,
dann ist T Hermite’sch (wegen 27.3(ii)). Ferner gilt (Tz | z) = 0 fiir alle . Wir behaupten, dass
auch (Tx |y) =0 fiir alle z,y (*). Benutze folgende Gleichungen fiir Hermite’sche Operatoren.
o Fir K =R:2(Tx|y)=(T(z+y)||x+y) - (T(x-y) |z -y) und fiir K =C

o 4Tz ly)=(T(x+y)|ov+y) - (T(x-y)|z-y)+i(T(x+iy) |z +iy) —i(T(x~1iy) |z~ iy).

Insbesondere gilt (T | Tx) = 0 fiir alle z (nehme y:=T'(z) in (*)), also 7" = 0. o
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Bemerkung 28.3.
(i) (3) impliziert, dass U die Distanz erhilt, das heifit:
(4) Uz =Uy| = |z - y| fir alle z,y eV

(i7) Da Isometrien invertierbar sind und das innere Produkt erhalten, ist die Abbildung
U:(V,(]))= (V,(|)) ein Automorphismus des inneren Produkt-Vektorraums (V, (| )).

Satz 28.4.
Eigenwerte von Isometrien haben den absoluten Betrag gleich 1.

Beweis:

Sei Uz = cx,z #0;ceC.

Esist |Uz| = |z| und |Ux| = |cx| = || |=|. Also |c| = 1. i
§ 20 Orthonormal-Basis wechseln

Satz 28.5.

Sei X = {xy,...,x,} eine orthonormale Basis und U € L(V, V). Dann ist U eine Isometrie genau

dann, wenn UX := {Uxy,...,Ux,} eine orthonormale Basis ist.

Beweis:

“=7 (Uz; | Uzy) = (z; | ;) = 6. Also ist UX orthonormal und UX ist eine Basis, weil U
invertierbar ist.

“<=" Sei UX orthonormal. Es gilt also (Ux; | Ux;) = 0,5 = (; | ;) fiir alle 1 <4, j <n und damit
durch Linearitét gilt (Ux | Uy) = (x| y) fir alle z,y e V. o

Matrix-Version:

Definition 28.6.

Sei A€ Myn(K).

e Wenn (K =R) und AA* = A*A = I, heifit A orthogonal
e Wenn (K =C) und AA* = A*A = I, heifit A unitar.

Bemerkung 28.7.

(i) Seien U eine Isometrie und X" eine orthonormale Basis, dann ist A := [U]y unitér (bzw.
orthogonal).

(ii) Matrix-Version von Satz 28.5:
Sei X eine orthonormale Basis und B’ eine beliebige Basis, dann ist B’ orthonormal genau
dann, wenn die Basiswechsel-Matrix unitér ist.
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§ 21 Spektral-Theorie

In diesem Kapitel haben wir bisher drei wichtige Klassen von Operatoren studiert:
(a) Hermit’sche (T =T)

(b) schief Hermite’sche (T* = -T)

(¢) unitare (T* =T-1).

Alle erfiillen die folgende Eigenschaft:

Definition 28.8.
T e L(V,V) ist normal, falls T*T = TT* ist.

Wir werden die Struktur von normalen Operatoren genau untersuchen und wollen den Haupt-
satz des Kapitels beweisen:

Satz 28.9. Spektralsatz fiir normale Operatoren.

Sei T' e L(V,V) normal. Setze p := Min. Pol. (T"). Dann ist p = py---pg, wobei p; # p; fiir i # j
und fiir alle 7 ist p; normiert und irreduzibel (deg p; = 1 oder deg p; = 2).

Fiir jedes i sei W; := kerp;(T") der T-invariante Unterraum von V. Dann ist W, orthogonal
za Wi fiir i # jund V = Wy @ -- @ W, (das heifit V ist die orthogonale direkte Summe von
Wl, ey Wk)

Fiir den Beweis brauchen wir Hilfslemmata.

Lemma 28.10.
Sei T'e L(V,V) und W ¢V T-invariant, dann ist W+ ¢ V' T*-invariant.

Beweis:
Sei u € Wt we W und berechne (w | T*u) = (Tw | u) =0 fiir alle w e W. Also ist T*u e Wt. O

Fortsetzung in Skript 29.
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In diesem Skript werden wir zundchst einige Hilfslemmata beweisen, so dass wir den Spektralsatz
nachweisen kénnen. Damit beenden wir Abschnitt 21. In Abschnitt 22 kommen wir zurick
auf die Begriffe von Diagonalisierung. Mithilfe von (| ) erhalten wir diesbeziiglich stirkere
Aussagen als die vom Kapitel II1. In Abschnitt 23 untersuchen wir die Eigenwerte von normalen
Operatoren mithilfe vom Spektralsatz.

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ( | ) ein inneres Produkt auf V' und
TeL(V,V).

Bemerkung 29.1.
Da T = T** (siehe UB 11) wenden wir Lemma 28.10 auf 7* an und bekommen: W ¢ V ist
T'*-invariant = W+ ist T-invariant.

Lemma 29.2.
Sei T' normal, g(z) € K[x] und W :=ker g(7"). Dann ist Wt T-invariant.

Beweis:

Wir zeigen, dass W T*-invariant ist. Da TT* = T*T ist es einfach zu priifen, dass auch
g(T)T* = T*g(T). Sei u € W. Berechne: g(T)(T*(u)) = T*(g(T)(u)) = T*(0) = 0. Also ist
auch T*(u) € W. Bemerkung 29.1 impliziert nun: W+ ist T-invariant. o

Bemerkung 29.3.

Ist g ein Faktor von p := Min. Pol. (T'), dann ist ¢(7) nicht invertierbar. In der Tat, sei p = gh
mit 0 < deg h < deg p. Ware g(T") invertierbar , dann hitten wir
0=g(T)p(T)=9g(T)g(T)R(T) und damit h(T") = 0. Widerspruch zu deg p ist minimal.

Beweis von Spektralsatz (Satz 28.9)

e Wir bemerken vorab, dass W; T-invariant ist, fiir alle i = 1,...,k (s. Beispiel 21.2(2)).

e Sei p = py---pi die Primfaktorisierung von p (s. Satz 5.15). Wir miissen zeigen, dass p; # p;
fir alle i # j und dass V = W) & ... ® Wj. Beweis via Induktion nach k. Fiir k£ =1 ist nichts zu
zeigen. Wir nehmen an, die Behauptung gilt fiir £ - 1.

e Lemma 29.2 impliziert, dass Wi* T-invariant ist. Bemerke, dass p; = Min. Pol. (Ty,) (per De-
finition von W; und Irreduzibilitét von p;). Betrachte Ty, und bemerke, dass ker(Ty,:) = {0}
(z e Wi* und x € kerp;(T) = Wy = x = 0). Also ist pi(Ty,:) invertierbar und damit (wegen
29.3) ist p; kein Faktor von Min. Pol. (Ty,:) =: P (i.e. p; und P, sind teilerfremd). Aus Aufga-
be 9.3 folgt aber p = kgV (p1, P») = p1 Ps. Also ist Py = py---pg. Damit gilt py # p; fiir j=2,... k.
e Nun wollen wir die Induktionsannahme auf Ty,: und P, anwenden. Bemerke, dass W;*
auch T+-invariant ist (Lemma 28.10) und deshalb T}, . = (Tw,:)*. Da T normal ist, folgt
nun, dass auch Ty,: normal ist. Bemerke auch, dass kerp;(Tw,) = {0}, fir alle i = 2,...k,
da p; = Min. Pol. (Ty,) und p; und p; teilerfremd sind (wie im Beweis von 23.3 schreibe
I'=pi(Tw,) s (Tw,) + pi(Tw, ) q2(Tw, ) = pi(Tw, )g2(Tw, ). Es folgt, dass Wi =ker p;(Tyy,+).

e Nun kénnen wir die Induktionsannahme anwenden und bekommen also p; # p; fiir i # j,
i,j=2,...,l€undW1L=WQEB...EBW;€. O
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§ 22 Orthonormale Diagonalisierung

Korollar 29.4.
K =C. Sei T normal. Es gibt eine orthonormale Basis bestehend aus Eigenvektoren von T

Beweis:

Seien p, p; und W; wie im Spektralsatz. Fiir alle s = 1,...,k ist p; linear iiber C, p; = (x - ¢;).
Damit ist W; der Eigenraum zum Eigenwert ¢;. Wahle nun eine orthonormale Basis & fiir W
fir alle i = 1,...,k (G-S). Also besteht X; aus EigenV. zum EigenW. ¢; fir alle i = 1,... k.
Folglich ist X = X} u--- U &), die gewiinschte Basis. O

Definition 29.5.
Seien B, A € M,,,,(C).

(i) A ist normal, falls AA* = A*A

(ii) A ist unitér dquivalent zu B, falls es eine unitire U € M, ,(C) mit B = U"LAU gibt.

Korollar 29.6. (Matrixversion von Korollar 29.4.)

Sei A € M,,,(C), A normal, dann ist A unitér dquivalent zu einer diagonalen Matrix
D € M, (C).

§ 23 Anwendungen vom Spektralsatz

Korollar 29.7.
K =C, T ist normal. Es gilt: T ist Hermite’sch < alle Eigenwerte € R.

Beweis:

“=" Ist schon bewiesen worden.

“<” Seien alle Eigenwerte reell und J eine orthonormale Basis, bestehend aus EigenV. Also

ist
d; 0
D=[T]y = mit d; € R.
0 d,
Es ist klar, dass D Hermite’sch ist (D* = D! = D! = D). Also ist auch T Hermite’sch (siche
Folgerung 26.10(2)) o

Korollar 29.8.
K =C,T ist normal. Es gilt: T ist unitdr < alle Eigenwerte haben den Absolutbetrag 1.

Beweis:

“=" Ist schon bewiesen worden.

“«<” Seien die Eigenwerte 21, ...z, und J eine orthonormale Basis bestehend aus EigenV, so

dass
21 0

[T]j = =D.
0 Zn
Behauptung: D ist unitér.
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El 0
Berechne D* = Dt =
0 Zn
Z1 0 31 0
Also DD* =
0 Zn 0 Zn
2121 0
0 Znn,
( 1 0
= =1,
0 1

Also ist auch 7" unitér (siehe Folgerung 26.10(2)).



