5 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 0: § 4 Quotientenrdume

Es sei V' ein K-Vektorraum und W C V' ein Unterraum.

Definition 5.1.
Fiir alle a, € V gilt « =  mod W (Kongruenz: a kongruent zu f modulo W), falls a—g € W.

Lemma 5.2.

= mod W ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Beweis
(1) Reflexivia—a=0e W

(2) Symmetrisch: a —feW = —(a—0)=F—-—a W

(3) Transitiv: Sind a — € Wund f—~v € W,
soaucha —vy=(a—p)+(8—7) e W. O

Definition 5.3.
Zu o € V heifit
alw ={8 eV |a=pmod W}

die Restklasse (oder Nebenklasse) von a mod W.
{leJw | @ € V'} heiflen Restklassen von W.

Notation
V/W :={[a]w | a« € W}.

Bemerkung 5.4.
Offenbar ist [a]yw = {a + v | v € W}. Wir kénnen daher fiir [o]y auch a + W schreiben. Also
ist V/W:={a+W |aeV}.
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Definition 5.5.

(1) [alw = o+ W ist die Nebenklasse von v mod W. Ein 8 € [a]w heiit Reprdsentant der
Aquivalenzklasse.

(2) V/W := Menge der Nebenklassen. Versehen mit einer Verkniipfung +:
(a1 + W)+ (e + W)= (a1 +ag) + W
und einer Verkniipfung Skalarmultiplikation:

c-(a+W):=(ca)+ W fir c € K.

Lemma 5.6.
Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert, unabhéngig von der Wahl der Représentanten, i.e.

(a) a=ad"mod Wund =5 mod W = a+ =d + 5 mod W

() a =o' mod W und c € K = ca = co/ mod W.

Beweis
(a) a—a’eWund - eW=(a—d)+(B-p) =
—
€

(a+8)—(+p)eW=>a+8=d+ [ mod W.

b)) a—deW=cla—d)eW=ca—cd € W= ca=ca mod W. O

Lemma 5.7.
V/W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

Beweis

UA: Was ist 07

Ovyw = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.

Was ist eine additive Inverse?

(a+W)+ () + W) =04+W =W = 0yw. O

Notation und Bemerkung 5.8.
a:=a+ W. Also

(ii) a=0a+W=WeoaecW
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Satz 5.9.

(Die kanonische Projektion)

mw V= V/W

mw (@) := @ ist eine surjektive lineare Tranformation mit ker(my ) = W.

Beweis

7Tw<6041 + Oéz) = (COél + COéQ) + W = (COél + W) + (CO[Q + W) = C(Odl + W) + (042 + W) Sei

@ € V/W, dann ist @ = my ().
aEker(ﬂW)<:>a:0V/W<:>oz+W:W<:>ozEW.

Korollar 5.10.
dim W + dim(V/W) = dim V.

Beweis
Folgt aus Dimensionssatz, LAI Satz 18.2

Satz 5.11.

(Homomorphiesatz)

Seien V| Z zwei K-Vektorrdume und 7' : V — Z linear. Es gilt:
V/ker(T) ~ Ry.

Beweis

Definiere T : V/ker(T) — Ry mit T(a + ker(T)) = T(a) = T(a).
?

(i) Ist T wohldefiniert ? @ = o/ = T(a) = T() *
a—d eker(T) e T(a—d)=0T(a)=T()

(¢4) Linear ? B B B
T(aq +az) =T(ar +az) =T + az) = T(a1) + T(az) = T(ar) + T(az).
Analog zeigt man: Fiir c € K und o € V ist T(ca) = ¢T'(@).

(i3i) T(a) € Ry. Bsist T(@) = T(a). Also ist T surjektiv.

(iv) T injektiv ?

acker(T)eT@ =0&T(a) =0« acker(T) & a=0.Soist T injektiv.

Korollar 5.12.
Seien W, W’ Unterrdume von V so dass V =W @ W’. Es gilt:
waew

~ W
w

Beweis

g

V =W @ W’ bedeutet fiir alle v € V', dass genau ein w € W und genau ein w’ € W’ existieren,

so dass v = w + w'.
Definiere Py : V. — W'v = w'.

UA: Ist Py linear? Surjektiv?
vEker(Py) < Pyp(v) =0 uw=050veW.
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Korollar 5.13.
Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:
(V/W)* ~ wo

Beweis

Sei my : V — V/W. Betrachte ly, : (V/W)* — V*. Setze T := myy.

Es folgt aus Satz 4.2 dass: Ryt = (ker(T))O = WO, ker(T") = (Ry)° = (V/W)° = {0}.
Also ist T* reguléir und surjektiv auf W°.

Fragestellung
Sei W C V ein Unterraum. Was ist die Beziehung zwischen W* und V* ?

Korollar 5.14.
Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:
W~ V* /WO

Beweis

Id : W — V Identitatsabbildung

Id' v — W

Es folgt aus Satz 4.2 dass: ker(Id") = (Ryy)? = W°
Rig = (ker(Id))° = ({0})° = W™,

Ubungsaufgabe

Betrachte die Abbildung p : V* — W*; p(f) := f/W (die Restringierung).
Ist p linear? Was ist ker(p) ? Was ist R,?

Benutze Homomorphiesatz (nach der Berechnung von ker(p) und R,).



