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Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript werden wir das Charakteristische Polynom weiter analysieren, und in Satz
18.3 ein wichtiges Kriterium fir die Diagonalisierbarkeit folgern.

Bemerkung 18.0.
dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d, sind verschiedene Eigenwerte, «; ist Eigenvektor zum
Eigenwert d;. Setze D := {«y,...,a,}. Dann ist D eine Basis und

dy 0
0 d,
eine diagonale Matrix.

Korollar 18.1.

Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; verschiedene Eigenwerte. Fiir alle i € {1,...,k} sei
B; € Wy, linear unabhéngig. Dann ist B := Ule B; auch linear unabhéngig.

Beweis: ,

Sei L :={vy,...,v} € B. Betrachte eine lineare Kombination Z c;vj. Nun setze L; == Ln B; und
j=1

setze a; == Y cjv; (%)

U]'ELi
falls L; # @ (und «; := 0 per Konvention, falls L; = @). Dann ist «; € Wy,.
k

¢
Also ist 0 = chvj = Zai nur moglich, wenn o; =0 fiir allet=1,... k.

j=1 i=1
(Da sonst die «; # 0 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten und gleichzeitig linear
abhéngig wiren. Widerspruch zu Lemma 17.10!)

Nun sind die v; in (*) linear unabhéngig. Also ¢; = 0 fiir alle j wie behauptet. O

Lemma 18.2.
Sei dimV =n,T € L(V,V) und dy,...,d; die verschiedenen Eigenwerte von T'. Es gilt: T ist
k

diagonalisierbar < Z dim Wy, = n.
j=1
Beweis:
“=" Sei B eine Basis von Eigenvektoren. Setze B; := BnWy,.

k
Also ist B =) B;.

J=1

k
Setze {;:= |B; |. Alsoist n=|B|=)¢;.

j=1
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Behauptung:

gj = dim Wd]. .

Es ist klar, dass £; < dim Wy, . Ist £; < dim Wy,, dann existiert ein 3 € Wy, mit B} := B;u{3}
linear unabhéngig. Aber dann ist

B =Bu{} =B, B
J#i

linear unabhéngig (Korollar 18.1) und |B’ | = n + 1. Widerspruch (unmoglich).

k
“<” Sei Zdim Wy, =n und B; eine Basis fiir Wy, fiir jedes j =1,... k.

j=1
k
Setze B =) B;. Dann ist B linear unabhingig (Korollar 18.1)
=1
’ k k
und [B =) |B; | =) dim Wy, =n.
j=1 j=1
Also ist B eine Basis fiir V' und besteht aus Eigenvektoren von T'. Also ist T diagonali-
sierbar. O
Sei nun dimV =n, T € L(V,V) diagonalisierbar, di,...,d; die verschiedenen Eigenwerte und

D eine Basis bestehend aus Eigenvektoren (und geordnet, so dass die ersten Basisvektoren
Eigenvektoren zu d; sind, dy usw.). Dann ist

dy
0
dy
[T]p =
dp
0
d;
wobei fiir alle i € {1,...,k} erscheint d; ¢;-mal mit
0, = dim W,

k
und damit ist Char. Pol. (T) = [[(z - d;)". (%)

i=1

Umgekehrt, ist Char. Pol. (T") wie in (%) (mit d; # d; fiir ¢ # j und ¢; = dim Wy, ), dann ist T’
k

diagonalisierbar, weil Zdim Wa, =n ist (siche Lemma 18.2).
i=1

Wir haben bewiesen:

Satz 18.3.
Sei V endl. dim., T € L(V, V). Es gilt: T' ist diagonalisierbar genau dann, wenn

k
Char. Pol. (T) = [](z - d;)", wobei die Vielfachheit ¢; der Nullstelle d; dim W, ist.
i=1

Terminologie:
dim W, wird auch geometrische Vielfachheit der Nullstelle d genannt.
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Im Allgemeinen gilt:

Satz 18.4.
Sei dim(V') endlich, T € L(V,V). Sei d ein Eigenwert von 7" mit Vielfachheit p. Es gilt:
0= dlm(Wd) < u.

Beweis:
Sei {aq,...,a.} eine Basis von W,.
Ergénze zu einer Basis B = {a, ..., Qs Qp1, ...y} von V.
Es ist
d 0
B
A= [T]B = 0 d
0 C
Wir berechnen Char. Pol. (A) (siehe UB):
r—d 0
-B
det(zl - A)=det] O r—-d = (v -d)*det(xl - C)
0 xl-C
Also ist £ < p. |

Beispiel 18.5.
e T in den Beispielen 17.9. sind beide nicht diagonalisierbar.

5 -6 -6

oA - ( 14 2 ) ¢ My,s(R)
3 -6 -4

Char. Pol. (A) = (z-1)(z-2)%

4 -6 -6
A-T=| -1 3 2
3 -6 -5

Rang (A-1) # 3, weil det(A-1T) = 0 ist. Es ist klar, dass Rang (A-1) > 2. Also Rang (A-1T1) = 2.

3 -6 -6
A-2I=| -1 2 2
3 -6 -6

Rang (A-21)=1.

Also ist dim Wy, = 1 und dim Wy, = 2 und dim Wy, + dim W, = 3. Also ist T" diagonalisierbar:
Es existiert eine Basis D von R3, so dass

0

0 1.

2

mo-

10
0 2
0 0



