14 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In Skript 8 haben wir eine n-lineare Form ¢ als Abbildung mit Definitionsbereich My, (K)
aufgefasst. In diesem Skript werden wir diese Abbildungen genauer analysieren und ihre Eigen-
schaften studieren. Insbesondere werden wir die Determinante als solche betrachten.

Hier sei 0: K" x---x K® — K eine alternierende lineare Form und A € M,,,,(K).

Lemma 14.1.
Sei e eine elementare Zeilenumformung. Es gelten:

(1) 6(e(A)) =0(A); e von Typ 3;

(13) 0(e(A)) =-3(A); e von Typ 1;

(1ii) 6(e(A)) =cd(A); e von Typ 2.

(1v) Allgemeiner gilt: Ve e K:0(cA) = c"6(A).
Beweis:

(1) 6(z1+czo,29,...,2n) =0(21, 22,y 2n) + CO(22, 22, .-+, 2n) = 0(21, 22, .+, Zn).

(i) Folgt aus Lemma 7.8.

(77i) Folgt aus n-Linearitét.

(1v) d(cz1,c29,...,¢2,) = cO(21,C20, ..., C2n) = C20(21, 20, ..., C2Zp) ==+ = (21,29, ..., 2n). O
Lemma 14.2.

Fiir jedes A € M,,,,,(K) gibt es einen Skalar Ay # 0;A4 € K, und A4 hingt nur von A ab,
so dass: 0(A) = Au(r.z.S.F.(A)).

Beweis:
Ergibt sich durch wiederholte Anwendung von Lemma 14.1. Wir sehen, dass A4 ein Produkt
der Gestalt (=1)%cy ... ¢, fiir geeignete £,k € Ny und ¢y, ..., € K* ist. |

Bemerkung 14.3.

Fiir A € M., (K) gilt die folgende Dichotomie:

Fall 1: r.z.S.F.(A) hat eine Nullzeile oder Fall 2: r.z.S.F(A) = [,
(siche Skript 7 Lineare Algebra I; Bemerkung 7.3).

Also erhalten wir hier auch eine Dichotomie:

Fall 1: §(A) = A 0=0 oder Fall 2: 6(A) = A,d(1,,).
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Korollar 14.4.
d # 0 genau dann, wenn §(1,,) # 0.

Beweis:
“<": Klar.
“=7:(1,) =0->3d(A) =0 in beiden Féllen (1) und (2). m

Korollar 14.5.
Seien § # 0, A € M, (K). Es gilt 6(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar ist.

Beweis:
Folgt unmittelbar aus Lemma 14.2 und Korollar 14.4 weil: A ist invertierbar < r.z.S.F.(A) = I,
(siehe Skript 9 Lineare Algebra I; Satz 9.8). O

Definition 14.6. und Notation
A := alt(™ (K™) := die Menge der n-linearen alternierenden Formen auf K.

Bemerkung 14.7.
A ist ein K-Vektorraum; er ist ein Unterraum von LW (K™ x -+ x K™ K).

Korollar 14.8.

Seien 4y, d; n-lineare alternierende Formen auf K™. Es gilt d; = 5 genau dann, wenn 01 (eq, ..., e,) =
52(61, RN en).

Beweis:

Wir erinnern daran, dass (eq,...,e,) die Standard-Basis bezeichnet. Wir haben also §; =, € A,
und (6; —02)(1,) = 0. Aus Korollar 14.4 folgt 6, — 2 = 0. O

Korollar 14.9.
dim(alt™(K™)) < 1.

Beweis:
Sei 9 # 0,01 € A fest. Sei d, € A. Sei A € M,,.,,(K) wie im Fall 2 von Bemerkung 14.3.

Es gilt d2(A) = Audo(I,) = AA52(I")51(IH). (%)
I
Setze d = 2" ¢ K.
o (I,)
Aus () folgt nun: do(A) = dAA01(1,) = dd;(A) fiir alle A € M., (K).
Also ist 6y = db;. O

Wir werden nun zeigen, dass ein § € A existiert mit §(/,) = 1. Solch ein Funktional
0 ist wegen Korollar 14.8 notwendig eindeutig! Hierzu brauchen wir folgendes:
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Formelberechnung

21
Seien 0 € A und A = (aij)1<icn1<jen € Mpxn (K); A =

Zn
Wir schreiben z; = > a;;,¢;, in der Standardbasis.

ji=1
Wir berechnen:

5(A) - 5( Z A15, €515+ Z anjnejn) n—gn. (*)

Ji=1 Jn=1

' Z aljl...anjné(el,...,en). (**)

Fiir jeden Summand in (**), betrachte nun die Abbildung:
{1,...,.n} — {1,...,n}

e Wenn diese Abbildung nicht injektiv ist, dann gibt es eine Wiederholung in (ji,...,j,) und
damit ist 6(e;,,...,e;,) =0.

e Wenn diese Abbildung injektiv ist, dann ist sie eine Permutation 7 € S,, und damit ist
0(€jys---r€5,) = 0(er(1),-- -, n(ny) = sign(m)d(er, ... en).

Also konnen wir nun (%) umschreiben.
(x%) = > sign(m)air(1)-- - na(n)o (e, - .., )

TeSy
= Z sign(m)air@) - - - Ana(n)0(In)
TeSy
= 0(1,) Z s1gn(T)aix(1) - - - Anr(n) (% %)
TESH

Wir sehen also, dass 6([,,) = 1 eine Formel fiir 0 liefert wie in (% * *):

Satz 14.10.
Definiere fiir A = (ai;)1<icn1<j<n:

5("4) = Z Sign(ﬂ-)alﬂ(l) -+« Qng(n) (det)

TeSH

Dann ist ¢ eine n-lineare alternierende Form und erfiillt 6(7,) = 1.
Beweis:

e n-linear? Berechne
sign(m) [(alﬂ(l) + da’lﬂ(l))a%@) . anﬂ(n)] =
sz’gn(ﬂ) [(alﬁ(l)agﬂ(m .. .CLmT(n)) + d(a'hr(l)a%(g) .. .anﬁ(n))]

Usw. ..... Ubungsaufgabe.

e alternierend?
Sei 21 = 2y, 1.e. a1, = ay; fiir alle 1 <j <n, ie. aym(f) = agr(;y fiir alle 7€ S, und 1 < j <n.



Script 14: Lineare Algebra I1 4

Berechne (mit S, = A, u A4,(12))

6(A) = Z sign () A17r(1) A27(2) A37(3) " Anr(n)
TeApUA,(12)

= > sign(m) ain(1y Gan(2) A3n(3) * Gnn(n)
€Ay

M

+ Z [sign(w)(lQ)] A17(12)(1) A27(12)(2) @37(12)(3) **° Gnx(12)(n)

TeAn

Q)
In der Summe (II) bekommen wir:
Y [=sign(m)] aix(2) G2r(1) Q3n(3) ** Ann(n) =

TeAR

Y. [=sign(m)] air(1y G2n(2) A3r3) *+* Qnm(n

TeAR

Wir sehen also, die Terme kiirzen sich weg, i.e. in (I) bzw. (II): air(1) dar(2) = Gpr(n) und
—A17x(1) A27(2) *° Anx(n)s Le. (I) + (II) =0.

e Seci 0 # A diagonal; also ¢ # j = a;; = 0. Das heifit, dass die einzige Permutation, die einen
Beitrag # 0 bringt, diejenige ist, fiir die i = w(4) fir alle i € {1,...,n} gilt, i.e. 7= (1) die
Identitét in S,. Es bleibt also nur ein Produkt in (det) iibrig, ndmlich aq;a92:--ay, = 6(A),
insbesondere ist 6(7,) = 1. O

Korollar 14.11.
dim alt(™ (K™) =1 fiir alle n € N.

Definition 14.12. Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare alternierende
Form det auf K", wofiir det([,) =1 gilt.



