13 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Im Abschnitt 7 werden wir den Begriff “m-lineare Formen” einfiihren (eine natirliche Ver-
allgemeinerung vom Begriff “lineare Funktionale”) und in Abschnitt 8 werden wir besondere
m-lineare Formen studieren. Diese Vorarbeit ist fir die spdtere formale Behandlung der Deter-
minante notwending.

§ 7 Multilineare Formen

Definition 13.1.
Sei K ein Kérper und seien U,V K-Vektorrdume.

B:UxV — K

(2,y) — B(x,y)

ist ein bilineares Funktional (oder bilineare Form), falls gilt:
(1) B(errr + eaxa,y) = c18(w1,y) + coff(22,y) und

(2) B(x,dyyr +day2) = dif(x,y1) + daff (2, y2)

fiir alle x,x1, 20 € U, y,y1,y2 € V und ¢y, ¢9,dq,ds € K.

Beispiel 13.2.
VxV*— K

(2, f) — [, [], wobei [z, f]:= f(x).

Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern
(1) [erz1 + caza, y] = ci[x1,y] + o[22, y] und

(2) [z, diyn + doye] = di[z, 11 ] + do[2, yo].

Notation
LA (U xV; K) = die Menge der bilinearen Formen auf U x V. Sie ist ein Vektorraum (mit den

Verkniipfungen (181 + ¢o32) (2, y) = c181(x,y) + c2f2(,y) wie iiblich).

Definition 13.3.

Seien m € N und Vi,...,V,, K-Vektorraume. Ein m-lineares Funktional (Form) (oder multili-
neares Funktional vom Grad m) auf ¢; x --- x V},, ist eine Abbildung u:V; x ---x V,,, — K, so
dass fiir alle i € {1,...,m} gilt:

plag, ..., cop+% ., Q) =
cu(an, ..., oy e T I fiir a,v; € Vi; ce K.

M(alu"w Vi ,...,Oém)
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Notation
L) (V) x -+ x Vs K) = K-Vektorraum der m-linearen Formen.

Bemerkung 13.4.
Sei p multilinear. Wenn «; = 0 (fiir irgendein ), dann gilt p(oq,...,q, ..., ) = 0.

§ 8 Alternierende multinineare Formen auf K"

Definition 13.5.
Sei n e N und V = K™. Eine n-lineare Form

0:K"x o x K" — K
———
n—mal

ist alternierend, wenn fiir alle (z1,...,2,) wofiir es ¢ # j gibt mit z; = z;, gilt 6(2,...,2,) =0.

Konvention
d wird auch als Abbildung auf K™ = M, (K) aufgefasst, ndmlich

Z1

5(14):5(21,...,,2”)7 WObeiAZ :

Zn
i.e. z; ist die ite Zeile der n x n-Matrix A.
Lemma 13.6. Sei 0 alternierend. Es gelten:
(i) z1,...,2, sind linear abhéngig = d(z1,...,2,) = 0.

(ii) Firallei4 5 gilt 6(z1,. ., 20,02y ooy 20) = =0(21, ooy Zjy ooy iy oo ey ). )
Es gilt allgemeiner, dass 0(2ra1y; - - -, Zr(n)) = sig(7)d(21, . . ., 2,) fiir alle 7 € S,,. Siehe UB.

Beweis:
n-1
e Ohne Einschrankung nehmen wir an Z c;z; fiir geeignete c¢q,...,¢,1 € K.
i=1
Wir berechnen:
n-1 n—1
5(2’1, o I Z cizi) = Z Ci(S(Zl, .. .,Zn_l,Zi) =0.
i=1 i=1
e Wir berechnen:
0 = 0215 Zi+ 2y 2+ Ziy ey 2n)
= 0210 ey iy Zj+ Ziy ooy 20)
+ (5(217-"7Zj7-"72j+Zi7--'7zn)
= (215 Zige ooy Zjyenns Zn)
+ 0(Z1y ey Ziy ey Zin ey Zn)
+ 0(21, - 2y By 2n)
+ 0(21, -y 2y By ey Zn)-

Also: 0=06(21, ..., Ziye vy Zjy ey 2n) = =0(21, .oy Zjy oo Ziy - ., Zn) Wie behauptet. ]
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Bemerkung 13.7.

(1) Wenn Char(K) # 2, dann gilt auch die Umkehrung von Lemma 13.6 (ii); d.h. wenn 0
Lemma 13.6(ii) erfiillt, dann ist § alternierend:

Sei z; = z; fiir i # j. Da 0 Lemma 13.6(ii) erfullt, ist
021y ey Ziy ooy Zig ey Zn) = =O0( 21y ooy Zin ooy Zig ey Zn)-
Da Char(K) #2 gilt Va e K:a =-a = a =0. Insbesondere 6(z1,...,2i,...,2i,.--,2n) = 0.

(2) Gegenbeispiel fiir den Fall wo Char(K) = 2.
Betrachte folgende bilineare Form auf Fy x [Fy:

d((a,b),(c,d)) = ac+bd.

Dann gilt §((a,b), (¢,d)) = -0((¢c,d), (a,b)) immer, jedoch ist z.B. §((1,0),(1,0)) =1 #0.



