19. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Lothar Sebastian Krapp, Gabriel Lehéricy

Erinnerung

Bemerkung
Notation

Bemerkung

Terminologie

Beispiel

SS 2016: 21. Juni 2016

Sei K =R, oder C, V ein K-Vektorraum mit (z | y) € K.

Definition
Ein inneres Produkt auf V ist eine Abbildung
VxV—K
(z,y) — (z ] y),
so dass

(1) (z|y)=(y|=)
(2) (c,z1+cre |y) =z | y) +ca(z2 | y)
3) (z|z)20und (z |2)=0<2x=0

(z|x)=(z|x),alsoist (x| x) eR.

(z | x):=|z|? und |z| :=+/(z | ) (Norm von z)

Es gilt

(1) [ex] = lel

(i) (2') (| +coy2) = (i + oy | ) =cr(yn | @) + caye | ) =

aly [ 2) +e(y: [ 2) =a(z | y) + (2 | ya)

Wenn K = R, heiit V' FEuklischer Raum und das innere Produkt (|) heifit
symmetrisch bilineare positiv definite Form.

Wenn K = C, heifit V' hermitescher Raum, unitdirer Raum und das innere
Produkt (|) ist hermitesch symmetrisch (1), konjugiert bilinear (2) und (27)
positive definite Form (3).

auf V' = K™. Das Standard-Innere-Produkt x = (e1,...,€,),y= (M1, -, 1)
(v |y)= Z&‘m
i=1
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Definition (i) z,y sind orthogonal, falls (z | y) =0 (Aquivalent (y | z) = 0).

(it) Wy, Wo €V sind orthogonal, falls (z | y) = 0 fiir alle z € W; und fiir alle
ye Wy

(ii1) S <V ist orthonormal, falls (z | y) =0, wenn x # y und (z | y) = 1, wenn
z=y. Also S ={xy,...,2,} ist orthonormal, falls (z; | z;) = d;;

(iv) S ist wollstindig orthonormal, falls S orthonormal und maximal
(beziiglich Inklusion) fiir die Eigenschaft “orthonormal” ist.

Bemerkung (i) S ist orthonormal = S ist linear unabhéngig.

Beweis
Yer;=0=0= (Zcixi | $j) = Zcz‘(l’z‘ | xj) =G

(ii) dimV =n = |S|<n fir S orthonormal.

Definition  orthogonal dim(V') = maz{|S| | S orthonormal}
Bemerkung orthogonal dim(V') < dim(V")

Notation St:={x eV | (z|s)=0 fir alle s € S}

Bemerkung  (;) St ist ein Unterraum.

Beweis
0=(0]y)={0}cS".
Fiir 1,20 € St;ce K:(xy+cxe | s)= (a1 | s)+c(xe ]| s)=0+0=0

(i) Sc(St)t:=84"
(ii7) span(S) c St

Definition W cV ist ein Unterraum. Wt ist das orthogonale Komplement.

Satz 1 (Bessel’s Ungleichung)
Sei S ={z1,...,x,} orthonormal, z € V. Setze ¢; := (z | z;). Es gelten

(1) X laif* <[

(i) o' =2 - Y ¢z, ist orthogonal zu x; fiir alle (j=1,...,n)
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Beweis 0< (2 |2')=(x - Y x| v - Y cay) =
(z]z)- ZCz’(xi | z) - Zc_z‘(x | ) + ;Cz‘c_j(% | 2;) =
|z]? - ZCZCZ Z Gici + Zczcl |z]? - Z |cil?.
Damit ist (i) bewiesen. Z
(2" | z;) = (x| j) = > ci(w; | z;7) = ¢j — ¢; = 0. Damit ist (ii) bewiesen. O
Satz 2  (Charakterisierung von Vollstandigkeit)
Sei S ={x1,...,z,} orthonormal. Folgende sind dquivalent:
(i) S ist vollstandig.
(it) Aus (x| x;)=0firallei=1,...,n folgt 2 =0.
(i7) spanS =V.
(iv) z =Y (x| ;) firallez e V.

(v) (z]y)= Z(J: | ;) (x; | y) fiir alle z,y e V.

(vi) |z>=3] | (@ | @) [* fir alle z e V.

Beweis (i) = (i1)
x #0. Setze x4 = m Dann ist {:Ul, <+ Ty, Tpy1 ) orthonormal.

[(aan | ) =0 und (21 | @0e1) = (o | 2) = 1]

(id) = (iif)
Sei xz € V,x ¢ spansS, dann ist z' =z - Y (z | z;)x; # 0 und (Satz 1) ist zu jedem
x; orthogonal. Widerspruch.

(iii) = (iv)

sei x e Viw =Y ¢y, also (x| x5) =Y ¢i(x; | z5) = ¢j.

(iv) = (v)

(Bt 1500 | S0l = Do 12T 1) = S ) )

(v) = (vi)
(z]2)=Y (x| z)(zi | 2) = Y(x | @) (x [ 25) = 3 (| 2:) [

(vi) = (1)

sei x ¢ S. Wenn S u{z} orthonormal ist, dann ist
n

|z ]|* = Z| (z | x;) P=0= (x| x)# 1. Widerspruch. O
i-1
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Satz 3

Beweis

Definition

Proposition 1

Beweis

Bemerkung
und Definition

(Schwarz)
| (& [y) [< ] Tyl

y =0 ist klar.
Sei y #0;y; := H_zH ist orthonormal und Bessel impliziert

| (@) P <)

Also |z | 9)f < =2 = | (= | y) < 2] Jy)>.
o(z,y) = [z -yl

(i) 0(z,y) = 0(y,x)
(it) o(x,y)20;0(x,y)=0=x=y
(i1i) 6(x,y) <0(xz,2) +0(z,y) (A Ungleichung).

(iv) d(z,y)=d6(zx+z,y+2)

In der 20. Vorlesung.

Ein inneres Produkt definiert also auch eine Norm:
K =R,C,V ist ein K-Vektorraum

V — R,

z — [z

ist eine Norm, falls

(1) 2=0<|z]=0
(i) Jex] =1l ]

(@ii) [z +yl <]+ 1yl



