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(1) V ist ein K-Vektorraum, 7' € L(V,V),c € K ein Eigenwert, £ € N v; e V.
(v1,...,v,) ist eine Jordankette der Linge ¢ zum Eigenwert c, falls

(T - cl);

Vi-1 i:2,...,£

(T-cl)vy = 0 und vy #0
(2) (v1,...,v) ist eine Jordankette = {vy,...,v;} (:= B’) linear unabhéngig.
W = span{vy, ... v} ist T-invariant und
c 1 0
(Tt s = P < Jy(c) == Jordanzelle der Dimension
LGN S| ¢ zum Eigenwert ¢
0 - -

(Ubungsblatt Nr. 10)

(3) Seien W c V, W’ cV Unterrdume; W' ist Komplement von W in V|
falls V=W e W’

(i) Komplemente existieren und sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

(#i) Sei W €V ein Unterraum und vf,...,v} € V linear unabhingig, so dass
span{vi,...,v}} n W = {0} sind. Dann kann man {v{,...,vl} zu einer
Basis von einem Komplement von W in V' ergénzen.

Jordan Normal Form

Sei V' ein K-Vektorraum, dimV' < oo, T" € L(V, V). Sei Min. Pol. (T") = (z —¢)"
mit ¢ € K. Dann hat V' eine Basis aus Jordanketten zum Eigenwert c. Die
langsten Ketten haben die Lénge r, die Anzahl der Ketten in jeder Lange ist
eindeutig bestimmt.

Behauptung

Seien v, ... v® € ker(T —cI)J linear unabhingig und

span{vt,... v} nker(T - ¢l)i=' = {0}, dann sind

wl = (T -cl)vt,...;,ws = (T - cl)v® € ker(T — ¢I)77! linear unabhéngig und
span{w!, ... w*} nker(T —cl)’=2 = {0}.

Beweis der Behauptung
0=(T-cl)ivi=(T-cl) (T -cl)v'. Also w® e ker(T —cl)i~1.

———

w?

Sei nun )" ¢;w' =0 mit ¢; # o fiir ein 4, so Y ¢;(T - cI)v’ = 0.

i=1 i=1
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Beweis

Fortsetzung:

So (T'-cl) ) cv' =0. Also Y ¢;v* e ker(T = cI)7™, weil (T - cl)I1(X cvf) =

(T = eI)i2 (T = eI) (S e = 0.
0

Also ist )" ¢v' € span{v',...,v*} nker(T - cI )’
i-1

Also ist Zc,-vi = 0 mit ¢; # 0 fiir ein 4. Widerspruch, da {vq,...,vs} linear

=1
unabhéngig sind.

Betrachte nun Y, c;w?, so dass (T —cI)i=2(¥ cw?) = 0.
Dann ist (7' - cl)’ (X o) =0, 50 Y evi =0 so (T —cl)(X cvt) =0,
Also Y c;(T -cl)v' =0 =Y cuw'. o

Wir bauen nun eine Basis aus Jordanketten folgendermaflen:
(Beachte, dass ker(T' —cl)c...Cker(T -cl)"=V.)
Setze n, = dimker(7T —cI)" —dimker(T —cl)" ' und V =V, @ker(T —cl) .

Sei {v},...,v;"} eine Basis fur V.

Betrachte nun ker(T' —cl)™'=V,.y @ker(T —cl)"2.

Setze vl | == (T —=cl)v},...,v' == (T = cl)v eker(T - cI)™! und ergénze zu
einer Basis von einem Komplement von ker(7 - ¢l)"2 in ker(T —cI)™1:
{ol .ot ot

Also n,—y =dimker(7 - cI)"~! —dimker(7 - ¢I)"2 - n,.

Wir verfahren so weiter. Im letzten Schritt bekommen wir

vi=(T-cl)vd, ..., 077" = (T = cl vy welches wir zu einer Basis von
ker(T —cI) ergénzen:

1 Np+-tng | Nptetno+l Ny+-+n2+n1
(P U ooy U .

Dies ist die Gestalt der Gesamtbasis fiir V', die wir erhalten:

1 n
Upyoony Up"

1 Ny nr+1 N +Np-1
Up_gyeor Upyy U1 0,0,

1 n np+1 ' Ny +Np—1 Np+-+ng+1 ‘ N+ +N2+n1
Viyeea5U17, v, 0 T (U ooy U

Ny Nr_1 n

Jordanketten Jordanketten Jordanketten
der Lange r der Lange r—-1 ..., der Lange 1 O

Bemerkung Die Matrixdarstellung in der Basis der Jordanketten ist

J(c)

J.(c)

A, = wobei J;(c) n;-mal erscheint.
0 Jl(C)

Ti(e) ]
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Korollar

Beweis

Bemerkung

Korollar

Sei V' ein K-Vektorraum, dimV < oo, T € L(V, V). Falls Min. Pol. (T') (oder
Char. Pol. (T')) zerfallt iiber K, dann hat V eine Basis von Jordanketten zu
den verschiedenen Eigenwerten. Die Anzahl der Jordanketten in jeder Lange
ist eindeutig bestimmt.

Min. Pol. (T') = (z —c1)"+(x = cx)"*

V=W, &-&W; mit W; T-invariant und Min. Pol. T ty,= (z — ¢;)" (Prim-
zerlegungssatz).

Jordan Normal Form liefert Basen B, von Jordanketten fiir 7" ty, und jeden
C;.

k
Setze B = JB,, (die geordnete Basis). m
i=1
k
Sei V =Wi@---@W,,, W, T-invariant. BB; = Basis fiir W, B = U B., (die geordnete
i=1
Basis). Es gilt
Ay

[T]s =
Ay

wobei A; = [T tw, ]z,

k3 K3

(Ubungsaufgabe, Ubungsblatt Nr. 10)

Sei K alg. abg., V ein K-Vektorraum und 7" e L(V, V).

Es gibt eine Basis B von V, so dass

A,

[T]s =

A

wobei ¢4, ... ¢ die Eigenwerte von 7' sind und A., wie vorher beschrieben.

Ck



