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Erinnerung (Quotientenraum) und direkte Summen aus Lineare Algebra I:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Sei W ¢V ein Unterraum. V/W = {a+W |a € V} mit c(a+W) = ca+ W
fir ce K und (ca+ W)+ (B+W) =(ca+ )+ W fir a,feV.
Bezeichnung: o+ W :=a.

Kanonischer Homomorphismus
V> VW
m(a) = a+ W ist surjektiv mit kerm = W.

Isomorphiesatz
Sei ¢ : V. — U ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen. Es gilt:
V/kerp ~Im .

Seien Wy, W5 ¢ V' Unterrdume. Man schreibt V' = W @ W, (direkte Sum-
me), falls V= Wy + Wy und Wy n Wy = {0}. Das heifit fiir alle a € V
existiert genau ein (wy, ws) € Wi x W, so dass o = wy + ws.

Projektion Homomorphismus

Wi @ Wy > Wo; m(wy +ws) := wy ist surjektiv mit ker 7w = Wy. Also gilt

W, e W,

~ Ws.
W, 2

Die Abbildung _
T:VIW VW

(fiir W € V' T-invariant, wobei T' € L(V, V")) wird so definiert:
T(a)=T(a+W):=T(a)+W =T(a).

Sie ist wohldefiniert, i.e. a1 + W =g + W = T(ay) + W = T(ag) + W,
weil oy —ap e W= T(a1-az) e W= T(ay)-T(x) e W =T(ay)+W =
T'(az)+W. Sie ist auch linear (Ubungsaufgabe). Also T" e L(V /W, V |W).

Satz 1 Sei V endl. dim., W c VT e L(V,V) und W T-invariant. Sei B’ eine Basis fiir
W, ergénze zu einer Basis B =B’ uB"” von V. Es gilt:

A‘Z[T]B=(lg 5)7

wobei B = [Ty g und D = [Tlgr. (B" := {a;a € B"})
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Lemma

Beweis
vom Satz

Wir brauchen ein Lemma:
Sei V' endl. dim.
(1) Sei W < V ein Unterraum; B’ ¢ W eine Basis fiir W, B’ u B” eine
erginzende Basis fiir V. Dann ist B” eine Basis fiir V/W.

(2) Umgekehrt sei {Vy41,... @y} eine Basis fiir V/W, dann ist
B'u{a41,...a,} eine Basis fir V. (Ubungsaufgabe, Ubungsblatt) O

Setze r:=dimW; B ist rxr. Also ist B={aq,...,Q, Qi1 ..., 00}

Die Aussage iiber B ist bereits in der 15. Vorlesung bewiesen worden.

Wir analysieren die (n —r) x (n—r)-Matrix D. Die Matrix A = [T']g ist durch
die folgenden Gleichungen definiert:

T(ey) =) Aja; fir 1<i<n ()
j=1
B (T()]g | | [T(an)]s
A= 177
B={a,...,00,0n1,...,0,}
| B |=r | B |=(n-7)
zgﬁ = {(¥T+17' "7Zf;}
—
| B"” |=n-r
At A,
B : :
A= o 14T(T+1) fqrn
Aanygeny | | Agaiyn
/4n(r+1) fqnn

oder fiir 1<i<n

T(Oéz) = Z;Ajiaj + Z AjiOéj
j=

J=r+l1
— (*%)
L. eWw
und damit ist:
T(a;)= Y Ajo;=T(a) firr+1<i<n O

g=r+l
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Korollar 1

Korollar 2

Bemerkung

Beweis

Korollar 3

Beweis

Char. Pol. T'" = (' Char. Pol. Ty/)( Char. Pol. T). (Fiir Min. Pol. T siehe
Ubungsblatt 9, Aufgabe 9.3.)

T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Char. Pol. (T") im Produkt von linearen
Faktoren iiber K zerfillt.

Wir haben schon diese Tatsache bewiesen. Hier geben wir kurz einen zweiten
Beweis (mit 7y und 7).

“=" wie im 1. Beweis

“«<” Per Induktion (nach dim V)
(wir wollen eine Basis B fiir V, so dass die Matrixdarstellung von 7" ein
Dreieck ist.)
Anfang: n =1 ist trivial. I. Annahme: gilt fiir n - 1.
Sei ¢; ein Eigenwert von 7' und a4 # 0 ein Eigenvektor dazu.
Setze W := {cay;c € K}. Es ist klar, dass W T-invariant ist.
Betrachte V/W und T € L(V /W, V /W). Nun ist dim V /W = (n - 1).
Wir haben
Char. Pol. T = (Char. Pol. Ty, )(Char. Pol. T') €]
Tw € LW, W) und Tw(a) = ¢y fiir alle o € W (weil T'(a) = T'(cay) =
cT(aq) = ceran = creaq mit « = cayq).
Also ist Ay = [Tw ]{a,y = [c1] und det(z] - Aw) = det(z.1-c1) = (z-c1).
Also bekommen wir mit () Char. Pol. T' = (2 - ¢;) Char. Pol. T. Wir
sehen also, dass auch Char. Pol. T im Produkt von linearen Faktoren

iiber K zerfdllt. Die I. Annahme liefert nun eine Basis Ba, ..., Bn von
V /W, wofiir die Matrixdarstellung von 7" eine obere Dreiecksmatrix ist.
Setze B ={a1, B2, ..., 0u} m]

Nun betrachten wir diese Aussage fiir Min. Pol. (7).
Sei V endl. dim., T e L(V, V). T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Min.
Pol. (T") im Produkt von linearen Faktoren iiber K zerfillt.

Wir zeigen: Char. Pol. (T") zerfillt im Produkt von linearen Faktoren tiber K
genau dann, wenn Min. Pol. (7') im Produkt von linearen Faktoren iiber K
zerfallt.

“=" Min. Pol. (T") teilt Char. Pol. (T"). Da lineare Faktoren irreduzibel sind,
folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[z], dass auch
Min. Pol (T") ein Produkt von linearen Faktoren ist.

k
“<=" Sei Min. Pol. (T') = [](z - &)

1=1
Min. Pol. (T') teilt Char. Pol. (T') und beide Polynome haben dieselben
Nullstellen in K (und in jeder Korpererweiterung).
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Beweis «—” Fortsetzung:

Also Char. Pol. (T") = Min. Pol. (T') ¢(x) mit q(z) € K[z]; nun ist ¢(z)
reduzibel in einer alg. abg. Korpererweiterung C' 2 K und zerfillt im
Produkt

¢
q(z) = [[(z - d;) tiber C.

J=1

Wir behaupten, dass d; bereits in K liegt und d; = ¢; fur geeignetes 1.
Dies gilt, weil d; sonst eine Nullstelle von Min. Pol. (7)) mit d; e C\K
wére (L.e. dj € C aber d; ¢ K).

Dies ist aber unmoglich, da Min. Pol. (T") bereits alle seine Nullstellen
in K hat. m]



