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§ 9 Eigenwerte und Eigenvektoren

(a) Seien V ein K-Vektorraum und 7 € L(V, V). Dann ist ¢ € K ein Figenwert
von T, falls ein a € V' existiert mit o # 0 und

T(a) = ca.

(b) Sei a € V und T'(«) = car, dann heiflt o Figenvektor (zum Eigenwert c).

(c) W. :={a eV | T(a) = ca} ist ein Unterraum, der Eigenraum (zum
Eigenwert c).

W.=ker(T —cl), dh. W.={a | T(a)=ca}={a| (T -cl)a=0}.
c ist also Eigenwert genau dann, wenn (7" - ¢l) singulér ist.

Sei V endlich dim., T e L(V,V),c € K. Aquivalent sind:
(i) cist Eigenwert von 7.
(it) (T - cl) ist nicht invertierbar.

(ii7) det(T'—cl) =0.

det(T'—x1I) ist ein Polynom von Grad n (die Eigenwerte sind also genau dessen
Nullstellen).

Sei B eine Basis von V. Sei A € Mat,x,(K), A=[T]g. Esist A—xI = [T-zI]p.
Nun ist

T —an —Q1n
Bi=xl-A-= —a921 mit b” = (.Z' - Clii)
T = Qnp
det B = Z (sign T) bir(1) = bprn)
T€SH
Falls # 0.

deg (517(1) bm-(n)) = |{Z € {1, . ,n} : T(Z) = Z}|

Also ist [ [(z—aj;) der einzige Term (Hauptterm von Grad n). Wir sehen also,
i=1

dass deg (Z(sign 7) birqy - bm(n)) =n und auBerdem, dass det(z] - A) ein

=
normiertes Polynom ist. ad
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¢ € K ist ein Eigenwert von A € Mat,.,(K), falls (cI — A) singulér ist. Also
sind die Eigenwerte von A die Nullstellen von det(xl — A) wie oben.

f(x) :=det(xzl - A) ist das charakteristische Polynom von A.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Fiir B = P-LAP gilt
det(zl — B) = det(xl - P'AP) = det(P~'(xl - A)P) = det P~tdet(z] -
A)det P =det(xzl - A). O
Sei V' endlich dim; T"e L(V, V).

Char. Pol. (T") := Char. Pol. ([T']g)

fiir irgendeine Basis B von V' (und damit fiir jede Basis).

T kann also nicht mehr als dim(V') Eigenwerte in K haben.

(i) A:(? > )eMatQXQ(R)

hat keine reelle Eigenwerte, weil det(xl — A) = 2% + 1 keine reellen Null-
stellen hat.

31 -1
(i1) A( 2 2 -1 )eMatgx:s(]R)

22 0
r-3 -1 1
Char. Pol. (A)=| -2 2-2 1 |=23-522+8zx—-4=(x-1)(xz-2)%
-2 -2

Eigenwerte c=1, c=2¢R.

c=1 ker(A-1):=W,;

21 -1
A-1T-= ( 2 1 -1 ) hat Rang =2, also dim(ker(A-1)) = 1.
2 2 -1

Wir wollen eine Basis fiir W, finden. Lose
T 0
(A - I) T2 = 0
XT3 0
ay = (1,0,2) ist eine Losung und {ay } ist eine Basis fiir W;.

c=2 ker(A-2I):=W,

11 -1
A-2I=| 2 0 -1 ) hat Rang =2, also dim W, = 1.
2 2 -2

Finde Losung wie oben.
ag =(1,1,2) und {ay} ist eine Basis fiir W.
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Seien v; # 0;v; € V. v; ist Eigenvektor zu Eigenwert ¢; fir i = 1,..., k. Falls
c; #c;firi#jmiti,je{l,... k}, dann ist {vy,...,v;} linear unabhéngig.

Bemerke, dass v € Vv # 0 = v kann nicht Eigenvektor zu verschiedenen Ei-
genwerten sein.

Wir fithren einen Beweis per Induktion: k = 2.

Ist vg = cvq, so ist vy € W, also ist vy ein Eigenvektor zur ¢; und ¢y # ¢1.
Widerspruch.

Indutkionsannahme gelte fiir £ — 1.

k-1
Seien vy, ..., v linear abhéngig. OE haben wir also v = Z v;
i=1
k-1 k-1 k-1
T(vg) = cpvg, = Cg Z v; und T'(vy) = Z T(v;) = Z Civ;
1 - i=1 =1 =1
:>CkZ'UZ'= ZCﬂ)i
i=1 i=1
k-1
= Z(Ck - Ci)vi =0
i=1
= o
7A ck—Ci=0=c¢=c¢ (miti=1,....k-1).
Widerspruch. O

Seien dimV = n,T € £(V,V). Nimm an, dass T" n-verschiedene Eigenwerte
di,...,d, in K hat. Dann hat V' eine Basis D, bestehend aus Eigenvektoren
von T

Seien dimV = n,T € L(V,V). T ist diagonalisierbar (iiber K), falls V' eine
Basis bestehend aus Eigenvektoren von 7' hat.

Seien dy,...,d, verschiedene Eigenwerte von 7" und D eine Basis wie im Ko-
rollar. Dann ist [T']p diagonal.



