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dim(alt™ (K™)) = 1.
Das heifit §(A) = det(A)d(1,) fiir A€ M, (K) und 6 € alt(™.

Da det € alt™ und det # 0, ist dim(alt(™) = 1.
Sei § € alt(™. Also ist § = ddet fiir d € K. Nun muss gelten 6(1,,) = ddet(1,),
also d =46(1,). i

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. § € alt( (R") ist analog definiert. Der
Hauptsatz gilt auch in diesem erweiterten Rahmen:
Sei A € Myxn(R); A = (aij)1<icn,1<j<n- Definiere:

det(A) = Z sign(m)a1x(1) " Anr(n)-

weSy

Dann ist det die eindeutige Funktionale ¢ € alt(™(R") mit der Eigenschaft
6(1,) = 1.

R = K[z].

x 0 —x?
01 0
10 a3
Sei 6 € alt®) (Ms,3(R)) : 6(A) = §(we, — 22e3, 69,81 + 23e3),

wobei &1 = (1,0,0),e9 = (0,1,0) und €3 = (0,0,1) (die Standard-Vektoren).
6(A)

A:

xd(e1,80,61 + x3e3) — x20(e3,89,61 + 13€3)
x6(€17827 81) + .T45(51,€2, <C33) - x25(€3782781) - ‘r55(€37€2783>
(I4 + I2)6(81,€2, 83).

Sei A € M,,(R). Es gilt: det(A) = det(AT).

TY. - T _
(AT)ji = Aij oder aj; = aj

Betrachte
n n n n n T
H Qi (i) = H Qi = H ij = H Ar-1(5)j = H Ajr-1(5)
i=1 i,j=1j=m (%) ij=1li=m"1(5) =1 J=1

fir me S,,.

Wir berechnen nun

det(A) = > sign(r) E Qin(iy = D sign(ﬂ’l)gaﬁr,l(j) = det(AT). i
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Satz 2

Beweis

Korollar

Beweis

Notation

Satz 3

Korollar

Beweis

det(AB) = det(A)det(B), fiir A, B € M,x,(R).

<1
Fixiere B € M, (R). Definiere 5(A) :=det(AB); A =
Zn
Also dp(z1,...,2,) =det(z1B,...,2z,B).
n linear?
Sp(z1+czy, 20, ..., 20) =det((21 +¢2)B, ..., 2,B) =
det(z1B, 2B, ..., 2,B) + cdet(2,B, 2B, ..., 2, B).
alternierend?
0(2z1,21,- -, 2n) =det(z1B, 1B, ..., 2,B) = 0.
dim(alt(™) =1 = dg(A) =det(A)dp(I,) = det(A) det(B). O
Sei A invertierbar. Es gilt det(A~1) = [det(A)]*.
det(AA1) =det(A)det(A1) =det(1,) = 1. O

Sei A€ M,,(R) und 4,5 € {1,...,n} fixiert.

Ali | j] ist die (n—1) x (n—-1)-Matrix, die man nach Entfernung der i-ten Zeile
und j-ten Spalte von A bekommt.

D;;(A) :=det(A[i | j]).

Fixiere j mit 1 < j <n. Betrachte
0(A) =Y (1) ay; Dy;(A).
i=1
Es ist § € alt™ und §(I,) = 1.

(Spaltenentwicklung:)
Sei A€ M,,(R). Fiir jedes 1< j <n gilt

det(A) = i(—l)i+jaz‘jDij (A).

i=1

von Satz 3:
fir A=1,;a;; =0, wenn ¢ # j. Also betrachte nun 7 = j, i.e. a;; = 1.
Wir bekommen 6(1,,) = (-1)%.a;; det(,-1) = (-1)¥.1.1 = 1.

alternierend?
21

Sei A=| : | und seien z = z, fir k < £.
Z’n

Falls i # k und i # ¢, hat A[i | j] zwei gleiche Zeilen. So D;;(A) = 0.
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Beweis, Forts.

Also betrachten wir nur 7 = k£ oder 7 = ¢:

6(A) = (-1 ag;Dy;(A) + (=1)*ay Dy (A)

= (=D"ar; Dy (A) + (-1)*ag; De; (A) )
weil ag; = ay; ist.
Betrachte:
Z1
27 :
: Zy
Alk [ §]=] % | und A[¢|j]=|
Zk:.+1 -1
: Z€_+1
z; :
=

(D (I1)

(I): z; = #; ist hier von der (£ —1)-ten Zeile.

(II): z; = z;, ist hier von der k-ten Zeile.

Ein Vergleich von (I) und (IT) ergibt: A[k | j] und A[¢ | j] haben die gleichen
Zeilen, bis auf die Permutation der Zeilen!!

Man kann aber durch wiederholte Zeilenumformunten aus Typ 1 A[¢ | j] aus
Alk | j] erhalten, indem man die (¢ - 1)-te Zeile in (I) bis zur k-ten Zeile in
(IT) riickt. Dafiir benotigt man (¢ — 1) — k Transpositionen [:= Permutationen
der Gestalt (/-1 /¢-2),dann ({-2 ¢-3)---bis ({-({-k-1) (- (L-k)) ie.
bis (k+ 1 k)].

Zusammenfassend: Setze m:= (k+1k)---({-10-2);m e S,1.
sign(m) = (=1)ED=F Also Dy;(A) = (-1)EDFDy;(A).
Zuriick zu (*):
0(A) = (1) (=1)Far; Dy (A) + (-1) 1 Hay; Dy (A) |

1. Term 2. Term

Aber (-1)F = —[(~1)2-1-F] = (=1)2(t-D)k,
Also kiirzen sich 1. Term und 2. Term ab und damit ist §(A) = 0 wie behauptet.

n-linear?

Hinweis: Ubungsaufgabe, Ubungsblatt: Zeige: fiir ¢, j fixiert ist a;;Djjca)y eine
n-lineare Funktion in A.

Eine lineare Kombination von n-linearen ist n-linear. Also ist § n-linear. O



