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Alle Ringe seien kommutativ mit Eins.
Aufgabe 8.1

(a) Seien θ eine Nullstelle von x3+2x+1 ∈ Q[x] und K = Q(θ). Zeigen Sie,
dass Z[θ] = OK .

(b) Seien θ eine Nullstelle von x3 + x+ 4 ∈ Q[x] und K = Q(θ). Zeigen Sie,
dass Z[θ] = OK .

Aufgabe 8.2
Sei K/Q eine endliche Erweiterung vom Grad n. Seien ω1, ..., ωn ∈ OK eine
Q-Basis für K/Q und d := D(ω1, ..., ωn). Für jedes 1 ≤ i ≤ n wählen Sie
aii ∈ N minimal, so dass aij ∈ Z für 1 ≤ j < i existieren mit

αi := 1/d

i∑
j=1

aijωj ∈ OK .

Zeigen Sie, dass α1, ..., αn eine Z-Basis von OK ist.

Aufgabe 8.3
Seien θ eine Nullstelle von f := x3 − x2 − 2x− 8 ∈ Q[x] und K = Q(θ).
(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel über Q ist.

(b) Sei β := θ2+θ
2 . Zeigen Sie, dass β3 − 3β2 − 10β − 8 = 0.

(c) Zeigen Sie, dass D(1, θ, θ2) = −4 · 503 und D(1, θ, β) = −503. Folgern
Sie, dass 1, θ, β eine Z-Basis von OK ist.

Aufgabe 8.4
Seien θ eine Nullstelle von f := x3−x2−2x−8 ∈ Q[x] und K = Q(θ). Zeigen
Sie, dass D(1, y, y2) gerade für jedes y ∈ OK ist. Folgern Sie, dass es kein
y ∈ OK gibt, so dass 1, y, y2 eine Z-Basis von OK ist.
Hinweis: Seien β := θ2+θ

2 und y = a+ bθ+ cβ mit a, b, c ∈ Z. Betrachten Sie
D(1, y, y2) modulo 2.
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