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§1. Kérper 1

KAPITEL 1I: LINEARE GLEICHUNGEN

§1. KORPER

Definition 1:

(i) Eine Verkniipfung/binére Operation (auf einer Menge G) ist eine Funktion:
*: GxG—G

Bezeichung: *(g,h) :=g*h
(i) Sei G # (). Das Paar (G, x) ist eine Gruppe, wenn
o (gxh)xk=gx(hx), Vg,h,e G (Assoziativitit)
e JecG,sodass exg=g=gx, Vge G (Neutrales Element)
e Vge G3heG,sodass gxh=e=hxg (Existenz von Inversen)

NB: Eindeutigkeit von neutralem Element und Inversen, siche U.B.

e gxh=hxg, Vh,g € G (kommutativ/abelsch)

Bezeichnung: 7 :=Menge der ganzen Zahlen,
Q :=Menge der rationalen Zahlen,
R :=Menge der reellen Zahlen.
Beispiele:
M (Z,+4),(@Q+), (R, +)
(H) (@X7 ')7 (va )

Bezeichnung: Q* := Q\{0}
R* :=R\{0}

(IlT) F:={f|f : R—>R}
Verkniipfung: f, g € F definiere

f+g:R—R
r—(f+9)(r)
mit (f 4+ g)(r) := f(r) + g(r), Vr € R.

Neutrales Element:

Z :R—R
Z(r)=0, Vr e R
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2 Kapitel I: Lineare Gleichungen

Inverse:

—f:R—R
(=) == (f(r), vreR

Diese sind abelsche (siehe U.B. fiir nicht abelsche) und unendliche Gruppen.
Wir konstruieren nun Beispiele vom endlichen Gruppen.

Bezeichnung: N:= {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen.
Ny :=4{0,1,2,...} = NU{0}.

Divisionsalgorithmus:

Seien a,b € Z, b > 0.
Jg,reZmit 0 <r<bund a=0bg+r.

Beweis: Betrachte zunédchst den Fall a > 0.
Falls 0 < a < b, setze r :=a. v
Sonst a > b betrachte die Menge S := {s € N|sb < a}.
1 €5, also S # 0 und S ist endlich.
Setze ¢ := max(S), r:=a — gb (also r = 0 gdw. a = ¢b).

Behauptung: 0 <r <b
~——

r>0 gilt
per Def.

Widerspruchsbeweis: Wenn r > b, dann a — ¢b > b, d.h.: a > qb + 0,
d.h.: a > (q1)b, also ¢+ 1 € S, jedoch gilt g +1 > q. 4

a=qb+nr
b:%bm}(ﬂ
Also von () : 0= (g2 — qu)b+ (r2 —71)

Widerspruchsbeweis: Wenn r; > 79, dann (r; — rg) > 0,

Eindeutigkeit:

also 0 < (r1 —7m2) = (g2 —q1)b (%)
T ——
aus (1) b>0

also (q2—q1)>0
also (g2—q1)b>b

andererseits: r1 < b und ro < b, also (17 —re) < (b—1) < 0.
Mit (%) erhélt man einen Widerspruch:

Linke Seite in (x) < b, rechte Seite in (x) > b 4

Also 1 = 79 und mit () bekommt man auch ¢; = ¢o
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§1. Kérper

Seinun c € Z, ¢ < 0.

Wenn ¢ =0, setze ¢ := 0 und r := ¢, dann gilt c=0=00+0 v
Wenn ¢ < 0, setze a := (—c¢), a > 0.

Also A g, r mit 0 <r <bund a =bq +r.
r=0=c=—-a=0-q) v

r#0=c=—-1=b(—q) + (—r)
=b(—q) —b+(b—r)
=b(—q— 1)+ (b—7)
=bl—(qg+ 1]+ (b—r)

——
0<r<b
also 0>—r>—b
also b>(b—r)>0

Definition 2: Sein € N, n > 1.
Zy, :={0,...,n— 1} ist die Menge der ,Reste* fiir die Division durch n.

Bezeichnung: a € Z,;a :=Rest der Division von a durch n, d.h.:
a=qn+a, 0<a<mn,alsomita e {0,...,n—1}.

Wir definieren die Verkniipfung:
Zu x,y € Z, definieren x +,, y:=x +y

Behauptung (Z,, +) ist eine abelsche Gruppe.

Beweis:
Fall 1: n =1, Z, = {0}, die triviale Gruppe.
Fall 2: Sei n > 2. Die Verkniipfung ist Wohldefiniert. v/

Kommutativ? Seien 2,y € Zy. @+, y =y +, @

Wir berechnen die linke Seite:

mﬂyfx+y?y+x=yﬁm v

1

Def. weil Def.

von (z,+) von

+n abel. +n
Gruppe

Assoziativ? Seien @,y, 2 € Zy. (T 4+ y) 4 2 = T 45 (y+n)

Berechne die linke Seite:
Setze r| := x + y und ro ;= r| + 2, also:
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Kapitel I: Lineare Gleichungen

r+y=qn-+r und 11 + z = gan + ro.
Somit also (x +y — ¢in) + 2z = gan + 2 und damit:
(+y)+z=(@+@n+r  (x)

Berechnen der rechten Seite: Setze r3 := x + y und r4 := x + r3.
Also x + z = qsn +r3 und x + r3 = qun + 74.

Somit also = + (y + 2) — qg3n = qun + r4 und damit:

e+ (y+z)=)ta)nt+ry (o)

Vergleichen wir nun (*) und (*x) und beachte, dass
(x+y)+z=a+ (y+2) in Z gilt.

Also:

(x+y)+z=@+@ntro=c+y+2)=(@G+qun+r

Eindeutigkeit vom Rest im Divisionsalgorithmus = ry = r4, d.h.:

und damit per Definition:

(I+ny>+nzzx+n<y+nz)

wie gewiinscht.

¥ vom neutralen Element 0 € Z,? Sei @ € Zy. o +,0 = x
x+,0=x+0=7. Aber fiir z € Z, gilt:

T = x und damit x +,, 0 = z.

3 von additiven Inversen? Sei z € {0,1,...,n — 1}.

Falls x = 0, setze —x = 0. Sei nun = # 0 und setze —x := (n — x) € Z,.
Es gilt:

THp (—2)=2+(—2)=n=0

wie gewiinscht.
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§1. Kérper

Definition 3: Ein Tripel (R, +, ) ist ein Ring mit Eins, falls:

e R ist eine nichtleere Menge, und
o +% ., -“ sind Verkniipfungen auf R,
e (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € R und
e (R,-) ist ein Monoid, d.h.:
— ,, - ist assoziativ,
— esexistiert l€e Rmitx-1=1-2x =z, Vo € R,
— 1#0und

— die Distributivgesetze gelten:
Links: z-(y+2)=(z-y)+(z-2)

und Vr,y,z € R
Rechts: (y+2z)-z=(y-2)+ (2 )

Definition 4: Ein Ring (R, +, -) ist kommutativ, falls:

r-y=y-x, Vr,y € R.

m(il_@ (Za =+, ')7 (Q7 =+, ')7 (Ra =+, )
Gibt es endliche Beispiele?
Auf Z, definieren wir: z -, y := Ty.

U.A.: Priife, dass (Z, +,, ») ein kommutativer Ring mit Eins ist.
Bezeichnung: F* := F\{0}

Definition 5: (F,+,-) ist ein Korper, falls:
F#0,
(F,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,

(F,-) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
1# 0 und

die Distributivgesetze gelten.

@© Lucas HEITELE



Kapitel I: Lineare Gleichungen

Bemerkung: Also (F,+,-) ist ein Korper, falls (F, +,-) ein kommutativer Ring ist

und alle z € F* multiplikativ_inveriterbar sind, d.h.:

Vee F*3z e F*mitz-z7 ' =1

Beispiele: (Q,+,-), (R, +,-) und spéter (C, +,-) sind Korper.

Frage: Gibt es endliche Korper?

Insbesondere betrachten wir nun die Frage: Ist der Ring (Z,, +, -) ein Koérper?
Wir werden zeigen: (Z,,, +, -) ist ein Koérper, genau dann wenn n = p Primzahl.

Wir wollen nun zeigen, dass (Z,,, +,, -») genau dann ein Korper ist, wenn n = p Primzahl

ist.

«©,
= .

Lemma 1: Jeder Korper K ist ein Integritdtsbereich, d.h.:

xy=0=>x=0o0dery=0, Ve,y € K

Beweis: Sei zy = 0 und z # 0, also 7 (zy) = 2710 = 0,
dh. (z7l2)y=1-y=y=0.

Bemerkung: Hier haben wir benutzt:

(2-0)=0,V2e K  (U.A)

Sei nun n > 1. Wir zeigen:

Korollar 1: Sei n > 1.
(Zy, +n, ) Korper = n = p ist eine Primzahl.

Beweis: Annahme: n ist keine Primzahl, also n = xy mit 1 < z,y < n.
Also z,y € Z,, x #0, y # 0, aber x -, y = 7Ty = 0.
Also ist (Zy,, +n, -n) kein Korper 4
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§1. Kérper

»<=" Wir wollen nun zeigen, dass n = p Primzahl = (Z,, z,, -,) ist ein Korper.
Dafiir wollen wir explizit die multiplikative Inverse berechnen.

Definition 6:
(i) (positive) Divisoren:
a,b € N, a =bq+r. Falls r = 0: “b teilt a. (Bezeichnung: b|a)
b ist ein Divisor von a oder «a ist ein Vielfaches von b.
(ii) p € N ist eine Primzahl, falls:
die einzigen (positiven) Divisoren von p sind 1 und p.

(iii) d € N ist gemeinsamer Teiler von a und b, falls d|a und d|b.
(Bezeichnung: d = gT(a, b))

(iv) d € N ist der grofte gemeinsame Teiler von a und b, falls d
gemeinsamer Teiler von a und b ist und d die grofte natiirliche
Zahl mit dieser Eigenschaft ist. (Bezeichnung: d = ggT(a, b))
Aquivalent:

Vd' € N mit d gemeinsamer Teiler von a und b gilt d'|d.

Euklidischer Algorithmus (zum berechnen von ggT(a,b))
a,be€Z, b>0, bla= ggT(a,b) =0.

Sonst: a = bq1 + r1 0<r <b
noot
b = 142 —+ T9 0 < ro < b
R
T = T2¢3 + r3 0 <r3 <b
() i1 = Ti¢y1  + Tj+1 0<rjp <y
Rekursion:
Tpn—3 = Tpn—2Qn-1 + Trn—1 0<rp1 <rp—2
Tn—2 — Tp—14n + 0 < T < Tp-1
/I\
letzte #£ 0

absteigende Folge von natiirlichen Zahlen muss anhalten nach
0<r, <rp_1<...<ry<rs <bendlich vielen Schritten.

Behauptung:
Tn = ggT(CL, b)

@© Lucas HEITELE



Kapitel I: Lineare Gleichungen

Die Behauptung folgt aus:

Lemma 2: a="bq+r=ggl(a,b)=gegT(br)

Beweis: Setze d := ggT(b,r)
(1) d|b und d|r = d|a also d = gT(a,b).

(2) Ferner: d’|a und d'|b = d'|a — bq, d.h.: d'|r, also d'|d.
Also: d = ggT(a,b), wie behauptet.

Bemerkung 1: 7, = ggT(r,_1,7—2), weil:

T7L|TTL—1
und = Tn|Tn-1

Tn|Tm

und
d/|7nn—1a d/‘rn—Q = d/|(rn—1 - rn—lqn)

Also (in (p)):

ggT(a,b) = ggT(b,r) = ggT(r1,1m2) = ... = ggT(rp_1,7n—2) = 7.

Definition 7: FEine lineare Kombination von a und b (iiber Z) ist eine ganze
Zahl ~ der Gestalt:

v := aa + b wobei a, 3 € Z

Bemerkung 2 Wir haben stindig die folgende Tatsache benutzt:

d'|a und d'|b = d teilt jede lineare Kombination von a und b.

Beweis: v = ad'd’ + d'V = d'(ad' + SV)

© Lucas HEITELE



§1. Kérper 9

Bemerkung 3: Riickwarts Euklidischer Algorithmus:
ggT(a,b) = r, ist eine lineare Kombination (iiber Z) von a und b:

Rekursion: 7, = [r,_o] - qn

aber hier werden nur r,_y, r,_o bendtigt

Fot] = o] - [

also

o =[] - |[Tacs]— [Fr2)dot]

aber hier werden nur r,,_,, r,_; benotigt

Verfahre so weiter.

Fiir numerische Beispiele und Berechnungen siche U.B.

Bemerkung 4: gg'l(a,b) = ggT(b,a), (a,b) >0

Korollar 2: n = p eine Primzahl = (Z,, 4, -,) ist ein Korper.

Beweis: (Z,, 4+, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Sei nun x € Z,, = # 0.
Wir wollen zeigen: 3y € Z, mit 7y =z -y =1
Sei nun x € {1,...,p— 1} und p prim = ggT(z,p) = 1.
Also existieren o, f € Z mit o # 0, sodass

ar + fp =1 (%)

also ax = (—f)p+ 1. A priori @ € Z, nehme @ € {1,...,p — 1}.
(bemerke, dass @ # 0 sonst p|a, aber dann in (x): p|1, Unsinn!)
Also

(%) in (%) ergibt:
(p+a)r+pp=1
und damit:
axr+qrp+Bp=1
somit:
ar+ (qgx+P)p=1
=ar=—(qz+B)p+1 (xx%) (mit @ € Z,)
Setze @ := y. Berechne z -, y = Ty = 1 aus (x  x) und Eindeutigkeit vom

Rest im Divisionsalgorithmus.
O

@© Lucas HEITELE



10 Kapitel I: Lineare Gleichungen

Proposition 1: Sei p eine Primzahl, a,b € N.

Wenn plab, dann p|a oder p|b.

Frage: Gibt es andere endliche Korper?

Definition 8: (Charakteristik)
Sei K ein Korper. Definiere:

(kleinste natiirliche Zahl (n > 2) wofiir
14+ 1+...4+1=0 falls diese existiert.
—_—

Char(K) := n—mal

0 sonst

\

d.h.: Char(K) =0, falls 1 +1+...+1#0fiirallen e N
—_—

n—mal

Lemma 3: Char(K) # 0 = Char(K) = p eine Primzahl.

Beweis: Sein # 0, n = Char(K).
n nicht prim = n=nms mit 1 <n; <n firv=1,2.

Also:
O=1+41+...41=(14...4+1)(1+...4+41)=0
—/_/ N -~ N\ -~ vl
ning-mal ni-mal no-mal
Also:

(I1+...+41=0o0der (1+...+1)=0 ¢
—_———— —_———

ni-mal no-mal

© Lucas HEITELE



§1. Kérper 11

Beispiele: Char(F,), Char(Q) = Char(R) =0

1>0
1+41>0+1>0

[ weil
also
I+14+.  +1l=0+...+D)+1>(1+...+1)>0

(n+1)-mal n—mal n-mal |

Definition 9: k C K ist ein Teilkorper, falls 0,1 € k und k abgeschlossen unter
x+y, vy, —x, x~ ! fiir z # 0.

Bemerke: Char(k) = Char(K).

Lemma 4:
(1) Char(K) = p > 0 und

(@) |K|=p',  (eN

K endlich = {

Beweis:
(1) Wir zeigen die Kontraposition:
Char(K) = 0 = k unendlich. (Die Umkehrung gilt i.A. nicht!)

Wir behaupten: ny, ng €N, ny #npg=1+...+1#1+ ...+ 1.

Vv Vv
ni-mal no-mal

(E sei ny > ng, (ng —ng) > 0 und:

0 ¢

(1+...+1Z—(1+...+1):(1+...+1)

(. J/ S/
-~

Vv vV
ni-mal ng-mal (n1—mn2)-mal

(2) Dafiir brauchen wir lineare Algebra! Also spéter! (Basis und Dimension) [

Beispiel: K = F,(t) der Korper der rationalen Funktionen iiber dem endlichen Kérper
F,. K ist unendlich, aber Char(K) = p > 0. Dafiir brauchen wir Polynomringe.

Spiter!

@© Lucas HEITELE



12 Kapitel I: Lineare Gleichungen

§2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition 1:

(i) Sein € N und K ein Korper.
Eine lineare Gleichung iiber K in den Variablen zq,...,z,
und Koeffizienten in K ist eine Gleichung der Form:

ar1+ ...+ a,x, =0b, (%)

wobei ay,...,a,,b € K.
Terminologie: a; oder der Koeffizient der Variable z;.

(ii) Ein n-Tupel ¢ := (¢y,...,¢,) € K™ ist eine Losung der Gleichung (%),
falls die Identitat:
a;ci+...+a,c,=0>

gilt in K.

Beispiele:
(a) V2x, + may = e ist eine lineare Gleichung iiber R.
(b) 2y/x1 + mx3 = e ist keine lineare Gleichung iiber R.

(¢) y=ax+b, a,b € R ist die Gleichung einer Geraden ¢ (in der Ebene R?)
(a :=Steigung, b :=y-intersect).
Umschreiben: x9 — ax; = b.
Losung: P: Punkt in R?, P = P(cy, ¢o) mit Koordinaten ¢; und c, ist
eine Losung gdw. P € ¢, d.h.: P liegt auf /.

Definition 2:
(i) Sei m,n € N.
Ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Variablen iiber K ist:
a1y 1+ ... Fa, =b G =00
a1 T1+ .. .+(l2n:b2 G2 :bg

(5)

Am1T1+ . . F Q= bm Gm = bm

© Lucas HEITELE



§2. Lineare Gleichungssysteme 13

(ii) Eine Losung fiir (S) ist = (x1,...,z,) € K" ein n-Tupel, sodass:
z ist eine (simultane) Losung fiir alle Gleichungen in (5)

Notation: .Z(S) := {x € K™ |z ist Losung von S}.
Z(9): die Losungsmenge.
ii) (9) ist homogen, falls b, =0, Vi=1,...,m.
v) (S) ist konsistent, falls Z(S) # 0.
S) ist ansonsten inkonsitent (£ = 0).
v) (S) homogen = 2z =0:= (0,...,0) € Z(S) (die triviale Lisung).
Also insbesondere: (S) homogen = (S) konsistent.

(i) (
(iv) (
(
(v) (

Beispiel 1: 3 Gleichungen in 3 Variablen iiber R

0xq1 + 029 + 223 =6
(S1) { 2x1 + 229 + Oz3 =4
T+ OIQ + 01‘3 =1

Umformung (TYP 1) Vertauschen der ersten mit der dritten Gleichung ergibt:

T =1
21’1 -+ 21‘2 =4
21’3 =6

Umformung (TYP 3) Addition des (—2)-fachen der ersten Gleichung zur Zweiten:

T =1
21‘2 =2
2%‘3 =6

Umformung (TYP 2) Multiplikation der zweiten und der dritten Gleichung mit 1
ergibt schliefslich:
I =1
(SQ) i) = 1
r3 = 3
Damit ist (1,1,3) eine Losung (priife durch Einsetzen)

Ist £ ={(1,1,3)}, die Frage ist, ob man durch obige Gleichungsumformungen
keine Losungen verloren hat!

Wir wollen nun zeigen, dass die Losungsmenge unter elementaren Gleichhungsumfor-
mungen invariant ist. Wir untersuchen diese nun:

@© Lucas HEITELE



14 Kapitel I: Lineare Gleichungen

TYP 1: Vertauschen

Gy =0b ) Gy =0b )
Gz - bl Gj == b]
(51) 7 S (52)
GJ = bj Gz = bz
G = by | G = by )
Typ 1

Bemerkung I: (i) (S3) ——— ()
(ii) =z Losung von (S;) = z Losung von (S5)

TYP 2: Multiplikation einer Gleichung mit A\ € K*

Gl - bl ) G1 - b1 )
Typ 2 '
(Sl) Gl - bz )\Gl - )\bl (SQ)
Gm = bm Gm = bm )
Typ 2

Bemerkung IT: (i) (S3) ———— (S1) (Multiplikation mit A~1)
(i) G; =b; = AG; = \b; (folgt aus Korperaxiomen), also:
z Losung von (S;) =z Losung von (Ss)

TYP 3: 1 # j, A € K. Addiere das A—fache der :*" Gleichung zur ;7" Gleichung

G1 - b1 ) G1 - b1 )
Gz - bz Gz = bz
(S1) 2 . (S2)
G = b AGi + Gy = \b; + b,
G = by G = b J

Bemerkung III: (i) (S9) ELTEN (S1) (addiere (—\)-fache der i*" Gleichung zur j")
(ii) Gi = bi = AG; =X also (Kérperaxiome) A\G; + G = Ab; + b;.
und  + G; =b;
Also z Losung von (S;) = x Losung von (Ss).

© Lucas HEITELE



3. Matrizen 15
§

Definition 3: (S3) ist dquivalent zu (S7), falls man (S3) aus (S7) erhélt,
durch endlich viele elementare Gleichungsumformungen.

Bemerkung IV: Durch Bemerkung I (i), IT (i), ITI (i) bekommt man sofort:
(S3) dquivalent (S;) = (S1) dquivalent (.S5).

Also sagen wir (S7) und (S5) sind dquivalent.

Satz 1: Aquivalente Systeme haben die gleichen Losungsmengen.

Beweis: Aus Bemerkung I (ii), IT (ii), III (ii) haben wir:
Z(51) € Z(5)

Aus Bemerkung I (i), II (i), III (i) bekommt man nun umgekehrt:
Z(S;) € Z(5)

Und damit:
ZL(51) = Z(S2)

Bemerkung: Wir werden die Umkehrung dieses Satzes spater studieren!

Also wollen wir die Gleichungen umformen, um ,einfachere“ Systeme zu bekommen.
Wir miissen den Begriff | einfacher” formalisieren. Dafiir fiihren wir nun Matrizen ein.
2

§3. MATRIZEN

Definition 1: m,n € N

(i) Eine n x n-Matrix {iber K ist eine Familie in K der Gestalt

A= (aij>1§i§m
1<j<n

Wobei a;; € K, Vie {1,...,m}, j € {1,...,n}.

@© Lucas HEITELE



16 Kapitel I: Lineare Gleichungen

Darstellung:
S; = j' Spalte
ai L a1p
m Zeilen |
:> : .. ! .
IR R A . te .
1 - - | Gmn R; := j*° Reihe
Wn Zeilen

aiy ... Qip

und die erweiterte Koeffizientenmatrix ist:

a1 e A1p bl
(A)D) :=
Ami -+ Gmn | b,
Die Matrixdarstellung von S ist:
Az =
I
wobei z := | ¢ | (eine n x 1-Matrix mit Variablen als Koeffizienten)
Tn
by
und  b:= | : | (eine m x 1-Matrix iiber K).
b,

(iii) Die elementaren Zeilenumformungen vom TYP 1, TYP 2, TYP 3
entsprechen genau den elementaren Gleichungsumformungen.

(iv) Seien A, B m x m-Matrizen.
A und B sind Zeilendquivalent, falls man B aus A durch endlich
viele Zeilenumformungen erhélt (und/oder umgekehrt).

© Lucas HEITELE




§3. Matrizen 17

Satz 1: (Matrixanalog von Satz 1) Bei elementaren Zeilenumformungen (auf die erwei-
terte Koeffizientenmatrix) dndert sich die Losungsmenge des linearen Gleichungssy-
stems nicht.

Definition 2: Eine m x n-Matrix A ist reduzierter Zeilenform (Abkiirzung: r.Z.F.), falls:

(a) der erste Koeffizient# 0 in einer Reihe R; # 0 ist 1. (dieser erste, von
Null verschiedene Koeffizient heifst Hauptkoeffizient, bzw. Haupteins.)
(Bedeutung von R; = 0: eine Reihe heiftt Nullreihe, falls
alle Koeffizienten die darin vorkommen gleich Null sind.)

(b) jede Spalte von A, in der sich eine Haupteins befindet hat alle anderen
Koeffizienten gleich Null.

Beispiel: (Matrixform)
Erweiterte Matrix von (5)):

0 0 26
2 2 04 nicht in r.Z.F.
1 0 0|1
Erweiterte Matrix von (5;) dagegen:
1 0 01
01 01
0 0 1|3

Beispiele:

(i) Die (quadratische) Identitatsmatrix I,, wird so definiert:

(1), = 8y o= {1 fiir i = j

0 firi#j
1 ... 0 ... 0
0 .0 1

Tist in r.Z.F.
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18 Kapitel I: Lineare Gleichungen

10 0 0 02 1
i) {01 -1 0,1 0 —3] sind nicht in r.Z.F.
00 1 O 00 O

(iii) die 0™*"-Matrix (a;; =0, Vi=1,...,m, j=0,...,n) ist in r.Z.F.

Definition 3: Eine m x n-Matrix ist A (reduzierter) Zeilenstufenform (r.Z.S.F), falls die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(a) Aistin r.Z.F.
(b) jede Nullzeile erscheint (falls vorhanden) nach jeder nicht Nicht-Nullzeile.

(c) Seien Zy,...,Z, die Nicht-Nullzeilen (r < m) und k; die Spalte,
in der die Haupteins in der i'exten Zeile erscheint (i = 1,...,7).
Dann gilt: ky < ko < ... < k,.

Satz 2: Jede m x n-Matrix A ist Zeilendquivalent zu einer Matrix B in r.Z.S.F.

Beweis: Fall A =0™*", dann ist A bereist in r.Z.S.F. Ansonsten:

TYP 1 Bei wiederholter Anwendung von TYP 1 kénnen wir (E annehmen, dass
die Zeilen 7y, Zs, ..., Z, nicht Null sind (t < m)

und Z,.4,...,Z, Null sind (wobei r = m vorkommen kann!
e Wir betrachten Z;: Sei 0 # ayx, Hauptkoeffizient (1 < k; < n).
TYP 2 e multipliziere Z; mit ai_kl und fiir jedes 2 < i < 7r:

TYP 3 e addiere (—ay, )-fache von (der neu erhaltenen Zeile) Z; zur i*" Zeile:

Z1 0 ... O [1] % ... %
0 = Al
Zpbp----------- R
0 D 0
0 .10]. 0
T
Spalte kq

Nun betrachte Z5 der Matrix A;. Wieder:
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§

TYP1 & Z,#0.
Sei agk, # 0 Hauptkoeffizient von Z,. Bemerke: ko # k!
Also haben wir:

O ... 0 0 ... 1 % *
0 ... 0 ag, ... 0 % *
= A (Fall 1) (k)2<k’1>
0
oder
0O ... 1 % ... % ... %
0O ... 00 ... a2y ... X
: = A, (Fall 2) (kg > ky)
0

TYP 2 e Wiederhole: multipliziere Z5 mit az_k{Q. Dann:

TYP 3 e Im Fall 1 (kg < kq): addiere (—ay,)-fache von Z, zur i*" Zeile
fir3 <i<m.
Im Fall 2 (k’l < kg)l

TYP 3  addiere (—ay,)-fache von Zy zur i** Zeile (fir i = 1 und 3 <i < m).
Achtung: Wichtig ist es zu bemerken, dass wir die Koeffizienten a;; = 0, j =

1,...,k;  und ayp, = 1 und ay, =0, i = 2,...,n von A in beiden Féllen
ko < ki oder ki < ks (also auf jeden Fall) nicht gedndert haben!

Per Induktion wiederholen wir diese Prozedur fiir i = 3,...,r.
Wir erhalten eine Matrix A,, die (a) und (b) geniigt.
Schliefslich:

TYP 1 Dbei wiederholter Anwendung vom TYP 1 erhalten wir eine Matrix B,
die auch (c) geniigt, also ist B in r.Z.S.F.

Zweck: Aus der r.Z.S.F. kann man .Z(S) sofort ablesen.

Beispiele: Uber Q: Erweiterte Koeffizientenmatrix:

1 0 0] 4 1 = 4
0 0 1/|-1 rg = —1
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1 0 0]0
(ii) 01 20
0 0 0|1 / < inkonsitent
1 0 0 4]-1 r1, To, T3
) [ 0 1 0 2| 6 Hauptvariablen
0 0 1 3| 2 x4 freie Variable
1 +x, = -1 r1= —1—4xy
To +r4 = 6 = To = 6 — 214
xIs3 +3{L‘4 2 T3 = 2 — 31’4

={(-1—4q, 6 —2q, 2—3q, q) € Q"|q € Q}

Bl

ry =q € Q, also Z(S

§4. HOMOGENE SYSTEME

Beispiel: Sei R folgende Matrix (iiber Q):

0D -3 0

R= 00 0@
00000

L1 Ty T3 Ty Ty

N NI

Finde Z(S), wobei (S) das homogene System Rz = 0 ist.

Lésung: R ist in r.Z.S.F. Beobachte:
r :=Anzahl der # 0 Zeilen= 2 =Anzahl der Hauptvariablen.

(5)

1 , 1
T, —3z +zx5 =0 To = 3x3 —=:Is
3 25 also 3 275

Ty —|—2.I'5 =0 Ty = —2%5

x1, x3, x5 freie Variablen. Setze: x1 = a, x3 = b, x5 = c.

Also Z(S) = {(a,3b— 3c,b,—2¢,c) € Q° | a,b,c € Q}.

Korollar 1: Sei R eine m x n-Matrix in r.Z.S.F. und setze r :=die Anzahl der # 0 Zeilen
von R. Falls r < n, dann hast das homogene System

Rx =0 (%)

nichttriviale Lésungen.

Beweis: r =Anzahl der # 0 Zeilen in 1.Z.S.F
=Anzahl der Haupteinsen

=Anzahl der Hauptvariablen
Also n — r =Anzahl der freien Variablen und r < n = n —r # 0 = es existiert
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§4. Homogene Systeme 21

mindestens eine freie Variable z;. Wir erhalten eine nichttriviale Losung fiir (%)
indem wir z.B. z; = 1 setzen.

O

Korollar 2: Sei A eine (beliebige) m x n Matrix mit m < n.
Dann hat das homogene System

(5)  Az=0

nichttriviale Lésungen.

Beweis: Sei R in r.Z.S.F. Zeiendquivalent zu A. (R ist immer noch eine m x n-Matrix)
Setze r :=Anzahl der Z 0 Zeilen von R. Also » < m < n und damit hat nach
Korollar 1 das homogene System

Rx =

o

(%)

nichttriviale Losungen und damit auch (5).
U

Bemerkung: Sei R eine m x n-Matrix in r.Z.S.F. und ohne Nullzeilen (also jede Zeile
hat eine Haupteins). Dann ist R = I,,.

Beweis: rZSF. = 1<k <k<...<k,<n

(wobei k; die Spalte ist, in der die Haupteins der Zeile Z; steht).

Sei i # j, dann ist a;; in der k;-e“ Spalte AR a;; =0 (weil a;; # a;j).

Korollar 3: Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt:

A zeilendquivalent zu I, < Az = 0 hat nur die triviale Losung.

Beweis:
,=" Klar, weil [,z = 0 nur die triviale Losung hat.

,<=“ Sei R eine n x n Matrix in r.Z.S.F. und zeileniquivalent zu A.
Sei r :=die Anzahl der # 0 Zeilen von R. Mit Korollar 2 folgt damit: » > n
und andererseits r < n, also r = n. Also hat R keine Nullzeile = R =1,.
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§5. MATRIXMULTIPLIKATION

Definition 1: Seien A eine m x n-Matrix und B eine n x p-Matrix iiber K.

n
Cij = E AirBrj
r=1

Also: Zeilen mal Spalten!

Wir definieren eine Matrix C' := AB, das Produkt, als die folgende m x p-Matrix:

Beispiel:
(i)
ay; ... Qip X1 axr1 + ...+ a1ty
asy ... Qop X9 911 + ...+ a9y
A1 -+ Qmn T U101 + - oo+ ATy
mxn nx1 mx1
(i)
1 00 ai;p Qi Qi3 CL11+O+0 a12+0+0 a13+0+0
010 921 Q929 Q923 = O+a21+0 O+a22+0 0-'-&23-'-0
0 01 az; Qs A3z O—|—0—|—a31 0+0+CL32 0+O+CL33

11 Qa2 Q13
= | @21 G22 Q23
31 dazz (33

(iii) Allgemeiner: Sei A eine n x n-Matrix. Es gilt:
C=Al,=1,A=A

Beweis: Wir zeigen Al, = A (I,A wird analog behandelt).

Fall 1: 7 # j (L, )r; = 0| in (%) eingesetzt bekommen
Fall2: r =35 (L,);=1 wir fiir die Summe:

Air(Ln )rj = Aij(L )55 = Ajj
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§5. Matrixmultiplikation 23

(iv) tiber Fr:

GG -G b)) -G )

(v) Die jte Spalte von AB, = A \[jte Spalte von Bl und

TV "
als m x 1-Matrix mxn als n x n-Matrix

die ' Zeile von AB = [i*® Zeile von A] B
N

(. J/

~
als 1 x p-Matrix nxp

TV
als 1 x n-Matrix

Satz 1: Seien A, B,C Matrizen iiber K, sodass die Prod. BC' und A(BC) definiert sind.
Dann sind auch die Produkte AB und (AB)C' definiert und es gilt:

A(BC) = (AB)C

Beweis: Sei B eine n x p-Matrix, also hat C' p Zeilen und BC' n Zeilen.
Also (weil A(BC) definiert ist) sei A (E eine m x n-Matrix.
Also AB ist wohldefinierte m x p-Matrix und (AB)C" auch wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass die zwei Matrizen A(BC') und (AB)C gleich sind.
Dafiir miissen wir zeigen, dass alle ihre Koeffizienten gleich sind.

Wir berechnen also:

[ABO)y =Y Au(BO)y =) Ay <Z BrsCsj>

Distributivitét
h Z Z
= AirBrs Osj
r s

in K

Kommutativitét
und Assiziativitit
in

\: AirBrsCsj
- Z <Z AiTBT‘S> Csj
= (A4)iCy

=[(AB)Cly .
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Bezeichnung: Sei A eine m x n-Matrix und k£ € N.
A" :=A...A  (wohldefiniert)
——

k-mal

§6. ELEMENTARE MATRIZEN

Notation: Sei e eine elementare Zeilenumformung auf eine m x n-Matrix A.
Bezeichne mit e¢(A) die m x n-Matrix, die wir somit erhalten.

Untersuchung:
TYP 1 Vertauschen von Zeilen Z, und Z, von A:
Aij fﬁri#r,i;ﬁs
e(A)ij = Asj flire=nr
Ay firi=s

TYP 2 Multiplikation von Z, mit einem Skalar ¢ # 0, ¢ € K:
6(A)U: {AU flll'l?é’f’

cA,; firi=r

Typ 3 Ersetzen von Z, durch Z,. 4+ cZ,, c € K, r # s:

A fiir i £ r
e(A)ij:{A] .
rj+CcAg firi=r

Definition 1: Eine m x m-Matrix heifit elementar, falls sie die Form e(I,,) hat.

Beispiel: Die elementaren 2 x 2-Matrizen iiber K:

10\ (01

b))
0) (1 0\ c#0,

(0 1>’ (1 c)’cEK Typ2

c 10
(0 1)’<c 1),06[( Typ 3

@)

—_
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§6. Elementare Matrizen 25

Satz 1: Sei e eine elementare Zeilenumformung und £ die Elementare Matrix £ := e(1,, ).
Sei A eine m x n-Matrix iiber K. Es gilt:

e(A) = EA

Beweis:

e ist vom Typ 1: r # s
(i) By =0 fir i #r,i# s

und
(11) Ean = 5sk fire=r
und
Also: .
k=1
Fall (i):
1£T, IF£S
(BEA)y =) duwdn = 0uli; = Ay
k=1
Fall (ii):
(EA)Z_] = Z Erk’Akj = stkAk’j = 588A8j = Asj
k=1 k=1
Fall (iii):

(EA>” - Z EaAr; = Z Ok Agj = 0rpApj = Apj
k=1 k=1

e ist vom Typ 2: U.A.

e ist vom Typ 3: r # s
EM_{@ fiir i # 7

O + o, Tliri=r
Also: .
(BA); =Y EyAy
k=1
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Fall (1): [i # r|

> By = 0uwAy = 0uAy = Ay
k=1 k=1

Fall (2):

D EnAr = (0 + k) Arg
k=1

k=1
Hier bekommen wir nur zwei Terme (die ungleich Null sind) und zwar nur fiir
k=roder k = s:

= also k # s, so cdg = 0, und damit:

(5’/‘k’ + Césk)Ak)j = (57“7’ + O)Arj = Arj

= also k # r, so 0, = 0 und damit:

(57% + C(Ssk = Akj = (0 + 0555>Asj = CASj

Also:
Ajj fiiri #r

B Ay, =
Z Wk {Arj—f—CASj furZ:T'

Korollar 1: Seien A, B m X n-Matrizen iiber K. Es gilt:
B ist zu A zeilendquivalent gdw. B = PA

wobei P das Produkt von m x m-Elementarmatrizen ist.

Beweis:

,= Sei P =FE,...exF, wobei E; elementare m x m-Matrizen sind.
Also ist E71 A zeilendquivalent zu A und Fy(E3A) ist zeilendquivalent zu F A, also
auch FyF; A zeilendquivalent zu A. Setzen wir das nun so weiter fort, erhalten wir,
dass Fy ... E; A zeilendquivalent zu A ist, d.h. B ist zeilendquivalent zu A.

,<=" Sei B zeilendquivalent zu A und e, ..., e, die elementaren Zeilenumformungen mit
A— ... — B,also E,... E;FE1A = B, wobei E; die elementare Matrix e;(1,,) ist,

el ey

fire=1,...,0 Setze nun P:= FE,... ELFE).
O

© Lucas HEITELE



§6. Elementare Matrizen 27

Definition 2: Eine n x n-Matrix A ist invertierbar, falls es eine n x n-Matrix B gibt,
sodass:
AB =1, und BA=1,.

In diesem Fall heifst B eine Inverse von A.

Proposition 1: Sei A invertierbar. Dann gibt es eine eindeutige Inverse.

Beweis: Seien Bj, By beide Inverse von A. Es gilt:

AB, =1, = AB,,
also By(ABy) =B2(ABy),
also (ByA)B; =(BsA) By,
also 1,B, =1,Bs, d.h. By = B,

-~

Notation: Wir bezeichnen mit A~! die eindeutige Inverse der invertierbaren Matrix A.

N

Proposition 2: Seien A, B n x n-Matrizen {iber K.
Es gilt:

(i) wenn A invertierbar, so auch A~! und
(A =4

(ii) wenn A und B beide invertierbar sind, so auch AB und

(AB)™! = B~1A~!

Beweis:

(i) Wir berechnen

AA Y= A7'A =1, also ist A die Inverse von A~}
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(ii) Wir berechnen
B'AYAB)=B Y A'AB=B"'1,B=B"'B=1,
Analog (AB) (B7'A™!Y) =1,.

Korollar 2: Seien Ay,..., A, invertierbare n x n-Matrizen.
Dann ist das Produkt A; ... A, auch invertierbar und es gilt:

(Ar...A) P =A AT (%)

Beweis: Induktion nach ¢: ¢ =1 V.
Induktionsannahme: (x) gilt fiir .
Induktionsschritt: von ¢ nach ¢ + 1:

(A1 . apApi) P = [((Ay .. A)Ap] !
Prop. 2 (ii)

o A7 (AL AT

Induktionsannahme

AT (A AT

Assoziativiztit

o AL A AT

Proposition 3: Elementare Matrizen sind invertierbar.

Beweis: Sei £ = e(1,,) eine elementare Matrix. Sei e* die umgekehrte Zeilenumformung
(auf die Zeilen von 1,,) und E* := e*(1, ). Wir berechnen:

E*E =¢*(1,)e(L,,) =1, und B*E = EE* =1,
Dh. E* = E-1.
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§6. Elementare Matrizen 29

Beispiel: Elementare 2 x 2-Matrizen:

() -GG -6
R O Y O A G

Fiir c € K, ¢ # 0:
¢ O\ ' _ (et oy (L oy _(1 0
o1/ Lo 1)" 0o ¢ T \o !

Satz 2: Sei A n x n-Matrix.
Es sind dquivalent:

Fiir c € K:

(i) A ist invertierbar

(ii) Az = b ist konsistent fiir jede n x 1-Matrix b
)
)
)

(v) A ist Produkt von elementaren Matrizen.

(iii) Az = 0 hat nur die triviale Losung

(iv) A ist zeilendquivalent zu I,

Beweis:

(i) = (ii) Setze z := A~'D. Es gilt:

Az = A(A7'b) = (AA b =1,b=b.

(iii) < (iv) Schon bewiesen (Korollar 3 (§4))

(ii) = (ili) Wenn Az = 0 nichttriviale Losungen hétte, dann ist die r.Z.S.F. R von A
nicht I,,, muss also eine Nullzeile haben.
Also ist zum Beispiel das System

0 erweiterte 0
(S) Rz =|: Koeffizienten- :
1 matrix: 0 ... 0 ‘ 1

inkonsistent.
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Sei nun R = PA, wobei P das Produkt von elementaren Matrizen
(Korollar 1 (§6)), also ist P invertierbar (Korollar 2 (§6) und Proposition 3

(§6))

Also multipliziere (S) mit P~ ':

0
(9) (PA)z = | : ist inkonsistent,
1
also auch
0
P Y PAz=P'|: inkonsistent
1
und damit
0
Az =P : inkonsistent.
1
———
nx1
Setze nun
0
b=P7|:
1

Damit bekommen wir Ax = b inkonsistent 4
(iv) = (v) A= P'I, = P', wobei P’ Produkt von Elementarmatrizen (Korollar 1 (§6)).
(v) = (i) Folgt aus Korollar 2 (§6) und Proposition 3 (§6).

Korollar 3: Seien A und B m x n-Matrizen.

B ist zeilendquivalent zu A gdw. B = PA mit P invertiertbare m x m-Matrix.

Korollar 4:  Sei A invertierbare n X n-Matrix. Eine Folge von elementaren
Zeilenumformungen die A zur Identitdtsmatrix I,, reduzieren, reduziert I,, zu A=L.
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Beweis: Die elementare Zeilenumformungen werden durch Multiplikation (links) mit Ele-
mentarmatrizen erreicht, d.h.:

E,... i A=1,

Und damit gilt:
AY=E,...Ey=E,...Fl,

O
Beispiel:
A L, — L, At
12 3
A=[2 5 3
10 8
1 2 31 0 0 . 9 311 0 0
5 310 1 0 | 2221 o 1 3|2 1 0 2+ 7
1 0 8/0 0 1) CVar% \ g 9 5|1 0 1
1 2 311 0 0 1 2 0/-14 6 3 e
01 3|2 1 0 | 3%tz 01 0|13 -5 -3 | 2244,
00 -1|-5 2 1) %2 \ g o 1|5 2 -1

1 0 0]-40 16 9
01 0|13 -5 -3
00 1[5 -2 -1
—40 16 9
=A't=[13 -5 -3
5 -2 —1
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KAPITEL II: VEKTORRAUME

§1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

Definition 1: Sei K ein Korper, V' # () eine nichtleere Menge, versehen mit zwei

Verkniipfungen:
i) -: KxV —V (Skalarmultiplikation)
(¢, v)r—cv
und
i) +:VxV-—=V (Vektorsumme)

(v1,v9) —v1 + vy

Das Tripel (V, -, +) ist ein K-Vektorraum iiber K (K-VR) oder
Vektorraum iiber K (VR/K), falls folgende Axiome erfiillt sind:

(1) (V, x) ist eine abelsche Gruppe
2
3
4
5)

l-a=a, VaeV
(c1c9)a = ¢1(caav), Vey,c0 € K, Va € K
clag + az) = cag + cas, Ve € K, Vag, a0 € V

(2)
(3)
(4)
(5)

(c1 4+ ) = ca + o, Yoy, 00 € K, Ya €V

Beispiel 1: V = K™ mit koordinatenweise Verkniipfungen

Beispiel 2: Allgemeiner:
K™ .= Mat,, «,(K) :=Menge aller m x n-Matrizen aus K, mit Matrizensumme
und Skalarvielfach.

Beispiel 3: Sei S eine Menge.
V={f|f:S— K, f Abbildung}
V := K*° mit Funktionensummen und Skalarvielfach.

Beispiele 1 und 2 sind Sonderfélle von Beispiel 3.

Beispiel 4: Der Vektorraum der Polynomfunktionen iiber K

flx)=co+cz1+...+cz", €K

Beispiel 5: K/k eine Korpererweiterung
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Proposition 1: Firc € K, a € V gilt:

Definition 2: Sei aq,...,q,, € V.
«a € V ist lineare Kombination der a;’s, wenn es ¢y, ...,¢, € K gibt mit:

n

o = E C;O¢;

=1

Proposition 2:

Z C; O + Z diOéi = Z(Cl + dZ)OéZ
chl-ai = Z(cci)ai

§2. UNTERRAUME

Definition 1: Sei V ein K-Vektorraum und W C V.
Eine Teilmenge W C V ist ein Teilraum, falls (W, 4, -) ein K-Vektorraum ist
(mit der Einschrankungen der Verkniipfungen von V auf W, d.h.: + : WxW — W
und - : K x W — W sollen gelten und die Vektorraum-Axiome auch.)

Dazu sind nachzurechnen:
(1) 0y e W 2)a,feW=>a+peW

B)ce K,aeW =caecW ((4) insbesondere: « € W = —a € W)
Also gibt es ein einfacheres Kriterium:
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Satz 1: Sei V ein K-Vektorraum, () # W C V eine Teilmenge.
W ein Unterraum von V gdw. fiir alle o, 5 € W, c € K gilt: a + ¢ € W.

Beispiele:
(1) Ist V ein K-Vektorraum, so sind V und {0y} Unterrdume von V.

(2) V=K"
W= {(z1,...,2,) € K" |2, =0}

ist Unterraum, aber
X ={(z1,...,2,) € K" |27 =14 x5}

nicht!

(3) die symmetrischen n x n-Matrizen tiber K (A4;; = A;; fiir 1 <14,5 <n).
Seien A, B € Sym,,.,,(K), ¢ € K. Dann ist:

(A+cB)ij) = Aij+(cB)y; = Aij+cBij = AjitcBji = Ajit+(cB)ji = (A+cB)ji

Also A+ ¢B € Sym,,,,,(K) wie gewiinscht.

(4) sehr wichtiges Beispiel:
Der Losungsraum eines homogenen, linearen Gleichungssystems:
Sei A eine m x n-Matrix iiber K, dann ist:

{z € Mat, 1 (K) | Az = 0}

ein Unterraum von Mat,, 1 (K).

Beweis: Wir zeigen allgemeiner:
Ist A € Mat,,,«,(K), B,C € Mat,«,(K), d € K, so ist

A(B+dC) = AB + dAC
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Dann ist:

[A(B + dO)]; Z A (B + (dC);)
= Z Ak (B + (dC)y)
= Z A B + Z A (dO)y,
k=1 k=1
= AwBy+ > dAyCy;
k=1 k=1

=(AB)ij +d ) AunCy
k=1

=(AB)i; + d(AC);

Insbesondere:
Ist Azy = axe = 0, so auch A(zy + dxg) =0

Definition 2: Sei V' ein K-Vektorraum, X C V.
Eine Linearkombination von Elementen aus X ist eine (endliche) Summe

E CyU

veX

mit ¢, € K, wobei ¢, = 0 fiir alle bis auf endlich viele v.

Damit konnen wir nun definieren:

Definition 3: Sei V' ein K-Vektorraum, X C V.
Dann ist span(X), der von X aufgespannte oder erzeugte Unterraum, definiert als

span(X) := {Z cv | ¢, € K und ¢, = 0 fiir alle bis auf endlich viele v € X}
veX
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Konvention: span()) = {0}

Proposition 1: Fiir jede Teilmenge X C V ist span(X) ein Unterraum.

Beweis: span(()) = {0} v/
Sonst: X # () = span(X) # ()

a,f € span(X), etwa o = > ¢c,v, f = >, dyv. Sei ¢ € K, dann gilt:
veX veX

a+cf= Z(CU + cd,)v € span(X)

veX

Er ist sogar der ,kleinste“ Unterraum der X enthilt. Das ist unser néchstes Ziel.

Satz 2: Sei V ein K-Vektorraum, X eine Menge von Unterrdumen.
Dann ist ()X ein Unterraum von V.

Beweis: X := (| W
wex

Oy € W fiir alle W € X, also 0y € (X # 0.
Sind o, f € (X, ¢ € K, so sind fiir jeden W € X, o, € W, also a + ¢ € W.
Damit folgt:

a+cﬁ€ﬂX

Definition 4: Fiir X C V definiere:

Z(X) = m {W C V|W ist Unterraum und X C W}

Satz 3: Fir X C V ist Z(X) = span(X)
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Beweis: X =0 = Z(X) = {0} = span(0)
X # 0

(1) Z(X) Cspan(X):
Es ist span(X) C V Unterraum und X C span(X).
Also span(X) € {W C V |W Unterraum und X C W}.
Alsov € Z(X) = v e {W|W Unterraum und X C W} = x € span(X).

(2) span(X) C Z(X):
Sei v € span(X), W C V Unterraum und X C W.
a v € span(X), existieren ¢,, v € X (¢, € K, Vo € X) mit

v = E Ca T,

wobei ¢, = 0 fiir alle, bis auf endlich viele . Da W Unterraum und X C W,

1st
chx:vEW

zeX

Da W beliebig war, ist v Element jeden Unterraumes mit diesen
Eigenschaften, also auch des Durchschnittes.

Wir konnen auch mehrere Unterrdume zusammenfassen:

Definition 5: Seien Si,...,Sr C V und V ein K-Vektorraum.
Dann ist
kurz auch:
k k
i=1 i=1
Korollar 1: Seien Wy, ..., W) Unterrdume von V', dann ist

Unterraum von V und W; C W fiir 1 <1 < k.

Beweis: U.A.
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Korollar 2: Sind Wy, ....W, Unterrdume von V', dann ist

k k
Z Wz = span (U Wz)
=1 =1

Beweis:
k
»,C“ Sei v € Y W, also existieren w;, i € {1,...,k} mit w; € W;
=1
Tk k
und v = ) w;. Dann ist w; € |J W fiir jedes 1 < ¢ < h.
i=1 j=1
k k
Alsov=>) w; espan | U W, |.
i=1 j=1

k
, 2% Sei v € span (U VVJ>, dann existierten ¢;, ¢ < kund w;, 1 < k
j=1
k
mit ¢; € K, w; € W;, sodass v = ) cw;
i=1
(Bemerkung: Aus jedem W; kénnen mehrere Elemente stammen.
Die miissen wir dann erst zusammenfassen!)
Da die W; Unterrdume sind, ist mit w; € W; auch c;w; € W;. Also existieren

k
(wi, i < k mit w; € W; und v = Y w} (ndmlich w] := c;w;).
i=1

k
Alsov e Y W,
i=1

Beispiel: Sei K C C Teilkérper, ferner:

ap :=(1,2,0,3,0)
a = (0,0,1,4,0) p € K°
as = (0,0,0,0,1)

a € span({a1, g, ag}) gdw. ¢, ¢, c3 € K existieren mit

3
o = E C; 0,
i=1

also hat o damit die Form (cq, 2¢1, ¢2, 3¢1 + 4ea, ¢3).

span({al,ag,ozg}) = {($1,$2,$3,I47$5) € K® \ Ty = 211, T4 = 311 + 41‘2}
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§3. BASEN UND DIMENSION

Definition 1: Sei V ein K-Vektorraum.
S C V ist linear abhéingig (l.a.) iiber K, falls verschiedene vy, ..., v, € S und
Skalare ci,...,c, € K, nicht alle Null existieren mit

v+ ...+ c,v, = 0.

S ist linear unabhéngig (l.u.) iiber K, falls S nicht linear unabhéngig ist.
(z.B. 0 ist linear unabhéngig.)

Konvention: S = {vy,...,v,} endlich: Wir sagen: vy, ..., v, linear unabhéngig/abhéingig

Bemerkung:
(1) S; € S, und S linear abhéingig = Sy linear abhéngig.
(2) S; C S5 und S, linear unabhéngig = S linear unabhéngig.

Beispiel 1:
(3) (i) 0 € S = S linear abhéngig (weil 0-1 = 0).
(ii) {v} ist linear abhéngig gdw. v = 0.
(iii) {v1,v9} linear abhingig gdw. vy = cvq, ¢ € K.

(4) S linear unabhéingig gdw. jede endliche Teilmenge von S linear unabhingig
ist, d.h. gdw. fiir verschiedene Vektoren vy,...,v, € Sund alle ¢1,...,¢, € K

aus Y ¢v; = 0 folgt: ¢; =0 fiir 1 <i <n.

=1
Beispiel 2:
V1 = (3a 07 _3)
=(—1,1.2
V2 ( ) ) e Rg
vg = (4,2, -2)
vy = (2,1,1)

201 + 2v9 — vz + 0vy = 0 = vy, V9, V9, v3, vy linear abhingig iiber R.

m&ﬁlﬁ_l_i Seien 61 - (17 172)7 52 = (1707 1)7 /83 - (27 173) Ist Span({ﬁl?/@%ﬁi’)}) = ]Rd
Sei b = (by, by, b3) € R®. Koénnen wir ¢y, ¢z, c3 € R finden mit:

(bl, bg, b3) = 01(1, 1, 2) + 02(1, 0, 1) + (33(2, 1, 3)7
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D.h. so, dass das lineare Gleichungssystem

c1 + cot+2c3 = by
C1 +c3 = bg
261 + CQ+363 = b3

eine Losung fiir alle by, by, b3 € R hat?
Nach Satz 2 (§6) ist dies genau der Fall, wenn

1 1 2

1 01

2 1 3
invertierbar ist.

Beispiel 4: v = (1,-2,3), v=(5,6,—1), v3 = (3,2, 1) linear abhéngig?
Betrachte civ1 + ¢o + v9 + c3v3 = 0.
Betrachte also das lineare Gleichungssystem:

c1 + 5CQ+303 =0
—2¢1 + 6¢co+2c3 =0
361 — Co +03 =0

vy, U9, v3 sind genau dann linear abhingig, wenn es eine nichttriviale Losung gibt.
Also v1, vg, v3 linear unabhéngig gdw.

1 5 3
-2 6 2
3 -1 1

invertierbar ist (Satz 2 (§6)).

Definition 2: Sei V' ein K-Vektorraum.
Eine Basis fiir V ist eine linear unabhingige Teilmenge, die V' erzeugt.
V ist endlich dimensional, falls es eine endliche Basis fiir V' gibt, d.h.:
S =A{vy,...,v,} CV mit

(i) S linear unabhingig
(ii) span(S)=1V.

Beispiel 5: V' = K". Die Standardbasis ist {e;|i = 1,...,n}, wobei
e =(0.....0.1,0....0).

ite Stelle
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Satz 1: Sei V ein K-Vektorraum, sodass V' endlich erzeugt ist.
Existieren (1, ..., B, € V mit span({fi,...,5,}) =V, dann ist jede
linear unabhingige Teilmenge endlich und hat héchstens m Elemente.

Beweis: Wir zeigen: Hat S C V mehr als m Elemente, dann ist S linear anhingig.
Seien vy,...,v, € S, n > m. span(S) = V, also gilt fiir alle j = 1,...,n: V; €
span({f1, ..., Bn}), also existieren Ay;,..., A,,; € K fiir j =1,...,m mit

V; = Z Aijﬁi-
i=1

Wir analysieren nun lineare Kombinationen der v;, 1 < j <n:

Fiir x,...,x, € K berechne
dowy =Y Y Ayb,
j=1 j=1  i=1
== Z Z(Aijxj)ﬁz
j=1 i=1
=) (Z Az’j%) pi (%)
i=1 \j=1

Betrachte das homogene lineare Gleichungssystem mit m Gleichungen und n un-
bekannten xq, ..., z,:

j=1

n > m also gibt es nach Korollar 2 (§4) nichttriviale Losungen. Also existieren
x1,...,T, € K, nicht alle Null, sodass

j=1

Zuriick in (x) ergibt sich die lineare Abhéngigkeit der v;, 1 <j <mn

Korollar 1: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum iiber K. Es gilt:
Alle Basen haben dieselbe Kardinalitéat.
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Beweis: Seien By = {f1,...,Bm}, Bo = {au, ..., a,} Basen, d.h. linear unabhéngig und
erzeugend. Satz 1 (§3) impliziert nun, dass n < m und auch m < n, also m = n

gilt.
O

Wir kénnen nun eindeutig dim V' definieren:

Definition 3: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B eine Basis fiir V.

dimV := |B|

Wir kénnen nun den Satz 1 (§3) umformulieren:

Korollar 2: Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und n := dim V.

(a) Jede Teilmenge mit mehr als n Elementen ist linear abhéngig.
(eine linear unabhéngige Teilmenge hat < n Elemente)

(b) Jede Teilmenge mit weniger als n Elementen ist nicht erzeugend
(eine erzeugende Teilmenge hat > n Elemente)

Beispiel 1:

(2)
(b) dim K™ = n, weil die Standardbasis € := {ey,...,e,} hat |E] = n.
)

(c) K™*™ = Mat,x, hat Dimension mn, da die mn m x n-Matrizen
mit einer 1 als 75" Eintrag und 0 sonst eine Basis darstellen.

Korollar 3: S:=KN:={f|f: N— K} ist nicht endlich-dimensional.

Beweis: Die Elemente

1 firn=1
nr—
0 fiirn#:i
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definieren eine unendliche, linear unabhingige Teilmenge, ndmlich
S:={fi]i e N}.
Seien 41 < ... < i und e1 f;, +... +cpfi, =0, s0
(crfi, + ..+ eufiy)(i) = co =0, Ve=1,... k.

Lemma 1: (Fortsetzungslemma)
Sei V' ein K-Vektorraum, S linear unabhéngig in V und S ¢ span(95).
Dann ist S U {5} linear unabhéngig.

Beweis: Seien ¢q,...,¢p,,b € K mit ciaq + ... + ¢y, + b8 = 0.
Angenommen b # 0, dann gilt:

b = (—cr)ar + ...+ (—cp) o,
also
B = [(—Cl)bfl} o+ ..+ [(—cm)bfl] U,
= [ € span(S) 4

Also b =0 und damit > ¢;a; = 0 und da S l.u. folgt: ¢; =0, 1 <i < m.
i=1

Satz 2: Sei V endlich-dimensionaler K-Vektorraum und W C V ein Unterraum.
Jede linear unabhéngige Teilmenge von W ist endlich und ist Teil einer (endlichen)
Basis fir W.

Beweis: Sei S C W linear unabhingig und betrachte S C V ist linear unabhéngig,
also |S| < dim V. Sei nun Sy C W linear unabhéngig.
Wir setzen Sy zu einer Basis fort wie folgt:
Betrachte den Unterraum span(Sy)CW.

o Falls span(Sy) =W v

e Falls span(Sy) C W: Sei 5, € W, 51 ¢ span(Sp).
Setze Sy := Sp U {61}, linear unabhéngig nach Lemma 1 (§3)
Wiederhole: Sy := S U {S;} linear unabhéngig, usw.
In hochstens dim V' vielen Schritten erreichen wir S, = So U {f1,..., B},
wofiir span(.S,,) = W sein muss und S,, aukerdem linear unabhéngig ist, also
S,, Basis fiir W ist.
O
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Korollar 4: Sei W ein echter Unterraum des endlichen K-Vektorraumes V' (d.h. W C V).
Dann ist W endlich-dimensional und dim W < dim V.

Beweis: Setze Sy # () und setze fort wie im Beweis von Satz 2 (§3) und wir erhalten
eine Basis S, von W also span(S,,) = W in m < dim V' vielen Schritten.
Also m :=dimV <~V aber W echt, d.h. es existiert ein b ¢ W, also
S ¢ span(S,,). Also ist S, U {8} linear unabhéngig und damit m + 1 < dim V'
und somit m < dim V.

Korollar 5: Sei V' endlich-dimensional iiber K.
Jede linear unabhéngige Teilmenge ist Teil einer Basis.

Korollar 6: Seien Wi, W5 endlich-dim. Unterrdume vom K-Vektorraum V. Es gilt:

Wy + Wy ist endlich-dimensional
und

Beweis: Satz 2 (§3) impliziert, dass W; N W, eine endliche Basis {ay, ..., ax} hat.
Nach Korollar 5 (§3) existieren (i,...,5, € Wi und vq,...,v, € Ws, sodass
{ag,...,ax, B1,..., By} Basis fir Wy ist und {1, ..., ax, 7, .., 7} Basis fir Ws.
Der Unterraum Wy + Wy wird von aq, ..., g, B1y- -+ By Y1y - - -, Vo €TZeugt.

Behauptung: Diese Vektoren sind linear unabhéingig.

Beweis:

k m n
Z Ty + Z yjﬁj + Z zyr =0 (*)
i=1 j=1 r=1
n k m
== =Y mai+ Y yib;
r=1 i=1 j=1
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Also Y z.y. € Wi, aber auch Y z.7, € Wy per Definition und damit:
r=1 r=1

n

> 2y € WINWA.

r=1

Also gibt es ¢1, ..., ¢, € K, sodass Z PAES Z Cioy;.
r=1
Aber {ozl, . ak,%, ooy Yn ) linear unabhanglg =2 =0,1<r<n.

Also Zxa,+ Zyjﬁj = 0in (x) und {ay,...,%, P1,...,Bn} linear

=1
unabhanglg:>:z:l—0undyj—Ofurlgigk‘, 1< <m.
O

Also dim W, +dim Wy = (k+m) + (k+n) =k + (m+ k +n)

§4. KOORDINATEN

Definition 1: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dimV = n.
Eine geordnete Basis ist ein n-Tupel (aq,...,a,), o; € V, sodass
B={ai,...,a,} eine Basis ist.

Notation und Terminologie: Wir schreiben B = {«y,...,a,} eine geordnete Basis

(wir werden nicht (aq,...,a,) schreiben).
Lemma 1: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und {ay, ..., «,} Basis.
Fiir o € V existiert ein eindeutiges n-Tupel (x1,...,2,) € K™ mit

n
o = E ;04
i=1

n
Beweis: a =) za; = szaZ:>Z( i — zi)a; = 0.
:>xi—zi_:O:>xl—zl, fiir 1<i<n.
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Definition 2: Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum, B := {ay, ..., «,} Basis,
a€Vund (z1,...,2,) € K" wie in Lemma 1.

(1) x; ist die i* Koordinate von a beziiglich B

(2) (¢1,...,x,) ist das Koordinatentupel von « beziiglich .

Definition 3: Seien V und W K-Vektorraume
(1) T : V — W ist eine lineare Abbildung (oder Transformation), falls
i) T(a+B8)=T(x)+T(B), Va,BeV

(i) T(ca)=cT(a), VYaeV, ce K
oder dquivalent:

(iii) T(ca+p) =T (a)+T(B) Va,5€V, ceK.
Bemerkung: 7(0) =7(040) =T7(0)+7(0) =27T(0) = T7(0) =0
(2) T ist eine Isomorphie oder ein Isomorphismus, falls 7' zusétzlich bijektiv ist.

Notation: V 2 W oder V =~ V.
Terminologie: V' und W sind isomorph.

Lemma 2: Seien V. W K-Vektorrdume und 7' : V — W eine lineare Transformation.
T ist injektiv gdw. T(a) =0=a =0, VaeV

Beweis:
,= T injektiv und T'(«) = 0 = T'(0), also a = 0.

»<=“ Sei T'(a1) = T(ag), dann gilt T'(ay) — T'(ae) = 0, d.h. T(a; — a2) =0
und damit a; — ag = 0 und somit a; = ay.

Satz 1: Sei V ein K-Vektorraum. Es gilt:

dimV=n=V ~ K"
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Beweis: Sei B = {a,...,a,} geordnete Basis. Definiere:
T:V —K"
ar— (z1,...,2,)

Koordinatentupel
von « beziigich B

?

T(a+p)=T(a)+T(B)

Sei a = Suml x;ou, B = > a;oy, dann ist o+ § = Y (x; — y;) eindeutig und
i=1 =1

daraus folgt:

Ta+8)=(r1+ Y2 s Tn+yn) = (1, ..y x0) + (Y1, -, yn) = T(a) + T(5)

Analog T'(ca) = cT'(«).
Auferdem:
T(a) =(0,...,0) = a =0,
daz;=...=ux,=0. Also ist T injektiv.
Sei nun (x1,...,x,) € K™ und setze a := > z;04, € V.

i=1
Es gilt: T'(a) = (21, ..., x,), also ist T surjektiv.

Notation: Koordinaten-Spaltenmatrix von « beziiglich B:

X
[a]s =
Ty

N /

Beispiel 1: V =R3, B = {a;,as, asz}

ap = (1,2,1) 12 3
as = (2,9,0) p eine Basisund [2 9 3| invertierbar.
az = (3,3,4) Lo
—1
(i) Finde o € R3 mit [a]g= | 3
2

(ii) Finde [a]p fir a = (5,—1,9).
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zu (i): o= —a; + 30 + 203 = (11,31, 7).

3
zu (ii): Finde x1, 29, 23 mit a = > x104, d.h.

i=1
(5,—-1,9) = 21(1,2,1) + 22(2,9,0) + x3(3, 3,4).
Lose das lineare Gleichungssystem

T+ 2$2+3$3 =5
21131 + 9£U2—|—3[E3 =-1

I +4l’3 =9
Losung 1 =1, vy = —2, x3 = 2 und damit:
1
[a]s = | —2
2

Was ist der Zusammenhang zwischen [a]z und [a]p fiir zwei geordnete Basen B und B'?

Bemerkung: [a]g =0 < [a|z =0.

Satz 2: Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n, B und B’ geordnete Basen und P die

eindeutig definierte, invertierbare Matrix mit Spalten P; := [a}]5 fiir j = 1,...,n.
Es gelten:
(1) [(X]BZB[Q]B/, VaeV
und

(i) [a]g = P '[a]s, VYaeV

Beweis: Sei B = {ay,...,a,}, B'={a},...,a;}. Schreibe o, =} Pj;a;,
j=1
P;; € K eindeutig, d.h.:
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B
Ty

Nun sei a € V beliebig und [a]g = | : |, also:

/

T

n n n
. / ! / » .
o= E Ta; = E T E P
j=1

j=1 =1

:ZZ(PM%;)%

j=1 i=1

- Z (Z R-ja:;) o ()

i=1 \j=1

Aus (x) folgt: die i** Koordinate von « beziiglich B ist:
j=1

Sei P nun die n x n-Matrix mit ij*™ Koeffizient P;;. Wir schreiben (xx) nun um:

la]p = Pla]g, d.h.:

n
P
I g /
T j=1 PH e le Xy
n !
Tn Z Pnjflj; Pnl e Pnn xn
Jj=1

Ferner folgt auf ([a]sp = 0 < [ap), dass das homogene lineare Gleichungssystem
PX’ =0 nur die triviale Losung X’ = 0 hat, also P invertierbar ist.
Damit folgt auch, dass

o] = P~ [als

Satz 3: Sei P eine n x n-Matrix (iiber K), V' n-dimensionaler K-Vektorraum und B
geordnete Basis. Es gibt eine eindeutig definierte Basis B’ von V, sodass Va € V
gilt:
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Beweis: Wenn B' = {a},...,al,} (i) erfiillen sollte, dann gilt notwendigerweise:
0
0jls =Pl =P o[ =| i |
: P”j
0

n
also a; = ) Pija;. Nun zeigen wir, dass die so definierten o, eine Basis bilden.
i=1

Sei () := B__l. Wir berechnen:
Zj = 1"Qjp; = Z Qjk Z Fijoy
j=1 i=1
= Z Z PijQjky

j=1 i=1

:Z (Z PiQjr)

=1 j=1
———
(PQ)ik

= Z((Sik)ai

=g fir1 <k <n

Also span(B’) O B und damit span(B’) = V' (siche Hilfslemma 1 und 2).

Hilfslemma 1: dimV =n, X CV
|X| = n und X linear unabhéngig = X ist eine Basis.

Hilfslemma 2: dimV =n, X CV

| X| =n und X erzeugend = X ist eine Basis.
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§

Korollar 1: P invertierbare n x n-Matrix
54
die Spaten von P sind linear unabhéingig in K".

Beweis:

hat nur die triviale Losung gdw.

=1

eine triviale lineare Kombination ist, wobei P, die i*® Spalte von P ist.

Korollar 2: Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V' = n.
Eine n x n-Matrix P ist invertierbar gdw. die Spalten von P eine Basis fiir V' bilden.

Beispiel: Eine parametrische Familie von geordneten Basen. K =R, © € R

230 S)

invertierbar mit
cos(©)  sin(O)

-1
£ = (— sin(O) cos(@)) '
So gilt fiir jedes © € R:

Bo := {(cos(©),sin(0)), (—sin(O), cos(0))}

ist eine Basis fiir R2.
Fiir o = (21, 22) € R? gilt:

oo = (nta) one)) (on) = (Chom@) s mreeiy)
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Erinnerung:
aq
Q) y= (1, yn), A=1] 1 |, o 1 i* Zeile.
(877

Es gilt: yA =vyia1 + ... + yn-
aq n
(ii) ' Zeile von BA=[i"® Zeilenmatrix von B]|A = [B;1... By, | ¢ | = Y. Bija;
o, () j=1
firl1 <i<n.
Also ist die i*® Zeile von BA eine lineare Kombination der Zeilen von A.

Korollar 3: Sei A eine n x n-Matrix iiber K und aq, ..., «a, die Zeilenvektoren von A.
aq, ..., a, linear unabhingig = A invertierbar.

Beweis: B = {ai,...,a,} ist eine Basis fiir K™, also schreibe:

n
Standardbasisvektor: e; = Z Bijaj, 1<i<mn
j=1

Sei B die n x n-Matrix mit B;; als Koeffizienten. Betrachte die Matrix BA.
Die i* Zeile von BA=[i*® Zeile von BJA, d.h.:

(Bil c. an)A = Z BijOéj = €

j=1
Also BA =1,.
Fiir die Umkehrung siehe U.B.
O
§5. ZEILENRAUM
aq
Definition 1: Sei A = : m X n-Matrix iiber K, aq,...,q,, € K™ Zeilen von A.
Oy,
Der Zeilenraum von A ist span{ay,...,a} C K™
UR.
Der Zeilenrang von A ist die Dimension des Zeilenraums.
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Satz 1: Zeilendquivalente Matrizen haben denselben Zeilenraum.

Beweis: B = PA, P invertierbar, A, B m x n-Matrizen.

Amxn}
Bmxn
Pmxm

Also B = PA +— jede B-Zeile ist lineare Kombination von A-Zielen.
Also A = P7'B « jede A-Zeile ist lineare Kombination von B-Zeilen.
Also jede B-Zeile in span{aq, ..., a,} und umgekehrt.

Also Zeilenraum von A = Zeilenraum von B.

O

Wir werden auch die Umkehrung von Satz 1 zeigen. Dafiir studieren wir den Zeilen-
raum von Matrizen in r.Z.S.F.

Satz 2: Sei R # 0 in r.Z.S.F. Dann bilden die Zeilenvektoren von R die ungleich Null
sind eine Basis fiir den Zeilenraum von R.
(also Zeilenrang von R—Anzahl der Zeilen die ungleich Null sind.

Beweis: Seien py,...,p, die Zeilen ungleich Null.

P1
R=1"~
Pr
Es ist klar, dass pi,...,p, den Zeilenraum erzeugen. Wir zeigen nun die lineare

Unabhéngigkeit (Analog zu Korollar 3 (§3)).
Seien ky < ... < k, die Spaltenindizes (in der die Haupteinsen der p; stehen).

clp1+...+crpr:cl(O,...,kl,...,O)—i—...—i—cr(O,...,O,1,...,0):(0,...,0)

1 kr

impliziert ¢; = ... =¢, = 0.

Hilfslemma: Seien R und R’ m x n-Matrizen in r.Z.S.F. Es gilt:
R und R’ haben denselben Zeilentraum = R = R’
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Beweis: k1 < ... <k, bzw. k] < ... < k.. Spaltenindizes von R bzw R’ in denen die
Haupteinsen stehen.
Bemerke: p; ist genau dann lineare Kombination von {p},...,p.}, wenn k; = k]
firalles=1,...,r

O

Satz 3: Seien m,n € N, K Korper und W ein Unterraum von K™ mit dimV < m.
Es gilt:
Es existiert genau eine m x n-Matrix R in r.Z.S.F. mit Zeilenraum R = W.

Beweis:
Existenz: dim W < m. Seien o, 1..., a,, € W mit span{ay,...,a,} = W.
Setze:
aq
A= : m X n-Matrix
Qm

Dann ist Zeilenraum A = W.
A ist zeilendquivalent zu R in r.Z.S.F. und damit gilt:
Zeilentraum A =Zeilenraum R = W.

Eindeutigkeit: Sei R’ eine Matrix in r.Z.S.F. mit Zeilenraum R =Zeilentraum R’
Daraus folgt nach dem Hilfslemma: R = R’.

Korollar 1: Jede m x n-Matrix ist zeilendquivalent zu einer eindeutigen Matrix in r.Z.S.F.

Beweis: A zeilendquivalent zu R und A zeilendquivalent zu R’

= Zeilentraum R = Zeilentraum A = Zeilenraum R’
\_/)
= R=FR
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Korollar 2: Seien A, B m x n-Matrizen iiber K. Es gilt:
A zeilendquivalent zu B gdw. Zeilenraum A = Zeilenraum B.

Beweis:
1N
Z= Y
14

=

= Zeilenraum B = Zeilenraum R’

Zeillenraum A = Zeilenraum R ,
= R=R

Also A zeilendquivalent zu R und B zeilenfiquivalent zu R
= A zeilendquivalent zu B.

Korollar 3: Seien A und B m x n-Matrizen iiber K, dann sind dquivalent:

(i) A und B sind zeilendquivalent

(ii) A und B haben denselben Zeilenraum

(iii) B = PA, P invertiertbare m x n-Matrix.

Zusammenfassung:
Verfahren zum Berechnen von Basis und Dimension von Zeilenraum von A.

(I) e Reduziere A zu R in r.Z.S.F.
e cine Basis fiir Zeilenraum A = {py,...,p,} (die Nicht-Nullzeilen von R).

(II) Nun betrachten wir den Losungsraum C K" zu AX = 0, wobei A
UR.

eine m x n-Matrix ist. Setze S :=Losungsraum.
Wir berechnen eine Basis und die Dimension:

e Reduziere A zu R in r.Z.S.F. S ist auch Losungsraum fiir RX =0

e Seien pi,...,p, die Nicht-Nullzielen von R und ky,... k. die
Spaltenindizes in denen die Haupteinsen der Zeilen stehen.

Erinnerung: e Ldsungsverfahren:
{%k,, ..., xx, } Hauptvariablen. J = {1,... n}\{k1,... k. }.
{z;|j € J} freie Variablen, |J| =n — 1.
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Lose:
T, = D C15T;
i€t Cij c K
(%) 1<i<r
e J
Tk, = D Crj; )<
jeJ
e Alle Losungen bekommt man durch Einsetzen beliebiger Werte fiir
Ij, j S J

e Also sei I; die Losung, die man bekommt durch Einsetzen von z; =1

und z; =0, Vi € J\{j}.

Behauptung: Die (n — ) Vektoren {E;|j € J} sind eine Basis fiir .S.
Beweis:

(1) Linear unabhingig: Wie oben (die Spaltenmatrix E; hat eine 1 in
der j*" Zeile und 0 in den anderen Zeilen, die durch Elementen
aus J indiziert sind).

(2) Erzeugend: folgt aus (*)

Details: U.A.

Also ist {E;|j € J} Basis und damit ist dimS =n —r.

KAPITEL III: LINEARE TRANSFORMATIONEN

§1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

Beispiel 1:
i) T=0
(i) I(a)) = a Identitét
Beispiel 2: V' :=Polynomfunktionen iiber K.

f(x) =z +crz+ ...+ cpa®

(Df)(x) = e1 + 2x3¢ + ... + ke
Ableitungsoperator

Beispiel 3: Sei A eine m x n-Matrix iiber K.

(a)
T - Kn><1 _>Km><1

X —T(X)
mit T'(X) := AX.

© Lucas HEITELE



§1. Definitionen und Beispiele 57

U: K" —K"
a—U(a)
mit U(a) := aA.

Beispiel 4: Sei P eine m x m und A eine n x n-Matrix iiber K.

T : Kan —>Km><n
A—T(A)
mit T'(A) := PAQ ist linearer Operator.

Beispiel 5: V ={f]|f: R — R stetig}

T:V —V
f—Tf

wobei (T'f)(x) = Of (1) dt fiir @ € R.

Bemerkung 1: Lineare Abbildungen erhalten lineare Kombinationen:

T (Z cjaj) = Z ;T (aj).

Satz 1: Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B = {a1, ..., a,} eine geordnete
Basis fiir V. Seien 1, ..., 3, beliebige Vektoren in W.
Es existiert genau eine lineare Abbildung 7" : V' — W mit

T(aj)=p6; (%)

fiir1 <j <n.

Beweis:

Existenz: Sei a € V, dann existieren x1,...,z, € K, sodass:

n
o = E Ti;0.
i=1

Definiere:

T(a) := Z x5
i=1
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damit ist insbesondere (%) erfiillt.

Ist T linear?

Sei vy =100+ ...+ y,a, und c € K, dann ist
ca+vy=(cry+y1)ar+ ...+ (cxy + Yn)n.

Und damit:

T(ca+7v) =(crr +y1)Br+ ... + (cTn + Yn) Bn
cx1B1+yi1B1) + ..o+ (cxnfBn + Ynfn)
=(cx1 1+ ...+ cxnfn) + (Wifo+ ...+ YnBn)
=c(x1B2+ ...+ 2uBn) + (W1B1+ -+ Ynf)

=cT(a)+T(v) vV

~
=

Eindeutigkeit: Seien T, U : V — W linear mit T'(c;) = 53;)U(¢;).
Z.z..T(a) =Ul(a) fir alle a € V.
Berechne:

Ula) =U (Z ciozi> = ZCiU(%‘)

i=1 =1

= Z ¢l (i) =T (Z Ci%) =T(c)

Bemerkung 2: Wir haben gezeigt:
(1) 7,7 : V — W lineare Abbildungen. Es gilt:
T=Ugdw. T(oj) =Ulay) fiir 1 <j<mn
fiir eine Basis {a; |1 < j <n} von V.
(2) Wenn wir die Werte T'(«;) kennen, kénnen wir , 7" per Linearitét fortsetzen®.

Beispiel 6: V =R?, W =R3

a1 = (172) . .
Basis fiir V'
Qo = 74)
61 - <3a27 ]-)7 /82 = (67574)
T : R? 5R?

T(1,2) =(3,2,1)
T(3,4) =(6,5,4)

T(ey) =7
er = (1,0) = (—2)(1,2) + (3,4) und damit:

T(e1) =(—-2)(3,2,1)+ (6,5,4) = (0, 1,2)
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Beispiel 7: T : K™ — K" ist eindeutig bestimmt durch
T(ez) =0, 1=1,....m, B; e K".

Sei v = (x1,...,2Ty) € K™ T(a)?x101 + ... + T fm-

Setze:
B T'(e1)
B = f = :
B T(em)
mXxn-Matrix
Berechne:
B
aB=(x1,...;2n) | ¢ | ==+ ...+ Tubny
B
Ixm mxn Ixn

Also T'(a) = aB

BiLD uND NULLRAUM (KERN)

Lemma 1: Sei T' : V — W lineare Abbildung.
(1) T(V):=Rr ={T(a) |la e V}={w|we W und Ja € V mit T(a) = w}

ist ein Unterraum von W.

(2) N:=T"Y0} :={a|a €V und T(a) =0}
N :=ker(7) ist ein Unterraum von V.

Beweis:

(1) B1,52 € Ry, c € K = ¢f1 + B2 € Ry?
B =T(cn), B2 =T(az) und damit:

T(con +ag) =cT () =T(ag) =cfri+ P2 vV

T(0) =0 € Ry, also Ry # () und damit ist Ry Unterraum.

(2) aq,a0 €N, c€ K = cag +ay € N?
T(cay + az) = c0+0=0, also ca; + a3 € N und auch 0 € N.
Somit N = () und damit ist N Unterraum.
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Definition 1: Sei V' endlich-dimensional, 7" : V' — W lineare Abbildung.

rang(7") := dim Ry

Bemerkung: V endlich-dimensional, 7' : V' — W lineare Abbildung.

Es gilt: Ry =T(V) C W ist endlich erzeugt, weil:
UR.
Sei B={ay,...,a,} eine Basis fiir V, dann gilt fir a € V' :

T()=T <Z %-ai> = ZciT(ai) = chﬂi

= T(«) € span{f1,...,Bn}, also Ry = span{fi,..., .}

Satz 2: V endlich-dimensional, ' : V' — W. Es gilt:

dim V' = dimker T" + rangT’

Beweis: Sei {ay,...,qx} eine Basis fiir N = kerT'. Sei ayy1,...,0p € K,
sodass {a, ..., g, Qgi1, ..., q,} eine Basis fiir V ist.

Behauptung: {7T(agi1,...,T(a,)} bilden eine Basis fiir Ry.

Beweis: Nach obiger Bemerkung folgt , dass

{T(al), . 7T(C¥;€Z, T(as1), - Tlan)}

-~

=0

Ry erzeugen, d.h. {T'(ag41),...,T(an)} erzeugen Ry.

Sei nun
n n
Z ¢i(T(ay)) =, also T ( Z cia) =0
i=k+1 i=k+1
und damit also o € N. =a
k
Es existieren by, ..., b mit « = Y b« also:
i=1
k n
O:a—a:Zbiai— Z cjo; =0
i=1 j=k+1
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Aber {ay, ..., Qgi1, ...,y } linear unabhéngig und damit folgt:
bi=...=bp=cpr=...=cp=0.

Beispiel: Sei m x n-Matrix.
Ty : K™ 5 gmxd
Tx(X):=AX
ker T'y =Losungsraum von AX =0
Rp, ={Y e K™ |3X : AX =Y} (%)
Seien Ay, ..., A, die Spaten von A. Damit ergibt (x):
YeRy, «3X Y =24 + +2,A,

Also Ry, =Spaltenraum von A und Rang(74)=Spaltenrang von A, wobei:
Spaltenraum:=span{ A4, ..., A,} und Spaltenrang:=dim Spaltenraum.

§2. DIE ALGEBRA DER LINEARE TRANSFORMATIONEN
Seien V. W K-Vektorraume. Wir haben gesehen, dass
Fkt(V,W)={f|f : V — W eine Funktion}

versehen mit Funktionenaddition und Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum.

Satz 1: Setze L(V,W):=L:={T|T : V — W lineare Abbildung} mit Addition:

(T+U)(a) =T(a) +U(a) T,UeL
(aT)(a) :=a(T(x)) ae K

Esgilt: T+ U € (V,W) und aT € L

Beweis: (T + U)(ca+ ) =T (ca+ B) + T(ca+ p)
=cT'(a) + T(B) + cU(a) + U(B)
=c(T () + U(e)) + (T(8) + U(B))
=c(T+U)(o) + (T +U)(B)

(dT)(ca + B) =dT (ca + )
=d(cT' () + T())
=cdT (o) + oT'(B)
=c(dT(a)) + (dT)(B)
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Bemerkung: 0 € L(V, W) und damit L(V,W) # 0. Also L(V,W) C Fkt(V,W).
UR.
Insbesondere ist L(V, W) ein K-Vektorraum.

Satz 2: Sei V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum, dann gilt:

dim L(V, W) = mn

Beweis: B = {ay,...,a,} und B = {f,..., B} geordnete Basen fiir V und W
Fiir jedes (p, q) fiir 1 <p <m, 1 < q < n definiere die lineare Abbildung E":

EP? .V —W definiere fiir j =1,...,n:
0 J#4q
P ::{ : = 0j4Bp
517 J=q
Behauptung: {EP?|1 <p<m, 1 < g <m} bilden eine Basis fiir L.

Beweis: Sei T : V — W, fiir 1 < j < m schreibe T'(a;) = > A5y
p=1

in B fir A,; € K. Auberdem gilt T'= > > A, ,EP? =: U, weil:

p=1q=1

Ula;) = (ZZAMEP#) ()

p=1 ¢=1

= Z Z ApgdigBp

p=1 ¢=1

= Z ApiBy
p=1
:T(Ozj).

Also U(a) = T'(a), Va € V und damit U = V.
Also {EP1|1 <p<m, 1 <q<n} erzeugen L.
Linear unabhéingig?

SeiU = > > A,EP?1=0 fir Ay, € K.

p=1q=1
Also fiir a5, j =1,...,n gilt:

U(aj) =0, dh. > AyB, =0

p=1
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Da {f,|1 < p < m} linear unabhéngig ist, folgt: A,; = 0 fiir alle
p=1...,mund j=1,...,n

Satz 3: Seien V, W, Z K-Vektorraume, T' € L(V,W), U € L(W, Z) lineare Abbildungen.
Es gilt:

UoT , . . )
V 225 7 ist wieder linear.

Beweis: (U oT)(ca+ ) =U(T(ca+ B))
=U(cT'(a) +T(B))
=cU(T () + U(T(B))
=c(UoT)(a)+ (UoT)(B)

Sonderfall: V =W = Z. Also hat L(V,V) eine Vektormultipikation UT := U o T.

Bezeichnung: Schreibe 7° :=I Identitétsabbildung
T?:=ToT

T™ =To...0oT
—_—

n mal

Definition 1: Sei K ein Korper. Eine lineare Algebra L iiber K ist ein K-Vektorraum
versehen mit Vektormultiplikation, sodass

(a) a(fy) = (ab)y Va, 8,7 € L
(b) a(B+7) =aB +ay
(@+B)y=ay+py Va,fyeL
(¢) c(ap) = (ca)f = alcf) Yee K, Va,B €L

Falls ein I € L existiert mit

(d) la=al =« Vae L
heifst L eine lineare Algebra mit Einheit.
Falls

(e) af = pa Va,B € L

heifst L kommutativ.
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Lemma 1: L(V,V) ist eine K-lineare Algebra mit Einheit, d.h. es gelten:
(a) IoU=Uol=U VU e L(V,V)

(b) U(T, +Ty) = UT, + UT)
(T1 +T2)U =TU+T)U \V/U, Tl,TQ € L(‘/, V)

(C) C(UTl) = (CU)Tl = U(CTl) \V/U, T1 € L(V, V), Ve eV

(b) U(Ty + T3)(a) =U((Ty + T2)(cv))

U(Ti() + To(a))

U(Ti (o)) + U(Tz(«))
)

(UTy)(a) + (UTz)(a)

I — |

Auflerdem:

(T + T2)U) () =(Th + T2)(U(a))
=T1(U(a)) + Ta(U(a))
=(TU + ToU)(«)

(c) analog.

Definition 2: Sei T : V — W eine Abbildung. T ist invertierbar, wenn es eine
Abbildung U gibt mit

U: W —V und
UoT =1dy und ToU = Idw

(Wobei Idy die Identitédtsabbildung bezeichnet, Idy (z) = x, Vo € V)

Lemma 2: T invertierbar < T ist bijektiv.

»= (1) T(wy) = T(n) = a1 = (U o T)(x1) = U(T(21)) = U(T(x2))
= (U oT)(x2) = x5 injektiv v
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(2) (ToU)(y) =y, alsoy=T(U(y)), Vy € W injektiv v’

o= T bijektiv & Yy € W3lax € V mit T'(z) = y. Setze U(y) := x,
also U : W — V wird eindeutig definiert durch

Uly) =z < T(x) =y
Berechne: U(T(x)) =7:

Setze y := T(x), also U(T(x)) = x. Analog T(U(y)) = v,
alsoUoT =1dy und T o U = Idy

Bezeichnung: T invertierbar = U ist eindeutig definiert. Schreibe U := T~1. Also

T y) =0 y="T(r)

Satz 4: T linear und invertierbar = T~! linear und invertierbar.

Beweis: T-1(cBi + Ba) = ¢TI (B1) + T~ ()
—— —~ ’

=Y =X

Also berechne:

T(X) =T(cTH(B1) + T~ (B2)) = T(TH(B1) + T(T~(B2)) = cBu + P

Satz 5: Es seien: V -5 W i>, G, L invertierbare Abbildungen. Dann ist:

Lo@G : V — Z invertierbar und
(Lo G)’1 =G to L1

Beweis: (G'oL ™) o(LoG)=G 'o(L 'oLl)oG=G'oloG=G1oG=1

Andere: Analog.
O

Definition und Bezeichnung: GLg (V) :={T'|T : V — V invertierbare lineare Abbildung}
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Bemerkung: Wir haben grade gezeigt, dass GLg (V') mit der Verkniipfung o eine Gruppe
ist. GLg (V) ist die a (general linear group).

Definition 3: 7T ist singulédr falls ker(7") # {0}. Sonst heift T regulér oder nicht singulér.
Also T regulér bedeutet: T'(a) =0 = o = 0.

Satz 6: T : V — W ist regulidr < T bildet eine linear unabhéingige Teilmenge von V'
auf eine linear unabhéngige Teilmenge von W ab.

,= Sei ker(T') = {0}, a1, ..., q linear unabhéngig in V.
Z.z.: T(1),...,T(ax) linear unabhingig.
Sei 1T (1) + ... + cxT(ag) = 0, also T'(croq + ... + cpay) =0
und damit: ¢y + ... + cpay € ker(T'), also craq + ... + ¢,
ar = 0 und da o, ..., q linear unabhéngig, folgt:
cp=...=¢;=0.

Korollar 1: Sei dimV =dimW =d, T : V — W lineare Abbildung. Es gilt:
T ist injektiv < T ist surjektiv.

Beweis: Wir wenden den Dimensionssatz (Satz 2 (§1)) an:
d = rang(T) + dimker(7"). Also:

T injektiv < ker(T') = {0}
< dimker(7T) =0

crang(T) =d
SRr=W

&T surjektiv.
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§3. MATRIXDARSTELLUNG VON LINEAREN ABBILDUNGEN

Ansatz: Seien V., W K-Vektorraume mit dimV =n, dimW = m,
T : V. — W lineare Abbildung
B ={a,...,a,} geordnete Basis fiir V' und
B'={d),...,a} geordnete Basis fiir V.

Definition 1: T ist eindeutig bestimmt durch T'(ay),...,T(ay,) € W. Schreibe:

T()|p == : firj=1,...,n
Apj
und setze:
[T]B,Bl = [T(Oél)][g/ e [T(an)]B’

Diese m x n-Matrix heiftt Matrixdarstellung von T beziglich der Basen B und B’

Welche Eigenschaften hat [T 57

Satz 1. Es gilt fiir a € V:

T
Beweis: Setze A := [T]B,B' = [Aij]1§i§m7 [a]B =
1<5<n
mn
A]j "
Nun ist [T(oy)|lp = | : |, alsoist T'(a;) = > Ajal.
A i=1
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Berechne nun:

=1
= ;T ()
j=1
=D 5 ) Ay
j=1 =1
3 (S hun)
=1 \j=1
Es folgt:
3 Aqjx;
j;l 13y T
T()]g = : =A| : | wie behauptet.
Amjxj Tn
j=1

Bemerkung: (%) bestimmt die Matrix [Tz g eindeutig!

Beispiel: Sei A eine m x n-Matrix. Wir haben 2 lineare Abbildungen dazu assoziiert:
(1) T : K™ —K™!

T(x) :=Ax
und
(2) U: K™ —K"
Ula) :=aA

(1) Seien £ und &’ die Standard-Basen fiir K™*! und K™*!.
Wir berechnen [T]¢ ¢ :
Setze &€ = {e1,...,eppund & ={e, ... e }.
Dafiir berechne [T'(¢;)]s. Nun ist:

0
: Ay Ay m

T(e;) = A | 1| = j* Spalte von A = : und : _ Z Ayel.
0

Also [T'(g5)]er = 7% Spate von A insbesondere ist [T]p 5 = A.
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(2) Siehe U.B.

Satz 2: Die Abbildung

p: (VW) —K™™"

T l—)[T]BJgI

ist eine Isomorphie von K-Vektorrdumen.

Beweis: p linear? Berechne:

p(CTl + Tg) = [CTl + TQ]B7B/ = [(CTl -+ Tg)(al)}[g/ R [(CTl -+ Tg)(an)}[gr =7

Nun ist:

(T + To) ()]s = [cTi(ey) + Ta(og)le = ¢ [Tilay)]s +  [Ti(a;)]s]
~~ -~ S—— S———
jteSpalte von p(cTi+T%) jteSpalte von p(Th1)  jteSpalte von p(T2)

Also ist die j*Spalte von p(cT; + Ts) gleich die j**Spalte von p(T5) plus ¢ mal die
j*Spalte von p(T1). Also p(cTy + Ts) = cp(Ty) + p(T).

p injektiv?
0

Sei T'e€ L(V,W) mit p(T) = Opxn- Dann ist [T(ay)lg = | : | ¥Vj=1,...,n.
0

Aber dann ist T'(a;) =0Vj =1,...,n. Also ist T die Nullabbildung.

p surjektiv?
Folgt nun, weil mn = dim L(V, W) = dim K™*". (siche U.B.)

Wir betrachten den Sonderfall: 7' : — V linearer Operator und B?5’.

Definition und Bezeichnung: Schreibe [T]zp = [T]s die Matrixdarstellung des
Operators 7" in der Basis B. Hier gilt also die folgende Version von (*):
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70 Kapitel 11I: Lineare Transformationen

Nun betrachten wie die Matrixdarstellung von Hintereinaderausfiihrungen:

v ow %z
\_/
UoT

Ansatz: V, W, Z endlich-dimensionale K-Vektorrdume und 7', U lineare Abbildungen.
B ={o,...,a,} Basis fir V, B = {f4,..., B} fiirt W.B" = {y,...,7,} fir Z.
Setze A = [T]&B/?B = [U]B’,B”yc = [U @) T]B,B” =7

*

Beweis: [T(a]s & Ala]s und [U(T(a))]s 2 B[T(a)]s
Also [(U o T)(a)|p» = BA|ap. Also erfiillt die Matrix BA (x) beziiglich U o T..
Die Eindeutigkeit impliziert nun unsere Behauptung.

O

Korollar 1: p: L(V,V) — K™
p(T) :=[Ts

ist ein K -Algebren Isomorphismus.

Beweis: p ist ein K-Vektorraum Isomorphismus. Ferner gilt: p(77 o Ty) = p(T1)p(13).
0

Korollar 2: T : V — V. Es gilt:
T ist invertierbar gdw. [T]z invertierbar

In diesem Fall gilt ferner: [Tz = [T]5".

Beweis: 7T invertierbar <37 ' mit ToT ' =T"'oT =1d
S[ToT s =[T"oT|s=[ld]s
S[T)s[T™ s = [T7's[T)s = 1d,
ST =175
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Ansatz: V endlich-dimensional
B={ai,...,a,} und B' = {ca, ..., } geordnete Basen fiir V
T e L(V,V).

Fragestellung: Was ist die Bezichung zwischen [T]z und [T]z?
Nun: Satz 2 (§3) liefert eine invertierbare Matrix P, sodass fiir alle o € V gilt:

lo]s = Plals ()
Und Satz 1 (§3) liefert eine eindeutige Matrix, sodass
[T()]s = [T]slels ()

Nun gilt (%*) fiir T(«) € V:

oder

Also erfiillt diese die bestimmende matrizielle Gleichung (*) bzgl. der Basis B'.
Die Eindeutigkeit von [T]g fiir die Erfiillung von (%) liefert nun:

wobei

Bemerkung: Betrachte die Abbildung 7 : V — V die lineare Abbildung, eindeutig
definiert durch die Angaben 7(a;) := o’ Vj = 1,...,n. Dieser Operator ist inver-
tierbar, da er eine Basis auf eine Basis abbildet (Korollar 1 (§2)). Somit ist die
Matrixdarstellung von [r]z invertierbar. Es ist:

P heifst deshalb ,Matrix des Basiswechsels”
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Wir haben beweisen:

Satz 4: (Ansatz wie oben)

oder

Definition 2: Seien A, B € K™*". Wir sagen B ist zu A dhnich, falls es eine invertierbare
Matrix P € K™*" gibt, sodass
B=P'AP

Wir haben in Satz 4 (§3) bewiesen:

Sind B = [T und A = [T] die Darstellungsmatrizen des Operators T beziiglich der
Basen B’ beziehungsweise B, dann ist B zu A ahnlich.

Eigentlich gilt auch die Umkehrung!

Satz 5: B ist dhnlich zu A gdw. B und A denselben linearen Operator
(beziiglich geeigneter Basen) darstellen.

Beweis:

,<=" Bereits gemacht.
Sei nun B eine beliebige Basis.

,=" Sei T der eindeutig definierte Operator durch
T = A, d.h. [T(a)]s (%)
Sei B’ die Basis erhalten durch P, d.h wofiir

P=| [dils|.-.. | [a&]s | sein sollte.

Diese Angabe bestimmt also, dass
Plj

[Oé;]g = , d.h. a;- = Zpijai,
Pnj i=1
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Es gilt [T]z)B U.A. (siehe U.B.)

0
Exkurs: Definition: Sei eine Relation R C S x S.. Schreibe 2Ry < (z,y) € R.
R heifst Aquivalenzrelation, falls:
(1) xRxVx € S (Reflexivitét)
(2) xRy = yRx Vx,y € S (Symmetrie)
(3) xRy NyRz = xRz Vx,y,2 € S (Transitivitét)

Beispiel: B dhnlich A ist eine Aquivalenzrelation auf K™*":
(1) B=1:'BI,
(2) B=P'AP = APBP~' = (P~")" = B(P™).
Setze Q := P!, also A = Q'BQ
B =P lAP

“e—qsg

} = C = (PQ)A(PQ)

§4. LINEARE FUNKTIONALE

Bemerkung 1: W = K! ist ein K-Vektorraum mit dim W = 1. Standardbasis ist {1}.
W' C W Unterraum=- W’ = {0} oder W’ = W, also dim W’ = 0 oder dim W' =1
und dim W’ =1 gdw. dim W’ # {0}.

Definition 1: f € L(V, K) heift lineares Funktional.

Beispiel 1: V = K", £ Standardbasis. Sei (a4, ...,a,) € V fixiert. Definiere f : V —
K durch

flxy, .. xy) ::Zaixi (%)

Es gilt: f € L(V,K) und [f]e (13 = [a1, .. ., ).
Umgekehrt sei f € L(V, K). Setze a; := f(e;), dann erfillt f () fiir (ay,...,an).

Allgemeiner sei ~ V =n und B = {ay, ..., a,} geordnete Basis. Sei (a4, ...,a,) €
K" fixiert. Definiere f : V — K durch

f <Z Z‘iOéi) = inai (%)
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Dann ist f € L(V, K) und

flegy = [fla)lgy |-+ | [flan)lmy

= [al]{l} e [an]{l}

=lay...ay]
Und umgekehrt: f € (V, K). Setzea; = f(«;), dann istf wie in (x).

Beispiel 2: [a,b] C R Intervall. V = C([a,b]) :=={g : [a,b] — R f stetig}. Setze:

b

flg) = /g(t)dt firgeV

a

Definition und Notation: V* = L(V, K) heift der Dualraum.

Sei nun dimV = n.

Bemerkung 2: dimV*=dim L(V,K) =n =dim V.
Wir werden nun jeder Basis B = {ay,...,q,} fiir V eine Basis B* von V* zuordnen.

Satz 1 (§1) liefert fiir i = 1,...,n ein eindeutig definiertes Funktional f; mit f;(a;) = d;;.

Behauptung: {fi,..., f,} ist eine Basis fiir V*.
Es geniigt zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind.

Beweis: Fir f =Y ¢ fi, (¢; € K) gilt fiiralle j =1,...,n:
i=1

n

flag) =Y cifiloay) =¢; (%)

=1

Insbesondere ist f =0, dann gilt f(a;) =0Vj=1,...,n,
dh.¢c;=0Vj=1,...,n

Definition 2: B* ={fi,..., fn} heikt Dualbasis zu B.

© Lucas HEITELE



§5. Lineare Funktionale 75

Satz 1: SeidimV =n, B={ay,...,q,} Basis fir V.
Es existiert eine eindeutige (Dual)Basis B* fiir V*, mit Bx = {f1,..., fu}

filey) = 64 (1)
and Vf € V*: )

f= Z flag)fi (2)
und Va € V: B

(2) feV*=f= i ¢; fi und (%*) liefert:

=1

Cj:f(Oéj) ijl,,n

(3) Analog: a = i zioy = fi(a) = f; (i xiozi) = x;.
j i=1

Jj=1

O

Bemerkung 3: (3) beschreibt f; also die ,,i*® Koordinatenfaktoren beziiglich der Basis B*

a — die i** Koordinate in [a]s.

Bemerkung 4: f € V*, f # 0, Im(f) C K Unterraum, Im(f) # {0},
also (Bemerkung 1) ist Im(f) = K = dim(Imf) = Ry = 1.
Dimensionssatz (Satz 2 (§1)) impliziert nun:
dimker(f) +1 =n = dimker(f) =n —1 (wobei n := dim V)
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Definition 3: Sei dimV =n und W C V Unterraum mit dimW =n — 1,
dann heifst W Hyperraum (oder Hyperebene, oder Unterraum der Kodimension 1.)

Bemerkung 4 besagt: f € V*, f # 0= ker(f) C V ist ein Hyperraum.
Wir werden die Umkehrung (und mehr) zeigen.

Definition 4: Sei V' ein K-Vektorraum, S C V.
Der Annihilator von S ist bezeichnet mit S° und definiert als:

Sei={feV*|SCker(f)} ={fe V| fla) =0Va e S}

Bemerkungen:
(i) 5'1 C S =55 C 57 Klar.
(ii = (span(S))° Klar.

) S
(iii) S° C V* ist immer ein Unterraum. Klar.
(iv) S={0} & S°=V*
(v) S ={0} = S°={0} Klar.
(vi) Also span(S) =V < S5° ={0}.

Beweis zu (iv):

((

,=" ist klar.

,<= Sel S°=V* Zuz.:S={0}
Zum Widerspruch sei @ # 0, a € S.
{a} linear unabhéngig = ergénze zu einer Basis fiir V:
B={a=u0a,...,0,} sei B* Dualbasis B* = {f1,..., fu}.
Es gilt also f(aq) =1, also f1 ¢ S° 4

Beweis zu (vi)

,= schon gezeigt.

,<="“ Sei §° = {0}. Z.z. span(S) = V.
Zum Widerspruch setze W := span(S) und sei o € V\W,
{ai,...,ax} C W Basis fiir W. Dann ist {aq,...,ax, o} Lu.
Ergénze zu einer Basis fiir V:
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B={ai,...,a 0= a1, 0y, ..., 0}

{fi,-- fey fox1, fra2, - -, fu} = B* Dualbasis.

Es gllt fk_H(Oéj) = O, fk+1(ak+1) = 1, Vj = 1, ce ,/{7.
Also fk+1 7‘é 0 und fk+1 e S° é

Korollar 1: (Trennungseigenschaft)
Sei W C V Unterraum und « ¢ W. Es existiert f € V* mit

fW) = {0} und f(a) # 0

Beweis: Sei {aq,...,a;} eine Basis fiir W.
Nun a ¢ span{ay,...,ar} = {ai, ..., ag, a} linear unabhéngig.
Ergénze zu Basis fiir V: B = {aq,..., g, & = agy1, ..., @, } und sei

B = {fh .- '7fk7fk+17 .- '7f7L} Dualbasis. Setze f = fk-i—l

Satz 2: (Dimensionsformel fiir Annihilatoren)
Sei V' endlich-dimesnionaler K-Vektorraum, W C V Unterraum. Es gilt:

dimW 4+ dim W° = dimV

Beweis: Sei {ay,...,q,} Basis fiir W. Ergénze zu einer Basis fiir V:
B={ay,...,a5 qk1,...,an}. Sei B*={f1,..., fn} Dualbasis.

Behauptung: {fxia,.-., fa} ist eine Basis fiir W*.
Beweis: Es ist klar, dass f; € W° fiir ¢ > k + 1,
weil fZ'<Oéj) = 5” =0 falls ¢ > k+ 1 und j < k.
Also a € W = « Linearkombination von oy, ..., oy
= fila) =0Vi >k +q. Also f; € W° fiir i > k + 1, wie behauptet.

Nun sind {fx41,..., fn} sind linear unabhéngig als Teil einer Basis
und damit geniigt es zu zeigen: span{ fyy1,..., fn} = W°.

Sei f e V*. Es gilt f = Zn: f(a;) (allgemein).
i=1
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Ist aber f € W°, dann f(«;) =0 fiir i < k.
Also:

F= 3 faf,

i=k+1

Korollar 2: Sei dimW =k, dimV =n, W C V Unterraum. Es gilt:
W ist der Durchschnitt von (n — k) Hyperebenen von V.

Beweis: In der Notation des obigen Beweises:

W = ﬁ ker(f;)

i=k+1

Bemerkung: Ist W Hyperebene, dim W = n — 1, also ist W = ker(f,,).

Korollar 3: Wi, Wy Unterrdume von V. Es gilt:

Wf:W;:VI/l:WQ

Beweis: Zum Widerspruch sei Wy # Wy, a € Wy, o« ¢ Wy Korollar 1= 3f € V* mit

F(Wy) = {0} und f(a) £0.
Also f € W7, aber f & W5 4 O

Beobachtung: Beziehung zu homogenen Gleichungssystemen

Anxl—l— c. +A1n$n =0 .
. homogenes Gleichungssystem

Sei (%) mit Koeffizienten im Koérper K.

Amlxl_'_ TN +Amnxn =0
Definiere fiir © = 1, ..., m ein Funktional auf K™:

f(fL’l, e ,ZL‘n) = ZAijxj
j=1
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Es gilt:
Losungsraum von (x) = () ker(f;)
i=1

(folgt unmittelbar aus den Definitionen).

Wir werden diese einfache Beobachtung nutzen, um Annihilatoren zu berechnen.

Beispiel 1: V =R’ W = span{a, as, as, as} wobei:

ar =(2,-1,3,4,—1)

ay = (—1,1,2,5,2)
az = (0,0,—-1,-2,3)
as = (1,-1,2,3,0)
Finde W°. .
Sei f € V* Esgilt f(xy,...,25) = > ¢jz; allgemein.
=1
Insbesondere:

feseflar)=fla) = flag) = f(ay) =0 (LGS in ¢y, ...

5

j=1

Wobei A;; die Koeffizienten der Koeffizientenmatrix A
des homogenen Gleichungssystems, d.h.:

2 -2 3 4 -1 1 -1 0

-1 1 2 5 2| rzsF 0 0 1
A=109 o -1 —2 3 "B=10 0 o
1 -1 2 3 0 0O 0 O

C1 Cy C3

c1, c3, cs Hauptvariablen, co, ¢4 freie Variablen.
Wie {iblich finden wir den Losungsraum fiir

5
ZRijCjZO, 1§l§3

j=1
d.h.:
C1 — Cy — C4 =0
c3 + 204 =0
Cy = 0

,05)

i)
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Setze co = a,cy = b € R beliebig, dann sind ¢; = a+ b, c3 = —2b, c5 = 0 und:
We ={f|f(x1, 22,3, 24, 25) = (a + b)x1 + axy — 2bx3 + bxy, a,b € R}
Basis fiir W° erhélt man z.B. durch Einsetzen:

a=1,b=0und N f1($17$2,I3,$4,$5) =2+ X2 1st Basis
a=0,b=1 f2($1,$2,$3,$4,$5) =11 — 2T3 + 14 fir W°e

§5. BIDUAL

Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Zwei Fragen haben wir noch nicht beantwortet:

(i) V —V* Umkehrung? Sei B Basis fiir V*,
B—B* dB Basis fiir V, sodass B = B*?

(i) V —V* Umkehrung? Sei U ein Unterraum von V*,
W s V° 4B Unterraum von V', sodass U = W°?

Bemerkung: Wir betrachten (V*)* := V** und dim(V**) = dim V = dim V*.
Der Dualraum V** zu V* heilst der Bidualraum zu V.

Proposition 1: Sei o € V. a induziert kanonisch ein Funktional L, € V** wie folgt:

L, : V* —K definiert durch:
Lo(f) =f(a) fiir feV*

Beweis: L —a(cf+g) = (cf + g)(a) = cf(a) + g(a) = cLa(f) + La(g)

Satz 1: Die Abbildung

AV —V
a—L,

ist ein Isomorphismus.
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Beweis: A(ca + ) = cA(e) + A(B).
Z.z. ist also: [A(ca+ B)|(f) = [cA(a) + X(B)|(f) Vf e V*
Wir berechnen:

[/\<COZ + 6)}(.]0) :Lca+ﬁ(f>
=f(ca+ )
=cf(a) + f(B)
=cLa(f) + Ls(f)
=cA(@)(f) + AB)(f)
=leA(@) + A(B)I(f)-
Also ist A linear.
Wir zeigen )\ ist bijektiv: Es geniigt zu zeigen, dass dim V' = dim V**.
Zu beweisen: X ist regulir. Sei A(a) =0 (d.h. L, =0). Z.z.: « = 0.
Angenommen « # 0, also {a} linear unabhéngig.
Sei B = {a,...,a,} Basis fir V. B* = {fi,..., f.} Dualbasis.
Es gilt fi(a1) = fi(a) =1, also L,(f1) # 0 also L, Z0 4

Korollar 1: Sei L ein lineares Funktional auf V*.

o € V mit L = Ly,

d.h. fiir alle f € V*:

Beweis: Setze a := A7!(L)

Korollar 2: Sei B eine Basis fiir V*. Dann existiert eine Basis B fiir V mit B* = B

Beweis: Setze B := {fi,..., fu}. Satz 1 (§5) (1) liefert eine Basis, dual zu B:
B* :={Ly,...,L,} fir (V*)*, sodass L;(f;) = d;;-
Korollar 1 (§6) liefert: Vi = 1,...,n3la; € V mit (%x), d.h.:

Insbesondere: §;; = L;(f;) = fj(au) 1 <i<mn, 1 <j<n.
Setze nun B = {ay,...,a,}
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Bemerkung: Sei £ C V*, dann ist £° C V**.
E°={LeV*™|L(f)=0Vfec W}
Wir berechnen:
)Fl(EO) ={a eV |Xa) € E}
={aeV|L, € E°}
={a eV |L,(f)=0VYf € E}
={aeV|fla)=0VfeE} ()

Satz 2: Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:

AT W) = W

Beweis: dimW 4+ dim W° =dimV = dim V* = dim W° 4 dim W*°
= dim W = dim W® = dim A~} (W°°)
Es geniigt zu zeigen: W C A1 (W°°) m {aeV|fla)=0VfeW°}

aber a € W = f(a) =0Vf € W° per Definition!

Korollar 3: Sei U C V* Unterraum. Setze W := A~1(U°). Es gilt:

we=U

Beweis: dimV* =dimU +dimU° =dimV = dim W 4 dim W*°
Also dim U = dim W° (weil dim W = dim A~ (U°) = dim U°®).
Es geniigt zu zeigen: U C W°.
W(?) {aeV|fla)=0VYfeU} Sei feU.Esgilt: f(a) =0Va €W,

also f € W° per Definition.

§6. DIE TRANSPONIERTE ABBILDUNG

Ansatz wie immer:

Sei T' : V. — W lineare Transformation. T induziert eine Abbildung
T" : W* — V* definiert durch V* 5 f:=T%(g) :=go T fiir g € W*.
D.h.: f(a)=(goT)(a) = g(T()) Vo € V.
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Behauptung: 7" ist linear: ¢ € K, g1, g, € W*:
T'(cg1+g2) = (cgr+ g2) o T =c(g1oT) + (g1 T) = cT"(91) + T"(g2)

Wir haben bewiesen:

Satz 1: Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume.
Fiir jede lineare Abbildung 7" : V — W 3! T* : W* — V* auch linear, sodass

T'(g)(a) = g(T(a)) Vg € W*, a €V

Definition 1: Tt ist die transponierte Abbildung zu 7.

Satz 2: Es gelten:
(0) ker(T") = (Rr)°
(Nullraum der transponierten 7" =Annihilator vom Bild von T')
(1) Rang(T") = Rang(T)

(2) Ryt = (kerT)°
(Bild der transponierten 7" =Annihilator vom Nullraum von 7).

Beweis:
(0) geker(T) & T (g) =0 goT=0<g(T(a)) =0Va eV < ge (Ry)°
(1) Setze nun dimV =: n, dim W =: mr := Rang(T) = dim Ry
Satz 2 (§5) impliziert:
dim(Rr) + dim(Ry)° = dim W =m
Also:
r+dim(Ry)° =m = dim(Rr)° =m —r
Aus (0) folgt nun: dim(ker 7%) = m —r. Nun ist 7% : W* — V*
und Satz 2 (§1) liefert:
Rang(T") + dim(ker T*) = dim W* = m

Also Rang(T") =m —(m—r)=r
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(2) Setze N :=ker(T).

Behauptung: R;+ C N°

Beweis: Sei f € Ry, also f =T"(g). f € V* fiir ein g € W™.
Sei o« € N berechne:

fla) = (goT)(a) = g(T()) = g(0) = 0

O
Andererseits haben wir wieder:
dim N° =n — dim N = Rang(7T) m Rang(T")
1
D.h.: Ry € N° und dim N° = dim N°.
Also R+ = N°.
O

Satz 3: Seien V., W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, T : V. — W,
Tt : W* — V* lineare Abbildungen. Seien B, bzw. B’ geordnete
Basis fiir V bzw. W und B* bzw. (B')* Dualbasis. Es gilt:

Tz = [T 5

Bewelis:
Erinnerung: Sei A eine m xn-Matrix, dann ist A" nxm-Matrix und (A%);; = (A) ;.

Setze A := [T]&Bl, B = [Tt](lg/)*ﬁ*, B = {041, sy Oén}, B = {61, ce ,ﬁm},

B ={f1, ... fm} und (B)* ={g1,. .., 9m}
Per Definition gilt:

i=1
(**) Ttgj:ZBz]fz jzl,...,m
i=1
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Wir berechnen nun:

k=1
= Z Akigj(ﬂi) = Z Akz5]k
k=1 k=1
(*;*)A

Nun fiir beliebiges f € V*:

(Darstellung zur Basis B*)
Speziell fiir f = T"g; ergibt sich dann:

ZBmfz =iy, = ZT% ai) f; =2 ZA”fg

Da B* eine Basis ist, ist die Darstellung jedes f eindeutig,
also B;; = Aj;, wie behauptet.
O

Wir geben nun als Anwendung einen sehr eleganten Beweis des Satzes, dass der Zeilen-
rang der Matrix stets gleich ihrem Spaltenrang ist.

Erinnerung:

(i) Sr(A) : Spaltenrang von A—Dimension des von den Spaltenvektoren von A
aufgespannten Unterraumes.

(ii) Zr(A) :Zeilenrang von A—Dimension des von den Zeilenvektoren von A auf-
gespannten Unterraumes.

Satz 4: Es sei &, die Standardbasis fiir K™ und &, die Standardbasis fiir K™,
T : K" — K™ gegeben durch T'((z1,...,2m)) = (Y1,---.,9.),

wobei Y; = Z Aijxj~ Es gllt

=1

Tle, . = A

Beweis: U.A.
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Offenbar ist Sr(A) = Rang(7T'), denn Bild(T") besteht gerade aus den Linearkombinatio-
nen der Spaltenvektoren von a. Aukerdem ist Zr(A) = 6(A*), denn die Zeilen von A sind
gerade die Spalten von A’. Mit den Resultaten der letzten beiden Sétze folgt also:

Sr(A) = Rang(T) = Rang(T") = Sr(A") = Zr(A), da A" = [T"|g: ex.

Definition 2: Rang(A) :=r(A) = Sr(A4) = Zr(A)

§7. QUOTIENTENRAUME

Es sei V ein K-Vektorraum, W C V' Unterraum.

Definition 1: (Kongruenz)
Fir o, €V : a = mod W (a kongruent zu $ modulo W), falls « — 5 € W.

Lemma 1: = mod W ist eine Aquivalenzrelation auf V.

Bewelis:
(1) Reflexivia—a=0€ W
(2) Symmetrisch: a —feW = —(a—f) = (f—a) € W.
(3) Transitivia—f € Wund f—y € W,soaucha—v = (a—0)+(6—7) € W.

O

Definition 2: Zu « € V heifét
[alw :={8eW|a=p mod W}

die Restklasse von ¢ mod W.

{lajw[a eV}

heilen Restklassen von W.
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Notation: V/W ={lo]w|aec W}

Bemerkung: Offenbar ist [a]w = {a + 7|y € W} Wir kénnen daher fiir [a]y auch
a + W schrieben, also ist:

VIW .= {a+W|aeW}

Erinnerung:

(i) [oJw = a+ W ist die Nebenkasse von o modulo W. Ein § € [a]y heift
JReprisentant® der Aquivalenzklasse.

(ii) V/W :=Menge der Nebenklassen versehen mit der Verkniipfung +:
(0 + W)+ (a+W) = (g +ag) + W
und einer Verkniipfung ,Skalarmultiplikation®:

cla+ W) :=(ca)+ W firce K

Lemma 2: Diese Verkniipfungen sind wohldefiniert von der Wahl der Représentanten,
d.h.:

a=a mod W)

(a) und = a+pf=ad+p mod W
B =4 mod W)
a=a mod W)

(b) und = ca = co/ mod W.
ce K )

Bewels:
a—ao eW
(a) und = (a—a)+(B=p)]=(a+B) —(/+8)eW
B—peW W ew
ew

=>a+p=d+F modW.
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(b) a—d e=cla—d)eW=ca—cd € W= ca=ca’ mod W

Lemma 3: V/ W mit diesen Verkniipfungen ist ein K-Vektorraum.

Beweis: U.A.
Was ist 07
Ovp = 0+ W = W ist der Nullvektor in V/W.
Was ist additives Inverses?
(a+W)=((—a)+W)=0+W =W =0y
OJ

Notation: a=oa+W.
Also:

(i) o +az :==a; + az

(11) Cap = COop

(ili) a=0ca+W=WeoaeW

Satz 1: (die kanonische Projektion)

W - V—»V/W

() =

ist eine surjektive lineare Transformation mit ker(my ) = W.

Beweis: 7Tw(0061+012) = (COC1+052>+W = (C(X1+W>+(062+W) = C(Oél—i‘W)—i‘(OéQ—i‘W).
Sei @ € V/VV7 dann ist @ = mw ().
acker(rw)ea=0,,ca+W=Weacll
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Korollar 1: dim W 4+ dim V/ W =dimV

Satz 2: (Homomorphiesatz)
Seien V, Z K-Vektorrdume, T' : V — T linear. Es gilt:

V/kerT ~ Rr

Beweis: Definiere T : V/kerT —» Ry mit T(a +kerT) :=T(a) = T(«a)
(i) T wohldefiniert?
a=o =>T(d)=T()?
a—d ekaTeT(la—-d)=0&T(a)=T()

(ii) linear?

T(ar+az) = T (@1 T az = T(ar + az) = Tlay) + T(as) = T(& + T(@)
(iii) T(a) € Ry. Esist T(a) = T(a), also T ist surjektiv.
(iv) T injektiv?

acker(l) & T@=0T(a)=0sackerT & a=0.

Also ist T regular.

Korollar 2: Seien W, W’ Unterrdume von V und V =W & W', dann gilt:

W@W//W ~ W’

Beweis: V = W & W’ bedeutet: Vo € VIlw € W und v’ € W, sodass v = w + w'.
Definiere

Py, V—W

/
VU —w

Py ist linear (U.A.)v'und surjektiv (U.A.)v
acker(Py) e Pp(v)=0cuw=0acW.
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Satz 2= V [ker(Pypr) = Bild(Pyy)

Korollar 3: Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:

(/w) =

Beweis: Seimy @ V — V/W betrachte 7l : (V/W>* — V*. Setze T := myy.
Ryt = (ker(T))° = W°.
ker(T%) = (Rr)® = (V/w)e = (V/w)e = {0}.
Also T* reguléar und surjektiv auf W°.

Fragestellung: Sei W C V Unterraum: Was ist die Beziehung zwischen W* und V*7

Korollar 4: Sei W C V ein Unterraum. Es gilt:

W* ~ Ww* we

Beweis 1: Id : W — V Identitéitsabbildung. Id* : V* — W™,
ker(Id") = (Ryq)° = W°
Ry = (ker(1d))° = ({0})° = W™,

0
Beweis 2: Betrachte die Abbildung
p: V:—W*
o(f) =flw (Die Restringierung)
Ist p linear? Was ist ker(p)? Was ist R,? Benutze den Homomorphiesatz
(nach der Berechnung von ker(p) und R,. (U.A.)
0
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