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Gabriele Ciaramella, Christian Jäkle, Georg Müller, Stefan Volkwein

September 30, 2021



2



Contents

I Optimization 1: Unconstrained Optimization 7

1 Introduction 9
1.1 Motivation – Stay healthy with optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Basic notions in optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
Appendices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Optimality conditions 17
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.1 First-order necessary optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2.2 Second-order optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Convexity and convex optimization 27
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.2 Convex optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Descent methods and step size strategies - Part 1 37
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2 Descent methods and introduction to step size strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.2.1 Descent methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2.2 Introduction to line-search strategies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Appendices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5 Descent methods and step size strategies - Part 2 49
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.2 Armijo rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

6 Descent methods and step size strategies - Part 3 61
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.2 Wolfe rule (or Wolfe-Powell rule) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

7-8Steepest descent and conjugate gradient methods 73
7-8.1 Introduction – Win the battle or the war? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7-8.2 Steepest descent method a.k.a. gradient method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
7-8.3 Conjugate gradient method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7-8.3.1 From the problem of steepest descent to the method of A-orthogonal directions . . . . . . . . . 77
7-8.3.2 Computation of A-conjugate directions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

9 Rates of convergence 87
9.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
9.2 Rates of convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

9.2.1 Orders of convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
9.2.2 Characterization of superlinear convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3



4 CONTENTS

10 Newton’s method - Part 1 97
10.1 Introduction – Math is art... and Newton’s method is an artist brush! . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
10.2 Local Newton method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

11 Newton’s method - Part 2 109
11.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
11.2 Globalized Newton methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

12 Quasi-Newton methods 125
12.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
12.2 Quasi-Newton methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

II Optimization 2: Constrained Optimization 135

13 Optimality conditions for constrained optimization – Part 1 137
13.1 Constrained optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
13.2 The tangent space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
13.3 First-order necessary conditions for equality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
13.4 Second-order optimality conditions for equality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

14 Optimality conditions for constrained optimization – Part 2 151
14.1 Constrained optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
14.2 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

14.2.1 The dual problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
14.2.2 Weak and strong duality and saddle points of the Lagrange function . . . . . . . . . . . . . . . 158

15 Introduction to linear programming 163
15.1 Bases, basic points and basic feasible points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
15.2 Geometry of the feasible set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
15.3 Dual linear programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
15.4 KKT system and su�cient optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

16 Simplex method in linear programming 173

17 Interior-point methods for linear programming – Part 1 175
17.1 Primal-dual methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
17.2 Feasible primal-dual methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

18 Interior-point methods for linear programming – Part 2 187
18.1 Feasible primal-dual methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
18.2 Infeasible primal-dual methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

19 Quadratic programming – Part 1 201
19.1 Quadratic programs with equality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
19.2 Numerical solution of KKT systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

19.2.1 Direct methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
19.2.2 Iterative methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

20 Quadratic programming – Part 2 213
20.1 Quadratic programs with inequality constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
20.2 Interior-point methods for quadratic programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

21 Penalty methods 221
21.1 Quadratic penalty method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
21.2 Nonsmooth penalty methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229



CONTENTS 5

22 Augmented Lagrangian method 233
22.1 Properties of the augmented Lagrangian method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
22.2 Convergence of the augmented Lagrangian method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237

23 Nonlinear problems with box constraints – Part 1 241
23.1 Necessary optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
23.2 Su�cient optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

24 Nonlinear problems with box constraints – Part 2 249
24.1 Projected gradient method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
24.2 Projected Newton method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

25 Sequential quadratic programming – Part 1 263
25.1 Local SQP method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
25.2 Merit functions and line-search globalization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

26 Sequential quadratic programming – Part 2 275
26.1 Full quasi-Newton approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
26.2 Reduced quasi-Newton approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280


