GROUPES ABELIENS DIVISIBLES ORDONNES

Salma Kuhlmann

Introduction et note bibliographique.

L’exposé est divisé en 5 sections:
Dans la section 1 sont établies les notations et définitions, notamment celle du squelette d’un
groupe ordonné, '
Dans la section 2, nous donnons une preuve détaillée du théoréme A qui est un premier
théoréme de plongement, et quelques exemples montrant que P'hypothése de divisibilité du
groupe y est indispensable.
La section 3 donne I’énoncé du théoreme B qui est le théoréme de plongement de Hahn ainsi
que quelques théorémes concernant les groupes valués. Les démonstrations peuvent étre lues
dans [FU] par exemple.
La section 4 est un rapide exposé des principaux résultats de [ROS], notamment celui qui
établit une relation entre le rang d’un groupe ordonné et le type d’ordre d’un certain ensemble
d’indiscernables. -
Finalement, nous démontrons dans Ia section 5 le théoréme C qui est un théoréme de ca-
ractérisation des GADO x-saturés pour x > Rp. L’article de Alling [ALL| contient déja
un théoréme de caractérisation des GADO qui sont des ensembles fa Pour a > 0; au vu
du théoréme 5.2, son résultat peut étre vu comme une caractérisation des groupes abéliens
divisibles ordonnés (GADO) «-saturés pour x > Ro, et alors le théoréme C en serait une
généralisation au cas x > Ry. La preuve que nous en donnons s’appuie sur une communication
personnelle qui nous a été faite par Peter Schmitt a Heidelberg. Nous terminons par quelques
corollaires intéressants en ce qu’ils donnent des exemples concrets de tels GADO.

§1 Préliminaires, notations, définitions.

La théorie des groupes abéliens ordonnés (GAO) est formulée dans le langage L =
{+,-,0,<}. Elle a les axiomes suivants:

e les axiomes de groupe abélien,

® les axiomes exprimant que < est un ordre total,

ez<y—z+z<y+z (Pordre est compatible avec P’addition);
celle des groupes abéliens divisibles ordonnés (GADO) a de plus

e 3z(z £ 0),

e le schéma Jy(ny==z), 0 # nelV.
Noter qu'un GADO est un espace vectoriel ordonné sur Q.

Définitions 1.1

Soit G un GADO et g1,92 € G; posons |g| = max(g, —g) pour g €G.

On dit que g; est équivalent & g5, on écrit g; ~ g3, ssi il existe n € IV t.q.
nlg| > lga| et nlga] > |gqf.

On dit que g; est infiniment plus petit que g3, on écrit g, < g2, ssi

pour tout n € IV : nlgy| < |ga]. -

On remarque les propriétés suivantes:

akb et a~c = c Kb,
akh et b~d = a <K d,
akb et b<xe = ake,
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et ~ est une relation d’équivalence.

Un sous groupe C C G est convexe ssi étant donné ¢,c2€C et c€G t.q. ¢ < c< ey alors
ceC.

Soit I(G) I’ensemble de tous les sous groupes convexes de G, alors I(G), ordonné par
Pinclusion, est une chaine contenant 0 et G et close par unions et intersections.

Si C,D € L(G) sont t.q. D C C, et pour tout D' € 2(G),DCDCC=D =Dou
D' = C, alors on écrit D—<C.

Si g € G, on définit:

Cy=[HC; C € £(G) t.q. ¢ € C} = le plus petit élément de Z(G) contenant ¢,
Dy={D; D€ X(G) t.q. g ¢ D} = le plus grand élément de Z(G) ne contenant pas g,

et Do = @ par convention. Les C, sont appelés les sous groupes convexes principaux de G.

Remarques 1.2

D,—<C,.

Dy,={¢'€G;¢ «g}.

g1~ g2 88 Cy, =Cy, 88i Dy, = D,

Cy = Dyu(Cy\ Dy) = {¢' €G; ¢’ < g}u{g" €G; g" ~g}.
91 K g2 881 Cp, §Cy, 881 D, D,

Définitions 1.3
G est archimédien ssi pour tout 91,92 €G, g1 #0, g2 #0 on a g1 ~ g912. (On remarque que
G est archimédien ssi £(G) = {0,G}). Si on pose B, = C,/D, pour g # 0, alors B, est
archimédien. B, est la composante archimédienne de G correspondant a g.
Le rang de G est par définition le type d’ordre d’une des chaines suivantes:
la chaine Cg = {C, ; g # 0} des sous groupes convexes principaux non nuls, ordonnée par:
Cyq < Cy, 881 Cy, D Cy;
la chaine Dg = {D, ; g # 0} ordonnée comme dans le cas précédent;
la chaine Eg = {[g] ; g # 0} des classes d’équivalence des éléments non nuls de ¢ modulo ~,
ordonnée par: [g;] < [gs] ssi g, < g;.
(Par les propriétés mentionnées dans 1.1 et 1.2, ces 3 ordres sont bien définis, totaux et
définissent des chaines isomorphes.)
Le rang de G est noté I¢, on 'identifiera souvent avec ’une ou I’autre des 3 chaines.
Pour chaque ¢ € I soit g; € G, ¢; > 0 t.q. [9:] = 1 et soit B; = B,,; notons que B; ne
dépend que de . Le squelette de G est [Ig ; B;,i € I¢). {Rigoureusement, on considére le
type d’isomorphisme de B; en tant que groupe ordonné.) Ainsi G et G' de squelettes

[IG ; Biyi € IG] et [I(;l ; Bliie IG']
{respectivement) ont méme squelette ssi il existe # et pour chaque § € I il existe ¢; t.q.
¢ Ig — I est un isomorphisme de chaines;
¢ B — B;(.') est un isomorphisme de groupes ordonnés, pour chaque s € Ig.
Le squelette est un invariant: si G et G’ sont isomorphes, ils ont méme squelette. SiG C G/, il
existe des plongements canoniques Id de I dans I, et Id; de B; dans B}d(‘), pour chaque
1€ Ig.
Proposition 1.4
Etant donné une chaine I et un choix {B;; i € I} de groupes archimédiens, il existe un GAO
G de squelette [I; B;,i € 1.
Preuve:
Soit G =Tier By, i-e. G = {f; f est une fonction, f : I — UB; t.q. (i) € B; et le support
de f est bien ordonné}.
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L’ordre sur G est défini par: f > 0 ssi f (o) > 0, ot 4g est le plus petit élément du support de
[, c’est P'ordre lexicographique. L’addition dans G se fait coordonnée par coordonnée. o
Exemple 1.5 :
Soit I une chaine, IR les réels. On considére

G=TiR=R' = {f; f: T — IR, le support de f est bien ordonné}.
Soit H C G donné par: H = @Dicr R={f; f: I —s R, le support de f est fini}.
Pour f,9 € G on a:

f ~ g ssi min(support f) = min(support g),
f < g ssi min(support f) > min{support g).

Pour chaque ¢ eI , définissons f; € G par:

fi(")= 1 »
f(3)=0"sii #5.
Alors {f;; i € I'} est un ensemble complet de représentants des classes de ~ dans G (de méme
dans H), donc Ig = I car [f;] < [f;] ssi f; < fissii < 5 (de méme pour H).
Si f€Galors .
Cy= {9 € G ;min(support g) > min(support N},
D= {g € G ; min(support g) > min(support N}.
(Similairement pour H.)
Si ¢ : C; — IR est définie par: #(9) = g(io) ot fo = min(support f), alors ¢ est un
homomorphisme de noyau D 1 et est surjectif, donc

B]=C[/Df2 R.

On voit ainsi que :
squeletteG = squeletteH = [I; B; = R,i € I].

§2. Le premier théordme de plongement.
Les quotients:

Lemme 2.1

Soit G un GAO, g€ G, g > 0, fixé et h € G. Alors il existe un unique z € RU {~o00, 00}
satisfaisant:

g<z => gqg9<h,

g>z = gqg>h.

(+) vaca: {
On note cet unique élément par f, et on a:

hith by

g g g
“ th_ b
g g

pour hy,hz € G t.q. ces quantités sont bien définies.

Notons que si gg n’est pas défini, par exemple si G n’est pas divisible, alors (+) a le sens
suivant: '

B <z=>mg<nh

m
V—e@: "
n 2> z=>mg>nh.
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Preuve:

Soit h € G et considérons: X, = {¢>0; qg < [h}. C’est un segment initial de @°.
Si X, =0, alors z=0 satisfait ().

SiXa=@ et h>0, alors =00 satisfait +).
SiXpn=@ et h<0, alors z=—o0o0 satisfait (+).

Si Xp#@°et X, # 8, la borne supérieure de X est un réel r positif. Si A > 0, r satisfait
(+); si b <0, —r satisfait (+). L’unicité est vérifide sans peine, ainsi que les égalités données
dans ’énoncé. o

Remarques 2.2

b>o0ssin>o

fest un réel non nul ssi h ~ g.
%:055ih<<g.
f=oossih>0etg<<h.
%:—oossih<0etg<<h.

Lemme 2.3
Pour g € G, g > 0 on définit Ay = {rc R; Jhe G t.q. % =r}. Alors A, est un sous groupe
de IR, divisible si G I'est. Si G est divisible et Rg—saturé alors A, = R.
Preuve:
La premiére assertion est immédiate par le lemme 2.1. Si G est divisible et Rg-saturé, soit
r € IR et sans perte de généralité, supposons r > 0. Considérons Pensemble des formules
Clz)={99<z;9€Q ¢<r}U{gg>z;q€ @q > r}. C(z) a le seul paramétre g, et est
finiment réalisé dans G; il doit donc &tre réalisé par un élément h € G, alors par définition
Ber o
Corollaire 2.4
By =C,/Dy~ A, ¥g > 0.

Preuve:
En fait ¢, : C; — IR défini par h — ';‘ est un homomorphisme de groupes ordonnés, dont le
noyau est D, et 'image A;. o

Nous allons maintenant démontrer le

Théordme A
Soit G un GADO de squelette [T ; B;,i € I} alors ©;c; Bi — G. (En particulier, si G est
Ro-saturé alors @, R — G).
@iel B désigne le sous groupe de I'yc; B; des fonctions & support fini.

Nous avons besoin de quelques lemmes. Dans ce qui suit G est divisible.
Lemme 2.5
Soit ¢ € G, ¢ > 0 et H un sous groupe divisible de G, contenant g, archimédien, et maximal
pour ces conditions. Alors ¢, : H —s A, défini par h +— % est un isomorphisme de groupes
ordonnés.
Preuve:
Premiérement, {qg; ¢ € @} est archimédien, divisible et contient g, donc par Zorn, un tel H
maximal existe. Puis, par 2.1 et 2.2, et H étant archimédien, ¢, est bien définie, injective,
préserve lordre et P’addition. Il reste 2 démontrer que ¢, est surjective, supposons que

Il s’ensuit, par Remarques 2.2, que {
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non; alors soit r € Ag, r ¢ ¢,(H). Il existe g; € G t.q. 1,1 =retg & H On va
montrer que H+Qg, est archimédien (d’olt contradiction!). Soit ¢ € @, h € H, on montre que

s h+ h .
M—‘- est un réel non nul. Sans perte de généralité, A+qg; > 0. —-—gqi = ;+q£gl— # 00; 8l
g .
‘ -1 'h -1 .
ht o = 0, alors h = —qretr=—1é=q’é= = avec ¢’ = —; mais ¢'h € H car H
g 99 g q

']
est divisible, donc gh € ¢,(H), i.e. r € $,(H). Contradiction. o
g

Exemple 2.6
Dans le lemme 2.5, ’hypothése de divisibilité est indispensable: dans le produit lexicographi-
que @ X @, soit z = (1,0) et y = (1,1}, et G = Zz + Qy, alors G n’est pas divisible. On a
z~y, C:=Cy=G,et x:C;.—> @Qdéfini par: (g,¢') — ¢
est surjectif de noyau Dy, alors C/D, =~ @, donc A, =~ @. D’autre part, soit H = Zz ~ Z ,
alors H est archimédien, contient z et est maximal, en fait: si H' O H est archimédien,
alors H'(1Qy = 0, sinon soit m # 0 t.q. Zy € H' = my € H' mais mz € H' = 0 #
my —mz = (0,m) € H', ce qui contredit que H' est archimédien. Donc si t = zz + qgye H'
alorst —zz=qye H' = ¢=0=> H' = H.
Lemme 2.7
Soient Ay, h3,...,h, € G t.q. Ay > h; pour = 2,...,n.
Alors

E;’.=1h.1' >0 si hy > 0,

? 1 hi <0 si Ay <0,

Preuve:  Soit s =337 h; , alors
8 hl hn { 1 s hl >0

Tl Tl P T RIS 1 -1 sihg<o.

§>0 sih; >0
8<0 sih; <O0.

Corollaire 2.8

Soit I =rang G, {g; > 0; { € I} un ensemble complet de représentants des classes de ~
dans G, {H;; i € I} un choix de sous groupes archimédiens maximaux t.q. ¢; € H;, alors
®|’El H.' — G, )

Preuve: Soit ¢ : @;; H; — G définie par i(f) = 2ier f(5), ¢ préserve ’addition; si f > 0

- soit support f = {io,...,in},%0 < ... < iy, alors f(io) > O et par définition de I’ordre sur I,

f(i0) > ...>> f(s,), donc par 2.7, ¢(f) > 0, i.e. ¢ est injective et préserve l'ordre. o
Le théoréme A découle immédiatement de 2.4, 2.5 et 2.8.

Pour terminer cette section nous allons donner un contrexemple au théoréme A, pour G
non divisible.

Exemple 2.9

Soit A= ;L Z={%;z2€ZnecN} et B= =Z={&;z2€Z,ne N}.

Dans @ x @), considérons G = {(a+b,b); a € A,b€ B}. Lerangde G est 2, By~ A+ B =
O%Z, et By ~ Z. Mais B; ne peut se plonger dans G, car tout élément de B; est infiniment
divisible par 6, et aucun élément non nul de G ne Vest.
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§3. Le théordme de plongement de IIahn.
Soit G un GADO de squelette [Ig ; By,i € Ig] et posons W (G) = I'ie;, B;.
Théordme B
G = W(G).
Preuve: Voir [FU] (chap.4, théoréme 16). o
Valuations de GAO

Définitions 3.1
Soit G un groupe abélien et 7 une chaine. Une valuation de G est une fonction

v:G — T U {oo},
ol par définition co est un point plus grand que tous les éléments de T, t.q.

v(g) = oo ssi g = 0,

v(na) =v(a) Vn#£0,
v(a + b) > min(v(a), v(b)).

La valuation naturelle d’un GAQ de rang Ig est: v: G —» Ic U {oo} définie par a s la], si
a #0. Que v(a+b) > min(v(a), v(b)) suit facilement par 2.1 et 2.2, par exemple.
8i G' 2 G,G’ est une extension archimédienne de G ssi le plongement Id de I dans Ig: est
surjectif; si de plus Vi € I, Id; de B; dans B}d(,-) est surjectif, G’ est une extension immédi-
ate. G est archimédien complet 8’il n’admet pas d’extensions archimédiennes propres, et
maximalement_valué s’il n’admet pas d’extensions immédiates propres.
Remarquons que: G est archimédien complet => G est maximalement valué.

Théordme 3.2

() G est maximalement valué ssi G ~ W(G).
(ii) G est archimédien complet ssi G ~ R9,
Preuve: Voir [FU] (chap.4, th.17 et 18). o

§4. Les indiscernables.
Soit G un GADO.
Définitions 4.1
Un sous ensemble C de G est un ensemble d’indiscernables ssi pour toute suite d’entiers
n1,R2,...,nx et pour tout ¢y < ¢3 < ... < cx, dy < dy < ..<dydeCona:
E?:l nic; > 0 ssi Ef:l n;d; > 0.
Si I est une chaine, (¢;; i € I) sera toujours une suite croissante d’éléments de G.

Un I-type d’indiscernables est un ensemble maximal consistant de formules en les variables
{zi; 1 € I} satisfait par une suite d’indiscernables {ci;1el).

Théoréme 4.2 (classification des I-types d’indiscernables)

Soit I une chaine. Alors il existe exactement 3 I-types d’indiscernables avec z; > 0. En fait,
soit 13 < {3 < i3 € I, alors les 3 I-types sont déterminés par les formules:

1) 2z;, < z4,;

2) i, < 2z, et 2(zi, — 2,) < (x4, — zi);

3) z;, < 2:1:.'l et (1:.'s - :t,'l) < 2(:.‘, - 1',").
Une formulation plus claire de cet énoncé, et qui en fait contient I'idée de la preuve est:
Pour une suite {¢;; ¢ € Deti; <iy<ize I, les théories

1) “{¢;; § € I) sont indiscernables” + “0 < 2¢i, <¢,”,

2) “(¢i; ¢ € I sont indiscernables” + “0 < Ciz < 2¢;, et 2(ci, — ¢i,) < (ci, — ¢4,)7,

3) “({e; ¥ € I) sont indiscernables” + “0 < €y < 2¢;, et (e, —¢;,) < 2(eq, — ¢;,)"

Groupes abéliens divisibles ordonnés

sont complétes et

(ci; ¢ € I) satisfait 1) <= (¢; < c;88if < j),

{ci; ¢ € I) satisfait 2) <= il existe (d ; i € I} une suite d’indiscernables satisfaisant 1) et il
existe 6 € G t.q. a> d; pour tout s € I et ¢; = a+ d; pour tout s € I,

{ei; 1 € I) satisfait 3) <= il existe (d:; ¢ € I) une suite d’indiscernables satisfaisant 1) et il
existe a € G t.q. a>» d; pour tout i € I et ¢; = a — d; pour tout 1 € I.

Preuve: Voir [ROS]. o

Corollaire 4.3
Pour tout I, il existe exactement 6 I-types d’indiscernables, les 3 du théoréme et leurs opposés.

Preuve: Voir [ROS]. o

Corollaire 4.4 .
Soit G un GADO. 1l existe un ensemble maximal de 1)-indiscernables (i.e. satisfaisant le cas
1) dans 4.2). 1l est unique & isomorphisme de chaines prés. Si I est son type d’ordre alors I*
est précisément Ig. (I* est le type d’ordre inversé de I J)

Preuve: Voir [ROS). o

§5. Caractérisation de GADO x-saturés.
Rappels 5.1

Théordme
GADO est modéle compléte, admet 1’élimination des quantificateurs, et est compléte.

Preuve: Voir [ROB]. o
Soit T une expansion compléte et dénombrable de la théorie de I’ordre total.

Définition

T est o-minimale ssi pour chaque modéle M de T, et chaque formule ¢(z,a,, ..y Gp) & une
variable et & paramétres dans M, ¢ est équivalente a une réunion finie d’intervalles de M
(2 & 2 disjoints).

(Cette notion est développée dans [P-5].)

Théordme 5.2 .
Soit T o-minimale, M |= T et x > Ro. Alors M est x-saturé ssi M est x-saturé en tant
qu’ensemble ordonné.

Preuve: = est évidente.

Pour la réciproque, soit A C M, card(4) < x et pe S1(A) (S (A) dénote I’espace des types
sur M & une variable et & paramétres dans A). Soit M’ » M, d € M' t.q. P = tpap (d/A).
Soit- A = max(Ro,card(4)) alors A < x. Soit {#+; 7 € A} une énumération des formules
de p, pour chaque v soit Ay C M Pensemble des extrémités des intervalles desquels ¢, est
la réunion, et {a,b,} C A, les extrémités de I'intervalle particulier dans lequel d se trnuve.
Soit A" =J_¢y{ay,b,} alors « > card(4') et C(z) = {a, < z; y€A}U {z<by;v€A} est
une coupure consistante avec Th(M, @)aca puisque réalisée pard € M’ > M , et 3 paramétres
dans A’, donc réalisée par un ¢ dans M dés que lordre de M est x-saturs, et il est clair que
MEC()=> MEplc). o

Remarques 5.3

(i) Par élimination des quanteurs, GADO est o-minimale, en fait $(z, ay, ..., a,) est équivalente
& une réunion finie d’intervalles 4 extrémités dans 2-7e1 @ a; (le plus petit sous groupe divisible
de G contenant a,, -y@n). Donc pour £ > Ry G est x-saturé ssi G est x-saturé en tant
qu’ensemble ordonné.
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(i) L’hypothése x > R est indispensable, par exemple (IR, +,0, <) n’est pas Ro-saturé, et
pourtant (IR, <) Vest, étant un ordre dense sans extrémités (ODSE).
(iii) Soit p € S1(A), pour réaliser p il faut et il suffit de remplir la coupure:

{b<z; b€l @A, prb<z}u{z<c; c€EYQA,pFz<ec).
(32 @A dénote le plus petit sous groupe divisible de G contenant A)
Rappels 5.4
1) Soit x = R,. Une chaine A est x—dense, (ou encore: est un ensemble Na), 881 étant donnés
Ay, Az sous—ensembles de A de cardinalité < x et t.q. A; < A, alors il existe a € A t.q.
Aj <a< A;.
2) Remarques:

A est ODSE ssi A est Rg—dense.

Si A est un ODSE alors ¥x > Ro, A est x—dense ssi A est x-saturé (car ODSE admet
Iélimination des quanteurs).

3) Soit A un ordinal limite, une suite (), < d’éléments d’'un GAO G est pseudo-Cauchy ssi
pourtout ¥y < p<u<a: D(a,-a,)&D(a,—a,)- @ € G est une pseudo-limite de (a,) ssi pour
tout v < A : Da,) = D(a, —a, ;1) Cette condition est équivalente a: pour tout v < A :
Diamayyy) 2D(a,—a,,,)- Ou encore a: pour tout v < A : D(‘,_,,v“),S_D(a_.,y). Remarquons
que si pour une suite (a,),<x de G, il existe a € G t.q. 'une de ces 3 conditions soit vérifiée,
alors la suite est pseudo-Cauchy et a en est une pseudo-limite.

Nous avons maintenant la machinerie nécessaire pour montrer le

Théordéme C
Soit G un GADO et x > Ry, alors G est x-saturé ssi
1) le rang de G est x—dense,
2) toutes les composantes archimédiennes de G sont isomorphes & IR,
3) toute suite pseudo-Cauchy indexée par A < k a une pseudo-limite dans G.
Preuve: Notons auparavant que la condition 1) est équivalente & dire que 1’ensemble {Dy;
g € G,g # 0} ordonné par Vinclusion est x—dense, que la condition 2) est équivalente  dire
que pour tout g > 0, A; = IR, et que puisque G est un GADO, alors G en tant qu’ordre est
un ODSE.
Supposons donc que G est x—saturé et montrons que 1), 2), 3) sont satisfaites:
1) Soient H; C G,card(H;) < x,0 ¢ H;, (i =0,1), t.q. pour tout hg € Hg et h; € Hyona
Dy, & Dy,. On veut h t.q. Dpy & Dr& Dy, pour tout hg € Hy, hy € H,. Considérons
I'(z) = {nlho| < z; n € IN,ho € Ho} U {nz < |hi}; ne IN,hy € Hy).
On voit que I'(z) est finiment réalisé dans G et a moins de & parameétres; alors prenons h € G
t.q. G ET(h).
2) est déja démontré dans 2.3, avec seulement Phypothése: G est Ro-saturé.
3) Soit {a)y<x,A < k pseudo-Cauchy, on veut ¢ € G t-q- Do,y 1) ED(a,—a,py), Y < A
Considérons
FI(I) = {nl:t - au+l| < Iav - au+l‘ v<Ane W}
C’est finiment réalisé dans G puisque (av)u<a est pseudo-Cauchy, et a moins de x paramétres;
prenons a € G, a |= I'(z).
Maintenant on montre la réciproque, nous aurons besoin du
Lemme
Un GADO de base finie sur @ a un rang fini.
En fait, par le lemme 2.7, on voit que si hi,...,hs sont 2 & 2 non équivalents alors ils sont
linéairement indépendants sur Q.
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Soit A C G, card(A4) < x et p € Sy (A). Par 5.3 (iii) on veut remplir la coupure:

(%) {sz;bEZQA,p}-sz}U{zSc;cEZQA,pi—zSc}.

Si (*) contient une égalité = = b c’est gagné, supposons donc qu’il n’y a que des inédgalités
strictes dans (x).

Posons: G' = 3 @A, B={beG';ptb<az} C={ceG;plz<c).

Soit G » G et g €EG" t.g. p= th"(Io/A).

Remarque sur la notation: a partir d’ici, on écrit D(g) au lieu de Dy, D(g) > D(h) au lieu de
Dy C Dy et D(g) > D(h) au lieu de Dy G Dy. Au vu de la définition du rang (définition 1.3),
D(g) = D, a les propriétés de la valuation naturelle v(g) = [g] définie en 3.1.

'y a trois cas & considérer; en fait, dans G", on regarde D = {D(d — z0); d€ G'}.
Si cet ensemble n’a pas de maximum, ceci veut dire que o doit étre une pseudo-limite d’une
suite pseudo-Cauchy dans G’ et la condition 3) du théoréme nous permettra de remplir (*)
dans G.
Si au contraire, il existe dy € G’ t.q. D(dp ~ zo) est maximum, alors on suppose que la
condition supplémentaire suivante est vérifide: il existe bo€BetcoeCtq Vbe B,b> by
et Vee€ C, ¢ < co on a:

D(b - do) = D(zo — do) = D(c — do) et D(b - z0) = D(zo — do) = D(c — Zg),
et on “divise” (d — do) par (bo — do) (pour d € G' N [bo, ¢o]). La condition supplémentaire
nous assure que le résultat de cette division est une vraie coupure (un trou) dans IR, que l’on
peut remplir & présent dans G grice & la condition 2) du théoréme.
Finalement, on montre que dans le cas qui reste, on obtient toujours une coupure dans le rang
de G, que la condition 1) du théoréme nous permet de remplir.

Premier cas: Vd € G',3d' € G’ t.q. D(d' - zg) > D(d — zo). (Noter que ce cas est exclu
si K = R, car G’ ayant un rang fini, G’ + @z, a aussi un rang fini, et D a forcément un
maximum,; on suppose donc qu'ici k > Ro). Soit {D(dy — Zo)}a<p une suite cofinale dans D,
alors {dj}»<, est une suite pseudo-Cauchy dans G’ avec pseudo-limite Zo et p < x puisque
card(G’) < x. Soit a € G une pseudo-limite (a existe par la condition 3) du théoréme), alors
a remplit (*), en fait on a que:

D(a~z0)=D(a—ds+dy — zg) > min(D(a — d»), D(dx — o))

et D(a - d,\) = D(d,\+1 - d,\) = D(.’to - da),

donc pour tout A on a: D(a — zo) > D(d) — Zo),

donc pour tout d € G’ on a: D{a — z) > D(d - z,).

Maintenant, soit b € B, on montre que b < a. Sinon b > a, alorsa < b < Zo, ce qui implique
que D(b — zo) > D(a — z,), contradiction! De méme, on montre que si ¢ € C, alors a < ¢.
Donc a satisfait bien ().

Deuxidme cas: Fixons dy € G’ t.q. D(dg — z) est le maximum de D et supposons la
condition supplémentaire suivante:
Jbo € B et Jcp € C t.q. VbEB,beoetVCEC, ¢ < ¢oon a:
l) D(b - do) = D(Zo - do) = D(C - do) et .
(il) D(b - Io) = D(Zo - do) = D(C - zo).
Supposons que dy € B, alors on doit avoir que do < by. Considérons la coupure:
{b-do < 2; beEB,b>bo}u{z <c—dp; c€C, ¢ < cp}.
11 est clair que si 2’ la remplit, alors 2’ + dg remplit (+). On a d’autre part:
(iii) Vb€ B,b > by et VeeC,c< e
' b— do Zo — do c— do
bo—do  bo—do - bo—do
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ces inégalités étant strictes & cause de (i) et (ii).
(Notons que ces inégalités se référent a G”, mais que ;’i‘_—d.fo- et ﬁﬂo— au sens de G" sont les
mémes réels qu’au sens de G.)

Considérons b—d 4
—ag C—ao

;b€ B, b> boju ; , €< co};

(60“(10 € > O}U{bo—do c€C,c<co);

par (i), c’est un ensemble de réels, et par (iii), il existe r' € R t.q.

b— do [ do
% . beB b> ' ;
{bo—do' €B,b>by} < <{bo_d0,c€C,cSco}.
’
Soit z' € G t.q. 7 z = r' (z' existe par la condition 2) du théoréme), et par 2.2 on a que:
o —do

b—do<z'<c—do,Vbe B, b>bo,Vc e C, ¢ < co.
Finalement, si dg € C, alors on doit avoir o < do et on fait un argument symétrique.

Troisi®me cas: Examinons & présent le cas o1 la condition supplémentaire du deuxiéme cas
n’est pas satisfaite, la négation de cette condition donne:

Vbo € B 3b > bo,be B t.q. (D(b - do) # D(ZO - do)) \% (D(Io - b) < D(Zo - do))

ou

Veo € C e < eo,c € C tq. (D(e - do) # D(zo — do)) V (D(zo — ¢) < D(zo — dy)).

Supposons d’abord que dy € B, alors
VbEB, bzdol 0<Io~bszo—do etogb—dOSzo-—do,donc

(f) Vb e B, b> do : D(Io - b) > D(Io - do) et D(b - do) > D(z'o - do)
EthGC:0<zo—do<c—do,donc
(1) Ve € C: D(zo — dp) > D(c - do).

SiVbge B3 > bo,b €B t.q. (D(b - dg) # D(zo - do)) \' (D(.’ro -~ b) < D(xo - do))
est vrai, c’est vrai en particulier si by > do, donc par () on a:
Vbo > doab > bo,b €B t.q. D(b - do) > D(Io - do),
mais 0 < bo — dy <b-dy=> D(bo - do) > D(b - do) > D(Io - do),
donc Vb > do,b € B : D(b— dy) > D(zo — dp). .
SiVeg € C3c < co,c€C taq. (D(e — do) # D(zo — do)) V (D(zg ~ ¢) < D(zo ~ dp))
est vrai, alors avec (}) on obtient:
Veo € C3c < co,e € C tuq. (D(e—do) < D(zp — do)) V (D(zo — ¢) < D(zo - do)),
mais D(c — zo) > min(D(zo ~ do), D(c — do)), donc si D(c — zo) < D(zo — do),
alors D(c — do) < D(zo — do),
ainsi on a en tout cas: Yep € C 3¢ < €0, €C t.q. D(c —do) < D(zp ~ do),
mais 0 < ¢~ dy < ¢cg ~ dy = D(co ~ do) < D{c— do) < D(zo — do),
donc Ve € C : D(c - do) < D(zo ~ dy).
On a donc que: :
do €B= [Vb €B t.q. b > do : D(b - do) > D(Io - do)] \2 [VC eC: D(C— do) < D(.’to - do)].

Une analyse analogue nous permet de conclure que si dg € C, alors
VeeCtq. c<dy: D(c - do) > D{zo — do)]v[¥be B: D(b- do) < D(zg — do)].

Groupes abéliens divisibles ordonnds

Remplissons & présent (*) dans G dans ce troisiéme cas. Supposons d’abord que dy € B:
Sivbe B t.q. b> do: D(b - do) > D(Zo - do),
on a d’autre part par (}) que Ve € C : D(zo — do) > D(c — do);
alors
{D(b—do)NG;be B,b>do}{D(c-do)NG; ce C}
produit une coupure dans le rang de G & paramétres dans le rang de G’. Si x = R alors
le rang de G’ est fini, donc les deux ensembles ci-dessus sont finis et on peut remplir cette
coupure puisque le rang de G est dense par la condition 1) du théoréme. Si x > R; alors
les ensembles ci-dessus ont cardinalité < x, et on peut encore remplir car le rang de G est
x—dense. Dans tous les cas soit y € G, y > 0 t.q.:
D(b—do)NG g D(y)NG & D(c~do)NG,VeeC,¥b€ B,b > dy,
alors b—do <y<c—do,VceC,¥be B,b> do,
alors b<y+do<cVeeC,VbeB,b>dy,
alors b<y+dy<ecVeeC,Vbe B,
alors y+ do remplit ().
SiVe € C: D(c—do) < D(zo — dy),
on a d’autre part par (1) que D(b—do) > D(zo — do),Vb € B, b > do,
alors comme avant on remplit la coupure produite par
{D(b—~do)NG; be B, b>do}u{D(c - do) NG ; ceC}
et ainsi (*).
Finalement, si dy € C, une analyse analogue nous permet de remplir (*), et ceci termine
la démonstration du théoréme. o

Exemples et corollaires

Corollaire 5.5

G est Ro—saturé ssi

1) le rang de G est un ODSE,

2) ses composantes archimédiennes sont toutes R.
Preuve: Immédiat par théoréme C. o

Corollaire 5.6
G est Ro-saturé ssi Ig est un ODSE et G ~ G’ avec QB,G RCG'C R's.

Preuve: Immédiat par les théorémes A, B et C. o

Corollaire 5.7
Si Ig est dénombrable, alors G est Ry-saturé ssi G ~ G’ avec @qB CG'C RQ

Corollaire 5.8

Soit a > 0 et soit I une chaine R,—dense, alors

a) G = IR’ est R -saturé. )

b) Soit G, C G défini par: G, = {f € G ; card(support f) < R,}

et supposons de plus que R, est régulier, alors G, est R,—saturé.

¢) Supposons de plus que Ysca 2 < R, et que card(I) = R,, alors G, est N,—saturé de
cardinalité R,.

Preuve: Seul b) n’est pas évident. Indiquons briévement pourquoi G, a la propriété 3) du
théoréme C. Soit A < R, {z,}, <) une suite pseudo-Cauchy de G,, et § = U, support z,.
Par régularité de R,, on a card(S) < R,. Pour tout § dans un certain segment initial Sy de
S, z,(f) devient constant pour v assez grand; appelons z() cette valeur commune, et posons
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z(1) = 0 pour ¢ ¢ Sg. Alors z a un support inclus dans S et est donc dans G, et c’est une
limite de {z,}.
Pour plus de détails voir [ALL). o
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QUELQUES CONSTRUCTIONS SUR LES GROUPES ABELIENS ORDONNES

Frangoise Delon et Francois Lucas

Depuis les travaux de Peter Schmitt [S1,52], on contréle bien équivalence et inclusion
€lémentaires entre groupes abéliens ordonnés (g.a.0.). Les propriétés logiques d'un g.a.0. G so
ramenées 3 celles d'une infinité de "chaines colorées", c'est—i—dire d'ordres totaux portant de
prédicats unaires en nombre infini. Ces chaines sont appelées les spectres de G et sont indexés
N. Elles sont interprétables dans G, et P. Schmitt a montré que deux g.a.0. sont élémentairen
équivalents ssi, pour tout n € N, leurs spectres d'ordre d'ordre n le sont; il a de plus donné un
critére d'inclusion élémentaire (dont une des conditions est que, pour tout n, il y a un plonger

naturel élémentaire du spectre d'ordre n).

Quelques notations.

— Sp,(G) désigne le spectre d'ordre n.

— H < G exprime que H est un sous—groupe convexe de G (G/H est alors ordonné par 'ord
quotient de celui de G); H <# G signifie H14G et H# G.

— #(G) = {H | H «¢ G}.



