17 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Kapitel 3: § 1 Lineare Transformationen

Definition 17.1.
(1) Seien V, W K-VR. Eine Abbildung 7" — W ist eine lineare Transformation wenn

Vo, B € V,Ve € K : T(a+ cB) = T(a) + cT(B)

(77) Eine lineare Transformation 7" : V' — V heifit linearer Operator.

Beispiel 17.2.
(1) T =0.

(17) I() = o Identitét

Beispiel 17.3.
V' := Polynomiale Funktionen iiber K.
f(r) =co+cx+ -+ cpa®

(Df)(x) = c1 + 2w + - -+ + kepah ™!
Ableitung Operator.

Beispiel 17.4.
Sei A eine m X n-Matrix iiber K.

(a) T : K™ — Kmx1
T(X) = AX

(b) U: K™ = K"
Ula) =aA

Beispiel 17.5.
P ist eine m x m-Matrix; @) ist eine n x n-Matrix.
T . Kmxn % Kmxn

T(A) := PAQ ist ein linearer Operator.
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Beispiel 17.6.
V =A{f;f: R — R stetig}

T:V =V
f = Tf, wobei (Tf)(x):= [ f(t)dt fir x € R.

Bemerkung 17.7.
Lineare Abbildungen erhalten 1. K.: T(3_7_, ¢ja;) = >0, ¢;T ().

Satz 17.8.

Sei V' ein endlich dim Vektorraum iiber K und W ein K-VR. Sei B = {ay, ..., a,} eine geord-
nete Basis fiir V. Seien i, ..., 3, beliebige Vektoren in W.

Es existiert eine einzige lineare Transformation 7' : V' — W mit T'(«;) = f;

fir alle 1 < j <n. (%)

Beweis

Existenz: Sei « € V. a =) z;0;.

Definiere T'(«v) := ) z;3;. Insbesondere ist (k) erfiillt.
Ist T" linear?

Sei v =100 + -+ + y,, und sei ¢ € K. Man hat:
ca+v=(cxy+y1)ar+ -+ (cxy + Yn),. Also

T(ca+7) = (cxr+wy1)51+ -+ (cxpn + Yn) Bn

= (cx1B1 +y151) + -+ (cxnfn + YnSn)

= (ca101+ -+ cxnfn) + (i1 + -+ Ynbn)

=c(x1fr+ - wnfn) F Wb+ F YaB) = T(a) +T(v)

Eindeutigkeit: Seien T',U : V' — W linear mit T'(a;) = 5; = U(e;).
Zu zeigen: T(a) = U(aw) fiir alle a € V.

Berechne:

Ula) =U(Qcjay) = 3 ciU(ag) = 3T () = T3 cjay) = T(a). O

Bemerkung 17.9.
Wir haben gezeigt:

(1) T,U : V. — W lineare Transformation. Es gilt: T'= U genau dann, wenn
T(a;) = Ulay) fir alle 1 < j < n fiir eine geordnete Basis {a;;1 < j <n} von V.

2) Wenn wir die Werte T'(a;) kennen, dann kénnen wir “T" per Linearitét fortsetzen”.
J
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Beispiel 17.10.
V =R2W =R3.
ap = (172)
Qo = (3,4)

1= (3,2,1)

Pa = (6,5,4)

T:R? —» RS

T(1,2) = (3,2,1)

T7(3,4) = (6,5,4)

T(61> =7

er = (1,0) = (=2)(1,2) + (3,4)

T(ey) = (—2)(3,2,1) + (6,5,4) = (0,1,2).

} Basis fiir V.

Beispiel 17.11.
(mehr dazu im §4, 20. Script)

T: K™ — K" ist eindeutig bestimmt durch T'(e;) := §; fiir allei =1,...,m und g; € K.
Sei a = (x1,...,2y) € K™ T(a) =211 + -+ + TyfBim-

/Bl T(Gl)
Setze B=| ———— | =] ———— | m x n-Matrix.
Pm T(em)
B
Berechne: aB = (x1 -+ xy,) : = 2181+ + T Bom.
B
1xm m X n 1 xn.

Also T'(«) = aB.
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Kapitel 3: § 2 Bild und Nullraum (Kern)

Lemma 17.12.
Sei T : V — W eine lineare Tansformation.

(1) T(V) :== Rr ={T(a);c € V'}

={w | w € W und es existiert ein o € V mit T'(a) = w}
ist ein Unterraum von W.

(2) N.=T"H0}:={a | a €V und T(a) = 0}.

N :=ker(T) ist ein Unterraum von V.

Beweis
(1) 61,62 S RT;CG K:>061—|—ﬁ2 c RT?

B =T(a1) By =T ()
T(can + az) = cT'(a1) + T(az) = cfi + o
T(0) =0 € Ry. Also Ry # (). Ry ist ein Unterraum.
(2) aj,as € N
T(cay + az) = c0+0=0. Also ca; + as € N. Auch 0 € N, so dass N # ().

Definition 17.13.
Sei V' endlich dim; 7" : V' — W eine lineare Transformation.
rang (7') := dim Ry.



