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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe G1 mit Lésung

Aufgabe G1

Im x-y-Koordinatensystem sei P(a| &%), a > 0, y P(al&?)
ein Punkt der Parabel y = x2. Die Tangente
in P schneide die x-Achse in Q(q|0). Die Fla-
che zwischen der Parabel, der x-Achse und
der Tangente wird durch x = q in zwei Teilfl&-
chen A; und A, unterteilt. Aq

Zeigen Sie A; = A..

Az

Q(glo) X
Lésung

Die Tangente in P(a| &) hat die Gleichung y = 2ax — &°.
Also ist Q(510). Dann gilt

w5 - 5

a X3 a

Ao :J (x? —2ax + &)dx = [3 —ax® +ax|

2
aS

a a a a
24

3 24 4 2)
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe G2 mit Lésung

Aufgabe G2

Die Klasse 10 hat zum Schulfest ein Glicksrad ge-
baut um die Klassenkasse aufzufillen. Der Spieler
zahlt 1€ Einsatz und darf das Rad 3-mal drehen.
Flr jede 1 erhélt er 1€.

a) Welchen Gewinn (Einsatz — Auszahlung) darf
die Klasse pro Spiel erwarten?

b) Die Auszahlung flr 3 Einsen soll erhéht wer-
den, dass das Spiel fair ist, das heiBt der Ge-
winn soll Null sein.

Wie viel misste fiir 3 Einsen ausgezahlt wer-

den?
Lésung
a) Auszahlung | Wahrscheinlichkeit

0 (3P =%
5 125
to =
1V2. 4 12
2 3-(5)% 5 =15
1 1
3 (3)° =1

Bei 125 Spielen werden
64-04+48-14+12-24+1-3=75€
ausgezahlt und 125€ eingenommen, der Gewinn ist also 125 — 75 = 50€.

Pro Spiel ist der Gewinn 3% = £ = 0,40€.

b) Sei x die Auszahlung bei 3 Einsen. Bei 125 Spielen muss dann gelten
64-0+48-1+12-2+1-x = 125€.

Hieraus folgt x = 125 — 72 = 53¢€.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe G3 mit Lésung

Aufgabe G3

Ein kreisférmiges Papier wird langs eines Radius R aufgeschnitten. Daraus
lassen sich dann Kegelmantel mit unterschiedlichen Grundflachen und Héhen
bilden. Seien V das Volumen, h die H6he und r der Radius des Kegels.

a) Bestimmen Sie V(h).

b) Wie missen h und r gewahlt werden, damit der Kegel maximales Volumen
hat? Berechnen Sie fir diesen Fall ;.

Lésung

a) Wegen h? = R? — r2 gilt

I R R T
V(h)_37tr h_3 h- (R — h)
b) 1. Lésung: Es qilt
T /. R® R .2 2R
Vih)==(RPh—h®)==(2—=— (h— —=)"(h+ =—=) ).
(h) =3 )=3 (255~ (=75 (h+3)
Also wird V(h) maximal fUrh:%undr:\/FP—h?:F?\/E, und somit

r_ yv2
h— 1°

= . / ¢ _ _ R
2. Lésung: Aus V'(h) = Z(R*—3h?) =0 folgt h = 75
Wegen V" (h) = —2mth < 0 liegt ein Maximum vor.

Mit h = £ folgt r = /RZ — P2 = R, /2 und somit £ = v/2.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe G4 mit Lésung

Aufgabe G4
Y Cc(2/2)
Ein Quadrat ABCD im x-y-Koordinatensystem D
hat die Ecken A(0]0), B(2|0), C(2|2) und
D(0|2).

Sei P(a|b) der Schnittpunkt des Viertelkrei- E
ses um C durch B und des Halbkreises Uber
AD mit dem Mittelpunkt E(0|1).

Zeigen Sie:

P(alb)

PB
2 X
PA V2. A B

Lésung

1. Lésung:

Da P auf dem Kreis um E liegt, gilt 8% + (b— 1)2 = 1. Da P auf dem Kreis um C
liegt, gilt (a—2)% + (b—2)? = 4.

Lésen des Gleichungssystems

& +b*—2b =0
a—4a+b’—4b= —4

ergibt 4a+2b =4 bzw. b = 2 — 23, also & + (2 —23)?> — 2(2 — 2a) = 0 bzw.
5a°> —4a=0, also a(5a—4) =0; wegen a# 0 ist a = g und damit b =

aln

V0.

o=

PA= () + (8 =1va0;  PB=\/(2- 8"+ (3)° =

Also ist 28 = /2.

2. Lésung:
Es qgilt fir PE: a2+ (1 —b)2 =1, also & + b? = 2b,
und fur PC: (2—a)®+(2—b)2=4, also (2—a)®+b?>=4b.

Hieraus folgt
PB2 (2—a)2+b® 4b

P2~ a@&+ib2 2p 2
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe E1 mit Lésung

Aufgabe E1

Auf einer Wiese mit einer 100 m langen Steinmauer will Bauer Alfred mit 200 m
Maschendraht eine rechteckige Weide einzaunen. Wie muss der Bauer — unter
ganzer oder teilweiser Einbeziehung der Mauer — den Zaun errichten, damit eine
moglichst groBe Weide zur Verfligung steht.

TLOEELSEEE X [EELRLL55S5T
X
50 — x Aq(x)
Ao (X 50 + X
100 + x 2(X) 2
100 — x

Losung

1. Lésung:
Es ist Ai(x) = (100 + x)(50 — x) = 5000 — 50x — x2 und Aj(x) = —50 — 2x.

Fir x > 0 ist Aj(x) = —50 — 2x < 0, also ist A; streng monoton fallend. Somit
liegt das Maximum bei x = 0.

Fir Ax(x) = (100 — x)(50 + 0,5x) = 5000 — 0,5x? ist das Maximum bei x = 0.

Da in beiden Féllen das Maximum bei x = 0 liegt, muss der Bauer die ganze
Mauer einbeziehen, sodass die Weide eine Lange von 100 m und eine Breite
von 50 m hat.

2. Lésung: Fur x > 0 qilt

Aq(x) = (100 + x)(50 — x) = 5000 — x(x + 50),

X X2
As(x) = (100 — x)(50 + 5) = 5000 — 5

Bei beiden Flachen wird fir x > 0 von 5000 etwas Positives abgezogen.

Also hat die Weide die maximale Flache von 5000 m? fir x = 0.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe E2 mit Losung

Aufgabe E2

In einer Keramikfabrik werden Fliesen als unbrauchbar ausgesondert, wenn sie
sowohl einen Form- als auch einen Farbfehler aufweisen. Fliesen, die ausschlie3-
lich einen Farbfehler haben, kébnnen noch als 2. Wahl im Verkauf angeboten
werden. (Farb- und Formfehler treten im Produktionsprozess unabhangig vonein-
ander auf.)

Durchschnittlich sind 5% der Fliesen wegen Farb- und Formfehler unbrauchbar,
wahrend 20% als 2. Wahl verkauft werden.

Wie viel Prozent der hergestellten Fliesen haben einen
a) Farbfehler,

b) Formfehler?

Lésung

Seien p und q die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Fliese einen Farbfehler bzw.
einen Formfehler hat.

Farbfehler Formfehler
q ja Ausschuss 5%: p-q=
ia / ° 20
P F nein 2. Wahl20%: p-(1—q) =1
q ja
1—p

1—q nein

Also p = =25% und g = § = 20%.
a) 25% der Fliesen haben einen Farbfehler.

b) 20% der Fliesen haben einen Formfehler.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe E3 mit Losung

Aufgabe E3

Zwei Schiffe A und B verlassen gleichzeitig den Hafen C

mit den konstanten Geschwindigkeiten von 20 km/h bzw.

32 km/h. Der Winkel zwischen den Fahrtrouten betragt C
60°.

Wie weit sind die Schiffe nach 2,5 Stunden voneinander B
entfernt?

Lésung

Entweder

x> =50%+80°2—2-50-80- cos60° = 702

oder 50
x? =552 + (?\/5)2 — 70%.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe E4 mit Losung

Aufgabe E4

10
Aus einem Kreisausschnitt mit dem Radius 10 und dem 4 10
Mittelpunktswinkel von 288° kann durch aneinander legen 288°
der geraden Teile ein Kegel gebildet werden.

Berechnen Sie den Radius r, die Hohe h sowie das Vo-
lumen V des Kegels.

Lésung

Fir den Umfang der Kegelgrundflache gilt 2tr = 27t- 10 - %, also r = 8 und
h=+/102—-r2 =+/100 — 64 = 6.

Also ist V = imr2h = Im-64-6 = 128m.

Zentrum fOr Mathematik - KinzigstraBe 32 - 64625 Bensheim - 06251-7079941
Internet: www.z-f-m.de - Email: tdm@z-f-m.de




Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H1 mit L6sung

Aufgabe H1 D
In einem Quadrat ABCD mit der Seitenlange 16 hat ein X
Punkt P von A, B und dem Mittelpunkt von CD den glei-
chen Abstand. Berechnen Sie diesen Abstand. 16 p
X X
Lésun
g A 16

Es gilt 16 = x + v/x2 — 82, also x = 10.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H2 mit L6sung

Aufgabe H2

Ein Rechteck ABCD mit a = 4 und b = 3 liegt mit der Seite AB auf einer Geraden
g. Dann wird das Rechteck auf g so lange abgerollt, bis AB wieder auf g liegt.

C
A
b \

A 4 B A B

Wie lang ist der Weg, den A beim Abrollen zurlcklegt?

Lésung

@+ V@b b) = J(4+5+3) =6r
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H3 mit L6sung

Aufgabe H3

Opa Alfred sagte an seinem Geburtstag:

.Heute bin ich in einem Zahlensystem (100) und in einem anderen
(1000) Jahre alt geworden.*

Wie alt ist er geworden?

Hinweis: Zum Beispiel bedeutet (101) im Flnfersystem
(101)s =1-524+0-5"+1-5° =26
im Zehnersystem. Im Zweiersystem gilt

(1011), =1-28+0-2241-2" +1-20 =11,

Lésung

Seien x und y die gesuchten Zahlsysteme, das heiBt es gilt (1000), = x3 und
(100), = y2.

Aus y? = x3 folgt y = x+/x, also muss x eine Quadratzahl sein.

Aus der Tabelle

folgt x =4 und y = 8, denn (100),; = (1000)g = 729 wére ein zu hohes Alter.
Wegen (100)g = (1000)4 = 64 ist der Opa 64 Jahre alt.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H4 mit L6sung

Aufgabe H4

In einem kugelférmigen Aquarium mit einem Radius von 18 cm ist das Wasser
an der tiefsten Stelle 26 cm tief. Wie groB ist die Wasseroberflache?

Lésung

Fir den Radius der Wasseroberflache gilt
r> =182 — 82 =260. Also ist die Oberflache
ntr? = 2607 (cm?).
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H5 mit L6sung

Aufgabe H5

Welches ist die letzte Ziffer von 320152

Lésung

Die letzten Stellen der 3-er Potenzen 3',32%,3%,34,...sind 3,9,7,1,3,9,7,1, ..

das heiBt die Folge hat Periode 4.
Wegen 2015 = 503 - 4 + 3 endet 32°'° wie 3% auf 7.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H6 mit L6sung

Aufgabe H6

Palindrome sind natlrliche Zahlen, die von vorn und von hinten gelesen gleich
sind. Zum Beispiel sind 1331 ein vierstelliges und 46964 ein 5-stelliges Palin-
drom.

Wie viele Palindrome gibt es mit
a) 4 Stellen,
b) 5 Stellen?

Lésung

a) 9-10 = 90,
b) 9-10-10 = 900.

Fir die erste Stelle gibt es nur 9 mégliche Zahlen, da 0 nicht erlaubt ist.
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H7 mit Lésung

Aufgabe H7

Eine Zielscheibe in Form eines gleichseitigen
Dreiecks ist durch 9 aquidistante parallele Li-
nien in 10 Sektoren (I bis X) unterteilt.

Berechnen Sie die Einzelwahrscheinlichkeit,
mit der jeweils die Bereiche X, VIII und IV ge-
troffen werden, und zwar unter der Annahme,
dass die Zielscheibe immer und jeder Punkt
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit getroffen
werden.

Lésung

Unterteilt man das Dreieck durch weitere Li-
nien und nimmt man fiir den Sektor X die
Flache 1 an, so haben die anderen Sektoren
folgende Flachen:

Sektor Flache

~EEEREEE R~

19

i

|~

—HERKEEE

Das Dreieck hat die Flache 1 +3 +5+--- + 15+ 17 +19 = 100. Somit sind

die gesuchten Wahrscheinlichkeiten -~ = 0,01

100

13 _ 0,13,

, o5 = 0,05 beziehungsweise
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Tag der Mathematik 2015
Aufgabe H8 mit Lésung

Aufgabe H8

Gegeben sei das gleichseitige Dreieck ABC.
Das Dreieck DEF entsteht dadurch, dass A
an B, Ban Cund C an A gespiegelt wird.

In welchem Verhalinis stehen die Flachen der
Dreiecke DEF und ABC?

Lésung

Die Dreiecke ABF und BDF sind flachen-
gleich, denn es ist AB = BD und sie haben
die gleiche Héhe durch F.

Die Dreiecke ABF und ABC sind flachen-
gleich, denn sie haben die gleiche Héhe durch
B und es gilt AF = AC.

£

Entsprechendes gilt fir die beiden anderen Teilflachen. Also ist das gesuchte
Verhaltnis 7:1.
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