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Aus Divisionsalgorithmus: Sei n € N; n > 1. Z,, := {0,...,n — 1} ist die
Menge der “Reste” fiir die Division durch n.

Bezeichnung a € 7Z; @ := Rest der Division von a durch n.
ie. a=qgn+a 0<a<n
ie. mitae{0,...,n—1}.
Wir definieren eine Verkniipfung:
Fiir x,y € Z,, definiere x +, y := x + y.

Behauptung (Z,,+) ist eine abelsche Gruppe.

Fall 1 n=1 Z, = {0} die triviale Gruppe.
Fall 2 Sei n > 2. Die Verkniipfung ist wohldefiniert.

Kommutativ? Seien z,y € Z,,. t +, y =y +n x ?
L.S. berechnen:

T4,y = Tty = Y+ = Y +nT
Def. von +, weil (Z,+) Def. von +,
abelsche Gruppe

Assoziativ? Seien x,y, z € Z,,.

(@ +ny) tnz = T+, (Y +n2)

?

Berechne L.S.:
Setze x +y =1y und | + 2 := ro.
Also x +y=qn+ry, und r + 2z = gan + ro.
Also (z4+vy) + 2z = (¢1 + g2)n + 2. (%)

Berechnung der R.S.:

Setze y + z :=rz und x + r3 := ry.

Also y + 2z =qgsn +r3 und = + r3 = @un + 4.
Also z+ (y+ 2) — gsn = qun + r4.

Also z + (y+2) = (3 + @)n + 74 (%)



Nun vergleiche (%) und (x*) und beachte, dass (z +y) + 2z =z + (y + 2) in Z.

Also (z4+y)+2z = (1+@)n+rn =
v (y+2) = (@+q)n+r

Eindeutigkeit von Rest im Divisionsalgorithmus = r, = ry4

ieex4+y+z=ax+y+=z

ie. (x 4+, y) +n 2z =2+, (y +, 2) wie erwiinscht.

e Ex. von neutralem Element 0 € Z,,. Sei z € Z,,.
r+,0 = =x
?
r+,0=24+0=17.
Aber fiir x € Z,, gilt T = x. Also z +,, 0 = x.

e Ex. von additiven Inversen.
Sei x € {0,1,...,n— 1}. Falls x = 0, setze —z = 0.
Sei nun x # 0 und setze —z := (n — x) € Z,.

Es gilt © 4, (—z) = 2 + (—x) =7 = 0 wie erwiinscht.

Definition 1 Ein Tripel (R, +, ) ist ein Ring mit Eins, falls:

Links

Rechts

R ist eine nichtleere Menge und

+, - sind Verkniipfungen auf R und

(R, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € R und (R, )
ist ein Monoid, d.h.

- ist assoziativ und es existiert 1 € Rmit x-1=1-2 =2 Vr € R und

1 # 0 und

die Distributivitéitsgesetze gelten:

- (y+2)=(x-y)+(r-2) Vr,y,z € R und

(y+2)- 2=y -x)+ (2 -x)Vr,y,2 € R

Definition 2 Ein Ring (R, +, ) ist kommutativ falls z -y =y - x Va,y € R.



Beispiele

Bezeichnung

Definition 3

Bemerkung

Beispiele

Frage

<Z7 =+, ')7 (@7 =+, ')7 (R7 -+, )

Gibt es endliche Beispiele?
Auf Z,, definieren wir: z -, y := Ty.

Ubungsaufgabe: Priife, dass fiir n > 1 (Z,, 4y, -») ein kommutativer Ring mit
Eins ist.

F* .= F\{0}.
(F,+,-) ist ein Korper, falls F # 0, (F,+) und (F*,")

abelsche Gruppen sind mit 0 bzw. 1 als neutrale Elemente, 1 # 0 und die
Distributivitatsgesetze gelten.

Also (F,+,-) ist ein Korper, falls (F,+, ) ein kommutativer Ring ist und alle
x € F* sind multiplikativ invertierbar, d.h. 3IX~' € F* mit z - X! = 1.

(Q,+, "), (R, +, ) und spiter (C, +, -) sind Kérper.
Gibt es endliche Korper? Insbesondere betrachten wir nun die Frage:

Ist der Ring (Z,, +, -) ein Korper?
Wir werden zeigen: (Z,, +, ) ist ein Korper, genau dann, wenn n = p Primzahl.



