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Kapitel 2: § 3 Basen und Dimension

Definition 1 Sei V ein K-Vektorraum. S ⊆ V ist linear abhängig (l.a.) über K, falls
verschiedene v1, . . . , vn ∈ S und skalaren c1, . . . , cn ∈ K nicht alle Null mit
c1v1 + · · ·+ cnvn = 0 existieren.
S ist linear unabhängig (l.u.) über K, falls S nicht linear abhängig ist (e.g. ∅
ist linear unabhängig).

Konvention S = {v1, . . . , vn} ist endlich. Wir sagen:
v1, . . . , vn linear unabhängig/ linear abhängig.

Bemerkung 1. S1 ⊆ S2 und S1 l. a. ⇒ S2 l. a. also

2. S1 ⊆ S2 und S2 l.u. ⇒ S1 linear unabhängig.

Beispiel 1 3. (i) 0 ∈ S ⇒ S l.a. (weil 1.0 = 0)

(ii) {v} ist linear abhängig genau dann, wenn v = 0

(iii) {v1, v2} ist linear abhängig genau dann, wenn v1 = cv2, c ∈ K

4. S ist linear unabhängig genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von S
ist linear unabhängig, d.h. genau dann, wenn für verschiedene Vektoren
v1, . . . , vn ∈ S und alle c1, . . . , cn ∈ K aus

∑
civi = 0 folgt ci = 0 für

1 ≤ i ≤ n.

Beispiel 2 v1 = (3, 0,−3)
v2 = (−1, 1, 2)
v3 = (4, 2,−2)
v4 = (2, 1, 1)

 ∈ R3

2v1 + 2v2 − v3 + 0.v4 = 0⇒ l.a. über R.

Beispiel 3 Seien β1 = (1, 1, 2), β2 = (1, 0, 1), β3 = (2, 1, 3). Ist span({β1, β2, β3}) = R3 ?
Sei b = (b1, b2, b3) ∈ R3, können wir c1, c2, c3 ∈ R finden mit
(b1, b2, b3) = c1(1, 1, 2) + c2(1, 0, 1) + c3(2, 1, 3).
D.h.: Hat das LGS

c1 + c2 + 2c3 = b1
c1 + c3 = b2
2c1 + c2 + 3c3 = b3

eine Lösung für jede b1, b2, b3 ∈ R ?
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Satz 1, 9. Vorlesung ⇒ dies ist der Fall genau dann, wenn 1 1 2
1 0 1
2 1 3


invertierbar ist.

Beispiel 4 v1 = (1,−2, 3), v2 = (5, 6,−1), v3 = (3, 2, 1) linear abhängig?
Betrachte c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0. Also homogene LGS.

c1 + 5c2 + 3c3 = 0
−2c1 + 6c2 + 2c3 = 0
3c1 − c2 + c3 = 0

 v1, v2v3 l. a., gdw es keine triviale Lösung gibt.

Also v1, v2, v3 sind linear unabhängig genau dann, wenn 1 5 3
−2 6 2
3 −1 1


invertierbar ist (Satz 1, 9. Vorlesung).

Definition 2 Sei V ein K-Vektorraum. Eine Basis für V ist eine linear unabhängige Teil-
menge, die V erzeugt. V ist endlich dimensional, falls es eine endliche Basis
für V gibt, i.e.
S = {v1, . . . , vn} ⊆ V mit

(i) S linear unabhängig

(ii) span(S) = V .

Beispiel 5 V = Kn. Die Standardbasis ist {ei; i = 1, . . . , n}, wobei ei =
(0, . . . , 1, 0, . . . , 0); 1→ i-te Stelle.

Satz 1 Sei V ein K-Vektorraum, so dass V endlich erzeugt ist, i.e.
ex. β1, . . . , βm ∈ V mit span({β1, . . . , βm}) = V . Dann ist jede linear un-
abhängige Teilmenge endlich und hat höchstens m Elemente.

Beweis Wir zeigen: Hat S ⊆ V mehr als m Elemente, dann ist S linear abhängig.
Seien v1, . . . vn ∈ S;n > m.
∀j = 1, . . . , n, vj ∈ span ({β1, . . . βm}), also für j = 1, . . . , n ex.
A1j, . . . , Amj ∈ K mit

vj =
m∑
i=1

Aijβi.

Wir analysieren nun lineare Kombinationen der vj; 1 ≤ j ≤ n.
Für x1, . . . , xn ∈ K berechne∑n

j=1 xjvj =
∑n

j=1 xj
∑m

i=1Aijβi =
∑n

j=1

∑m
i=1(Aijxj)βi

=
∑m

i=1(
∑n

j=1Aijxj)βi (*)
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Beweis, Forts. Betrachte das homogene LGS in m Gleich und n Unbekannten x1, . . . , xn:∑n
j=1Aijxj = 0 1 ≤ i ≤ m (**)

n > m also Satz (7. Vorlesung, Korollar 2) impliziert, dass es nicht triviale
Lösungen gibt.

Also ex. x1, . . . , xn ∈ K nicht alle Null, so dass
∑n

j=1Aijxj = 0 für alle 1 ≤
i ≤ m.

Zurück in (∗) ergibt l.a. der vj; 1 ≤ j ≤ n. �
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