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Bemerkung V endlich dim; 7": V' — W eine lineare Transformation.

Satz 1

Beweis

Beispiel

Es gilt: Ry =T(V) C W (Unterraum) ist endlich erzeugt, weil:

Sei B={ai,...,a,} eine Basis fir V und a € V.

T(a) =T ciow) = 3T () = 32 eifs.

= T'(«a) € span {f1,...,0,}. Also Ry = span {1, ..., 0} O

V endlich dim; T : V — W.
Es gilt: dim V' = dim ker T+ rang 7.

Sei {ai,...,ax} eine Basis fir N = kerT. Sei ayy1,...,a, € V, so dass
{ag, ..., g, i1, ..., ap} eine Basis fir V ist.

Behauptung: {T(ax41),...,T(a,)} bilden eine Basis fiir Ry.

Beweis: Aus Bemerkung 1 folgt: {?(al), e ,T(akz, T(s1), .-, Tlay)} er-

'

=0

zeugen Rrp.

Also {T(ak41),-..,T(ay)} erzeugen Rp. Sei nun Z?:Hl ¢i(T(ey)) = 0.

Also T( Z ciai) =0.
i=k+1
——

=
Also o € N; es existiert by,...,br € K mit a = Ele bov;.
Also0=a—a=Y" bo; — Z?:kJrl cja; = 0.
Aber {aq,...,ak, Qpy1, ..., ap} sind linear unabhéingig also by = -+ = by, =

Cpr1=-=c,=0. O

A ist eine m x n-Matrix. Ty : K™t — Kmx!

Ta(X):=AX
ker Ty = Losungsraum AX = 0.
Ry, ={Y € K™*!; existiert X : AX =Y} (*)

Seien Ay, ..., A, Spalten von A. Dann ergibt (%): Y € Ry, genau dann, wenn
existiert X, so dass Y = x1A; +--- + 1, A,.

Also Ry, = Spaltenraum von A und rang (74) = Spaltenrang von A, wobei
Spaltenraum := span {4y, ..., A,}; Spaltenrang := dim Spaltenraum.
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Kapitel 3: § 3 Die Algebra der linearen Transformation

Satz 2

Beweis

Bemerkung

Satz 3

Beweis

Behauptung

Beweis

Seien V, W Vektorraume iiber K. Wir haben gesehen, dass Fkt (V,W) =
{f| f:V — W eine Funktion } versehen mit Funktion Addition und Skalar-
multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Setze L(V, W) :
(T +U)(a) :

(dT)(a) = d(T
Es gilt: T+ U

(T+U)ca+p)=c(T+U)(a)+ (T+U)PB) (Ubungsaufgabe)
( T)(ca+ p) =dT(ca+ B) = d(cT(a) + T(5)) = cdT () + dT(5)
c(dT' () + (dT')(B). O

0e L(V,W); L(V,IW) # 0. Also L(V,W) C Fkt (V,W) (Unterraum). Insbe-
sondere ist L(V, W) ein K-Vektorraum.

:={T | T:V — Wlineare Transformation} := L mit Addition
T(a) + Ul(a) fur alle T und U € L

(a)) de K.

€ Lund dT € L.

V n-dim, W m-dim {iber K. Dann ist dim L(V,W) =

B = {ai,...,a,} ist eine geordnete Basis von V und B’ = {f1,..., 5} ist
eine geordnete Basis von W. Fiir jedes (p,q) mit 1 <p<mund 1 <q¢g<n
definieren wir EP? ist eine lineare Transformation:

EP9 .V — W definiert fir j =1,...,n

Eri(ay) = { 5010 ; 7:&2 = 0jqlp

{EP?:1<p<mund 1< q<m} bilden eine Basis fiir L.

Sei T : V. — W und 1 < j < n. Schreibe T(ay) = >0, Ay, in B’ fiir
geeignete A,; € K.

Zwischenbehauptung: 7' = Z Z Ap EP,

p q
~~

=U

weill - Ulay) = (22, 22 Ape ) ()
= Zququ(sjqﬁp
= Z;nzlApjﬁp
= T(oy)

N

Also U(a) =T(«) fir allea € V. Also U =T.

Also {EP9:1<p<mund 1< qg<m} erzeugen L.
Linear unabhéngig ?
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Sei U =3 >, ApEP? =0 fiir Ay, € K. Also gilt fiir alle j =1,...,n
Ulaj) =01e >0, ApiBy = 0. Nun ist {3, : 1 < p < m} linear
unabhéngig = A,; = 0 fiir alle p und j. U

Satz 4 Seien V, W, Z Vektorrdume iiber K und T, U lineare Transformationen.

viw w3z
Es gilt V' 9F 7 ist wieder linear.

Beweis (UoT)(ca+ ) = U(T(ca+B)) = U(cT(a)+T(8)) = cU(T(a)) +U(T(B)) =
c(UoT)(a) + (UoT)(B) D
Sonderfall V =W = Z. Also hat L(V,V) eine Vektorenmultiplikation UT := U o T.
Bezeichnung Schreibe T° := I (Identitéitsabbildung)
T? :=ToT
" :=To---0oT
Definition Sei K ein Korper. Eine lineare Algebra L iiber K ist ein K-Vektorraum, ver-

sehen mit einer Vektorenmultiplikation, so dass
(a) a(By) = (apf)y fir alle o, B,y € L
(b) a(B+7v) =ab +ayund (a+ p)y = ay + P fiir alle a, B,y € L
(c) c(apf) = (ca)p = a(cpP) fir alle c € K.
(d)

d) Falls ein I € L existiert mit I -a = a -1 = « fiir alle a € L, heifit L eine

lineare Algebra mit Einheit.

(e) Falls af = Pa fiir alle «, 5 € L heiit L kommutativ.

Lemma L(V,V) ist eine K-lineare Algebra mit Einheit i.e. es gelten

(@) - U=U-1=U
b) (T1—|—T2):UT1—|—UT2 und (T1+T2)U:T1U+T2U
)

(
(¢) c¢(UTy) = (cU)Ty = U(cTy)

Beweis (a) Ergibt sich.
(0) U(Ty + To)(a) = U((Th + 1) () = U(Th(a) + Tz(ev))
= U(Ti(a)) + U(Tz(a)) = (UTh) () + (UT2) (o).
Auch (T + T)U)(a) = (T + T2)(U(a))
= (U + TU)(«).
(¢) Analog. O

T1(U(a)) + To(U(x))



