Beispiel 1

Bemerkung

15. Script zur Vorlesung: Lineare Algebra I
Prof. Dr. Salma Kuhlmann, Dr. Merlin Carl
WS2011/2012: 9. Dezember 2011
(WS 2015/2016: Korrekturen vom 9. Dezember 2015)

V:Rg, B: {Oél,O./Q,Oég}

a = (1,2,1) 12 3
ay = (2,9,0) » eine Basisweil [ 2 9 3 | invertierbar.
a; = (3,3,4) 10 4
Finde -1
(i) a e R¥mit [a]g=[ 3
2
und finde

(i7) [a]p fir a = (5,—1,9).
Zu (i): « = —ag + 3as + 2a3 = (11,31, 7)
Zu (ii): Finde x1, x5, x3 mit o = Z?Zl ;0 d.h.

(5,—1,9) = 21(1,2,1) + 2(2,9,0) + 25(3,3,4)

Lose LGS:
Al + 2:172 + 3[E3 = 5
207 4+ 922 + 3z3 = —1
T -+ 4%3 = 9
Losung: x4 =1 z9=—-1 x3=2
1
[alg=| -1
2

Was ist der Zusammenhang zwischen [a]g und [a]p fiir B und B’ geordenete
Basen?

[04]320<2> [06]3/ =0.
Sei B={aq,...,a,} und B’ ={a},...,a,}.

n

Schreibe oy = " pijo  pi; € K - eindeutig

Nun sei a € V beliebig und [a]p =
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Satz 1

Satz 2

Beweis

Also o = Z?:l Thiol = 2?21 g i1 Pijei = 2?:1 Z?zl(mjﬂfﬁ-)%
= 2?21(2?:1 piﬂ?; Q. ()

Es folgt aus (x), dass die i-te Koordinate von « beziiglich B ist:

T =) pir; 1<i<n ()

Sei P die n x n-Matrix mit ij-tem Koeflizient p;;. Wir schreiben (%) um:
[OZ]B = P[Oé]lg/, d.h.

n /
1 Zj:lpljxj P11 - Pin Ty

n /
Tn Zj:lpnjwj Pnt - DPnn Xy,

Ferner aus [a|p = 0 < [a]p = 0 folgt, dass das homogene LGS PX' = 0 nur

die triviale Losung X’ = 0 hat. Also ist P invertierbar. Wir bekommen also
dual [O{]Bl = P_I[Oé]B.

Wir haben bewiesen:

Sei dim (V) = n iiber K, B, B’ geordnete Basen; P die eindeutig definierte
invertierbare Matrix mit Spalten P; := [aj]s fiir j = 1,...,n. Es gelten fiir
alle a € V

(1) [a]s = Pla]s und

(ZZ) [04]13/ = P‘l[a]B.

Sei P n x n invertierbar (iiber K), V' ein n-dim K-Vektorraum und B eine
geordnete Basis. Es gibt eine eindeutig definierte (eindeutig bestimmte) ge-
ordnete Basis B’ von V, so dass fiir alle « € V

(1) [a]s = Pla]s und

(ii) [a]g = P7'a]s.

Wenn B = {daf,...,al,} (i) erfiillen sollte, dann gilt notwendigerweise
0
i D1
()]s = Pla)j]g = P o | = : , also o = Yoy Dij Q.
: DPnj
0

Nun zeigen wir, dass die so definierten «; eine Basis bilden. Sei Q) := Pt
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Wir berechnen:
>, Qe = X Qu X pyei = 2 puQuai = X, (Y puQin) ai =
J

H_/
(PQ)ik
S i(Gi)ai = oy fiir 1 < k < n.

Also span(B’) D B. So span(B') = V. O
(Siehe HL1 und HL2)

Hilfslemma 1: dimV =n; X CV;

| X | =n und X linear unabhéngig = X eine Basis.
Hilfslemma 2: dimV =n; X CV;

| X | =n und X erzeugt = X eine Basis.

UBS8

Korollar P n x n ist invertierbar < die Spalten von P sind linear unabhéngig in K".

. x
Beweis ! C . n ch
= PX = 0 hat nur die triviale Lésung < > " | ;P, = 0 ist eine

T
triviale lineare Kombination, wobei P; die i-te Spalte von P ist.

Korollar P n xn ist invertierbar; dim(V') = n genau dann, wenn die Spalten von P eine
Basis fiir V' bilden.

Beispiel FEine parametrische Familie von geordneten Basen K = R; 0 € R.

P = C9S 0 —sin ist invertierbar mit
sin 6 cos

1 cos 6 sin ¢
P _(—siné’ cos@)'

So gilt fiir jede 6 € R, dass By := {(cosf,sinf), (—sinf, cosf)} eine Basis fiir
R? ist.

Sei v = (21, 22) € R2.

Bs gilt [als, = cos sin 0 T\ r1cosf + xosinf
& Bo =\ —sinf  cosd 9 )\ —zysinf + x5cosf



