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Lemma 2 Sei 0 : K™ x ---x K™ — K eine alternierende lineare Form und A € M, (K).
Es gelten:

(i) d(e(A)) =46(A); e Zeilenumformung von Typ 3
(i1) 6(e(A)) =—-6(A); e von Typ 1;i #
(iti) 6(e(A)=co(A)); e von Typ 2; ce K;c#0.
Allgemeiner

(iv) 6(cA)=c"(a);ce K

Beweis (1) 6(z1 + czo,29,...,2n) = 0(21,22,...,20) + 0(29,22,...,2,) =

5(21, 22y 72,’“).
(i1) Folgt aus Lemma 1 (7. Vorlesung).
(i7i) Folgt aus n-Linearitét.

(iv) 0(cz1,...,czp) = cd(z1,¢29,...,¢2,) = 20(21,22,C23,...,C2,) = - =
0(21, 22,22, -+ Zn)-

Lemma 3 d(A) = Ax0(r.z.S.F.(A)), wobei Ay e K und Ay # 0; Ay hingt nur von
A€ My (K) ab.

Beweis Wiederholte Anwendung von Lemma 2 (A, ist ein Produkt aus der Gestalt
(=1)fcy-+-cy, fiir geeignete ¢,k € Ng und ¢y, ..., ¢, € K*). i

Bemerkung Fiir A € M,,,,,(K) gilt die folgende Dichotomie (siehe Lineare Algebra I):
Fall 1 r.z.S.F.(A) hat eine Nullzeile oder
Fall 2 r.z.S.F.(A) = I,.
Also erhalten wir hier auch eine Dichotomie:
Fall 1 (A)=A40=0
Fall 2 5(A) = A40(1,).

Korollar 1 ¢ # 0 genau dann, wenn 6([,,) # 0.

Beweis “e” Klar.

“=" §(I,) =0=0(A) =0 in beiden Fillen (1) und (2).
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Korollar 2
Beweis

Korollar 3

Definition und
Notation

Korollar 4

Beweis

Definition

Berechnung

Seien § # 0, A € My, (K). Es gilt: 6(A) # 0 genau dann, wenn A invertierbar.
A ist invertierbar < r.z.5.F.(A) = I, |
Seien 1,09 n-lineare alternierende Formen auf K". Es gilt ; = o genau
dann, wenn 0;(eq,...,e,) = da(eq,...,e,) (wobei wie immer € = {eq,...,e,}

O

die Standard-Basis ist).

A = alt™ (K™) := der K-Vektorraum der n-linearen alternierenden Formen
auf K™. Es ist ein Unterraum von L (K" x -+ x K™; K).

dim(alt(™(K™)) < 1.

Sei 07 # 0 fixiert. Sei dy € A. Sei A € M,,,,,(K) wie im Fall 2.

Es gllt 52(A) = AA 52([n) = AA(SQ([n)(Sl([n) (>(-)
51(In)
5o (1)
Setze d := c K.
0 (1)
Aus (#) folgt d5(A) = dA401(1,) = do1(A) fiir Ae M, (K).
Also ist 09 = db;. O

Wir werden nun zeigen, dass ein § € A existiert mit 6(7,) = 1. Solch eine
Funktionale § ist notwendig eindeutig!

Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare alternierende Form
det auf K™, wofur det(1,) =1 gilt.

Die Formelberechnung:

Sel A = (a;j)1<icn,1<j<n € Myuxn(K), 0 € A.
21

A=

“n

n
Wir schreiben z; = ) a;,ej, in der Standardbasis.
Ji=1

Wir berechnen:

5(A) :6(2&1j16j1,..., Z anjnejn)"‘ﬂn- (*)

Ji=1 Jn=1
n

) Z aljl.“anjné(ejl?'"7€jn)' (**)

Betrachte die Abbildung
{1,...,n} — {1,...,n}

gV

Falls nicht injektiv, dann gibt es eine Wiederholung in (ji, ..., j,) und damit
ist d(ejy,...,e5,) =0.

Falls injektiv, dann ist sie eine Permutation 7 € S, und damit ist
6(€ejs---5€5,) =0(en1),-- - n(ny) = sign(m)d(er, ..., en).
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Satz

Beweis

Also kénnen wir nun (*x) umschreiben.

(*%) = Zsign(w)alﬂ(l)---am(n)é(el,...,en)

WESn
= Z sign(ﬁ)alw(l)“'anﬂ(n)é(ln)
7T€Sn
= 5(L) Y sign(m)musy s ()

7eSn

Wir sehen also, dass 6([,,) = 1 eine Formel fiir 0 liefert wie in (* * *):

Definiere fiir A = (ai;)1<i<ni1<j<n:
0(A) = ) sign(m)ain) - Gnr(n) (det)
TESH

J ist eine n-lineare alternierende Form und erfiillt 6(7,,) = 1.

Sei 0 # A diagonal; also ¢ # j = a;; = 0. Das heifit, dass die einzige
Permutation, die einen Beitrag # 0 bringt, diejenige ist, fiir die i = m(4)
fir alle 7 € {1,...,n} gilt, i.e. 7 = (1) die Identitédt € S,. Es bleibt also nur
ein Produkt in (det) tibrig, ndmlich ay1a99:++ay, = 6(A), insbesondere §(1,,) = 1.

e n-linear? Berechne
SZgn(ﬂ-) [(alﬂ'(l) + dallﬂ(l))a%r(?)"'amr(n)] =

Slgn(ﬂ-) [(alw(l)a%r(?)'“amr(n)) + d(a’llw(l)a%r(?)'“amr(n))]
usw..... Ubungsaufgabe.

e alternierend?
Sei 21 = 2, .. ay; = ag; fiir alle 1 < j <n, i.e. aix(j) = Gax(y) fiir alle m € S,
und 1 <j<n.

Berechne (mit S, = 4, u A4,,(12))

6(A) = Z sign(m) A17(1) A17(2) A37x(3)" " Unr(n)
TeAnWAL(12)

= | D sign(m) aix1) G1n(2) A3n(3) " Onn(ny |+
TEeAn

()

> [sign(m)(12)] air(12)(1) Q1r(12)(2) G3r(12)(3) " Enr(12)(n)

TEAR

(I1)
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In der Summe (II) bekommen wir:

5> [=sign(m)] a1a(2) @1n(t) Gsn(aynn) =

TeA,

Z [-sign(m)] A1r(1) Q1r(2) A37(3) " CAnr(n)

TweAy

Wir schen also, die Termen kiirzen sich ab, ie. in (I) bzw. (II):
A17r(1) A17(2)" " Anm(n) und —A17(1) A17(2)" " Anx(n); i.e. (I) + ([[) =0. O

Korollar 5 dim(A) =1 fiir alle n e N.



