24 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript beweisen wir Satz 24.2 und untersuchen seine Folgerungen. Damit beenden
wir Kapitel I11.

Erinnerung 24.0:
Sei V' ein K-Vektorraum und seien W ¢ V, W’ c V' Unterrdume. W' ist Komplement von W in
V,wenn V=WeW’.

Bemerkung 24.1.

1. Sei W cV ein Unterraum und vy, ...,v} € V linear unabhéngig, so dass
span{v},...,v}} n W = {0} sind. Dann kann man {v},...,vl} zu einer Basis von einem
Komplement von W in V' ergénzen.

2. Komplemente existieren und sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beweis: UA

Satz 24.2. (Jordan Normalform).

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7" € £(V, V). Sei Min. Pol. (T) = (x - ¢)"
mit ¢ € K. Dann hat V eine Basis aus Jordanketten zum Eigenwert ¢ (eine Jordanbasis). Die
langsten Ketten haben die Lange r, die Anzahl der Ketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Beachte, dass
ker(T'—cl)c...cker(T -cl)" =V.

Behauptung:
Seien j > 2 und v!, ... v* € ker(T-cl)/ linear unabhéngig und span{vt,... v*}nker(T-cl)i~! =

{0},

Dann gelten:
1. wl:=(T-cl)vt,...,ws:= (T -cl)v’ e ker(T - ¢I)77! linear unabhéngig und
2. span{w!,... w*} nker(T —cl)i=2 = {0}.

Beweis der Behauptung:

1. 0=(T-cl)ivt = (T -cl)I=1 (T - cl)vi. Also w' € ker(T —cl)i~L.
[ —

Sei nun ) c;w’ =0 mit ¢; # 0 fiir ein 4, so Y ¢;(T eI )v’ = 0.
i=1 i=1
Also (T —=cI) Y ¢’ =0. Also Y civ* e ker(T —cl)?™, weil (T - cI)iH (T civ?) =
i=1 i=1
(T -¢cl)2(T -cl)(Xcvt) =0.

0
Also ist )" ¢v' € span{v',...,v*} nker(T - cI)’™".

i=1
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Also ist ) ¢;v' = 0 mit ¢; # 0 fiir ein 4. Widerspruch, da {vi,...,v,} linear unabhéngig
i=1
sind.

. Betrachte nun Y c;w?; so dass (T —cl)i2(Y c;w?) = 0.

Dann ist (T - cl)i=1 (X ¢;v') =0, also Y. ¢;o' =0  und damit (7 - cl)(Y ¢;v?) = 0.
Also Y c;(T —cl)vt =0 =Y cw'. OBeh.

Wir bauen nun eine Basis aus Jordanketten.

n, := dimker(7T - cI)" — dimker(T — ¢I)"! und schreibe V =V, @ ker(T — cI)" .

Sei {v},..., v/} eine Basis fiir V.

Setze v} | = (T —cl)v}, ... vl = (T —cl)v' € ker(T —cl)™! und ergénze zu einer Basis
von einem Komplement V,_; von ker(7T" - ¢I)™2 in ker(7 - cI)™ 1

1 Ny np+1 Ny +Np—1
P I Vi T

Also n,_y = dimker(7T" - ¢I)"! — dimker(7 - ¢I)"~2? — n, und
ker(T —cI)rt =V,y @ ker(T — cI) 2

Wir verfahren so weiter fiir jedes i = —2,...,1. Dabei berechnen wir immer:

n; = dimker(T - cl)" — dimker(T —cI)™ " —n, — ... —ni1.

Im letzten Schritt bekommen wir

vi=(T=cl)vd,... ;00" = (T =l )vy """ welches wir zu einer Basis von ker(7T" - cI')
erganzen:

U%, o ,’U?Mﬂ“ﬂu,U?T'+..'+n2+1, o 7v?7-+~-~+n2+n1'

Insbesondere ist

ny = dimker(T - ¢I)' = dimker(T - ¢I)® - n, — ... = ny = dimker(T - cI) = Y n;.
1=2

Dies ist die Gestalt der gesamten Jordanbasis fiir V', die wir erhalten (wobei jede “Spalte”
hierunter eine Jordankette ist):

1 n
UpyoooyUp',

1 Ny np+1 Ny +Np_1
Up_qs-e s U0y, U700 ,

1 n ne+1 Ny +Tp—1 np+-+no+l Np+-+ng2+ni
Viy..., 01", VU T (U ey Up"
——— ~

ny Ny n

Jordanketten Jordanketten Jordanketten
der Lénge r der Lange r -1 ..., der Léange 1 O

Bemerkung 24.3.
Die Matrixdarstellung in der Joradanbasis, die wir in Satz 24.2 erhalten haben, ist

o) \

J.(¢)
wobei die Jordanzelle J;(c) n;-mal erscheint.
0 Jl(C)

Jl(C)
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Korollar 24.4.

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, 7" € L(V, V). Falls Min. Pol. (T") (oder Char.
Pol. (T')) iiber K zerfillt, dann hat V' eine Basis von Jordanketten zu den verschiedenen Ei-
genwerten. Die Anzahl der Jordanketten in jeder Lénge ist eindeutig bestimmt.

Beweis:

Sei Min. Pol. (T) = (x —¢y)™-+(z — ¢x)"*

Satz 23.2 liefert eine Zerlegung:

V=W, & &W; mit W; T-invariant und Min. Pol. Ty, = (z — ¢;)".

Jordan Normalform liefert Basen B., von Jordanketten fiir 7y, und jedes c;.

k
Setze B = JB,, (die geordnete Basis). O
=1

Bemerkung 24.5.
k

Sei V =W, @& W, W,; T-invariant und B; = Basis fiir W;, B = B,, (als geordnete Basis). Es
=1

gilt

Ay
[T5 =
Ap
wobei A; = [Tw, |5,

Beweis: Siche UB.

In B3 werden wir algebraisch abgeschlossene Kérper kennenlernen. Wenn K algebraisch abge-
schlossen ist (z.B. K = C), dann zerfillt jedes Polynom (vom Grad > 1) iiber K.

Korollar 24.6.
Sei K algebraisch abgeschlossen, V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7 € L(V, V).
Es gibt eine Basis B von V, so dass

A,

[T]s =

A

wobei ¢y, ... ¢, die Eigenwerte von 7" sind und A., wie in Bemerkung 24.3 beschrieben.

Ck



