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22 Script zur Vorlesung: Lineare Algebra II

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

Wir setzen die Untersuchung der Matrixdarstellung begonnen in Abschnitt 12, Skript 21 fort.

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Lemma 22.1.

(1) Sei W ⊆ V ein Unterraum; B′ ⊆ W eine Basis für W , B′ ∪ B′′ eine ergänzte Basis für V .
Dann ist B′′ eine Basis für V /W .

(2) Umgekert sei (αr+q, . . . , αn) eine Basis für V /W , dann ist B′ ∪ (αr+1, . . . , αn) eine Basis
für V .

Beweis: Siehe ÜB.

Satz 22.2.
Sei W ⊆ V,T ∈ L(V,V ) und W T -invariant. Sei B′ eine Basis für W , ergänze zu einer Basis
B = B′ ⊍ B′′ von V . Es gilt:

A ∶= [T ]B = (
B C
0 D

) ,

wobei B = [TW ]B′ , D = [T ]B′′ , und B′′ = {α ; α ∈ B′′}.

Beweis:

Setze r ∶= dimW ; sei B′ ∶= (α1, . . . , αr) und B = (α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αn) die geordneten Basen.
Die Aussage über die r × r-Matrix B ist bereits in Skript 21 bewiesen worden.
Wir analysieren die (n − r) × (n − r)-Matrix D. Die Matrix A = [T ]B ist durch die folgenden
Gleichungen definiert:

T (αi) =
n

∑
j=1

Ajiαj für 1 ≤ i ≤ n (∗)
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B = {α1, . . . , αr
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∣B′∣=r

, αr+1, . . . , αn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∣B′′∣=(n−r)

}

B′′ = {αr+1, . . . , αn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∣B′′∣=(n−r)

}
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Schreibe

A =
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oder für 1 ≤ i ≤ n

T (αi) =
r

∑
j=1

Ajiαj

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈W

+
n

∑
j=r+1

Ajiαj (∗∗)

und damit ist:

T (αi) =
n

∑
j=r+1

Ajiαj = T (αi) für r + 1 ≤ i ≤ n. ◻

Aus Satz 22.2 (und Aufgabe 9.2 d)) folgt nun:

Korollar 22.3.
Char. Pol. T = (Char. Pol. TW )(Char. Pol. T ).

Für eine analoge Aussage über Min. Pol. T siehe ÜB.

Bemerkung 22.4.
Die Aussage im Korollar 22.5 haben wir schon in Skript 20, Satz 20.3 bewiesen. Man kann einen
zweiten Beweis mithilfe von TW und T führen.

Korollar 22.5.
T ist trigonalisierbar genau dann, wenn Char. Pol. (T ) in ein Produkt von linearen Faktoren
über K zerfällt.

Beweis: Siehe ÜB.

Nun betrachten wir die obige Aussage für Min. Pol. (T ).

Korollar 22.6.
Sei V endl. dim., T ∈ L(V,V ). T is trigonalisierbar genau dann, wenn Min. Pol. (T ) in ein
Produkt von linearen Faktoren über K zerfällt.

Beweis:
Wir zeigen: Char. Pol. (T ) zerfällt in ein Produkt von linearen Faktoren über K genau dann,
wenn Min. Pol. (T ) in ein Produkt von linearen Faktoren über K zerfällt..

“⇒” Min. Pol. (T ) teilt Char. Pol. (T ). Da lineare Faktoren irreduzibel sind, folgt aus der
Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[x], dass auch Min. Pol. (T ) ein Produkt von
linearen Faktoren ist.
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“⇐” Sei Min. Pol. (T ) =
k

∏
i=1
(x − ci)

νi .

Min. Pol. (T ) teilt Char. Pol. (T ). Also Char. Pol. (T ) = Min. Pol. (T )q(x)
mit q(x) ∈ K[x]. Wenn deg(q(x)) = 0 dann ist q(x) = 1. Sei also deg(q(x)) > 0 und sei
C ⊇K eine Körpererweiterung so dass q(x) über C als Produkt zerfällt:

q(x) =
ℓ

∏
j=1
(x − dj).

(Die Existenz vom Zerfällungskörper C werden wir in der Algebra-Vorlesung B3 im
nächsten Semester beweisen.)

Wegen Satz 19.6 und Satz 20.1 haben Min. Pol. (T ) und Char. Pol. (T ) dieselben Null-
stellen in C. Wir behaupten nun, dass dj bereits in K liegt und dj = ci für ein geeignetes
i. Dies gilt, weil dj sonst eine Nullstelle von Char. Pol. (T ), also auch von Min. Pol. (T )
mit dj ∈ C ∖K (i.e. dj ∈ C aber dj /∈K) wäre.
Dies ist aber unmöglich, da Min. Pol. (T ) bereits alle seine Nullstellen in K hat. ◻


