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Einleitung

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt einer von mir im Sommersemester 1999 ge-
haltenen (vierstiindigen) Vorlesung zur Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik wieder. Es besteht im wesentlichen in einer fast wortlichen Wiedergabe
des vorgetragenen Stoffes.

Die Vorlesung richtete sich an Studierende der Richtungen Diplom-Mathematik und
Lehramt Mathematik fiir Gymnasien ab dem vierten Semester und sollte eine erste
Einfithrung in typische Denkweisen und Aussagen der Stochastik und der Statistik
liefern. Da die Zeit im Sommersemester recht knapp bemessen ist, war es unumgéng-
lich, sich auf eine relativ kleine Auswahl des moglichen Stoffes zu beschranken. Dabei
legte ich das Hauptgewicht auf die klassischen Aussagen der Stochastik, insbesondere
wurden etwa die verschiedenen Konvergenzbegriffen fiir Folgen von Zufallsvariablen
und die dafiir geltenden Aussagen behandelt. Unter anderem sind hier die schwachen
und starken Gesetze der grofien Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz zu nennen.
Bei einigen Beweisen mufite der Hinweis auf die entsprechende Mafitheorie-Vorlesung
geniigen, welche im gleichen Semeseter als zweistiindige Vorlesung gehalten wurde.
Fiir die Statistik blieb relativ wenig Zeit, und ich versuchte, wenigstens die wichtig-
sten Ideen aus der Theorie der Parameter-Punktschétzung und der Signifikanztests
zu erldutern.

Ein stédndiges Problem bei einer Vorlesung iiber Wahrscheinlichkeitstheorie liegt
darin, dafl diese nicht der Zeitpunkt und der Rahmen dafiir ist, die Grundziige der
MaB- und Integrationstheorie zu entwickeln. Hier war ich auf die (mehr oder weni-
ger) vorhandenen Kenntnisse aus der Analysis-Vorlesung angewiesen. Eine zusétz-
liche Unterstiitzung in dieser Richtung konnten die Studenten in einem von Holger
Plank abgehaltenen Tutorium zur Mafltheorie erhalten. Unter anderem wurden end-
liche Produkte von Mafiraumen dort behandelt; der zugehorige Text findet sich in
Anhang, ebenso wie die ebenfalls von Herrn Plank gestellten Ubungsaufgaben.

Der behandelte Stoff wurde von mir durch eine Reihe von Graphiken veranschaulicht,
welche in der Vorlesung als Folien gezeigt wurden und von denen sich einige auch
in diesem Skript wiederfinden. Diese Zeichnungen wurden mit dem Mathematik-
Programmpaket Maple erzeugt, die Interessierten finden die entsprechenden Maple-
Befehle im Anhang.

Ich hoffe, dafl meinen Studenten diese Vorlesung Spafi gemacht hat (mir schon) und
daBl dieses Skript fiir den einen oder anderen niitzlich sein wird. Schliellich mochte
mich noch bei Stephan Otto, Michaela Lautenschlager und Holger Plank fiir die
Unterstiitzung bei der Anfertigung dieses Skripts bedanken.

Regensburg, November 1999 Robert Denk






1. Bemerkungen zur Maf3theorie

Mathematisch gesehen ist eine Wahrscheinlichkeit ein normiertes Maf}. Daher werden
zunéchst einige fundamentale Begriffe aus der Mafitheorie zusammengestellt und
wiederholt.

Definition 1.1. Sei 2 eine Menge, Z2(12) := {A: A C Q} die Potenzmenge von
und &/ C Z(Q).

a) </ heifit o-Algebra, falls gilt:

(i) 0 e,

(i) Fiir jedes A€ o gilt A ={weQ:wg A} € .
(iii) Fiir A, € & (n € N) gilt |J,,cny 4n € &

In diesem Fall heifit (€2, «7) Mefiraum.

b) Falls statt (iii) nur gilt
(iii') Fir A,B € 7 gilt AUB € &/,
so heifit .o/ eine Algebra.

c) Falls statt (iii) nur gilt:

(iii”) Falls A,, € o7 disjunkt sind (d.h. A,NA,, = 0 fiir n # m), dann ist U A, e,

neN

so heilt &7 ein Dynkin-System.

Bemerkung 1.2. a) Die grofite o-Algebra ist 2(Q), die kleinste ist {0}, Q}. Falls
7, eine o-Algebra ist fiir i € I, wobei [ eine nichtleere Indexmenge ist, dann ist
(Nic; < wieder eine o-Algebra.

Sei & C Z(2) beliebig. Dann ist
o(&):= ﬂ{ﬂ D & : o ist o—Algebra iiber Q}
die kleinste o-Algebra, die & enthilt (von & erzeugte o-Algebra). Analog existieren

ein kleinstes Dynkin-System Z(&’) und eine kleinste Algebra, die & enthilt.

Die von & erzeugte Algebra kann man explizit angeben:

n

{U Ay Ay € EUE neny,

i=1 j=1

wobei &¢ := {A°: A € &}.
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Fiir o-Algebren gilt dies keineswegs, auch nicht, wenn man n durch oo ersetzt und
abzéhlbar oft iteriert!

b) Manchmal betrachtet man statt einer Algebra einen Ring, d.h. ein &/ C £(Q)
mit (i), (iil’) und

(ii") Fiir alle A, B € & ist A\B € «/.
Lemma 1.3. a) Ein Dynkin-System 2 ist genau dann eine o-Algebra, falls gilt:
Fiir alle A, Be 9 ist ANBe€ %
(d.h. wenn P N-stabil ist).
b) (Dynkin-Lemma). Sei & C Z(Q2) N-stabil. Dann ist 0(&) = P(&).
Beweis. a) Sei & N-stabil. Dann gilt fir A, B € 2:
A\B = A\(ANB) = AN (AN B)° = [ACU(AHB)]C €9,

also
AUB:(A\B)UBG.@.

Seien A, € 9 fiir allen € N. Setze Ay := 0 und A, := A, U...UA, € 2. Dann ist

UAn: U An—‘rl\An € @7

neN neNp
d.h. & ist o-Algebra.
b) Zu zeigen ist nur, dafl Z(&) eine o-Algebra ist. Zu A € Z(&) definiere

Dy ={BeP(Q):ANBec 2(8)}.
Dann ist Z4 ein Dynkin-System. Da & N-stabil ist, gilt
EC Yy furalle Ae &
und damit Z(&) C P4 fir alle A € &, d.h.
ANBe (&) firalle Ae &, Be 2(8).
Dies heifit & C I fiir alle B € (&) und damit
P(&) C Yp fiir alle B € 2(&),
d.h. 2(&) ist N-stabil. Mit Teil a) folgt nun die Behauptung. ]

Definition 1.4. a) Sei (92, ./) ein Mefiraum. Dann heifit u : & — [0, 00] ein Ma$,
falls gilt:
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(i) u(@) =0,
(i) o-Additivitét: Fiir (A)peny C & mit A, N A, =0 (n # m) gilt

u( U An) = ul(An).

neN neN

In diesem Fall heifit (€2, <7, 1) ein Mafiraum.
b) Ein Maf} u heifit
e o-finit (oder normal), falls es eine Folge (Ay), C & gibt mit (J, .y An = Q
und p(A,) < oo fiir alle n € N.
e Wahrscheinlichkeitsmafl (W-Maf}), falls u(Q2) = 1.

¢) Sei &7 ein Ring. Dann heifit 1 : &/ — [0, 00| ein Inhalt, falls (@) = 0 und
u(AUB) = pu(A) + p(B) fiir alle A,B € & mit ANB =)
(endliche Additivitét) gilt.

Beispiele 1.5. a) Dirac-Mafl: Zu x € Q) definiere

o (1, z€A,
Su(A) = 1a(z) = { 0 eda
Dann ist 0, ein Mafl auf &2(Q2) und damit auf jeder o-Algebra.

b) Elementargeometrischer Inhalt: Betrachte
& :={(a,b] : —00 < a <b< oo}

und
n

#={JA A €6 AnA=0(i#]), neN}.

Jj=1

Dann ist Z ein Ring. Setze
)\(UA]> = Z(bj—aj)
j=1 J=1

fir A; = (a;j,b;] € & disjunkt. Dann ist A : #Z — [0,00) ein Inhalt. A ist o-finit
in dem Sinne, daf§ 1.4 b) gilt, und c-additiv, d.h. fir (A,),ey C Z disjunkt mit

Unen An € Z gilt .
A( U An> =3 A4

neN neN
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c) Sei =N, & := {A CN: A oder A° endlich } und

0, falls A endlich,
pA) = { 1, falls A° endlich.

Dann ist &7 eine Algebra und p ein Inhalt, aber o ist keine o-Algebra und p ist
nicht o-additiv auf ..

d) Zahlmaf: Definiere

|A|, falls A endlich,
oo, falls A unendlich.

p(A) = {
Dann ist p ein MaB auf &2(2), welches genau dann o-finit ist, falls Q2 abzdhlbar ist.
Bemerkung 1.6. Sei i ein Inhalt auf einem Ring 7. Dann gilt:
(i) p ist monoton, d.h. fir A, B € o/ mit A C B gilt u(A) < u(B).

(i) p ist subtraktiv, d.h. fir A, B € & mit A C B und p(A) < oo gilt u(B\A) =
p(B) = u(A).
(iii) p ist sub-additiv, d.h. fir Ay,..., A, € & gilt

M(UAZ) <> (A

i=1 i=1
Satz 1.7. Sei p ein Inhalt auf einem Ring <f . Betrachte die folgenden Aussagen:
(a) p ist o-additiv.
(b) Fiir alle A, € o mit Ay C Ay C ... und [,y An =2 A € A gill

Tim pu(A,) = p(A)
(d.h. p ist stetig von unten).
(c) Fir alle A, € & mit A; D Ay D ..., U,en An = 0 und p(A;) < oo gilt

lim u(A,) =0

n—oo

(d.h. p ist stetig von oben).

Dann gilt (a) <= (b) = (c). Falls v endlich ist, sind alle drei Aussagen dquivalent.

Beweis. (a) = (b). Mit Ay := 0 und A, = A\A,_, ist A= U A, und A, =

neN
n

U Ag. Also ist
k=1

p(A) =Y u(Ady) = lim Y p(Ay) = lim p(A,).

n—oo
neN
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(b) = (a). Sei (A,)nen C & paarweise disjunkt, A = J, A, € . Setze A, =
A;U...UA,. Danngilt A, /A (dh. A, € Ay C ... und |JA, = A), und nach (b)

gilt pu(Ay) — p(A). Wegen pu(An) =3 5 p(Ax) gilt also 3757 ) u(Ar) = p(A).
(b) = (c). Wegen pu(A1\A,) = u(A1) — p(A,) und A1\ A, ~ Ay gilt nach (b)

p(Ar) = lim p(A\AR) = p(Ar) = Tim p(An)

und damit p(A,) — 0.
Sei nun g endlich.

(c) = (d). Falls A,, A, gilt A\A, \, 0 und damit gilt u(A\A,) — 0 nach (c).
Somit folgt u(A,) — p(A). O

In vielen Fallen ist nicht ein Mafl auf einer o-Algebra gegeben, sondern ein Inhalt
auf einer Algebra oder einem Ring. Daher stellt sich die Frage, ob sich dieser In-
halt eindeutig zu einem Maf} fortsetzen lafit. Die folgende Konstruktion liefert die
Antwort.

Definition 1.8. Sei p ein o-additiver Inhalt auf einem Ring . Dann heifit p* :
P(Q) — [0, 00|, definiert durch

u(B) = { inf { 5, e 1(An) : Au € ) B CUye Anf, falls {3 0,
e sonst,

das zu p gehorige auflere Maf.
Eine Menge A C 2 heifit meBbar, falls

(A =pu (AN B)+ (AN B fir alle B € Z(Q).

Satz 1.9. (Caratheodory) Sei y ein o-additiver, o-finiter Inhalt auf einem Ring
/. Dann ist das Mengensystem & (<) aller p*-mefibaren Mengen eine ( o(</) ent-
haltende) o-Algebra, und p*|z() ist ein Maf. Das Maf (1|, ist die einzige Map-
fortsetzung von .

Der Beweis findet sich etwa im Buch von Bauer [1] oder im Buch von Halmos [§].

Die o-Algebra 7(7) hat selbst eine Bedeutung:

Definition 1.10. Ein Mafl i auf einer o-Algebra 7 heifit vollstéindig, falls gilt: Aus
A C B, Be o und u(B) =0 folgt A € o7. Ein vollstandiges Ma8 p : &/ — [0, <]
heifit Vervollstiandigung des Mafles pg : o — [0, 00], falls @ C &, |y = po und
folgende (universelle) Eigenschaft gilt:

Sei ¢/ @ &/ — |[0,00] vollstdndige Fortsetzung von pg. Dann ist &/’ C &/ und
W = p (d.h. p ist minimale vollstdndige Fortsetzung von py).
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Der folgende Satz besagt, daB p* [z die Vervollstandigung des von p auf o(/)
induzierten Mafles ist, und dies zugleich eine Art Abschlufl darstellt. Dazu benutzt
man die Halbmetrik (!)

d-(A, B) = " (AAB) auf 2(Q) x Z(Q).
Dabei ist AAB := (A\B) U (B\A).
Satz 1.11. Sei i endlicher, o-additiver Inhalt auf einer Algebra </ . Dann gilt:
a) [ |5 ist die Vervollstindigung des Mafes p*|o(w).

b) 5(o7) = {B € Z(Q) : Fir alle e > 0 existiert ein A € o/ mit d,~(A,B) < ¢}
(d.h. o(oZ) ist der Abschlufi von &/ bzgl. d,~ in P(Q)).

(Beweis siehe etwa Halmos [8].)

Bemerkung 1.12. a) Die obigen Sitze besagen, daf} ein o-finiter und o-additiver In-
halt auf einer Algebra (oder einem Ring) bereits eindeutig ein Maf} auf der erzeugten
o-Algebra definiert. Das zum elementargeometrischen Inhalt (Beispiel 1.5 ¢) gehori-
ge MafB heiit Lebesgue-Maf3 A, die o-Algebra ist die Borel-o-Algebra Z(R). Die zur
Vervollstandigung gehorige o-Algebra heifit das System aller Lebesgue-mefibaren
Mengen.

b) Es gibt viele verschiedene Beschreibungen von &(47), etwa
() ={AAN: Aco(/), NCN € o(e/) mit u(N) =0} .

Es gilt fiir das Lebesgue-MaB: Die Machtigkeit (Kardinalitdt) von Z(R) ist dieselbe
wie die von R, aber die Kardinalitéit der Lebesgue-meBbaren Mengen ist 2R und
damit grofer. Das letzte sieht man, indem man eine Menge C' mit |C| = |R| und
A(C) = 0 angibt (z.B. die Cantor-Menge). Dann ist jede Teilmenge von C' Lebesgue-
mefbar. Es gibt also i.a. sehr viel mehr Mengen in der Vervollstandigung (/) als
in ().

Definition 1.13. Seien (2, .<7) und (5,.7) MeBraume. Fir X: 2 — S definiere

X' B):={XeB}={weQ: X(w)e B} (Be2(9))

und

XY ) ={X"B): Be.Y}.
Dann heifit X «/-.%-meBbar, falls fiir alle B € . gilt X !(B) € & (d.h. falls
X1 C o gilt).

Bemerkung 1.14. a) Jede konstante Funktion ist meBbar beziiglich jeder o-Alge-
bra.

b) Sind X: (Q,4) — (51,7) und Y: (51,.71) — (Ss,.%,) meBbar, so auch Y o
X:(Q, ) — (S2,-7). Denn es gilt

YoX)H A =XV HA)Cc X (A cCH.
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Lemma 1.15. Seien (Q,%7) und (S,.) Mefiraume und ¥ = o(&) (d.h. & ist ein
Erzeugendensystem von ). Dann ist X : Q — S genau dann <7 -/ -mef$bar, wenn
X H&) co.

Beweis. Das Mengensystem . := {B € Z(S) : X7!(B) € &} ist eine o-Algebra
tiber S. Nach Definition ist X genau dann </-.%-meBbar, wenn . = o(&) C .7
Dies ist aber dquivalent zu & C ./, d.h. zu X (&) C . O

Falls 2 und S topologische Réaume sind (mit Topologien 7q und 7g), so wihlt man
gewohnlich

o = RB(Q) = o(1q)

und .7 := HA(S) als o-Algebren, die sogenannten Borel-o-Algebren. In diesem Fall
spricht man kurz von Borel-mef3bar oder auch nur von mefibar. Aus obigem Lemma
folgt sofort (mit & = 7¢), daBl eine stetige Abbildung X : Q@ — S Borel-mefibar ist.
Falls (S,.%) = (R, B(R)) oder (S,.#) = (R, #A(R)) gilt, so folgt aus Lemma 1.15,
daB X genau dann /-mefibar ist, falls

{X <a} e firalleaecR.



2. Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

Was ist eine Wahrscheinlichkeit? Jeder wird antworten, dal bei einem Werfen eines
Wiirfels die Wahrscheinlichkeit fiir die Zahl 1 den Wert % besitzt. Aber wie kann
man dies begriinden? In der Vergangenheit wurde der Versuch gemacht, die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses A als Limes der relativen Haufigkeit des Auftretens
von A zu definieren. Eine solche Definition (zu finden etwa bei Mises (1919)) stoBt
jedoch auf mathematische Schwierigkeiten. Daher definiert man heute die Wahr-
scheinlichkeit axiomatisch, ndmlich als W-Mafl (nach Kolmogorov (1933)). Es wird
sich spéter zeigen, dafi sich die Haufigkeitsinterpretation bei dieser Wahl der Axiome
prézisieren und beweisen &8t (Gesetze der grofien Zahl).

Definition 2.1. Ein Zufallsexperiment ist ein W-Raum (2, <7, P) (d.h. ein Maf}-
raum, wobei das Maf} ein W-Ma# ist) mit folgender Interpretation:

a) x € Q heifit Ergebnis oder mogliche Realisierung des Experiments.

b) A € & heiit Ereignis, d.h. eine Menge von Ergebnissen. (Die Wahl der o-Algebra
o/ ist aus dem Experiment oder mathematisch begriindet).

c) P(A) heifit die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A € /. Das Ma$
P: o/ — [0,1] heifit die zum Experiment gehorige W-Verteilung.

Bemerkung 2.2. a) Die Forderung, dafl o/ eine Algebra ist, scheint natiirlich.
Dabei entspricht () dem unméglichen Ereignis, A N B dem gleichzeitigen Eintreten
von A und B und A¢ der logischen Negation von A. Analog ist die Forderung, dafl
P ein Inhalt ist, naheliegend (aus der H&ufigkeitsinterpretation). Die Bedingung,
dafl &7 eine o-Algebra und P ein Maf} (d.h. o-additiv) sind, ist eine mathematische
Idealisierung (vgl. dazu auch Satz 1.7, der dies als Stetigkeit beschreibt).

b) Warum betrachtet man iiberhaupt verschiedene o-Algebren und nimmt nicht
stets &7 = Z(Q)? Ein tiefliegender Satz von Ulam (siche etwa [11], S. 29, Satz
5.6) besagt unter Annahme der Kontinuumshypothese, dafl es kein W-Maf§ P auf
der Potenzmenge von [0, 1] gibt mit P({z}) = 0 fiir alle € [0, 1]. Insbesondere
ist das Lebesgue-Mafl A\ : #([0,1]) — [0, 1] nicht auf £2([0,1]) fortsetzbar. Falls
abzéhlbar ist (insbesondere falls €2 endlich ist), wird man stets o/ = Z?(2) wihlen.

Beispiele 2.3. a) Laplace-Experiment: Hier ist |Q] < oo, & = Z2(§2) und
|A]

P(A) = 9] fir alle A € Z(Q).

b) Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b] (—oo < a < b < o0): Hier ist 2 = [a, b],
o = B(Q) und P(A) = 3 fiir alle A € .

c) Mehrstufige Experimente: Hier wird ein Zufallsexperiment (21,97, P;) n-fach
wiederholt. Man erhélt 2 = Q) x...xQy, & = & ®...®, und fiir das zugehorige

10
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Py(S;{S}) :% S

S
Py (S;{W}) :% W
B(W;{S}) =1 S
Py(W:{W}) =0 W

Abbildung 1: Beispiel eines Baumdiagramms.
MaB P gilt, falls |Q2] < oo, die Darstellung

P({(z1,...,2n)} = P({z1}) - Pa(x1;{x2}) - Ps(x1,29; {x3}) - ...
oo Pz, o {Tn}),

wobei P(zy,...,x,_1;-) die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die k-te Wiederholung
ist (abhéngig von der bereits erzielten Realisierung x1, ..., xx_1).

Beispiel: Ziehen von zwei Kugeln aus einer Urne mit zwei schwarzen und einer weiien
Kugel. Hier ist 2 = {S,W} und @ = £(;). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
werden am besten durch ein Baumdiagramm beschrieben (Abbildung 1).

Definition 2.4. Sei (92, <7, P) ein W-Raum. Dann heifit P

(i) auf A € & konzentriert, falls P(A) = 1,
(i) diskret, falls P auf einer abzéhlbaren Menge konzentriert ist.

Satz 2.5. Sei (2, &7, P) W-Raum mit {z} € o fir alle x € Q). Dann ist die Menge
Qo :={z € Q: P({z}) > 0} abzdhlbar, und folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) P ist diskret.

(ii) P(Q) = 1.
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(iii) Es gilt

[ 1P =3 sa)P(ia)

FASION

fiir alle beschrankten und <7 -meflbaren f : ) — R.

(iv) Es gilt
P=>" P({x})s

€N

Dabei ist (iv) als Gleichheit von Abbildungen zu verstehen, d.h. diese Gleichheit gilt
punktweise fiir jede Menge A € &7. Man beachte jedoch, dafl 6, auf () definiert
ist und damit wegen (iv) jedes diskrete Mafl auf Z(Q2) definiert werden kann und
tiblicherweise definiert wird.

Beweis. Betrachte die Mengen A, := {z € @ : P({z}) > %}. Dann enthilt 4,
endlich viele, ndmlich nicht mehr als n, Elemente, und daher ist Qy = (J, oy An als
abzahlbare Vereinigung endlicher Mengen abzéhlbar.

(i) = (ii). Sei A € &7 abzéhlbar mit P(A) = 1. Dann ist

= P({z}) < ) P{z}) = P(h) < P(Q) =

z€EA z€Qo

(ii) = (iii). Es gilt f-14, — f-1q, punktweise und |f-14,| < sup,cq |f(2)| = || f]]co-
Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt

/flAndP > fla)P({z}) —>/ fdP = /fdP

TEA,

Dabei wurde bei der letzten Gleichheit P(€2y) = 1 verwendet. Fiir n — oo kon-
vergiert die Summe iiber v € A, gegen ) o f(z)P({z}); dabei konvergiert diese
Reihe absolut wegen erﬂo |f(@)|P({x}) < || fllooP(£20)-

(iii) = (iv). Wahle f =14 mit A € &7.
(iv) = (i). Wéhle A = Q und schreibe P(A) unter Verwendung von (iv). O

Im folgenden wird statt P({...}) auch P{...} geschrieben.



3. Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

In diesem Abschnitt ist [Q] < oo und & = (). Fiir die folgenden kombinato-
rischen Schlufiweisen ist das Abzéhlprinzip niitzlich, das man mit Induktion leicht
beweisen kann:

Abzihlprinzip. Sei Q eine Menge von Tupeln (x4, ..., z,), wobei z; das Ergebnis der
i-ten Stufe eines n-stufigen Experiments sei. Fiir alle ¢ = 1,...,n sei die Anzahl
k; der moglichen Ausgéinge des i-ten Teilexperiments unabhéngig von dem bereits
realisierten Ergebnis (zq,...,z;_1). Dann gilt |Q| =&y - ... - k.

Definition 3.1. a) Fiir k,n € Ny heifit

n!

<7’L> — m falls k S n,

ki 0 sonst,
der Binomialkoffizient &k aus n* oder ,n iiber k“.

b) Fir n =k; + ...+ k, heifit
n o n!
ki,... ko) ke k)
Multinomialkoeffizient.

Satz 3.2. Sei M eine Menge mit |[M|=n < co.

a) M besitzt genau (Z) Teilmengen mit k Elementen.

b) Sei M = NyU...UN, mit |N;| = k;. Betrachtet man die Elemente jeder Teil-

,,,,,

anzuordnen.

Beweis. a) Betrachte zundchst die Menge der Tupel (x1,...,2;) mit x; # x; fiir
i # j. Fiir die Wahl von z; gibt es n + 1 — j Moglichkeiten (7 = 1,...,k), also
insgesamt n(n — 1) - ... (n — k + 1) Moglichkeiten (Abzahlprinzip). Je k! solcher
Tupel fiithren zur selben Menge {z1, ..., x;} (Permutationen), also gibt es
nn—1)-...-(n—k+1) (n
()

Teilmengen von M mit k Elementen.

b) Von den n! Permutationen von M sind k! - ... - k,! als gleich anzusehen, da sie
sich nur um Permutationen der Mengen NN; unterscheiden. Somit gibt es

n! B n
Ealeoook \k, ke

Moglichkeiten. [

13



14 3. Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Satz 3.3 (Urnenmodelle). Aus einer Urne mit n Kugeln werden k Kugeln nach-
einander gezogen. Dann gibt es folgende Anzahl moglicher Versuchsergebnisse:

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
unter Beachtung der Reihenfolge n® nn—1)-...-(n—k+1)
k—1
ohne Beachtung der Reihenfolge (n + I ) (Z)

Beweis. Bis auf die linke untere Ecke ist alles klar nach Satz 3.2 bzw. dessen Beweis.
Beschreibe die Ergebnismenge des Versuchs mit Zuriicklegen ohne Beachtung der
Reihenfolge als

Q={(21,...,76) € M" 1 21 < ... < 2},

wobei M = {1,...,n}. Die Abbildung
Q—=Q, (v,...,2) — (z, 00+ 1, 2+ k—1)
ist eine Bijektion von {2 nach
Q={ly,...,un) €{l,....n+k—1} 1y <...<y}.

Nach Satz 3.2 a) ist aber || = ("H]:_l). O

Satz 3.4. Fine Urne enthalte n Kugeln, von denen m weif§ und n—m schwarz seien.
Man zieht nacheinander | Kugeln. Die Grifle X € {0,...,l} beschreibe die Anzahl
der gezogenen weiflen Kugeln. Bei Annahme eines Laplace-Eperiments erhdlt man
folgende Wahrscheinlichkeiten fir die Werte von X :

a) Hypergeometrische Verteilung: Bei Ziehen ohne Zuricklegen ist die Wahrschein-
lichkeit fiir X = k gegeben durch

(%) (%)
()

b) Binomialverteilung: Bei Ziehen mit Zuricklegen ist die Wahrscheinlichkeit fir
X =k gegeben durch

H(l;m;n){k} := fir k € Ng, 0 <k < min{m,(}.

B(l;p){k} == (é)p’“(l —p)F firkeNy, 0<k<lI,

wobei p := " gesetzt wurde.



3. Endliche Wahrscheinlichkeitsraume 15

Beweis. a) Es gibt ( ) Moglichkeiten, [ Kugeln ohne Zuriicklegen zu ziehen. Fiir das
Eintreten von {X = k} miissen wir k£ Kugeln aus den m weiflen und | — k& Kugeln
aus den n — m schwarzen ziehen, dafiir gibt es (Z) ("l:w Moglichkeiten.

b) Bei Ziehen mit Reihenfolge gibt es (mit Zuriicklegen) n* mogliche Ziehungen ins-

gesamt. Fiir das Eintreten des Ereignisses {X = k} mufl man zunéchst k& Ziehungen
(von insgesamt [ Ziehungen) bestimmen, in welchen weifle Kugeln gezogen werden.
Dies ergibt ( ) Moglichkeiten. Dann mufl man bei diesen k& Ziehungen je eine weifle
Kugel ziehen (m* Moglichkeiten), bei den anderen [ — k Ziehungen je eine schwarze
( (n —m)'=* Moglichkeiten). Insgesamt erhilt man

()m*(n —m)"* (z)pk(l e

nk k

als Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {X = k}. O

Definition 3.5. Sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (nicht notwendig end-
lich). Fiir A, B € & mit P(B) > 0 heift

P(ANB)

PUAIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.
Bemerkung 3.6. a) Fir P(B) > 0 ist P(-|B) wieder ein W-Maf} auf <.
b) Sei @ = |J B; mit B; € &. Dann ist

€N
P(A)= Y P(B)P(AB;) firalle Ac,
P(ilgeiI;;O
und, falls A € & mit P(A) > 0,

P(B;)P(A|B;)
;\] P(B;)P(A|By)
P(B;)>0

P(B;|A) =

(Formel von Bayes). Dies gilt wegen P(B;)P(A|B;) = P(AN B;) und

P(A):P(U (AN B;) ) ZP (AN B;)



4. Zufallsvariablen, Erwartungswert und Varianz

In den meisten Fillen interessiert man sich nicht fiir die Ergebnisse x € €) eines
Experiments, sondern nur fiir Funktionen dieser Ergebnisse. Zum Beispiel bei einem
dreimaligen Werfen eines Laplace-Wiirfels mit Q = {1,...,6}? fiir die Anzahl X der
Sechser, d.h. fiir die Werte der Funktion X: Q@ — {0,1,2,3} mit X = Anzahl der
Sechser.

Allgemein fiihrt dies zu folgender Definition:

Definition 4.1. a) Sei Q eine Menge. Sei (X;);e; eine Familie von Funktionen
X;: Q — S;, wobei (S;,.7;) ein Mefiraum ist. Dann bezeichnet

o(XeJier) = o (U X))
i€l
die von (X;); erzeugte o-Algebra iiber €.

b) Seien (€2, 27) und (S,.¥) Merdume. Dann heifit eine Abbildung X : 2 — S eine
Zufallsfunktion, falls X &7-.%-mefibar ist, d.h. wenn gilt

X' (B)e o firalle Be.7.

Das BildmaB Po X~ ': . — [0,1], B — P(X'(B)) = P{X € B} heifit die
Verteilung oder W-Verteilung von X.

¢) Nun sei (5,.) = (R,Z(R)) und X o/-mefibar. Dann heifit X Zufallsvariable
(ZV), und

Fx:R—[0,1], Fx(t) == Po X '(—00,t] = P{X <t}

die Verteilungsfunktion von X. Die Zufallsvariable X heifit diskret verteilt, falls
Po X~ diskret ist, und stetig verteilt, falls Po X ! absolutstetig bzgl. des Lebesgue-
MaSBes ist, d.h. eine Dichte fy existiert mit P o X~ = fx(¢)dt.

Bemerkung 4.2. a) F ist monoton wachsend, rechtstetig (r.c.), d.h. Fx (¢t +0) =
Fx(t), und es gilt lim;, o Fix(t) = 0 und lim; ., Fx(t) = 1. Auflerdem gilt

Fx(t) = Fx(t —0) = Po X" {t}.
b) X ist genau dann stetig verteilt, wenn Fx absolutstetig ist, d.h. wenn Fx(t) =

ffoo [x (t)dt mit einer meBbaren Funktion fx: R — Ry mit [, fx(t)dt = 1 gilt. Dies
ist z.B. dann der Fall, wenn F'x stetig differenzierbar ist.

Satz 4.3. Sei (2, o7, P) ein W-Raum.

a) Falls X und Y Zufallsvariablen sind, dann auch max{X,Y}, min{X, Y}, |X|"
firr >0 und X" firr e N.

b) Falls (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen ist, dann sind inf, X, sup,, X,
liminf, X,, und limsup,, X,, Zufallsfunktionen von Q nach R (mit o-Algebra B(R)).

16
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Beweis. a) (X,Y): Q — R? ist o/-%(R?)-mefbar. Die Abbildung f: R* — R,
(x,y) — max{z,y} ist Borel-meBbar, somit ist f o (X,Y") eine Zufallsvariable. Der
Rest folgt analog.
b) Es gilt

{sup X,, < a} = ﬂ{Xn <a}led

fiir alle @ € R. Mit Lemma 1.15 folgt die Behauptung fiir das Supremum. Wegen
inf X,, = —sup(—X,,) und limsup X,, = inf, sup,,, Xj folgt der Rest daraus. O

Satz 4.4. Sei .4 die Menge aller W-Mafle auf B(R) und ¥ die Menge aller Ab-
bildungen von R nach R, welche monoton wachsend und r.c. sind und gegen 0 bzw.
1 konvergieren fiir t — —oo bzw. t — oo. Dann ist die Abbildung p — F,, mit
F,(t) := p(—o00,t] eine Bijektion.

Der Beweis dafiir wird hier weggelassen (siehe Mafitheorie-Vorlesung).

Definition 4.5. Zwei ZV X und Y heiflen stochastisch dquivalent (X ~ Y), falls
Po X1 =PoY~!gilt (nach Satz 4.4 ist dies genau dann der Fall, falls Fx = Fy

gilt).

Dies bedeutet nicht, dal X =Y oder P{X = Y} = 1 gilt, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Beispiel 4.6. Es sei

(@5, P) = ({0.1}, 2({0.1}), 5 50 + &)

@({0,1}))

(d.h. es gilt P{0} = P{1} = }). Setzt man X () :=tund Y (¢) :=1—¢ fiir t € Q,
s0ist Po X' =PoY ™ =1(6 + 61)|sw), aber es gilt X (t) # Y (t) fiir alle ¢ € Q.

Nun soll als néchstes der Erwartungswert einer Zufallsvariablen definiert werden. Da
dieser als ein Integral definiert wird, mufl man etwas iiber (allgemeine) Lebesgue-
Integrale wissen. Diese sind fiir integrierbare Zufallsvariablen oder fiir nichtnegative
Zufallsvariablen definiert, wobei dann auch der Wert oo auftauchen kann.

Satz 4.7. (Was man auch im Schlaf iiber das Integral wissen mufl.) Seien X und
Y Zufallsvariablen diber (2, <7, P).

(i) X ist genau dann integrierbar, wenn [ |X|dP < co.

(i) Seien X undY integrierbar und a,b € R. Dann gilt

/(aX+bY)dP:a/XdP+b/YdP

(Linearitdt).
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(iii)

(vii)

(viii)

(ix)

4. Zufallsvariablen, Erwartungswert und Varianz

Seien X integrierbar und A,,, A € o/ mit U A, = A. Dann ist

neN

/AXdP:Z ’ XdP .

neN n

Aus X >0 P-f.s. folgt [ XdP > 0 (Positivitit).

Seien X,Y integrierbar mit X <Y P-f.s. Dann gilt [ XdP < [YdP (Mo-
notonie).

Seir X integrierbar und a,b € R mita < X < b P-f.s. auf einer Menge A € o .
Dann gilt

aP(A) < / XdP < bP(A).
A
Falls X integrierbar ist, gilt | [ XdP| < [|X|dP.

Seien X,, und X Zufallsvariablen mit | X,| <Y P-fs., X,, = X P-f.s. und
JYdP < co. Dann ist auch X Zufallsvariable, und es gilt

lim [ X,dP = /XdP

n—oo
(Satz von der majorisierten Konvergenz).

Seien X, Zufallsvariable mit Y, [ |X,|dP < co. Dann gilt

Z | X, <00 P-fis.,

n

d.h. X =) X, existiert P-f.s., und es gilt

/XdP: Z/XndP

(gliedweise Integration).

Seien X,, > 0 Zufallsvariablen und X Zufallsvariable mit X,, / X P-f.s.
Dann ist lim,, [ X,,dP = [ XdP, wobei auf beiden Seiten der Wert oo zuge-
lassen ist (Satz von der monotonen Konvergenz).

Seien X,, > 0 Zufallsvariablen. Dann ist

n—oo n—oo

/limianndP < liminf/XndP

(Lemma von Fatou).
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Definition 4.8. Sei X Zufallsvariable iiber (€2, o7, P).
a) Falls X € L'(P), heiit

EX = / XdP = / t(Po X 1)(dt)
Q R
der Erwartungswert von X. (Auch sinnvoll falls X > 0 mit moglichem Wert co.)
b) Falls X € L?*(P) (und damit auch X € L'(P)), heifit

Var X = E[(X — EX) = /(X _EX)dP

die Varianz von X. Die Zahl o := v/Var X heifit die Streuung von X.
c¢) Der Wert 1, :== E X™ heit das n-te Moment von X (falls existent).

Damit gelten alle Eigenschaften des Integrals fiir den Erwartungswert. So existiert
etwa E X genau dann, wenn E | X| < oo gilt. Man beachte auch E1 = 1. Nach dem
Transformationslemma gilt X € L'(P) genau dann, wenn idg € L'(P o X~ 1). Die
Existenz und der Wert von E X und Var X héingen nur von Po X! ab. Fiir die Be-
rechnung allgemeiner Integrale verwendet man ebenfalls das Transformationslemma.
So gilt fiir g: R — C mit go X € LY(P)

/gonP:/gd(PoX_l)

S g(a)P{X =z}, falls X diskret ,
z:P{X=z}

/gfxd)\, falls X stetig verteilt mit Dichte fx .
R

Satz 4.9. Sei X eine Zufallsvariable auf (2, <7, P) und f: R — C stetig mit foX €
LY(P). Dann gilt

[ foxap= [ swarx,

wobet auf der rechten Seite das uneigentliche Riemann-Stieltjes-Integral steht.

Beweis. Das Integral [°° f(t)dFx(t) ist definiert als Limes von fab f(t)dFx(t) fur
a — —oo und b — oo. Betrachte ff fdFx = limzo Y, fdFx mit

[ FaFx = 3 ) (Fxl) - F(tio)

(Riemann-Stieltjes-Summe) fiir eine Zerlegung Z = (to,...,t,) von [a,b] (d.h. a =
to<ti <...<t,= b) Dabei ist ‘Z‘ = Hlan(tk — tkfl).
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Zur Zerlegung Z definiere die Treppenfunktion

fz = Z f(tk—l)l]tk,tk—ﬂ .
k=1

Da f stetig ist, gilt f; — f punktweise (hier geniigt auch die Voraussetzung, daf
f linksseitig stetig ist) fiir [Z] — 0. Wegen |fz(t)| < sup,c,, |f(t)| kann man
majorisierte Konvergenz anwenden und erhélt

fzd(Po X1 — fd(Po X~ fiir |Z] — 0.

Ja,b) 4]
Aber
RS 0 X = 3t (Po X ot
“ k=1
= if(tkl)(Fx(tk) Fx(t_1) ZdeX
k=1
Somit ist fy, ) fd(P o X~ f f(t)dFx(t). Wegen flj,4 — f fiir a — —oo und

b— oo punktwelse und f € LI(P o X 1) folgt mit majorisierter Konvergenz:

/ fAPo X' = lim [ fdPox~!=— / T HdF ()
R —0o0

hroe Sad

Satz 4.10. Set X eine Zufallsvariable. Dann ist

Y P{X|>n}<EIX|<1+ ) P{X|>n}.

neN neN

Beweis. Sei A, :={n < |X| <n+ 1} fiir n € Ny. Dann gilt nach 4.6 (iii)

E|X|= Z/A | X|dP.
n=0 n

Wegen
nP(A) < / X|dP < (n + 1)P(A,)
An

(4.6 (vi)) ist zu zeigen:

S nP(4,) =3 P{X] = n} (1)
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(der Wert oo ist moglich). Dazu betrachte fiir N € N

S

n=0

L—

P{IX| 2 n} = P{IX| 2 n+1}]

N
=> (n—(n—1))P{|X| = n} - NP{|X| > N + 1}
N

—

n=

Z P{|X|>n}— NP{|X| >N +1}.

Also ist
N
> np ZP{]X|>n}<ZnP )4+ NP{|X| > N +1}.
n=1

Der letzte Ausdruck ist nicht grofler als f{‘X|>N+1} | X|dP. Falls E | X| < oo, so folgt
mit majorisierter Konvergenz, daf§ f|X|>N+1 | X|dP — 0 fir N — oo, d.h.

S nP(4,) =3 P{IX| > n}.

also (1), wobei beide Seiten von (1) endlich sind. Falls E | X | = oo, so folgt

ZnP =

und damit "7 P{|X| > n} = cc. O
Lemma 4.11. a) Fir X € L*>(P) ist Var X = E X% — (E X)?.

b) Es gilt fiir X € L*(P) und o, 8 € R die Gleichheit Var(aX + f3) = o Var X.
Beweis. a) E[(X —EX)2 =E[X2—2EX-X + (EX)2 = EX? — (EX)2.

b) E[(aX + ) — E(aX 4 )] = ElaX —aEX]? = ’E[X — EX]% O

Satz 4.12 (Ungleichung von Chebyshev). Sei 1 < p < oo und X € LP(P).
Dann 1st

1
P{IX|>c} < —p||X||’£p fir alle c > 0.
c

Insbesondere ist fiir X € L*(P)

1
P{{IX-EX|>¢} < g\/arX.
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Beweis. Es gilt
I XN% = / | X[PdP > / I X[PAP > #P{|X| > ¢}.
{IX|>c}

O

Definition 4.13. Seien X,Y € L'(P) und XY € LY(P) (etwa X,Y € L*(P); dies
geniigt wegen der Holderschen Ungleichung). Dann heifit

Cov(X,Y) := E[(X — EX)(Y —EY)]

die Kovarianz von X und Y. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert, falls
Cov(X,Y) =0. Fiir Var X > 0 und VarY > 0 heifit

Cov(X,Y)
vVar XvVarY

der Korrelationskoeffizient von X und Y.

p(X,Y) =

Abbildung 2 zeigt die gemeinsame Dichte zweier (normalverteilter, siehe Abschnitt
5) Zufallsvariablen mit Korrelation 0.

Abbildung 2: Die Dichte zweier unkorrelierter normalverteilter Zufallsvariablen
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Abbildung 4: Die Dichte zweier negativ korrelierter normalverteilter Zufallsvariablen
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Falls der Korrelationskoeffizient positiv wird, ergibt sich eine ,,Verschiebung® in
Richtung der Hauptdiagonalen, wie Abbildung 3 zeigt, bei welcher p = 0.8 ist. Fiir
negativen Korrelationskoeffizienten erhilt man eine Verschiebung der Dichte von der
Hauptdiagonalen weg, sieche Abbildung 4 mit p = —0.8.

Satz 4.14. Seien X, ..., X,, € L*(P). Dann ist

Var (zn;Xz> = Zn;VarXiqL 2": Cov(X,Y).

i,j=1
]

Falls (X, ..., X,) unkorreliert sind (d.h. falls Cov(X;, X;) = 0 gilt fir i # j), so

folgt
Var Z X, = Z Var X;
i=1 i=1

7

(Gleichheit von Bienaymé)

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv, wobei nur der Schritt von n nach n + 1 zu
zeigen ist. Sei S, := > | X;. Dann gilt

E(Sn + Xn+1)2_[E(Sn + Xn+1)]2
=EX.+2E(S, X)) +EX2 — (ES, +EX,11)?
=Var S, + Var X,, ;1 + 2E(S,X,11) —2ES, - EX,. 11
= Var S,, + Var X,, 11 + 2 Cov(S,, Xp11)

= ZVar Xl + Z COV(XZ‘, X]) + 2 Z COV(Xi, Xn-i—l)
i=1 i,'j;é:‘l i=1
1#]

was zu zeigen war. Bei der letzten Gleichheit wurde die Induktionsvoraussetzung
verwendet. O



5. Beispiele wichtiger Wahrscheinlichkeits-
Verteilungen

Im folgenden sollen einige wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen vorgestellt wer-
den. Weitere Beispiele von Verteilungen, die in der Statistik benotigt werden, werden
im zugehorigen Kapitel besprochen.

a) Gleichverteilung: Die Gleichverteilung auf [a,b] mit —co < a < b < oo ist
definiert als

A(B N [a,b])
Ala;])

wobei A das eindimensionale Lebesgue-Mafl bezeichnet (siche Abbildungen 5 und
6).

PoX YB):=

b) Binomialverteilung: Diese ist definiert als

n

k

PoX1=B(n;p)i=Z()P’“(1—p)"’“ék firneN, 0<p<lI.

n
k=0

Es gilt EX = np und Var X = np(1—p). Im Falle n = 1 spricht man vom Bernoulli-
Experiment; hier ist P o X' = (1 — p)d + pd; (siehe Abbildungen 7 und 8).

c) Poisson-Verteilung: Hier ist Po X' = m,|»(r), wobei my: Z(R) — [0, 1] mit
Parameter A > 0 definiert ist

In diesem Falle ist X diskret verteilt und auf Ny konzentriert. Es gilt E X = Var X =
A. Fiir E X sieht man das folgendermaflen:

EX=[idd(PoX Y= [ XdP = ke = =
/Rl ( o ) /Q Z e o e ;(/{—1)!

k=0 “——
P{X=k}

fiir Var X ist eine dhnliche Rechnung durchzufithren. Die Poisson-Verteilung ist in
den Abbildungen 9 und 10 dargestellt.

d) Exponentialverteilung mit Parameter A\ > 0: Hier ist P o X! = fx(¢)dt mit
fx(t) = 1g, (H)Ae™ (d.h. X ist stetig verteilt). Fiir die Verteilungsfunktion erhéls
man

0 falls t < 0,
1—e ™ fallst>0.

25
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Es gilt EX = % und Var X = %, wie folgende Rechnung zeigt:

° 1
EX:/th(t)dt:/ theMdt = ~
R 0 A

o 2
E X? :/thX(t)dt:Q/ te Mdt = —
R 0 A

s 2 1 1

2
VarX =EX* — (EXP =5 - 5=

(siehe Abbildungen 11 und 12).

e) Normalverteilung zum Mittelwert © € R mit Streuung o > 0: Diese vielleicht
berithmteste Verteilung ist definiert als

1 (t—p)?
e 22 dt.

PoX™'=N(u,o% =
2ro

Es gilt EX = p und Var X = o2, wie hier nicht nachgerechnet werden soll (vgl.
Ubungsaufgabe 16). Fiir 4 =0 und o = 1 ist

Fx(t) =®(t) := \/LQ_W/_ e T dr

(GauB Verteilung). Wegen N(u,0?)]s,t] = N(0,1)]2£, =£] (Transformationssatz)

o’ o

gilt: X ist genau dann N (0, 1)-verteilt, wenn o X + p geméB N (u, 0?)-verteilt ist.

Exemplarisch soll gezeigt werden, dafl

]. 7t2/2
— [ e dt=1
V2T /R

gilt. Dazu schreibt man

2
(/ e_t2/2dt) :/e_x2/2dx/e_y2/2dy
R R R

x2 y2
- / e d(x,y)
]R2

Das letzte Integral wird mit Hilfe des Transformationslemmas ausgerechnet. Be-
trachte dazu

J:(0,00) x [0,27) — R*\{0}, (r,¢) — (rcos,rsinp) = (z,y).

Es gilt

or Oz :
(9 95\ _ (cosp —rsing
DJ(r,p) (8y Gy) (singp 7 COS )
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und damit ist

2 2
R (0700) X [0,271’)

2 00
= / 1d<p/ re” zdr = 2%[ — e”"Q/Q} =27.
[0,27) (0,00) 0

Die Standard-Normalverteilung ist in den Abbildungen 13 und 14 dargestellt.

f) Cauchy-Verteilung mit Parameter a > 0: Diese ist definiert durch

a 1

PoX't=————
° T2t a2

dt

Achtung: E X existiert nicht, da E | X| = oo gilt
(siche Abbildungen 15 und 16).

Satz 5.1 (Poisson-Niherung fiir die Binomialverteilung). Sei p,, — 0 und
np, — A > 0. Dann gilt: im B(n;p,){k} = m\{k} fir alle k € Ny.

Beweis. Sei A\, := np,,. Dann gilt:

(n—k)! nk n
- n n—1 n—k+1 )\’,2 ] An " ] A\
. on n k! n n
v [\ ~ ) ~ )
— 1 _>¥ -1 EINFEO
A
O

Beispiel 5.2 (Wartezeiten). Sei A > 0 und (X});>o eine Familie von Zufallsvaria-
blen X;: Q — Ny mit Xg = 0und PoX; ' =my, (t>0).Esseitr— X;(w) 1.c.
fir alle w € Q. (Mit einer zusétzlichen Bedingung iiber Unabhéngigkeit und Statio-
naritdt definiert dies einen Poisson-Prozefl, der etwa in der Vorlesung iiber Stocha-
stische Prozesse behandelt wird, vgl. z.B. [7].) X; beschreibt etwa die Anzahl der
Emissionen von a-Teilchen eines radioaktiven Préaparats. Man interessiert sich da-
bei auch fiir die Wartezeit, bis der erste Impuls gemessen wird. Diese wird gegeben
durch

Z:Q— Ry mitZ(w):=inf{t >0: X;(w) > 1}.
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Es ist Z(w) > t genau dann, wenn X;(w) = 0. Also ist P{Z >t} = P{X, =0} =
Po X; M0} = m{0} =e™ (t>0). Somit ist

0 t<0
F t — Y )
2(1) {1 e M >0,
d.h. Z ist exponentialverteilt mit Parameter \.

Lemma 5.3. Fiir X € L?(P) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Var X =0,
(ii) PoXt=06, mtu=EX,
(iii) Po X 1(A(R)) ={0,1}.

Beweis: sieche Ubungsaufgabe 17.

Auf den folgenden Seiten werden die Graphen der oben besprochenen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen wiedergegeben.
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Abbildung 5: Die Dichte der Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 2].

Abbildung 6: Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 2].
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Abbildung 7: Histogramm der Binomialverteilung B(10,0.3).

Abbildung 8: Die Verteilungsfunktion von B(10,0.3).
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0.15+

Abbildung 9: Histogramm der Poisson-Verteilung mit Parameter A = 3, 5.

Abbildung 10: Die Verteilungsfunktion von s 5.

31
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Abbildung 12: Die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter
A= 1
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Abbildung 13: Die Dichte der Standard-Normalverteilung, f(t) = o exp(—t2/2).

2

Abbildung 14: Die Verteilungsfunktion ®(t) der Standard-Normalverteilung.
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Abbildung 16: Die Verteilungsfunktion der Cauchy-Verteilung mit Parameter av = 1.



6. Konvergenzbegriffe

Bereits in der Analysis wird klar, wie entscheidend es ist, genau zwischen verschiede-
nen Konvergenzbegriffen, wie etwa punktweiser und gleichméfiger Konvergenz von
Funktionen, zu unterscheiden. Falls es um die Konvergenz von Zufallsgrofien geht,
ist dies vielleicht sogar noch wichtiger. Daher sollen in diesem Abschnitt verschie-
dene Konvergenzarten definiert und analysiert werden; die Aussagen der spéteren
Abschnitte werden stets auf diese Begriffe zuriickgreifen.

Zunéchst einmal sei kurz wiederholt, welche Konvergenzarten bereits aus der klas-
sischen Analysis bekannt sind.

(i) Der einfachste Konvergenzbegriff ist wohl der fiir reelle (oder komplexe) Zahlen.
Eine Folge (z,)nen C R konvergiert genau dann gegen z € R, falls fiir alle £ > 0 ein
N € N existiert mit |z, — z| < ¢ fiir alle n > N.

(ii) Etwas komplizierter wird es, falls Funktionen X,,, X :  — R auf einer Menge
Q2 gegeben sind. Hier gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe:

(a) X, konvergiert punktweise gegen X, falls X, (w) — X (w) fur alle z € Q gilt,
d.h. falls

VweQVe>03dIN=Nw)eNVn>N:|X,(v) - X(w)|<e.

(b) X,, konvergiert gleichméBig gegen X, falls || X,, — X||cc — 0 gilt, wobei
X = Xloo 1= sup | Xo(w) = X(w)]

d.h. falls gilt:
Ve>03dNeNVn>NVwe: |X,(w) —X(w)| <e.

(c) Es gilt X,, — X in LP(P), falls ||.X,, — X||pr — 0 (wobei (2, &7, P) Mafiraum
sei). Dabei ist

X, = X[ = [/Q [Xa(w) = X ()P P(dw)] Y TE(X, - X))

(d) In der Situation von (c) konvergiert X, P-fast sicher ( P-f.s. ) gegen X, falls
P{X, #4 X} = 0gilt. Falls P ein W-Maf ist, ist dies dquivalent zu P{X,, — X} = 1.

(iii) Ein etwas allgemeinerer Konvergenzbegriff (der in (c) bereits verwendet wurde)
ist die Konvergenz im normierten Raum (E, || - ||g). Hier gilt fir X,,, X € E die
Konvergenz X,, — X in E genau dann, wenn ||X,, — X||z — 0.

(iv) Falls der Raum nicht normiert ist, sondern nur eine Metrik besitzt, kann man
die Konvergenz analog definieren. Sei (E,dg) ein metrischer Raum. Dann gilt fiir
X,, X € E die Konvergenz X,, — X in F, falls dg(X,, X) — 0.

35
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(v) Falls man nicht einmal eine Metrik zur Verfiigung hat, der Raum aber eine
topologische Struktur besitzt, so kann man die Konvergenz ebenfalls definieren. Sei
also (F,Tg) ein topologischer Raum. Dann gilt fiir X,,, X € E die Konvergenz
X, — X in E (in 7g), falls fiir jede Umgebung U von X ein N € N existiert, so
daB fir alle n > N gilt: X, € U.

Sei nun (2, <7, P) ein W-Raum. Von obigen Konvergenzbegriffen sind die beiden
X, — X P-fs. und X,, — X in LP(P) wichtig. Das Ziel dieses Abschnitts ist
es, weitere (schwichere) Konvergenzbegriffe zu untersuchen, welche etwa bei der
Formulierung des zentralen Grenzwertsatzes verwendet werden.

Beachte zu X,, — X P-f.s., dafl
{X, /A X} ={w:limsup|X,(w) — X(w)| >0} =

n—0oo

= {w Hlimsup [ X (w) — X (w)] = _} €

m
meN o

gilt. Die Folge X,, konvergiert genau dann P-f.s. gegen X, falls fiir alle € > 0 gilt
P{limsup,,_... | X, — X| > e} = 0. Dies ist dquivalent dazu, da8 fir alle € > 0 gilt

P(limsup{|X,, — X| > ¢}) =0,

n—oo

limsup A,, := m U A

neN k>n

wobei

Um die Aquivalenz zu sehen, beachte man, da8
{limsup|X,, — X|>e}={weQ: Vne NIk >n:|Xp(w) — X(w)| > ¢}

= UJ{Xe = X| > e}

neN k>n

= limsup{|X,, — X| > ¢}.

n—oo

Definition 6.1. X, konvergiert stochastisch gegen X, falls
lim P{|X, —X|>¢e}=0 firallee>0
gilt. Man sagt auch X,, — X in Wahrscheinlichkeit.

Lemma 6.2. a) Fulls X, — X P-f.s., so folgt X,, — X stochastisch.
b) Falls X,, — X in LP(P), so gilt X,, — X stochastisch.

Beweis. a) X, konvergiert gegen X genau dann P-f.s., falls

P( ﬂ{w: Es gibt ein k£ > n mit | X (w) — X (w)| > 5}) =0

neN
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fiir alle € > 0 gilt. Dies ist dquivalent zu

lim P{w: Es gibt ein k > n mit | X;(v) — X(w)| > 5}) =0 fiirallee >0,

n—oo

woraus fur alle e > 0

lim P{w: |X,(w) — X(w)| >¢})=0

n—oo
und damit die stochastische Konvergenz folgt.

b) Nach Chebyshev gilt
1
P{|Xn _X| > 5} < EHXTL _XHip(P) — 0.

]

Satz 6.3 (Teilfolgen-Teilfolgen-Satz). X, konvergiert genau dann stochastisch
gegen X, falls jede Teilfolge (X, )jen eine Teilfolge besitzt, die P-f.s. gegen X kon-
vergiert.

Beweis. ,=*. Sei Y} := X,,;. Wahle j; < jo < ... mit P(4;) < 2%, wobel Aj, =
{5, — X| > 3}

Sei ¢ > 0. Dann gilt fir N > %

P <limsup{|ij - X| > 8}) <P (
k—o0 n>N k>

3

Somit ist P(hm sup{[Y;, — X| > e}) —0,dh. Y, — X P-fs.
k—oo

»,<="“. Angenommen X,, /4 X stochastisch . Dann existiert ein £ > 0 mit

P{|X,, — X| > ¢} /= 0, d.h. es existiert eine Folge ny < ny < ... und ein h > 0

mit

P{|X,— X|>¢e}>h firallekeN. (%)

Nach Voraussetzung besitzt (X, ) eine Teilfolge (X, );, die P-f.s. konvergiert.

kj

Wegen Lemma 6.2 a) gilt Xp,,, — X stochastisch , d.h. P{|Xnkj - X| >e¢} =X
fiir alle € > 0 im Widerspruch zu (). O
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Korollar 6.4. a) Fulls X,, — X stochastisch , so existiert eine Teilfolge {X,, } C
(X,} mit X,, — X P-fs.

b) Falls X,, — X in LP(P) mit (1 < p < o0), so existiert eine Teilfolge, die P-f.s.
gegen X konvergiert.

c) Aus X, — X undY,, — Y stochastisch folgt X,,£Y,, — X £Y stochastisch
und X, - Y, — X -Y stochastisch .

Bemerkung 6.5. a) Stochastische Konvergenz ist eine Konvergenz im Sinne der
Topologie, d.h. es existiert eine Topologie 7 auf .Z := {X : Q — C| X &/-mefibar},
so daB X, ™ X in 7 genau dann, wenn X,, — X stochastisch .

Man kann als Umgebungsbasis von X € £ alle Mengen der Form
1 1

{YEZ:P{|X—Y|>—}<—} mit m,n € N
m n

wéhlen. Die Topologie kann sogar durch eine (Halb-)Metrik beschrieben werden,
siehe Korollar 6.7.

b) Die P-f.s. Konvergenz 1a3t sich nicht durch eine Topologie schreiben. Denn ange-
nommen es existiert eine Topologie 7 mit X,, — X P-fs. <— X,, — in 7.

Sei X,, — X stochastisch , aber nicht P-f.s. (X,, A= X P-fs.) (siche Ubung 21).
Dann existiert eine Umgebung U von X und eine Teilfolge {X,, }x mit X, ¢ U fur
alle k. Aber {X,, }x besitzt nach Satz 6.3 eine Teilfolge, die P-f.s. (und damit in 7)
gegen X konvergiert. Somit miissen die Elemente dieser Teilfolge (fiir grofie Indizes)
in U liegen, was aber ein Widerspruch zu X,,, ¢ U ist.

Satz 6.6 (dominierte Konvergenz). Sei 1 < p < oo und X,,,X,Y € LP(P)
mit | X,| <Y P-fs. fir alle n. Falls X,, — X stochastisch , so gilt X, —
X in LP(P).

Beweis. Mit X, ist auch X,, — X dominiert (durch Y + | X])

B, - XP7) = [

{|Xn—X|<e}

X, — X|PdP + / X, — X|PdP <

{1 Xn—X]|ze}
§€p+/ (Y + | X|)PdP
{|Xn—X]|>e}
Wegen P{|X, — X| > e} — 0, da X,, — X stochastisch , folgt (mit Ubung 8)

lim E(|X,, — X|?) < €P. Da ¢ > 0 beliebig war, gilt: lim E(|X,, — X|?) = 0, d.h.
X, — X in LP(P). O

Korollar 6.7. (vgl. auch Ubung 9). Es gilt X,, — X stochastisch genau dann,

E(_=r <0 0.
(1 X, — Xy) _>
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Beweis. 0.E. sei X =0 (beachte Korollar 6.4 ¢). Da 1‘+)|(}L| <1und 1€ LP(P) gilt,
| X

liefert Satz 6.6: lf‘()’i‘ — 0 in LP(P) genau dann, wenn %]
Wegen

—— 0 stochastisch .

| X0 €
P{IX,| > :P{ > }
Xl > ek =P\ ix ]~ 152

ist dies dquivalent zu X,, — 0 stochastisch . Il

Nun kommen noch zwei Konvergenzbegriffe hinzu, die beim Beweis des zentralen
Grenzwertsatzes eine wichtige Rolle spielen:

Definition 6.8. a) X,, — X in Verteilung <= FY, (t) — Fx(t) fur alle ¢, fur
welche F'x stetig ist an der Stelle t.

b) Sei # C C(R) eine Familie von stetigen Funktionen. Dann konvergiert X,, — X
schwach bzgl. # genau dann, wenn

/fdPoan—>/fdPoXl fiir alle f € .
R R

Als Familie 2" wiahlt man héufig eine der folgenden Funktionenklassen:

C.(R) :={f:R — C| fstetig, suppf kompakt},
Cp(R) :={f : R — C| f stetig, beschrinkt} ,
Z(R) .= CX(R) := C(R)NC*(R).

Lemma 6.9. Fs gilt X,, — X in Verteilung genau dann, wenn eine dichte Teilmenge
D C R existiert mit Fx, (t) — Fx(t) fir allet € D.

Beweis. ,==*“. D := {t € R| Fx stetig an der Stelle ¢} ist dicht wegen R\ D abz&hl-
bar nach 4.2 a) und 2.5.

,<=". Sei Fx stetig an der Stelle t. Wéhle ¢ > 0 und 1,5 € D mit
t—e<ti<t<ilya<t+e.
Wegen Fy, (t1) — Fx(t1) und Fx, (t2) — Fx(t2) gilt fiir ein ng € N:
|Fx, (t;) — Fx(t;)| <e firallen>ng, 1 =1,2 (%)

und damit
()
Fx(t — 8) S Fz(tl) S Fx(tl) + € S Fxn(t) +é S FXn(t2> +¢€

(%)
< Fx(tg) + 2¢ < Fx(t+€> + 2¢

Somit gilt Fiy(t —¢) —e < Fx, (t) < Fx(t +¢) +e. Fiir e \ 0 konvergiert die linke
und die rechte Seite der letzten Ungleichung gegen F'x(t); also konvergiert auch der
Ausdruck in der Mitte gegen Fx(t). O
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Ein grofler Vorteil der Konvergenz in Verteilung liegt in der Folgenkompaktheit,
welche im néchsten Satz zum Ausdruck kommt:

Satz 6.10. Sei {u,} eine Folge von Mafen auf (R, Z(R)) mit u,(R) < 1. Dann
ezistiert ein Maf$ p auf (R, B(R)) mit u(R) < 1 und eine Teilfolge {jun, } mit

Py, (—00, 1] hoop p(—oo,t]  fir allet € R mit p{t} =0.
Beweis. Definiere F,(t) := p,(—00,t] fiir n € N,;t € R. Sei D abzdhlbare dichte
Teilmenge von R, etwa D = Q. Schreibe D = {ry,ry,... }.
Die Folge { F,,(r1) }nen C Rist beschrénkt (da in [0,1]); also existiert eine konvergente
Teilfolge {Fix(71)}ken mit klim Fig(r1) =1, €]0,1].
Die Folge { F1x(r2) }xen C [0, 1] besitzt wieder eine konvergente Teilfolge { For(72) }ken
mit For(re) — Iy € [0,1].

Dieser ProzeB wird fortgesetzt; man erhélt im j-ten Schritt die Teilfolge {Fj}x.
Betrachte nun die Diagonalfolge { Fjx }ren. Seir; € D beliebig. Dann gilt Fj(r;) —
l;, da fiir k& > j die Diagonalfolge {Fjy;} eine Teilfolge von {Fji}) ist. Insgesamt
haben wir also eine Teilfolge {F,, }ren := {Frr} von {F,} und eine Funktion G :
D — R; G(r;) :=1[; mit

F, (r) — G(r) furallereD.

Die Funktion G ist monoton wachsend wegen

F,.(r) < Fn,l(’r’) (r<r’)
G(r) < G()

Definiere F(t) := inf{G(r) : r > t,r € D} fiir alle ¢ € R. Dann ist F' monoton
wachsend, r.c. (vgl. auch Mafitheorie-Vorlesung) und definiert durch p(—o0,t] =
F(t) ein eindeutiges Mafl p auf (R, Z(R)) mit u(R) < 1.

Genauso wie im Beweis von Lemma 6.9, Teil ,,<=“, sieht man, da§ F,,, (t) — F(t)
fiir alle ¢ mit F' stetig an der Stelle ¢. [

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen Konvergenz in Verteilung und
schwacher Konvergenz:

Satz 6.11. Seien {X,}, X Zufallsvariable. Dann sind dquivalent:

(i) X,, — X in Verteilung.

(i) X,, — X schwach bzgl. 2(R).
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(i) X,, — X schwach bzgl. Cy(R).

(iv) X, — X schwach bzgl. # = {t — ™' : x € R}.

Der Beweis verwendet folgende Approximationsaussage:

Lemma 6.12 (Approximationslemma). Sei I C R ein kompaktes Intervall,
f: I — R stetig, D C R dicht und € > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion
fer I — R der Form fo =377 ¢jl(a;a;,,) Mit a1 <+ < a1, a5 € D und

yAj+1

ilgl;lf(t) - f@)l<e.

Beweis von Lemma 6.12. Da I kompakt ist, ist f gleichméBig stetig. Zu gegebenem
e > 0 wihle ein § > 0 so, daB fiir alle z, 2’ mit | — 2/| < 0 gilt |f(z) — f(2)] < e.
Nun wéhle a; € D, a1 < -+ < a1 50, daB I = [a1, apmpq] und |a;41 — a;] < 0 gilt.
Wahlt man z; € (a;,a;41), so gilt die Behauptung mit ¢; := f(x;). O
Beweis von Satz 6.11. Wir setzen y:= Po X' und p, := Po X 1.

(i)==(ii). Fiir D = {t € R: u{t} = 0} gilt

fn(a,b] — p(a,b]  fira<b, a,b€ D.

Damit gilt fiir jede Treppenfunktion f = 37", ¢;1(4;4;,,] Wit a; € D:

yAj4+1

[ =Y ety ol = [ fan 0 00),
j=1

Sei nun f € Z(R) und ¢ > 0. Wihle f. wie im Approximationslemma. Dann gilt

[ i [ u] < [1r= i | [ ran - [ o+ [17- slan,

wobei das erste und das letzte Integral auf der rechten Seite nicht grofler als € sind
und der mittlere Ausdruck fiir n — oo gegen 0 geht. Damit gilt

limsup’/fd,un—/fdu‘ < 2e.

n—oo

Da ¢ beliebig war, folgt [ fdu, — [ fdu.

(il)==(iii). Sei [a,b] C R mit p([a,b]) <eundu € Z(R) mit 0 <u<lundu=1
in [a,b]. Dann gilt

= < ) <
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Wegen [ udp,, — [udp folgt fiir hinreichend groBes n, dai [(1 — u)du, < e. Sei
nun f € Cy(R). Dann ist

[ = [ au] < [ 1710 = wien+] [ gudin = [ suda] + [ 1710 - w)an

Dabei sind das erste und letzte Integral nicht groler als Ce fiir eine geeignete Kon-
stante C', und der mittlere Ausdruck konvergiert fiir n — oo gegen 0. Genauso wie

im Schritt (1)==(ii) folgt daraus [ fdu, — [ fdpu.
(iii)==-(i). Sei Fx stetig an der Stelle t. Wéhle fi, fo € Cp(R) mit

1(foo,t75] < fl < 1(7oo,t] < f2 < 1(7oo,t+5} .

/fld,un < Fx,( /f2dun-

Fiir n — oo konvergiert das Integral auf der linken Seite gegen [ fidu und das
Integral auf der rechten Seite gegen [ fdus. Somit erhilt man

Dann gilt

/fld,u < hmlanX (t) < thllpFX /f2dﬂ

Andererseits gilt [ fidu < Fx(t) < [ fodp und

/fzdu—/fldu<u(t—€,t+€).

Da Fx an der Stelle ¢ stetig ist, konvergiert u(t — e,t + ¢) fir e — 0 gegen 0, und
daher gilt F, (t) — Fx(t).

(ili)==(iv) ist trivial.

(iv)==(ii). Sei f € Z(R). Dann existiert ein ¢ € Y(R) C L'(R) mit f(z) =
| etg(t)dt; hierbei bezeichnet . (R) den Schwartz-Raum. Somit gilt

[ = [ [ [ e gttrat] ()
_ / ol / ¢ ()|t
—>/g(t)[/ ot dx dt = /fdu

Dabei wurden der Satz von Fubini und der Satz iiber majorisierte Konvergenz ver-
wendet. Man beachte dazu, dafi g € L und | [ e, (dz)| < 1 gilt. O

Korollar 6.13. Fulls X,, — X stochastisch, folgt X,, — X in Verteilung.
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Beweis. Sei f € Z(R) und € > 0. Da f gleichméafig stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit
|f(x) — f(2)] < e fir alle |z — 2’| < d. Somit folgt aus |f(X(w)) — f(Xn(w))| > ¢,
daB | X (w) — Xp(w)| > & und damit insbesondere | X (w) — X, (w)| > . Daher ist
PUSX) = (X >} < PUX - X, >3}
— 0, da X, X stochastisch

Man erhélt F'(X,,) — f(X) stochastisch . Wegen | f(X,(w))| <sup|f(t)] < oo gilt
teR
f(X,) — f(X) in L*(P) und damit

(/f )dP — /f dP’ /yf (X)|dP

= [1f(Xa) = F(X)l|prp) = 0.

Somit X,, — X schwach bzgl Z(R), und nach Satz 6.11 folgt X,, — X in Vertei-
lung. O]
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fiir eine Teilfolge

X, — X in LP(P) it

X, — X P-s.

\\\

falls dominiert \ / fiir Teilfolge
6.6 X, — X 6.4 a
stochastisch
6.13
X, — X

in Verteilung

6.11

X, — X
schwach bzgl. Z(R)

6.11

X, — X
schwach bzgl.
H = {t— .z e R}

Abbildung 17: Konvergenzarten fiir eine Folge von Zufallsvariablen



7. Stochastische Unabingigkeit

Wiederholung: Fiir A, B € &/ mit P(B) > 0 war

PUAE) = T 5

Somit:
P(A|B) = P(A) < P(AN B) = P(A)P(B).

Dies motiviert einen allgemeinen Begriff von Unabéngigkeit:

Definition 7.1. Sei (Q2,4/,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I # () Indexmenge und
Xi: (Q, ) — (5;,F) fir ¢ € I Zufallsfunktionen (d.h. X; &7-.%;-meBbar). Dann
heifit (X;);er (stochastisch) unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge Iy C I gilt:

P< M{X. € Ai}> ~J[P{xic A} firalle 4 € .%.
= i€ly
Beispiel 7.2. Zwei Zufallsvariablen {X;, X5} sind genau dann unabhéngig, wenn
PH{X; € A1} n{Xs € Ay}) = P{X; € A1} P{X;5 € Ay}
fiir alle A; € .7, Ay € .S,

Bemerkung 7.3. (Siche auch Mafitheorievorlesung.) Sei (S;, %) = (R, Z(R)). Be-
trachte die Wahrscheinlichkeitsraume (S;, .7, Po X; ) = (R, Z(R), Po X; '). Dann
ist dazu das Produkt (S,.,Q) definiert, wobei

S = H S; (kartesisches Produkt),
iel
o= ®,% (Produkt von o-Algebren),
iel
Q = ® PoX;' (Produkt von MaBen).
i€l

Die Produkt-o-Algebra . kann man einfach beschreiben, wenn man die Projektio-
nen betrachtet. Dazu sei fiir J C I die Abbildung X ; definiert durch

X] Q0 — H Sj,
jeJ
w = (Xj(w))jer

d.h. X ist die Projektion von X; = (X;(w))ier auf die Menge J. Mit Hilfe der
Projektion 148t sich X; schreiben als

Xj(w) = pri((Xi(w))ier),

45
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wobei pr; die Projektion auf die j-te Komponente ist,

prj - HSZ I Sj .
el

S

Dann ist

S = a(Uprj_l(%)) =o({pr;:jel}).

jeI

Die Definition des Mafles @) gehort in die Maftheorie-Vorlesung, es sei hier nur
erwahnt, dafl @) als Mafl auf .# bereits durch die Angabe aller Werte auf Mengen

der Form
il eI\l
mit Iy C I endlich und A; € ¥ festgelegt ist. Es gilt: (X;);es ist genau dann
unabhéngig, wenn
PoX;'=@Q)PoX" firalle I C I endlich.
i€lp

Dies ist dquivalent zu
PoX'=@QQPoX "

i€l
Seinun I = {1,...,n} und (Xy,...,X,) Zufallsvariable. Betrachte

(2, o, P) “ (R B(R™), Po (Xy,..., X)), (%)

gem. Vert. v.(X1,...,Xn)

(X1,...,X,) ist genau dann unabhiingig, wenn Po (Xy,...,X,) ' = Q. , Po X; .
Da
{A; x - x A, : A € BR)}

ein Erzeugenden-System von Z(R") = Z(R) ® - - - ® Z(R) ist, gilt (*) genau dann,
wenn

Po(Xy,... . X)) (A x - x Ay) = (QRQ(PoX ")(A x -+ x A4,) .

e i=1

P{XleAl 77777 XnEAn} N -~ -
[T, POXiil(Ai)

Beispiele 7.4. a) Sei Q = {0,1}? mit dem zweimaligen Werfen einer (Laplace-)
Miinze als zugehorigem Experiment. Fiir

Xi((wr,wa)) == wr,  Xo((wr,ws)) :=wy +wsy
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gilt
1 1
PoX'=26+=6
© 1 20+217
1 1 1
PoX;l =8+ =6+ =0,.
0 Ay 40+21+42

Sei A:{(O, 2)} € %(R2>, dh. A= A1 X A2 mit Al = {O}, A2 = {2} Dann ist
PO(Xl,XQ)(A) :P{Xl €A17X2 EAQ}:P{XI :O,XQZQ} :0,
POXl_l(Al):P{Xl EAl}:P{X:[:O}:

’

el

Po X7 Ay)) = P{X, € Ay} = P{X, =2} =

Somit gilt

Po (X1, X5) '(A)=0# é =(PoX;'®PoX;")(A),

d.h. (X3, Xy) ist abhéngig.

b) Es gilt: (X, X) ist genau dann unabhingig, wenn P o X! = §, mit a € R. Denn
sei zunéchst (X, X)) unabhéngig. Dann folgt

PoX7(A)=(PoX ' (A)?= Po X Y(B(R)) = {0,1} “E2 pox~' =5,

mit a = E X.
Falls andererseits P o X ! = §, ist, so gilt

P{X - Al,X - AQ} =Po X_I(Al N AQ) = 5a(A1 M Ag) = 5a<A1)5a(A2)
- P{X € Al}P{X c AQ}

Satz 7.5 (Multiplikationssatz). Seien X, ..., X,, € L'(P) unabhingig. Dann ist
[T, X; € LY(P) und
B(IIx)=TIEx
i=1 i=1

Beweis. Sei
M:R" —R, (21,...,2,) —| @1+ T

Dann ist

E(| X;-...- X, ]):/Mo(Xl,...,Xn)dP: MdPo (Xy,...,X,)™"
Q

:/ Md)Pox;

=1
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Fugi“i/ / |21y | Po X7 (day) - Po X (day)

~TL 1 (Po X an)

=1 & J/

E(1Xi)
=[[E(X:]) < oo.
=1

Somit ist X -...- X; € L*(P). Die gleiche Rechnung ohne Betragsstriche zeigt
EX;-...- X)) =EX;-...-EX,.
O

Korollar 7.6. Seien Xi,..., X, € L*(P). Falls (Xy,...,X,) unabhingig ist, so
sind Xq,..., X, unkorreliert, d.h. es gilt Cov(X;, X;) = 0 fir i # j. Insbesondere

gilt dann
Var(X; +---+ X,) = Var Xj + -+ + Var X,.

Beweis. Es gilt

Cov(X,, X;) = B((X, — EX,))(X; — EX;)) "2

N——
=EX,;EX;

Der Rest folgt mit Satz 4.14. n

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht! Sei Q = {1, 2,3}, Laplace-Experiment, und X
und Y definiert durch

w ‘ 1 2 3
Xw) |1 0 -1
Y(w)|0 1 0

Dann gilt EX = 0, E(XY) = 0 und damit Cov(X,Y) = 0, d.h. X und Y sind
unkorreliert. Aber

P{X:1,Y:1}:07AP{X:1}P{Y:1}:é,

d.h. (X,Y) ist nicht unabhéngig.
Definition 7.7. Sei(X,)n,ey C L'(P). Dann geniigt (X,,),, dem schwachen Gesetz
der groflen Zahlen, falls fiir S, := X7 +--- + X, gilt:

S, — ES,
n

—— 0 stochastisch.
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Satz 7.8 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X,,), C L*(P),(X,)n
unabhingig. Es ezistiere eine Folge (3, > 0 mit 3, — oo fiir (n — 00) und

7 - ZVarX —0 (n— ).

Dann gilt
1

52

und damit auch stochastisch.

(S, —ES,) — 0 in L*(P)

Beweis. Dies folgt wegen

1 2 1 X, unabhingi
—(S,—ES, :—/Sn—ESnQdP n UnZhEnEE
‘/671( )LQ(P) ﬁr% Q( )
1
:EE(S,L—ES”) :@Vars [&4

ﬁz ZV&IX — 0 (n — 00).

Definition und Satz 7.9. Seien py,. .., u, endliche Mafe auf (R, Z(R)) und
A, R" — R definiert durch A, (x1,...,x,) =21+ -+ x,. Dann heifst
pa ks = (i ® - @ i) 0 A

das Faltungsprodukt von pi, . .., l,. Dies ist ein endliches Maf auf (R, B(R)). Falls
p; = P o X! mit unabhingigen Zufallsvariablen (Xi,...,X,), 80 ist py * - * fi,
die W-Verteilung von S, := X1+ ---+ X,,, d.h.

PoS'=(PoX s ---x(PoX,").

Beweis. Wegen S,, = A, o (X1,...,X,) gilt mit dem Transformationslemma
PoS'=Po[A,o(Xy,.... X)) ' =(Po(X1,...,X,) oA ?
(PoX_1)®v®(PoX_1)

=[(PoXH)® - @(PoX NoA'=(PoX;Hx*---x(PoX.1).

n

]

Definition 7.10 (Unabhingige Mengensysteme). Sei (2, <7, P) W-Raum und
(&7);ier eine Familie von Teilmengensystemen &; C 7. Dann heifit (&});c; unabhéngig,
falls fiir alle endlichen I, C I gilt:

P( N AZ-> = [ PA) fir alle 4 € &.

i€lp 1€lg
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Bemerkung 7.11. a) Falls & = {4;}, so heiflen (A;) unabhéngig. Falls die Gleich-
heit in 7.10 fiir alle Iy mit | Iy |= 2 gilt, so heiflen (A;);c; paarweise unabhéngig.
Dies ist nicht dquivalent zur Unabhéngigkeit von (A;);c;. Dafir, dal (Ay,...,A,)
unabhéngig ist, geniigt nicht, dal P(A; N---NA,) = P(41)-...- P(A,).

b) Mit Definition 7.1 und 7.10 gilt: (X;);es ist genau dann unabhéngig, wenn die
erzeugten o-Algebren (o(X;));e; unabhéngig sind.

¢) (&)ier ist genau dann unabhéingig, wenn fiir alle endlichen Teilmengen I C I das
System (&),.; unabhéngig ist.

d) Sei (&;)ier unabhéngig und &/ C &; fur alle 4. Dann ist auch (&});c; unabhéngig.

e) Seien (X;);e; unabhéngige Zufallsfunktionen X; : (Q, 47, P) — (5;,;) und
fi: (Si, ) — (T, ;) meBbar. Dann ist (f; o X;);cr unabhéngig.

Satz 7.12. Seien (&})cr, &; C & unabhdngig.

a) Fir die zugehorigen Dynkin-Systeme gilt: (2(&;))ie; unabhingig.

b) Falls & N-stabil ist fiir jedes i € I, so ist (0(&;))icr unabhingig.

Beweis. a) Zu zeigen ist, daB fiir jedes endliche I C T gilt: (2(&;)),c; unabhingig.
Sei ig € 1. Setze: ;, :={F € 4 | (6;(F)),c; unabhingig}, wobei

Pz L (g; Z’7é7f-07
&i(E) ‘—{ (B}, i—ip

Dann ist Z;, ein Dynkinsystem, denn
(i) 2 € Z,, wegen
PA,N---NA, NQY)=PA,N---NA;,)=P(A,) ...- P(A,) - P(Q)

fiir alle Iy = {iy,...,i,} U {io} C I.
(ii) E C 9, = E° € Z;,, denn
P(A,N--NA;, NES)=P(A,N--NA, NQ) —P(A,N---NA NE)

= P(Ay) ...  P(A4,) = P(A,) ...  P(4;) - P(E)
= P(A;) ... P(A,) (1 — P(E)).

P(EC)

(111) (Ek)kEN C @ioa E, diSjqut = U E,. € @Z’O, denn
keN

P(Ailmu-mAin N (U Ek))

keN
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:P<lg\]Ailm---ﬂAinﬂEk>

= iP(Ail) ...~ P(A;,) - P(Ey)
= P(A) - P(A) - Y P(E)

— P(A)-...- P(A.) - P( U Ek) .

keN

Nach Definition ist die Familie (&}),.; mit

o | & fallsi# i,
i 92’07 falls i = 7;0,

unabhingig. Aber &, C %;, und damit 2(&,,) C ;,. Iteration bzgl. I € I (endlich
oft) ergibt: (Z(&;)),c; unabhéngig.

b) Dies folgt sofort wegen o(&;) = Z(&;) fiir N—stabile &; nach dem Dynkin-Lemma
(Lemma 1.3). O

Der folgende Satz heiffit auch Satz iiber erweiterte Unabhéngigkeit.

Satz 7.13 (Zusammenfassep unabhingiger o—Algebren). Seien (&;);c; un-
abhingig, & N-stabil, I = |J I; eine Partition von I. Dann ist (0(U,c;. 6i))jes

jeJ !
unabhdngig.

Beweis. Sei .
&) = { UE | Eeé& Ll endhch}.

i€lp

Dann ist @Eaj N—stabil und (&});e; unabhéngig, da (&;);e; unabhéingig. Wegen
(&) = 0(U;er, &) folgt die Behauptung aus Satz 7.12.b). O

Korollar 7.14. Sei (X,)nen unabhingige Folge von Zufallsvariablen, 1 < ny <
ne < ... und fr : R "1 — R meflbar. Dann ist (fr o (Xn, 415+ Xn,))keN
unabhdngig.

Beweis. (X, 11,5 Xp, ) Q — R -1 gt
0( Xy 141, - s Xy )-BR"™ ™" =1)-mefibar,

also ist o(fr o (Xn, 415+, Xn)) C 0(Xny_i415-- -, Xn, ), aber nach Satz 7.13 ist
(X y+1,---» Xn, )ken unabhéngig. Die Behauptung folgt mit 7.11.d). O
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Beispiel 7.15. Viermaliges Werfen eines Wiirfels. Sei Y] die Augensumme der ersten
beiden Wiirfe und Y; die Augensumme der letzten beiden Wiirfe. Dann ist (Y7, Y3)
unabhéngig.



8. Null-Eins-Gesetze
Definition 8.1. a) Seien 7 und (4, ),en 0-Algebren mit o7, C A. Dann heifit

A = limsup 7, = ﬂ O’< U ﬂfn)

n—oo keN  n>k

die o-Algebra der terminalen Ereignisse.

b) Sei @, = o(X,) fiir eine Folge (X, )nen von Zufallsvariablen. Dann heifit T
terminale Funktion von (X, )nen, falls T : (2, ) — (R, B(R)) meBbar ist.

Satz 8.2 (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov). Sei (4,)n,en eine Folge von
unabhdngigen o-Algebren o, C o . Dann ist jedes A € o, deterministisch, es gilt
also entweder P(A) =0 oder P(A) = 1.

Beweis. Sei A € oo und P :={D € &/ : P(AND) = P(A)P(D)}. Wie man leicht
nachpriift, ist & ein Dynkin-System. Nach Satz 7.13 ist

(a(MU...udn),a< U %))

unabhéngig. Somit gilt wegen A € o(J,..,, @), daB & == J, .o (A U...U,) C Z.
Da zwei Mengen aus & in einer gemeinsamen o-Algebra o (e U. ..U 47,) liegen, ist
& N-stabil. Nach dem Dynkin-Lemma ist 0(&) = Z(&) C Z und folglich

MOOCU(U%n> co(&)ca.

neN
Insbesondere folgt A € 2, das heifit P(A) = P(A)?, also P(A) € {0,1}. O

Korollar 8.3. Sei (X,,)nen €ine Folge unabhdingiger Zufallsvariablen und T : £ — R
eine terminale Funktion (von (Xp)nen). Dann ezistiert ein o € R mit T'= o« P-f.s.

Beweis. Da T a/s-%(R)-meBbar ist, gilt nach Satz 8.2 P{T < v} € {0, 1} fiir jedes
v € R. Sei a :=inf{y € R : P{T < 4} = 1} (oo liegt sicher in letzterer Menge,
so daB diese nicht leer ist). Aufgrund der Rechtsstetigkeit der Verteilungsfunktion
folgt P{T <a} =1, P{T <a} =0, somit "=« P-fs. O

Beispiele 8.4. Sei t : RY — R mit t((:vn)neN) = t((xn+m)n€N) fiir alle m € N und
T :=t o (X,)neny meBbar beziiglich o({X,, : n € N}) (man sagt, t ist ein terminales
Funktional). Dann ist 7' terminale Funktion, beispielsweise:

a) T := 1{u:x, (w) konvergiert} Wegen {X,, konvergiert} = {limsup X,, = liminf X,,} €
o({X,:n eN}).

93
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b) T := lim sup,,cy % > r_; Xj ist terminale Funktion, da

1< n+tm 1 <X 1 &
ﬁ;XHm: - n+m;Xk—5;Xk,

”+Tm gegen 1 sowie des rechten Summanden gegen 0

und mit der Konvergenz von
folgt obige Eigenschaft.

Ein solches T ist deswegen terminal, weil T' = (X1, Xo,...) = t(X11m, Xotm, - - )
mefbar ist bezliglich o({X,4n @ n € N}) fir jedes m € N, also auch mefibar
beziiglich (,,cny 0 ({Xn+m 1 1 € N}) = ..

Analog zur o-Algebra der terminalen Ereignisse kann man auch Mengenfolgen be-
trachten: Zu A, € &/ definiert man

limsup A4, := ﬂ U Ap.

e neN k>n
Es ist
limsup A4, = {w € Q : w € A, fiir unendlich viele n}
={w e Q:we A, immer wieder},
daher schreibt man manchmal P(limsup A,,) = P(A,, unendlich oft).
Bemerkung 8.5. a) lyysupa, = limsuply,.
b) Mit <, := o(A,) folgt limsup A,, € o, denn fiir alle n € N gilt Ukz” Ay €

a(Uan ssz>, also limsup A,, € 0<Uk2n ka) Falls die Folge (A, )nen unabhingig
ist, folgt nach dem Null-Eins-Gesetz 8.2, dafl P(limsup 4,,) € {0,1}.

Satz 8.6 (Borel-Cantelli-Lemma). Sei (€2,.o/, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und (Ap)neny C /. Dann gilt

Z P(A,) < oo = P(limsup A,,) = 0.

neN

Falls die (A,)nen paarweise unabhingig sind (insbesondere also bei Unabhdngigkeit
der Folge (Ap)nen), gilt auch die Umkehrung, genauer sogar

ZP(An) =00 = P(limsup 4,) = 1.

neN

Beweis. a) Sei ), . P(A,) < oo. Dann ist

P(limsup A,,) < P( U Ak> < ZP(Ak), n €N,

k>n k>n
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und der letzte Ausdruck strebt gegen 0 mit n — oo.

b) Sei > .y P(A,) = oo und die (A, )yen paarweise unabhingig. Definiere A :=
limsup A, I,, == 1a,, S, := D5 I; sowie S := Y7 I;. Da die (A,)nen paarweise
unabhéngig sind, sind es auch die (1,,)nen, folglich sind sie unkorreliert. Nach Satz
4.13 folgt

n

Var$, =Y Varl;=> BE(I}) - (EL)’=ES, - > (EI})’ <ES,

j=1
wobei [ ]2 = I; verwendet wurde. Nach Voraussetzung ist daher
S B1 = Y P -
neN neN

somit folgt E.S = lim,cny E S, = co. Wegen
w € limsup A, & w € A,, unendlich oft & S(w) = 00

ist zu zeigen, dafl P{S = oo} = 1.

Nach Chebyshev gilt P{|S, —ES,| <a} >1-— Vars" . Wegen E S,, — oo sei ohne
Einschrankung E S,, > 0 fiir alle n. Damit ist

Var S,

P{Sn > %ESn} > P{|Sn _ES,|> %Esn} 21- ety

Var S,

Aber VE‘ES’SQ — 0 wegen 222 < 1 und E S,, — oo. Damit erglbt sich: Fiir allee > 0

existiert ng € N derart, daﬁ fur alle n > ng gilt P{S, > 2 5ES,} > 1 —e. Somit ist
P{S > %ESH} > P{S, > %ESH} > 1 — ¢ fiir alle n > ngy (beachte S > S,,) und
folglich P{S = 0o} > 1 — . Da ¢ beliebig war, mufl P{S = oo} = 1 gelten. O

Korollar 8.7. Falls die (A,)nen paarweise unabhdngig sind, folgt P(limsup A,,) €
{0,1} (vgl. Bemerkung 8.5 b).

Definition 8.8. Eine Folge (X, )nen @ (Q,47) — (S,.) heifit identisch verteilt,
falls Po X! = Po X! fiir alle n € N ist, und i.i.d. (independent and identically
distributed), falls die (X,,),en unabhéngig und identisch verteilt sind.

Satz 8.9. Sei (X,,)nen eine i.i.d.-Folge nichtkonstanter Zufallsvariablen. Dann ist
P{X,, konvergiert} = P{S,, konvergiert} = 0.

Beweis. a) Nach Beispiel 8.4 a) ist {X,, konvergiert} € o7, := limsupo(X,), also
folgt nach Satz 8.2 P{X,, konvergiert} € {0,1}.
Angenommen, P{X,, konvergiert} = 1. Nach Korollar 8.3 ist w + limsup X, (w)
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P-f.s. konstant, d.h. es gibt ein ¢ € R mit P{X,, — ¢} = 1. Sei k € N fest. Da die
(Xn)nen unabhéngig sind, gilt fiir

Apg = {|Xn —c| > %} € o(Xy,),

dafl auch (A, x)nen €in unabhéngiges System bilden. Nach Bemerkung 8.5 a) ist
P(limsup,,_,. Anx) € {0,1}. Wegen P{X, — ¢} = 1 und P(limsup,,_,. Anx) =
P(A,, ; unendlich oft) gilt P(limsup A,,x) = 0. Nach Satz 8.6 (Borel-Cantelli) ist
dann ) P(A, ) < co. Wegen P(A, 1) = P(A;) aufgrund der identischen Ver-
teilung der X, folgt also P(A;y) = 0, somit P{|X; —c| > ¢} = 0 fiir alle k € N.
Demzufolge wére Xy = ¢ P-f.s. im Widerspruch zur Nichtkonstanz von X;.

b) {5, konvergiert} C {X,, — 0} C {X,, konvergiert}. O



9. Starke Gesetze der grofien Zahlen

Wir wissen nach Satz 7.8, daf§ fiir unabhiingige (X,)nen C L?(P) das schwache
Gesetz der grofien Zahlen gilt, d.h. es gilt n=1(S,, — ES,,) — 0 stochastisch. Ziel ist
es nun, dasselbe P-f.s. zu zeigen. Dazu brauchen wir einiges iiber die Konvergenz

von S, ==Y ", X;.
Lemma 9.1 (Skorokhod-Lemma). Seien (X1,...,X,) unabhingige Zufallsvaria-
ble und § > 0. Falls

v = max P{‘ }

1<k<n

so gilt

>6}<—

{ max
1<k<n Y

(ein Beispiel sogenannter Mammalunglezchungen).

Bewets. Sei

>5}

= { max
1<k<n | 4
i—1

Fir w € A definiere
k
T(w) = min {k € {1,...,n} ]ZXZ@)‘ > o).
=1

Dann gilt A = J;_; Ay mit Ay :={w: T(w) =k} € 0(Xy,..., X)). Wegen

e #{] 55 )< 3)

1=k+1

gilt

3

(1=)P(A) < (1= Y PA) < 3 PA0P]| S

k=1 k=1 i=k+1

} .

In jedem Term der letzten Summe ist der erste Faktor in o(Xy,..., X;) und der
zweite Faktor in o(Xyi1,...,X,). Aufgrund der Unabhéngigkeit ergibt sich daher

<1—7>P<A>skzi‘;P(Am{\§lX <2}

< kip(m (s> 21) = Plis > 2 <.

57
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Bei der letzten Ungleichung ist dabei zu beachten, dafl

AN {‘ Zn: X,
i=k+1

gilt. [

<fcan{si2)

Satz 9.2 (Skorokhod-Lévy). Sei (X,,), unabhingig. Dann konvergiert die Reihe
Y nen Xn genau dann stochastisch, wenn sie P-f.s. konvergiert.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Richtung von stochastischer Konvergenz nach P-fast
sicherer Konvergenz. Sei N € N fest. Da ) X, stochastisch konvergiert, gilt

P{|S, — Sm| > 2N)™'} -0 fiirm — oo und n > m.

Insbesondere ist

Yom = max P{|S, — S,,| > (2N) '} < :

m<k<n 2

fiir m > mgy und n > m, falls my geeignet gewéhlt wird. Wende Lemma 9.1 an auf
(Xm+17 ce ,Xm+n> und § = N_1:

>i}< Yo
N _1_’Ynm

k
> X
m+1<k<m+4n |

i=m+1

P{ max

Wegen ~,,,, — 0 fiir m — oo und n > m gilt fiir

1
Ay = DR
S ARECPIRIEY
die Abschétzung
P <p{am] 3 X[ > )

Da die rechte Seite fiir m — oo gegen Null konvergiert, erhilt man P(Ay) = 0 fiir
alle N € N und damit P(|Jycy An) = 0. Somit ergibt sich

P{S,, konvergiert } = P{w €Q:VNeNImeN:sup|S,(w) — Sp(w)| < %}

n>m
=2( U {suwisi=sul < 5})
NeNmeN
- p( g AN)C -
NeN
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Lemma 9.3 (Kronecker-Lemma). Seien (,)neny C R und (ay)neny C (0, 00) mit
an /" 00. Dann gilt

Beweis. Setze b, := Z?Zl 2 und ag := by := 0. Dann ist @, = a,(b, — b,—1) und

(,partielle Summation*)

3=1 J=1
1 n—1 1 n—1
= by — a ij(aj-i-l a;) = o Z(bn bi)(ajt1 — a;)
(— (—s

Beim letzten Gleichheitszeichen verwendeten wir

n—1

1
- > (a1 —a;) =1. (%)
Sei ¢ > 0. Wiéhle m € N mit sup,, ;5,, [b, — b;| < 5. Dann gilt fiir n > m:

n
2

Jj=1

—_

n—

+ [i (@541 — aj)} '

1

Qn

1
< —
Qn

> (b~ b)as1 — @)

DO ™

I
3

Die erste Summe ist beziiglich n beschriankt, der Ausdruck in eckigen Klammern ist
wegen () nicht grofler als 1. Somit wird die rechte Seite der letzten Ungleichung
kleiner oder gleich ¢ fiir hinreichend grofles n. Damit erhélt man

n
. 1
lim — E x;=0.
n—00 @, <

Jj=1

]

Satz 9.4 (Erstes starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorov).
Sei (X,)nen C L*(P) eine unabhingige Folge und 0 < (3, / oo eine Zahlenfolge.

Falls .
Z — Var X, < o0,
neN ﬁ"
so gilt
S, —EX,

3, —0 P-fs
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Beweis. Sei Y, := X, — EX,. Da (Y,), unabhéngig ist, folgt

Yn Yk 1 1
G B) = B P00 = g BB =0

6n6k

fir alle n # k, wobei (-, -) das Lo-Skalarprodukt bezeichnet. Die Folge (ZZZl ﬁ)

B neN
ist Cauchy-Folge in L?(P) wegen

| > - % -
k=n+1 ﬁk L k=n-+1 ﬁk L

Da L?(P) vollsténdig ist, existiert Y := Y keN ﬁk € L*(P), und es gilt > L 5 ﬁ —Y

in L?(P), also stochastisch, also (mit Satz 9.2) P-f.s. Nach dem Kronecker- Lemma
(9.3) folgt B%L S Y, — 0 P-fs. O

Var X,
3

—0, n,m—o0.

In Satz 9.4 war X, € L?*(P) vorausgesetzt, obwohl in der Behauptung nur der
Erwartungswert auftaucht. Ziel ist es nun, auf die Voraussetzung X,, € L*(P) zu
verzichten (fiir i.i.d.-Folgen). Dazu (und nicht nur dazu) folgende Definition:

Definition 9.5. Zwei Folgen (X,,)neny und (Y;,)nen heiflen dquivalent, falls

Y P{X,#Y,} <o0.

neN

Lemma 9.6. Fualls (X,,), und (Y,), dquivalent sind, gilt: Y (X, —Y,) konvergiert
P-f.s. , und fir a, /" oo gilt

n

L Y (Xp=Yi) =0 Pefs. .

a
" k=1

Beweis. Nach Borel-Cantelli (8.6) gilt

Plimsup{X, £ Y, }) =0,
d.h. es existiert eine Menge N mit P(N) = 0, so daB fiir alle w € Q\N gilt:

e (tmsup{X, £, = () U #%d) = U Nx=v)

neN k>n neN k>n

Somit existiert fiir jedes w € Q\N ein ng(w), so daB fiir alle k& > ng(w) gilt: Xy (w) =
Yi(w). Daher besteht > (X, (w)—Y,(w)) nur aus endlich vielen von Null verschie-
denen Summanden. Somit konvergiert diese Reihe und % Yo (Xp(w)=Yi(w)) — 0
fir alle w € Q\N. O
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Satz 9.7 (Zweites starkes Gesetz der groflen Zahlen von Kolmogorov).
Sei (X,)nen eine i.i.d.-Folge von Zufallsvariablen mit X, € L*(P). Dann gilt
éﬁ —%IE)(ljgij.
n

Beweis. Definiere

X, , falls | X, <n,
Ya(w) == {O (@), falls [Xa(@)f < n
, sonst

(Abschneidung von X,,). Wir wollen Satz 9.4 auf Y,, anwenden. Es gilt

1 EY?2 1 ) .
S ovav, <Y R =S [ epexiay

neN neN neN

[7”’7”]

N 2P o X1 (dt S
*Z o Xy (di) - /2
I=G <<y n=

> 1
<cyi [ Pexian-s
j

=1 . .
J {7—-1<tI<5}

- c/ [P o X7Y(dt) = CE|X| < oo.
R

Dabei wurde Y o - -5 < € verwendet (siehe unten). Nach Satz 9.4 gilt £ > (V; —

n=j n2 = 5 j=1
EY;) — 0 P-fs.. Wegen EY,, — EX; gilt %Z}Ll EY; — E X, (siehe unten), d.h.
%Z?Zl Y; — EX; P-fs.. Nach Lemma 9.6 folgt

1 n
=3 X, = S LBX, Pis.
n/jzl n

Lemma 9.6 ist anwendbar, da

Y P{X, #£ Y} =) P{Xu|>n} =) P{Xi|>n} <E|X)| < o0

neN neN neN

nach Satz 4.10. O

In obigem Beweis wurden folgende elementare Tatsachen aus der Analysis verwendet:

1) Es gilt >>° ; # < % fiir eine Konstante C'. Dies ist der Fall wegen

=1 < 1 1 C
P
= ;i (=1 J—=177
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2) Falls a,, — a fiir n — oo fiir eine komplexe Zahlenfolge (a,),, so gilt % Z?Zl

a fiir n — oo. Dies sieht man folgendermaflen: Fiir alle € > 0 existiert ein ng, so dafl
fir alle n > ng gilt |a, — a|] < e. Damit folgt fiir alle n > ng

a; —

no—1

1 & 1 1 &
> —a) <= Yl —al+ = >l —al.
j=1 j=1

Jj=no

Die erste Summe auf der rechten Seite ist beschréinkt fiir n — oo, wiahrend die zweite
Summe nicht groer als (n —ng + 1)e wird. Damit geht der Ausdruck auf der linken
Seite der letzten Ungleichung fiir n — oo gegen Null.

Korollar 9.8. Sei (Y,,)nen eine i.i.d.-Folge von Zufallsfunktionen Y, : (Q, <7, P) —
(S,.7) und f: S — R mefbar mit f oY € L*(P). Dann gilt

LS oY, wE(foYi) P
j=1

Beweis. (f oY,), ist i.i.d.-Folge von L'-Zufallsvariablen. O

Satz 9.9 (Hauptsatz der mathematischen Statistik).
a) Sei (Yy,), wie in Korollar 9.8. Dann gilt fiir jedes B € . :

1
E‘{j €{l,...n}:Y, e BH L P{YieB} P-fs
Auf der linken Seite steht die relative Hdaufigkeit des Ereignisses B. Die in ,P-f.s.“
steckende Nullmenge kann dabei von B abhdngen.
b) Sei (V). eine i.i.d.-Folge von Zufallsvariablen. Definiere die empirische Vertei-
lungsfunktion F,, durch
1
Fo(w,t) = —Hj e{l,....n}:Y, gt}‘ (WeQ, teR).
n
Dann gilt
F,(w,t) = Fy,(t)  P-fs.,

wobei die Nullmenge von t abhdngen kann.

Beweis. a) Setze in Korollar 9.8 f = 1p (damit ist f oY,, € L*(P)).
b) Setze in a) B = (—o0, t]. O

Bemerkung 9.10. Es gilt sogar (Lemma von Glivenko-Cantelli): Es gibt ein N € o
mit P(N) =0 und
Fo.(w,t) — Fy,(t) gleichméBig in ¢

fir alle w € Q\N.



9. Starke Gesetze der grofien Zahlen 63

Beispiel 9.11 (Monte-Carlo-Methode). Sei (S,.7, 1) ein W-Raum und (Y},),,
f wie in Korollar 9.8 mit PoY;" ' = p. Dann gilt %2?21 foY; — [ fdu P-fs. Dies
kann zur Approximation des Integrals verwendet werden. Dazu ist insbesondere zu

beachten, daf}

n n—1
s o Moty Erer] +son)

gilt, d.h. dal beim Schritt von n—1 auf n die Funktion f lediglich einmal ausgewertet
werden muf (der Ausdruck in [...] ist genau das Ergebnis des (n — 1)-ten Schritts).

Die Monte-Carlo-Methode ist ein beliebtes Verfahren, um Integrale approximativ zu
berechnen. Der Vorteil hierbei ist etwa, da8 (falls f eine charakteristische Funktion
ist) man lediglich entscheiden kénnen muf}, ob die beobachtete Zufallsfunktion in
einer Menge liegt oder nicht. Falls man jedoch einen expliziten Ausdruck fiir das
zu approximierende Integral kennt, gibt es wesentlich bessere numerische Verfahren.
Die Konvergenz der Monte-Carlo-Methode ist i.a. relativ langsam.

Die Abbildungen 18-77 zeigen die Anwendung der Monte-Carlo-Methode zur Be-

rechnung von
1
1
In2 = / dx
o 1+

1
7T:4/ VvV1—22dz.
0

Man erkennt, dafl selbst fiir N = 100 der approximierende Wert noch relativ stark
schwankt (Abbildungen 18 und 20). Als Vergleich dazu ist in den Abbildungen 19
und ?7? die Berechnung als Riemann-Summe mit dquidistanten Stiitzstellen zu sehen.
Natiirlich ist auch dies kein numerisch akzeptables Verfahren. Berechnet man etwa
das Integral fiir In2 mit Hilfe einer Newton-Cotes-Formel durch Auswertung an 7
Stiitzstellen den Wert von In 2 = 0.6931471806... auf 5 Stellen genau.

und

Dennoch liefert die Monte-Carlo-Methode ein interessantes und fiir manche Zwecke
niitzliches Verfahren zur Approximation von Integralen.
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0.74—

0.72—

A

0.661

0.64—

0.62

0.6

Abbildung 18: Monte-Carlo-Methode zur Berechnung von In 2.

0.69 1

0.685

0.68

0.675

0.67|

Abbildung 19: Berechnung von In 2 durch Riemann-Summen.
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0.9

i

0.7

Abbildung 20: Monte-Carlo-Methode zur Berechnung von 7 /4.

0.84—

0.83

0.82

0.81

0.8

Abbildung 21: Berechnung von 7 /4 durch Riemann-Summen.
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10. Charakteristische Funktion und zentraler

Grenzwertsatz

Definition 10.1. Sei X eine Zufallsvariable auf dem W-Raum (2,7, P). Dann
heifit

ox(t) = E(e") = / X P(dw) = / e (Po X H(dr)

Q R
die charakteristische Funktion von X. Fiir ein endliches Borelmaf§ ;1 auf R heift

alt) = / ¢ u(dt)

die Fourier-Transformierte von p. (Damit ist px () = (P o X 1)(¢).)
Lemma 10.2. Sei X eine Zufallsvariable.

a) Es gilt |px(t)] < 1 = ¢x(0), ox(—t) = px(t) fir alle t € R (dabei ist g die
kompleze Konjugation).

b) px ist gleichmdiflig stetig auf R.

c) Es gilt p.x44(t) = px(at)el®® fir alle a,b € R.

d) Seien (X1,...,X,) unabhingige Zufallsvariable und S, := Xy + ...+ X,,. Dann
gilt

ps.0) = [[ ox ) (tER).

Beweis. a) ist offensichtlich.

b) Es gilt
lox(t+h) —ex(t)] = '/(ei(m)z —e'")(P o X71)(dx)

§/|eih"‘"—1](PoX1)(dx).

Da |e"* — 1| < 2, ist der Satz iiber majorisierte Konvergenz anwendbar, und es folgt
lox(t +h) — ox(t)| — 0. Da auferdem [ |e* — 1|(P o X~ !)(dz) von ¢ unabhéngig
ist, ist die Konvergenz gleichméfig.

) Es gilt paxo(f) = Be"OX ) = BeXoM) = oy (ar).
d) Fiir unabhéngige (X,,...,X,) ist nach Bemerkung 7.11 e) auch (elX1, ... eit%n)

unabhéngig. Damit ist

E(eit(X1+...+Xn)) _ E(eitXl . eitXn) _ HE<eith> ]

Jj=1

66
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Wir haben bereits die Faltung p * o von Maflen kennengelernt. Die Fourier-Trans-
formierte davon ist besonders einfach zu beschreiben:

Lemma 10.3. Seien py, us endliche Mafle auf (R, B(R)).
a) Fir h € L*(uy * po) gilt

/th(ﬂl"‘M):/R/Rh(l"l+$2)M1(d931)ﬂ2(df132)-

b) Es gilt (% o)1) = fun(£)jis(2).

Beweis. a) Sei As(xy,x3) := 21 + x9. Dann folgt mit Fubini
[ s n) = [ Bl ) o 477
R R
= / ho Azd(/l,l X /,LQ) = / / h(l’l -+ .1'2),&1((1.%’1),&2((1372) .
R2 R JR
b) Wegen a) gilt

[t mn) = [ [ e @opa(de) = ()0

Beispiele 10.4. a) Es gilt 4, = ¢,

b) Sei u = qdp + pdy mit p =1 — ¢ € [0, 1] (Bernoulli-Verteilung). Dann ist fi(t) =
q +pe1t-

Binomial-Verteilung: Sei p’“ n=k§,. Dann ist
c) g = 0

0(t) = k _n—k 1kt
NOED (k)p q = (q +pe)".
k=0
d) Poisson-Verteilung: Fiir my, = ™Y > %(571 gilt

7t e Z e = =exp(A(e’ —1)).

e) Exponentialverteilung: Fiir pn = e "1}y oydx ist fi(t) =

A—it”

f) Normalverteilung: Fiir N(u,0?) = ﬁa exp(— )dx ist

202
N(/L,O'Q)A(t) _ eip,t—(aQtz)/Z )
Insbesondere ist N (0, 1)(t) = e /2 (vgl. Ubungsaufgabe 38).
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Definition 10.5 (Faltung von Funktionen). Seien fi, f, € L'(R). Dann heifit

fi % falz) = / fi(e — 9) fa(y)dy

das Faltungsprodukt von f; und fy. (Dieses existiert fast iiberall nach Fubini.)

Satz 10.6. Seien X1, Xo unabhdingig und stetig verteilt mit Dichten f1, fo. Dann ist
X1 + X, stetig verteilt mit Dichte fi * fs.

Beweis. Nach Satz 7.9 ist Po(X;+ X5)™! = (Po X; )% (Po X, ). Bezeichnet man
P o X; ! mit p;, so ist mit Lemma 10.3 a)

o= [ Latar+ o (dopn(des)
= [ [ tator+ e o i)
= [ [ 1atito =) aledyds
= [ [ [ - etz
~ [+ s,

d.h. es ist py * po = (f1 * f2)(y)dy. u
Satz 10.7 (Eindeutigkeitssatz). Die Abbildung p — [u ist injektiv, d.h. fir zwei
endliche MafSe py, o auf (R, B(R)) mit uy(t) = po(t) fir alle t € R gilt pg = po.
Der Beweis dieses Satzes wird in der Mafitheorie-Vorlesung durchgefiihrt.

Korollar 10.8 (Faltungshalbgruppen). Es gilt 7y * 7, = Ty, und N(p1,07) *
N(pa,03) = N(uy + pg, 0% + 02). Insbesondere gilt: Sind X; normalverteilt mit Er-
wartungswert p; und Varianz o? firi = 1,...,n und ist (X1,...,X,) unabhdingig,
soist S, = X1+ ...+ X, ebenfalls normalverteilt mit Erwartungswert py + . ..+ pin
und Varianz o3 + ...+ o2.

Beweis. Man rechnet die charakteristische Funktion aus. Es folgt

(12 5 TJ(8) = (D) (8) = exp(A(e" — 1)) exp(u(e” — 1))
— exp((A + ) (" — 1)) = Fas.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 10.7. Genauso geht’s fiir N (u;, 02). O]
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Satz 10.9 (Ableiten unter dem Integral). Sei X € L"(P) fir einn € N. Dann
ist ox n-mal stetig differenzierbar, und

d\F kit _
(&) ox(t) = /(m)ket (PoXY)(da) (k=1,...,n).
Insbesondere ist yy, = E X* = (—i)kgag];)(O).

Beweis. Wegen L™(P) C L¥(P) fir k < n folgt E|X|* < oo fiir k = 1,...,n.
Betrachte

px(t + h}i —ex(t) _p [em<ei"x - 1)] '

h
Wegen |eh:‘1—’1| < |z| fiir alle z € R und E | X| < oo folgt mit majorisierter Konver-
genz
) eitX -1 ) )
lim E [eltX (—)] =E(iXe"™) = i/ e (Po X 1) (dz).
h—0 h R
Dies zeigt die Behauptung fiir £ = 1. Der Rest folgt mit Induktion. ]

Definition 10.10. Seien (X,,),ey und X Zufallsvariable. Dann konvergiert X,, — X
schwach, falls ¢x, (t) — @x(t) gilt fir alle t € R.

Dies bedeutet in der Sprechweise von Kapitel 6, dafl X,, — X schwach beziiglich
{x — e : t € R} konvergiert. Bei allen betrachteten Konvergenzarten spricht man
auch von der entsprechenden Konvergenz der zugehorigen Mafie (Po X, ! — Po X!
schwach etc.).

Nach Satz 6.10 gilt X,, — X schwach genau dann, wenn X,, — X schwach beziiglich
Z(R). Dies ist wiederum &dquivalent zu X,, — X in Verteilung.

Der folgende Satz, einer der wichtigsten Séatze der Wahrscheinlichkeitstheorie, wird
auch der Satz von de Moivre-Laplace genannt.

Satz 10.11 (Zentraler Grenzwertsatz fiir i.i.d.-Folgen). Sei (X,,)en eine
i.i.d.-Folge mit X; € L*(P) nicht konstant. Dann geniigt (X,,), dem zentralen
Grenzwertsatz, d.h. fir die standardisierten Partialsummen

o S, —ES, ( _ Sh— nEX1>
"t /Var Sn - VnVar X,
gilt
Po (S5 — N(0,1) in Verteilung fiir n — oo.
Damit folgt

1 b
Po (S5 Ya,b] — N(0,1)(a,b] = \/?/ ez firallea<b.
™ Ja
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Beweis. Wegen S, —E S, = > 7 (X} — E X}) sei ohne Einschrinkung E X, = 0.
Setze 0 := Var X; und p := P o X;'. Nach Satz 10.9 ist 4 € C%(R) mit (0) =
1, i/(0) =0 und ”(0) = o2. Die Taylorreihe fiir fi an der Stelle 0 ergibt somit

t? ()]

f(t) =1 — 502 +r(t)  mit >

—0(t—0).
Nach Satz 7.9 und Lemma 10.3 b) ist

(P oS N(t) = (ux ... pu)(t) = (i(t)",

also

Po (5710 = [a(—=)]"

no

)
2 no? no

—e 2 fiirn — oo

Dabei wurde m‘(ﬁ) — 0 und die Tatsache verwendet, dafl fiir eine komplexe

n

Zahlenfolge z, mit z, — z gilt: (1 + 2)" — e*. Damit konvergiert P o (S})~!
schwach gegen N (0, 1), und nach Satz 6.10 auch in Verteilung. O

Bemerkung 10.12. Man kann (unter zusétzlichen Bedingungen) die Konvergenz
von Fjs.(t) gegen ¢(t) qualitativ abschétzen. Es gilt der Satz von Berry-Esséen:
6
sup |Fs; (t) — ¢(t)] £ ——= E(1 X1 —EXy|%),
teRr v/nv/Var X ’

falls X; € L3(P) und ansonsten die Situation von Satz 10.11 vorliegt.

Es zeigt sich, dafl die Schranke aus dem Satz von Berry-Esséen in vielen Féallen
viel zu grob ist. Wie man an den Abbildungen auf den néchsten Seiten sehen kann,
konvergiert die Verteilung relativ schnell gegen die Normalverteilung. In der Praxis
verwendet man oft ab einer Wiederholung der Lénge 20-30 als Approximation die
Normalverteilung.

In den Abbildungen ??7-?7 ist die Ausgangsverteilung eine Gleichverteilung. Die
Verteilung bei zweifacher Wiederholung besitzt als Dichte eine Dreiecksform, und
bereits diese wird durch die Dichte der Standard-Normalverteilung iiberraschend
gut approximiert (Abbildung ?7). Auf den folgenden Abbildungen ?? und ?? sieht
man die relativ schnelle Konvergenz (der Dichten).

Geht man von einer diskreten, eventuell auch noch unsymmetrisch verteilten Zu-
fallsvariablen aus, so ist die Konvergenz aus dem Zentralen Grenzwertsatz natur-
geméf langsamer. Dennoch sieht man in den Abbildungen ?7-7?7, dafl die Standard-
Normalverteilung als eine erste Ndherung sinnvoll sein kann. In den Abbildungen ist
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die Ausgangsdichte die Bernoulli-Verteilung (Binomialverteilung B(n,p) mit n = 1)
mit Parameter p = 0.6. Man beachte, wie die urspriingliche Asymmetrie durch
die Faltung mehr und mehr verschwindet (die Grenzverteilung ist ja selbst symme-
trisch).
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Abbildung 22: Die Dichte der Gleichverteilung und der Normalverteilung.

Abbildung 23: Zweifache Wiederholung einer gleichverteilten Zufallsvariablen.
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Abbildung 24: Dreifache Wiederholung einer gleichverteilten Zufallsvariablen.

Abbildung 25: Vierfache Wiederholung einer gleichverteilten Zufallsvariablen.
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Abbildung 26: Die B(1, p)-Verteilung mit p = 0.6.

Abbildung 27: Zweifache Wiederholung einer B(1,0.6)-verteilten Zufallsvariablen.
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Dreifache Wiederholung einer B(1,0.6)-verteilten Zufallsvariablen.
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Abbildung 29: 4-malige Wiederholung einer B(1,0.6)-verteilten Zufallsvariablen.
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Abbildung 31: 6-malige Wiederholung einer B(1,0.6)-verteilten Zufallsvariablen.
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Bis jetzt war immer ein W-Feld (Q, .o, P) gemeinsam mit einer Zufallsvariablen
X gegeben. Aber in Anwendungen kennt man das W-Feld nicht, man beobachtet
lediglich den Wert von X. Dies fiihrt zu Fragestellungen der Statistik. Hier hat man
folgende Situation:

Sei (2, .27) ein Mefiraum und & = {F : § € O} eine Familie von Maien. Das wahre
Mafl F, ist nicht bekannt; es wird aber stets

Pye &

vorausgesetzt, d.h. es gilt Py = Py, mit einem zu suchenden Parameter 0, € ©. Fiir
eine Zufallsvariable Xj : 2 — R hat man die Mo6glichkeit, eine n-fache unabhéngige
Wiederholung (X7, ..., X,) von X zu beobachten, d.h. (X3,...,X,,) ist i.i.d.-Folge
mit (unbekannter) Verteilung Pyo X; ' = Pyo X', Aufgrund des beobachteten Wer-
tes (z1,...,x,) € R" (einer Realisierung von (X, ..., X)) will man Informationen
iiber Py gewinnen, genauer: iiber Pyo X, .

Im folgenden sei PX := P o X! das Bildma$l und &% := {PX : P € £},

Beispiel 11.1. Gesucht ist die mittlere Korpergrofie von Studenten in cm, d.h.
der Erwartungswert der Zufallsvariable X, = Korpergréfle. Es werden 5 Personen
gemessen mit dem Ergebnis (xy,...,x5) = (175,170, 165, 180, 185). Gesucht ist

EX,= / XdPy = / rPy*(dx).
Q R

Dabei ist die Verteilung Py~ unbekannt. Der Erwartungswert ist ein Parameter (von
vielen) des unbekannten Mafles; allgemein hat man eine ,Kenngrofie“ £: © — R,
welche jedem Element P,*° von X0 einen Parameter &(P,°) = £(6) zuweist. In
unserem Beispiel ist

£(0) = Ey X, = / idg dP;% .

Die Wahl von & hingt von der Vorinformation ab; ohne zusétzliche Information
wird man

P = {P: P W-MaB auf (Q, &) mit Xy € L'(P)}

wiéhlen. Im wesentlichen gibt es drei interessante Fragen bzw. Typen von Antworten,
die an unserem Beispiel erlautert werden sollen:

e Parameter-Punktschiatzung: Hier wird ein Schitzwert fiir £(0) = Ey X, ange-
geben, d.h. man hat eine Abbildung 7': R® — R und gibt als Antwort bei
Beobachtung von (z1,...,z,) € R" den Wert T'(xy,...,z,) an.

7
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Als Beispiel fiir einen Parameter-Punktschétzer sei etwa T'(xy,...,z,) =
L(x1 + ...+ x,) erwéhnt (das Stichprobenmittel), das bei uns den Wert 175
ergibt.

Man beachte, daf etwa bei x = (175,170, 165, 1800, 185) ein unsinniger Wert
als Antwort herauskommt; es gibt andere Schéitzer und Methoden, bei denen
man auch solche offensichtliche Druckfehler mit beriicksichtigen kann (etwa

durch Ignorieren des gréfiten und des kleinsten Wertes oder bei Verwendung
des Medians).

e Konfidenzintervalle: Hier wird ein Intervall angegeben, in dem die gesuchte
KenngroBe £(0) vermutlich liegt. Eine typische Antworten ist dabei

Mit Wahrscheinlichkeit 95% liegt Ep, X im Intervall [171,179].

Hier hat man eine Abbildung (T3, T3): R” — R2.

e Hypothesentests: Hier wird die Giiltigkeit einer Hypothese untersucht, etwa
der Hypothese Hy: Eg, < 170. Man ist in der Praxis daran interessiert, die
Hypothese mit hinreichend grofler Wahrscheinlichkeit zu verwerfen (Signifi-
kanztest). Mogliche Antworten sind hier d;: ,, Hy wird abgelehnt“ und ds: ,, Hy
wird nicht abgelehnt. Somit hat man eine Abbildung D: R" — {d;, d»}.

Die entscheidende Frage ist jeweils: Welche Abbildung 7"/ (71,7%) / D soll man
wihlen?

Definition 11.2. Gegeben sei ein Mefiraum (£2, .27), eine Familie & = {P, : 0 € ©}
von W-MaBen auf (€2,.e7), eine Zufallsvariable X;: 2 — R und eine zu schétzende
Kenngrofle ¢ : © — R.

a) Eine i.i.d.-Folge X = (X1,...,X,,) mit Po X; ' = Po X' heiit Stichprobe vom
Umfang n.

b) Eine Abbildung 7, : R” — R heifit (Parameter-Punkt-)Schétzer (auch Statistik),
falls T,, Borel-mefbar ist. T}, o X heifit Schéitzvariable. Die Abbildung T, ist so zu
interpretieren, dal bei Beobachtung einer Realisierung (z1, ..., z,) von (Xi, ..., X,)
die Antwort T,,(z1, ..., x,) als Schiatzwert fiir die Kenngroe £(0y) gewéhlt wird.

c) Sei T, 0 X € L'(P) fiir alle # € ©. Dann heifit der Schitzer T;, und die Schétz-
variable T, o X erwartungstreu fiir £(6), falls gilt

Eo(T}, 0 X) |::/TnOXdP9:| =¢(0) furallef €0O.
Q

Im folgenden sei stets ein Schétzproblem, d.h. (2,.27), &2, & und X, wie oben,
gegeben.
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Bemerkung 11.3 (Kanonische Wahl des W-Raumes). Die gemeinsame Ver-
teilung einer Stichprobe X = (Xj, ..., X,,) ist das ProduktmaB, d.h. man erhélt den
W-Raum

(an ‘@(Rn)7 (P9 © X()_1)®n) )

falls das Maf} Py zugrundeliegt. Dabei wurde die abkiirzende Schreibweise
(Ppo XgH)¥" i=(Ppo Xy ) ®@...® (Pyo Xyh)

(n Faktoren) verwendet. Geht man andererseits von diesem W-Raum aus und wéhlt

die Koordinatenprojektionen Xy (x) := zy fiir v = (x4, ..., x,) € R" als Zufallsvaria-
blen, so ist (X7, ..., X,,) i.i.d. und wie X, verteilt, also eine Stichprobe vom Umfang
n zu Xy.

Satz 11.4. a) Sei X, € L'(Pp) fiir alle 8 € ©. Dann ist das Stichprobenmittel

1 n
:ﬁ;Xi

eine erwartungstreue Schétzvariable fiir £(6) = FEq Xo.
b) Sei Xy € L*(Py) fiir alle € ©. Dann ist die Stichprobenvarianz
1 n

st 1= 7 2K = Xe)?

=1

eine erwartungstreue Schitzvariable fir £(0) = Varg X.

Beweis. a) Es gilt

1 n
=—Y EgX; =EyXo.
nizl

b) Sei g := Egy Xo. Dann gilt

1 —
Eg S%n) = n— 1 Eg <Z(Xl - X(n))2>
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n

:nilEe(Z — 1) —l—Z n)—,ue

=1
23006 )X o)
7,7=1
~— (nVary X+ n Vary X 25~ ¢ (X..X)))
= n Var n Var, ) — — ovg(X;, X;
n—1 0 <20 0 <X (n) nijZI 0 j
1 2
= <n+1——-n)Var9X0
n—1 n
= Vary X .

Dabei wurde verwendet, dafl Varg 7(,1) = %Varg Xo und Covy(X;, X;) = 0;; Varg X,
gilt. O]

Definition 11.5. Sei & ={F,:0 € ©},¢: © — Rund T: R” — R ein Parameter-
Punktschéatzer fiir die Kenngrofie £(6).

a) Die Risikofunktion Rr: © — R ist definiert durch

Rr(0) := Eg(T o X — £(6))? ( =VaryToX fallsT erwartungstreu).

b) Sei .7 eine Familie von erwartungstreuen Schétzern. Ein Schétzer T* heifit
Minimum-Varianz-Schétzer (oder simultan bester Schétzer) in .7, falls T* erwar-
tungstreu ist und

Rr«(0) < Rp(f) firalledec©undT €T

gilt.
¢) T* heiBt Minimax-Schétzer in .7, falls

sup Ry« (0) = min sup Rp(0) .
0€0 TeT geco

Beispiel 11.6. Sei {(0) = Ey X, und
T ={T:R" — R | T linear, erwartungstreu }.

Fur T e J gilt T(x) = >, a;x; mit Y . a; = 1 (wegen Linearitét und Erwar-
tungstreue). Somit erhalt man

RT(G) = Eg(T oX — Eg X0)2

n

_ B, (Zai(Xi B, Xo)>2

=1
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n

= (Za?) Varg X .

i=1
Damit ist Rp(f) genau dann fiir alle # € © minimal, wenn » ;| a? minimal ist,
was dquivalent ist zu a; = % fiir alle ¢ = 1,...,n. Somit ist der (einzige) Minimum-

Varianz-Schétzer in .7 das Stichprobenmittel T = 7(,1).

Bemerkung 11.7. a) Die Risikofunktion ist von Bedeutung, da etwa (fiir erwar-
tungsteues T)

PAIT o X ~£0)] > 6} < 55 Re(6)

gilt (wegen Chebyshev). Es gilt fir 7' = Y(n)

— 1
Ry(n) (9) = Varg X(n) = E Val'g X() s

d.h. Ry(n) nimmt mit wachsendem Stichprobenumfang ab.

b) Statt Ry (0) = E¢(T o X — £())? verwendet man auch Ey [T o X — £(0)|*, insbe-
sondere fiir k£ = 1.

Um Schétzer zu konstruieren, kann auch der Maximum-Likelihood-Ansatz verwen-
det werden, der zunéchst an einem Beispiel erlautert werden soll.

Beispiel 11.8. In einer Urne befinden sich sechs schwarze und weifle Kugeln, wobei
die Zahl k der schwarzen Kugeln unbekannt ist. Bei einer Stichprobe werden drei
Kugeln entnommen, davon sind zwei schwarz. Zu schétzen ist k.

Ein moglicher Ansatz besteht darin, fir P = P, € & .= {H(3;k;6) : k €0,...,6}
die Wahrscheinlichkeit P,{X = 2} zu bestimmen, wobei X die Anzahl der gezogenen
schwarzen Kugeln bezeichne. Dabei ist H die aus 3.4 bekannte hypergeometrische
Verteilung. Nach Satz 3.4 a) ist

PR ] B (T )

& 2-4-5

Diese Werte sind in der folgenden Tabelle ersichtlich:

P{X=2}]0 0 02 045 06 05 0
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Als Schétzwert fiir £ wird nun diejenige Zahl genommen, fiir welche das beobach-
tete Ergebnis die grofite Wahrscheinlichkeit hat (in unserem Beispiel ergibt sich als
Schétzwert fiir & der Wert 4).

Definition 11.9. Sei & = {P : § € ©} mit © C R und £(f) = 0. Sei auBerdem
jedes P9X 0 stetig verteilt mit Dichte fy bzgl. des Lebesgue-Mafles oder jedes PQX 0
diskret verteilt mit Dichte fp bzgl. eines diskreten Mafles (d.h. es gilt entweder P(,XO =
fo(z)dz fiir alle @ € © oder alle P, sind diskret und auf derselben abzéhlbaren

Menge konzentriert).

a) Die Abbildung L: © x R" — R, definiert durch

L(O,x1,...,2,) = folx1) ...« folzn),
heifit Likelihood-Funktion.
b) Ein Schéitzer T%: R" — © heifit Maximum-Likelihood-Schétzer, falls gilt

L(T*(x),x) = max L(f,x) fiir alle z € R".

e
Beispiel 11.10. Sei 2% = {$19¢)(x)dz : § € (0,00)} (Menge der Gleichverteilun-
gen auf dem Intervall [0, ]). Dann ist
Lyn fall 0,0]"
o - {1 ercoor

0, sonst,
), falls @ > max{xy,...,z,} und z; >0,
o, sonst.

Da die Abbildung 6 — (3)" streng monoton fallend auf © = (0, 00) ist, erhélt man
fiir festes z € R™: Es gilt )
L(0,z) = max L(0, z)

96
genau dann, wenn R
0 = max{xy,...,z,}.
Also ist T*(x) = 0(x) = max{z1, ..., x,} der einzige Maximum-Likelihood-Schiitzer.

Man beachte, dal 7™ nicht erwartungstreu ist.

Im allgemeinen existiert kein Maximum-Likelihood-Schétzer, oder er ist nicht mit
dem Minimum-Varianz-Schétzer identisch. Aber fiir wichtige Klassen von Verteilun-
gen ist dies doch der Fall.

Definition 11.11. Eine Familie von W-MaBlen {Q : 6 € O} auf einem Mefiraum
(Q, /) heifit eine k-parametrige Exponentialfamilie, falls

Qo = coexp((C(0), S(z))) p(dz)
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gilt, wobei C': © — R* eine Abbildung, S: Q — R* mefbar, (-,-) das Standard-
Skalarprodukt im R* y ein o-endliches Maf} auf (€2, &) und

& = ( / exp<<c<9>,s<x>>>u<dw>)_l

die Normierungskonstante ist.
Bemerkung 11.12. a) Aus Qy # Qg folgt auch C(0) # C(#').

b) Falls {Qy : 0 € O} eine k-parametrige Exponentialfamilie auf (2, .27) ist, dann
ist das n-fache Produktmafl (Qy)®" eine k-parametrige Exponentialfamilie auf dem
W-Raum (", &7®"), denn es gilt

(Qo)™" = (co)" exp((nC(0), S(x))) p*"(dx), == (21,...,25),
wobei S(z) := £ 3" | S(x;) gesetzt wurde.

Beispiele 11.13. a) Es sei 0 > 0 fest und § = a € © = R. Dann ist

1 a? « x?
N(a,0?) = P exp ( — r‘z) - exp (; . x) - exp < — T‘de
A i

eine einparametrige Exponentialfamilie mit C(f) = % und S(z) = =.

b) Nun sei @ und o unbekannt, d.h. es sei § = (o, 0) € © = R x (0, 00). Dann ist

1 a? « 1
2 2
N(OZ,O’)— exp(—fﬂ>exp<;x—f‘2x>

R 2o

dx
—~—
[

J/

Co

eine 2-parametrige Exponentialfamilie mit

C(0) = (_f‘/(‘;;)) und S(z) = (;‘;) .

c¢) Die Exponentialverteilung mit Parmeter § = X hat die Verteilung
A -exp(=A-z) - 1g dz,
Cp Iu'
ist also eine einparametrige Exponentialfamilie mit C(f) = —6 und S(x) = z.

d) Die Poisson-Verteilung mit Parameter § = A € (0, 00) hat die Form
_ - A" N - In\zx
T =¢e ’\ZH% = e "N p(dz) = e ™M p(de)
n=0

wobel p == > %(5”. Somit ist ) eine einparametrige Exponentialfamilie mit

C(#) =Inf und S(z) = =.
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Das folgende Lemma wird hier ohne Beweis angegeben.

Lemma 11.14. Sei {Qy : 0 € O} eine einparametrige Exponentialfamilie mit den
Bezeichnungen aus Definition 11.11. Set © C R ein offenes Intervall und C: © — R
stetig differenzierbar mit C'(0) # 0 fir alle 0 € © (vgl. dazu auch Bemerkung
11.12 a). Dann gilt S € L*(Qp) fiir alle 6 € © und

a) Llncg=—C'(0)EyS.
b) Sei f € L'(Qy) fiir alle 6 € ©. Dann gilt

= COR(S ~ o) f].

Satz 11.15. Sei die Voraussetzung von Lemma 11.14 erfiillt mit Qo = Py o X .
Dann gilt:

a) S ist Minimum-Varianz-Schitzer fiir £(0) = Eg(S o Xy).

b) Falls pu absolutstetig bzgl. des Lebesque-MajfSes oder eines diskreten MafSes ist und
T* ein Maximum-Likelihood-Schdtzer fir 6 ist, so gilt S(X) = &£(T*(X)).

Beweis. a) Nach Bemerkung 11.12b) seio.E. N = 1. EsseiT: R — Rmit Ey ToX =
6 und T o X € L?*(P,) fiir alle € ©. Dann gilt nach Lemma 11.14 b)

€(0) = BT = C(0) Eal(S — By ) -]

= C"(0) Covy(S,T) .

Dabei wurde bei der letzten Gleichheit verwendet, dafl Eo[(S — EyS) Eg 7] = 0 und
damit

Eg[(S — Eg S) . T] = COVQ(S, T)

gilt. Somit ist also
1E'(0)> < C'(9)* Varg S - Varg T .

Andererseits gilt auch nach obiger Rechnung (mit 7' = S) die Gleichheit
€(0)=C"'(0) Vary S,

also erhélt man insgesamt
Varg S > Varg S,
was zeigt, dal S ein Minimum-Varianz-Schétzer ist.

b) Nach Definition des Maximum-Likelihood-Schétzers gilt

L*(T(x),x) = max L(6,x)
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fiir alle x € R™, wobei

L(0,x) = fo(w1) - ...~ fo(za) = (co)" exp(nC(0)S(2)).

Dabher ist auch

In L(T*(x),z) = max InL(0,z),

d.h. es gilt

d d G
0= o L(0,2)lor-(0) = =5 [0t o + C(O)S()] |

0
= [~ C'O) B 5+ CO)S()]|

0=T*(x)

0=T"*(x)
nach Lemma 11.14 a). Da nach Voraussetzung C’(#) # 0 war, folgt somit
S(x) = Ep Slo=r+(@) = §(T"(2)).-
[

Beispiele 11.16. Angewendet auf die Beispiele 11.13 erhélt man mit der dortigen
Bezeichnung folgende Aussagen:

a) Hier ist S(z) = z, d.h. es ist £() = Ey Xy. Ein Minimum-Varianz-Schétzer und
der einzige Kandidat fiir einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir £(0) = 6 ist somit
das Stichprobenmittel X ).

b) Hier liefert der Satz keine Aussage, da er sich nur auf einparametrige Exponen-
tialfamilien bezieht.

c) Hier ist S(z) = s und £(4) = Eg Xy = 3. Damit ist X, ein Minimum-Varianz-
Schétzer fiir Eg Xo, und (X(,))~" ist der einzige Kandidat fiir einen Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir 6.

d) genauso wie a).



12. Signifikanztests

Eine Punktschéatzung ist eine Abbildung R™ — R, d.h. man gibt aufgrund des
beobachteten Ergebnisses einen Schétzwert fiir den unbekannten Parameter an. Bei
Signifikanztests geht es um die Beurteilung einer Hypothese, etwa Hy : 6y < 1,
wobei 0y der zum wahren W-Maf} gehorige Parameter ist. Dabei sind zwei Antworten
moglich:

di: Die Hypothese Hy wird abgelehnt.

ds: Die Hypothese Hy wird nicht abgelehnt.

Die Antwort ds heifit nicht, dal Hy als wahr angenommen wird! Hy kann nur durch
die beobachteten Daten nicht verworfen werden.

Definition 12.1. Sei (2, %7) ein Mefiraum, & = {F, : § € O} eine Familie von
MaBen auf (€2, .47), Xo: Q@ — R eine Zufallsvariable, Py, das (unbekannte) wahre
MaB und Hj eine Hypothese iiber 6,. (Bei uns ist meistens Hy C © in dem Sinn,
daB die Hypothese die Form 6, € Hy C O hat.) Ein Signifikanztest ist eine mefibare
Abbildung D: R" — {d;,ds} mit folgender Interpretation: Zu einer Realisierung
& = (x1,...,x,) einer Stichprobe vom Umfang n wird H, abgelehnt, falls D(%) = dy,
d.h. falls
t e K:=D"'{d});

sonst wird Hy nicht abgelehnt. Die Menge K € Z(R™) heifit kritischer Bereich des
Testes D.

Ab sofort sei stets die Situation von Definition 12.1 gegeben, wobei Hy C © sei.

Die einzige Frage zur Konstruktion eines Tests D ist, wie der kritische Bereich K
zu wahlen ist. Wie bereits bei Parameter-Punktschéitzern gibt es auch hier keine
eindeutige Antwort.

Definition 12.2. Die Funktion
g0 =R, 0 (Ppo X N(K)=P{X € K}

heifit die Giitefunktion des Tests D.

Fiir 6 € Hy heiit g(6) die Fehler-Wahrscheinlichkeit erster Art; fiir 6 € ©\ Hy heifit
1 —g(0) = Py{X ¢ K} die Fehler-Wahrscheinlichkeit zweiter Art.

Eine typische Giitefunktion (bei einem einseitigen Test) hat die in Abbildung ??
skizzierte Form.

36
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g9(0)

optimale Giitefunktion —

typische Giitefunktion

H, O\ Hy
Fehler 1. Art Fehler 2. Art
moglichst klein moglichst klein

Abbildung 32: Giitefunktion bei einseitigem Test.

Die Giitefunktion bestimmt die Qualitét eines Tests praktisch vollstdndig. Man be-
achte, daf} in der Anwendung die beiden Fehlerarten nicht gleichwertig sind. Man
will eine Aussage , statistisch signifikant nachweisen“, indem man die Nullhypothe-
se ablehnt. Die Nullhypothese verkorpert in gewisser Weise den ,, Normalzustand®,
bei dem keine Besonderheiten auftreten. Als Beispiel einer typischen Nullhypothese
sei etwa genannt: Die Klausurergebnisse der Teilnehmer der ersten Ubungsgruppen
unterscheiden sich im Durchschnitt nicht von denen der zweiten Ubungsgruppe. Bei
der Formulierung einer solchen Nullhypothese méchte man untersuchen, ob die zwei
Ubungsgruppen einen signifikanten Unterschied aufweisen, das Ziel ist es also, einen
solchen Unterschied durch die erhobenen Daten (in diesem Fall die Klausurergeb-
nisse) zu belegen.

Entscheidend ist dabei der Fehler erster Art, man will vor allem keine Fehlentschei-
dung in der Richtung treffen, dafl die Nullhypothese zu Unrecht abgelehnt wird. Da-
her wird in der Praxis versucht, den Fehler erster Art unter einer gewissen Schran-
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ke zu halten, wiahrend der Fehler zweiter Art als Giitekriterium verwendet wird
(,,Schérfe“ des Tests).

Definition 12.3. Sei 0 < a < 1. Ein Test D heifit Signifikanztest zum Signifikanz-
niveau «, falls fiir seine Giitefunktion gilt:

sup ¢g(0) < «.
6cHy

Auf der linken Seite dieser Ungleichung steht das Supremum iiber die Fehler-Wahr-
scheinlichkeit erster Art. Ublich fiir Werte von « sind 0.1, 0.05 und 0.01, vor allem
a = 0.05 = 5%.

Es bleibt die Frage, wie man einen solchen Signifikanztest D konstruiert. Dies soll
an einem Beispiel erlautert werden:

Beispiel 12.4. (Einseitiger GauBltest) Durch das Horen einer Vorlesung iiber Wahr-
scheinlichkeitstheorie soll der Intelligenzquotient der Studenten gesteigert werden.
Zu Beginn der Vorlesung betriagt der durchschnittliche 1Q 100, es soll , gezeigt"
werden, dafl dieser Wert am Ende des Semesters auf mindestens 120 gestiegen ist.
Ende des Semesters wird der I1Q von 10 Studenten getestet, wobei sich ein durch-
schnittlicher Wert von 128 ergibt. Nun soll entschieden werden, ob die gewiinschte
Verbesserung auf 120 eingetreten ist.

Zuerst mufl man eine mathematische Modellierung vornehmen. In diesem Beipsiel
wird man den IQ als eine Zufallsvariable X interpretieren, der gesuchte Parameter
ist dann der durchschnittliche 1Q, d.h. der Erwartungswert von Xy. Wir haben also
0 = Eg Xo mit © = (0, 00).

(i) Als ersten Schritt mufl man sich iiber die Verteilungsannahmen klarwerden, die
im konkreten Fall getroffen werde sollen. Es sei hier etwa angenommen, dafi X
normalverteilt ist, was aus dem Zentralen Grenzwertsatz eine gewisse Begriindung
erfahrt (und in den meisten Féllen in der Praxis auch so gemacht wird). Dabei sei die
Varianz von X, aus fritheren Messungen bekannt mit Var X, = 02 = 400. Weiterhin
geht man davon aus, dal man eine Stichprobe im Sinn von Definition 11.2 vorliegen
hat, insbesondere, daf§ die Messungen unabhéngig sind. Unter diesen Annahmen
erhélt man

DX — [N(0,02): 0 € (0,00)} = {Py: 0 € O}

(ii) Der néchste Schritt besteht darin, die Nullhypothese zu formulieren. Wie oben
bereits erwahnt, nimmt man als Nullhypothese das Gegenteil dessen, was man nach-
weisen will. In unserem Fall ergibt sich Hy : 0 < 120, d.h. Hy = (0, 120] C ©.

(iii) Einen sinnvollen Test kann man konstruieren, indem man einen verniinftigen
Punktschétzer fiir § verwendet und damit den kritischen Bereich festlegt. Wie aus
dem Abschnitt iiber Parameter-Punktschitzung bekannt ist, ist das Stichprobenmit-

tel T'(X) = X, ein guter Punktschétzer fiir = Ey X. GroBe Werte von 7" werden
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zu einer Ablehnung von H fithren. Daher wahlt man den Ablehnungsbereich K des
Tests in der Form

K={zeR":T(z) > c},
wobei die Konstante ¢ noch zu bestimmen ist. Fiir die weitere Rechnung benétigt
man die Verteilung von 7'o X = X,). Nach Korollar 10.8 ist X; + --- + X, nor-

malverteilt mit Erwartungswert nf und Varianz no?, falls Xo N (6, o2)-verteilt ist.
Daher ist X N (6,02 /n)-verteilt. Meistens verwendet man die Standardisierung

Y(R) —0
0'2 ’
95

welche N (0, 1)-verteilt ist.

(iv) Nun ist noch die Konstante ¢ zu bestimmen. Dies soll so geschehen, daf§

sup Pp{X € K} =«

0cHy

gilt. Dabei ist ,,<* notwendig, um einen Signifikanztest zum Niveau a zu erhalten.
Man wird aber auch keinen kleineren Wert fiir das obige Supremum nehmen, da
sonst der Fehler zweiter Art zu grofl wird. Fiir 6 € Hy ist

PQ{XGK}:PQ{TOX>C}

X (n) — ‘9 _1_ C —0 ’
N 3 /‘70 ‘70
wobei @ die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariable bezeichne.
Da der letzte Ausdruck als Funktion von 6 streng monoton wachsend ist, gilt fiir

HO = (0, 00}2

SupPg{XEK}zl—q)(C_e(]).

0cHy U_g

n

Dies ist gleich @ genau dann, wenn

02
CIGQ—F(I)il(l—Oé) —0.

n
Fiir 6y = 120, 09 = 20, n = 10 und a = 0.05 erhiilt man wegen ®~'(1—«) = 1.648...
den Wert ¢ = 130.4....

(v) Somit erhélt man folgende Antwort: Auf einem Signifikanzniveau von 5% kann
die gewiinschte Verbesserung des 1Q auf einen Wert iiber 120 nicht nachgewiesen
werden. (D.h., die Studenten sollen auch noch in die Fortsetzungsvorlesung kommen,
um eine weitere Chance zu haben.)
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Die in diesem Beispiel sichtbaren Schritte zur Konstruktion eines Signifikanztests
werden im folgenden noch einmal zusammengefaf3t:

12.5. Allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Signifikanztests:
(i) Verteilungsannahmen.
(ii) Formulierung der Nullhypothese Hy.

(iii) Wahl der Testgroe 7" und Bestimmung ihrer Verteilung unter Annahme von
Hy.

(iv) Bestimmung des kritischen Bereichs K zum Signifikanzniveau a.

(v) Entscheidung: Falls der beobachtete Wert in K liegt, wird Hy abgelehnt, sonst
wird gegen Hj nichts eingewendet.

Dabei gehoren die Punkte (i), (ii) zur Modellierung, und die eigentliche Rechnung
steckt in den Punkten (iii) und (iv). Fiir Punkt (iii) definiert man sich folgende
héufig auftretende Verteilungen:

Definition 12.6. Seien die Zufallsvariablen (X, ..., X,.1) i.i.d. N(0,1)-verteilt
iiber einem W-Raum (2, .27, P).

a) Die Verteilung
X2 =Po(Xi+ -+ X2t

heifit die Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
b) Die Verteilung

-1
X
tn = Po (;ﬂ
[ X3++X2
n

heifit die t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

c) Seir,s € {1,...,n} mit r + s < n. Dann heifit die Verteilung

1(v2 2 -1
| HXT 4+ XD)
FT’S_ZPO l( D) ++ 5 )
s ‘<r+1 ‘<r+s

die F'-Verteilung mit r und s Freiheitsgraden.
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0. 14+

0.12+

0. 081

0. 06+

0. 04+

0. 02+

Abbildung 33: Dichte der x2-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden.

Abbildung 34: Verteilungsfunktion der y2-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden.
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Abbildung 35: Dichte der t-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden.

Abbildung 36: Verteilungsfunktion der t-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden.
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Satz 12.7 (Verteilung der wichtigsten Testgroflien). Seien (Xi,...,X,) i.i.d.
N (u, o?)-verteilt.

a) Das Stichprobenmittel X ) = L 3" | X ist N(p, 0% /n)-verteilt.

b) Sei 57,y = 15 Yoy (Xi — X w))? die Stichprobenvarianz. Dann ist "3ts? ) X2 -
vertelt.

c¢) Die Testgrifie

18t t,,_1-verteilt.

(ohne Beweis)

Fiir die Bestimmung des kritischen Bereichs K im Punkt 12.5 (iv) braucht man
, Umkehrfunktionen® zu Verteilungsfunktionen. Der entsprechende Begriff dafiir sind
die Quantile:

Definition 12.8. Sei X eine Zufallsvariable iiber (2,27, P) und 0 < o < 1. Jede
Zahl 7, mit
P{X <7,}<a<P{X<r7,}

heifit a-Quantil von X. Ein %—Quantﬂ heifit ein Median von X. Die Quantile von
N(0,1)- / tn- / F, | x3-verteilten Zufallsvariablen werden mit wy- / tn.a- / Frsa-
/ X3 bezeichnet.

Beispiel 12.9 (t-Test). Der (zweiseitige) t-Test ist gegeben durch folgende Daten:

(i) PoX;' = N(p,0?%) mit g und o unbekannt.
(11) HO U= Mo-

(iil) T(Xy,...,X,) = w Diese Testgrofie ist nach 12.7 ¢) t,_;-verteilt, falls

nS(n)
Hy zutrifft.
(IV) K = {CE e R": |T(ZU)| > tnfl;lfa/Q}.

Beispiel 12.10 (y?-Streuungstest). Dieser Test ist durch folgende Daten gege-
ben:

(i) 2% ={N(pu,0?) : p € R, 0 > 0}. Damit ist der Parameter gleich 6 = (u,0) €
© =R x (0, 00).

(ii) Bei einem zweiseitigen Test ist Hy : 0% = o2, d.h.

Hy={(p,0):0 =00} CO.
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(iii) Die Stichprobenvarianz s%n) ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2. Nach Satz
12.7 b) hat, falls Hy zutrifft, die Statistik 7 o X := 2557 ) die Verteilung x_;.
0

(iv) Wahl von K: Man wird die Nullhypothese ablehnen, falls die beobachtete Reali-
sierung von s? weit von o2 abweicht, d.h. falls die Realisierung der (positiven) Grofe
T o X sehr grofl oder sehr klein wird. Daher macht man den Ansatz

K={zxeR":T(x) <c oder T(x) > co}

mit zwei Konstanten 0 < ¢; < co. Dies ist typisch fiir zweiseitige Tests. Die Kon-
stanten ¢; und ¢y werden so bestimmt, daf3

sup Py{T' o X < ¢} = g,
0€H, 2
sup Py{T' o X > o} = :
0eHy 2

Fiir 0 € Hy ist
PAT o X < a1} = xi_1(—00,¢1) = xp_y (=00, 1] -
Dies ist gleich «/2 fiir ¢; = X?L—l;a Jo- Genauso ist
P{ToX >co}=1—x>_1(—00,02)]

gleich «/2, falls ¢ = XZ_M_%. Damit erhélt man
K = {l’ eR"™: T(ZL’) € [Xi—l;%aXi—m—%]}'

(v) Durchfithrung des Tests: Bei Beobachtung des Tupels & = (z1,...,z,) € R"

berechnet man z := £ 3" | 2; und T(&) := % > ", (¥; — T)%. Dann wird die Null-
0

hypothese Hy genau dann verworfen, falls T'(2) < Xi—l;% oder T'(z) > Xi—m—%
gilt.

Im Falle eines einseitigen Tests mufl man den kritischen Bereich K entsprechend
modifizieren. Fiir Hy : 02 < 02 erhélt man

K = {I € R™ : T(&?) > X?L*l;lfa}7
fiir Hy : 0* > 02 erhélt man
K={zeR":T(z) < Xi_14}-
Nun soll noch kurz auf die Intervallschéitzung eingegangen werden. Hier ist der Be-

griff des Signifikanzintervalls von Bedeutung, der eng mit Signifikanztests zusam-
menhéngt, wie das nachfolgende Beispiel 12.12 zeigen wird.
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Definition 12.11. Sei © C R und 0 < o < 1. Sei (77, T3) ein Intervallschétzer fiir
0, d.h. (Ty,Ty): R™ — R? ist meBbar mit T3 (z) < Ty(x) fiir alle z € R. Dann heift
das vom Zufall abhéngende Intervall [T7 0 X, T; 0 X] ein Konfidenzintervall fiir  zum
Konfidenzniveau «, falls

P{eTioX ThoX]|} >1—a firallefe®.

Beispiel 12.12. (Fortsetzung von Beispiel 12.4.) Hier ist 2%¢ = {N(u,02) : p € R
und 6 = pu, wobei oy bekannt ist. Wahrend in Beispiel 12.4 der einseitige Gaufltest
behandelt wurde, sei hier Hy = {y}. Dann ist der durch

T — 0o

2
20
n

gegebene Test signifikant zum Niveau a (zweiseitiger Gaufitest). Daher gilt

X -6
PHo{’ 0’5%3}21—04

K:{xER":‘

> Ul_%}

2
20
n

fiir alle 6y € ©. Mit anderen Worten, es gilt fiir alle 6,

+ % %
Pgo{90€ [X—Ul_% ﬁ’ X+u1_% E]}Zl—a

Das in dieser Formel auftretende Intervall ist somit ein Konfidenzintervall zum Ni-
veau « fiir . Man sieht aulerdem, dafl die Nullhypothese Hy genau dann verworfen

wird, falls gilt
[ 2 [ 2
60 ¢ [Y—Uq,% @, 74—“1,% @] .
n n

Ausblick: Weitere statistische Fragestellungen.

In dieser Vorlesung konnten nur einige wenige statistische Ideen kurz diskutiert wer-
den. In den Anwendungen wichtig sind noch eine Reihe weiterer Methoden, welche
hier kurz erwéhnt werden sollen.

e Y2-Anpassungstest (Test auf bestimmte Verteilung): Wihrend oben stets da-
von ausgegangen wurde, dafl eine Normalverteilung vorliegt, ist jetzt die Frage,
ob etwa Xy N (0, 1)-verteilt ist. Genauer gesagt, wéhlt man sich eine Partition
R =1, U...UI, und testet dann die Nullhypothese

Hy: Po Xy (I;) = N(0,1)(I;) fiirallej=1,...,k.

Falls nur die Frage ist, ob Xy normalverteilt ist, wird man gewohnlich zunéchst
eine Punktschétzung fiir E X, und Var X, vornehmen und dann auf Normal-
verteilung mit diesen Schitzungen als Parameter testen.
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e Zweistichprobentests: Wir waren stets von einer Stichprobe ausgegangen. Ki-
ner der einfachsten Zweistichprobentests geht etwa von Zufallsvariablen X;, Y
aus, wobei (X1,...,X,) i.id. N(uy,o})-verteilt und (Yy,...,Y,,) iid.

N (s, 03)-verteilt ist. Eine mogliche Nullhypothese ist dann Hy : gy = pa.

e y*>-Unabhiingigkeitstest: Dieser Test behandelt ebenfalls zwei Stichproben, er
ist aber verteilungsfrei, d.h. es wird nicht von einer bestimmten Verteilung (wie
oben der Normalverteilung) ausgegangen. Das Prinzip des Tests liegt darin,
Partitionen R = [ U... U1, = J;U...UJ; zu wihlen und die Nullhypothese

Hy: Po(Xo,Yo)™' (I x J;) = Po Xg (L) - Po Yy '(Jj)
(=1, .k j=1,..0)

zu testen.

e Lineare Regression: Im einfachsten Fall nimmt man hier an, dafl die beob-
achtete ZufallsgroBe Y bis auf einen zufilligen Fehlerterm linear von einem
Parameter x € R abhéngt, d.h. man hat die Form

Y=Y =a+pz+Z

mit unbekannten Parametern «, 3 € R und einer von x unabhéngigen Zufalls-
grofle Z. Beobachtet werden Messungen der Form (xy, yx), wobei x; bekannt
ist und y; eine Realisierung der Zufallsgroe Y (zy) darstellt. Typische Fra-
gestellungen hier sind etwa die der Punktschiatzung der Parameter o und f3
(hier wird etwa die sog. Methode der kleinsten Quadrate verwendet) und die
Prognose, bei welcher man z.B. Konfidenzintervalle fiir Y (z) bei gegebenen z
angibt.

e Varianzanalyse: Diese tritt in der Praxis etwa auf, wenn bei der medizinischen
Behandlung von Patienten durch mehrere verschiedene Behandlungsmethoden
die Frage untersucht werden soll, ob zwischen den Behandlungserfolgen bei den
einzelnen Methoden signifikante Unterschiede festzustellen sind.



Anhang A. Endliche Produkte von Mafirdumen

A.1. Produkte von Mefiriumen, Produkt-o-Algebren

Seien (2;;.97), 1 < i < n, endlich viele MeBraume. Dazu betrachte das kartesische
Produkt

Q=0 x ... xQ, =[]
Definition A.1. Die Menge
Z={A1x...xA,: A e #,1<i<n} CP)

heifit Gesamtheit der Zylindermengen (bzgl. der 7).

AR ... @y = Q) = 0(Z)

i=1
heifit die Produkt-o-Algebra der <.
Bemerkung A.2.

i) Z ist N-stabil.
Denn. (Al X ... XAn>ﬁ<B1 X ... X Bn): (AlﬂBl) X ... X (AnﬂBn) ]

i) ® ist assoziativ: &) @ oo @ oy = (A Q o) ® Gy = ) R (Ao R ).

Denn. Zu zeigen ist wegen Symmetrie nur die erste Gleichheit und diese be-
deutet definitionsgeméf o({A; x Az x A3}) = o(c({A1 x As}) x Ajs). Dabei
ist “C* klar und “D“ folgt aus

O'({Al X A2 X A3 . Al < M,AQ € %,Ag fest}) :O'({Al X AQ}) X Ag
Co({Ar x Ay x Ay: Ay € o, Ay € sy, AL € )

fiir jedes Az € 3. O

iii) Sei pr; : Q5 X ... x Q, — (4, .9) die i-te Koordinatenprojektion. Dann gilt
®£fi:a(pri:1§i§n).
i=1

Die Produkt-o-Algebra ist somit die kleinste o-Algebra auf €2, die alle Koor-
dinatenprojektionen mef3bar macht.

97
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Denn. Fiir A; € o folgt pr; ' (4;) = Qy x ... x Ay x ... xQ,, 1 < i < n. Somit
ist Ay x ... x A, =, pr; "(4) € o(pr; : 1 <i < n). Damit gilt “C*.
“2 folgt sofort aus pr; ' (A;) € @), & wie eben gesehen. O

Satz A.3. Zu 1 <i <n sei jeweils & C < ein Erzeuger von <; (also o(&;) = ;)
derart, daf§ es stets eine Folge (Ey)ren in & gibt mit Ey. /' Q; fir k — oo. Dann
gilt

o({Eix ... x Ey: By € &,1<i<n}) = (X) .
=1

43

Beweis. “C* ist klar und fiir die umgekehrte Inklusion ist zu zeigen, daff A; x ... X
A, €o({E) x ... x E,}) gilt fur alle A; € . Dazu wiederum reicht es (vgl. letzte
Bemerkung), 2y x ... x A; X ... xQ, € c({E1 X ... x E,}) zu verifizieren. Hierfur
betrachte zu gegebenem F; € &,

Fo=EypX...xXE_ 1, XxE XE1p%X...xEy€c{E1x...x Ep}).
Dann ist auch Qy x ... x E; X ... X Qp = Upen Fr in o({E1 X ... X E,}). Wegen

QX oox Ay x o xQ, ey x ... xa(&) x ... xQ,
=o({ x...xE; x...xQ,)}

folgt die Behauptung. O]

Bemerkung A.4. Die Behauptung des Satzes wird falsch ohne die Forderung der
aufsteigenden Folgen! Beispielsweise erzeugt {()} die triviale o-Algebra </ = {0, Q4 },
aber wenn % mehr als zwei Mengen umfafit, ist o({0}) # o ® .

Satz A.5. Sind jeweils U; abzihlbare Basen von Topologien T; auf €2, 1 < 4
so ist {Uy x ... x Uy, : U; € U;} abzihlbare Basis der Produkttopologie [[7_, 7T;
auf Q0 und es gilt

1A

n?
T
n n

BQ) =0(T) =R o(T) = ®%(Qi).

i=1

Beweis. Die topologische Aussage ist bekannt und in der behaupteten Gleichung
folgt die Inklusion “C* wegen {U; x ... x U, : U; € U;} C Z und damit o(7) =
o{Ui x...x U, : U, elhi}) Co(Z)=Q,_, 0(T;). Dabei ist zu beachten, daB jedes
U € T geschrieben werden kann als abzéhlbare Vereinigung U = | J pen Utk X oo X Upg,
mit Komponenten aus den ;.

Fiir “O% geniigt zu zeigen, daB Z C o{U; x ... x U, : U; € T;}). Hierfir wiederum
miissen wir nur Mengen der Gestalt 21 x ... x A; X ... x , betrachten, da ja — wie
gesehen — beliebige Zylindermengen endliche Durchschnitte solcher Mengen sind. Ist
jedoch A; € B(;),sogilt O X ... X Ay x ... xQ, €Y X ... xol) X ...xQ, =
o(Q X ... xU;x...xQ,:U; elU). O
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Korollar A.6. Da die natiirliche Topologie von R eine abzdihlbare Basis besitzt, gilt

BR") = (X) BR).

A.2. Produktmafle

Seien (2;;.9%; (i), 1 < i < n, nun endlich viele MaBraume.

Definition A.7. Ein MaB u: @I, & — R, heifit Produktmap der pi;, wenn

,u(Alx...xAn):H,u(Ai) fir alle A, € 7,1 <i<r

=1

(mit der Konvention 0 - oo = 0).

Die Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafles ist nur fiir das Produkt
o-finiter Maflirdume gewihrleistet!

Seien also ab nun (;; .97; 1;), 1 < i < n, o-finit.

Wir konstruieren das Produktmafl zunéchst fiir zwei Faktoren, Produkte hoher-
er Ordnung definiert man dann induktiv in Verbindung mit geeigneten Assoziati-
vitatsiiberlegungen.

Lemma A.8. Sei f: () x Qy — EJF ) @ aty-meffbar. Dann gilt:

i) Fiir jedes v € Qy ist f(x, -) : Qy — R oh-mefbar.

i) x— [ flz, )dus = [ f(z,y)pa(dy) ist < -mefbar.

Beweis. Ohne Einschrankung betrachten wir nur endliche ps (also ps(€s) < 00),
denn sonst wihlen wir wegen der o-Finitheit 2% 3> Sy " Qs mit us(Sk) < oo und
betrachten statt f nun fi := f - 1g,xs,, das beziiglich der zweiten Komponente auf
dem endlichen Mafiraum (€2o; 9%; o (S, N - ) lebt. Stimmt die Behauptung dann fiir
die fx, so wegen f, /' f punktweise auch fiir f, wobei man jeweils den Permanenz-
satz (punktweise Limiten meBbarer Funktionen sind mefibar) und fiir den zweiten
Teil auBlerdem monotone Konvergenz anwenden muf.

Also sei nun ps endlich. Dazu betrachten wir das Teilmengensystem der Produkt-o-
Algebra
D :={A € o ® o : 1, hat die Eigenschaften i) und ii)}.

Wir zeigen, dafl D ein Dynkin-System ist (nach den Kriterien aus Hackenbroch,
Integrationstheorie, bzw. Blatt 1, Aufgabe 2a):
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e =0, xQ eD, dalg=1.

e D> A /A, dann auch A € D: Es gilt 14, / 14 und damit folgen i) und ii)

geméfl Permanenzsatz und monotoner Konvergenz.

e A,B €D, AcC B, dann auch B\ A € D: Es ist 1;\4 = 1p — 14 und i) ist
klar. ii) folgt aus der Endlichkeit von s, denn damit ist [ 1p\4(z, - )dps =
[ 1p(z, - )dpe — [ La(z, - )dus (Yoo — 0o kann nicht auftreten).

Auflerdem umfafit D den N-stabilen Erzeuger Z der Zylindermengen, denn A =
Ay x Ay € Z, dann ist 14(z,y) = 1a,(x)1a,(y), woraus sich i) ergibt und mit
JLa(z, - )dps = [ 14, () 1a,dpe = L1a, () pa(A) folgt ii).

Das Dynkin-Lemma besagt nun D = &7 ® o7, was gleichbedeutend damit ist, dafl
die Behauptung fiir alle 14, A € o/ ® 9% richtig ist, wegen Linearitét also fiir
alle Stufenfunktionen, mit Permanenz und monotoner Konvergenz daher fiir alle
R -wertigen produktmeBbaren Funktionen. ]

Lemma A.9. Es existiert eindeutig das Produktmaf p1 ® pe auf o/ @ ofy. Explizit
st es gegeben durch

1 ® po(A) = / (/ La(z, -)dm) pa(dz) =: /Nl(dx)/MZ(dy)lA(fan)-

Beweis.

i) 11 ®@ps ist ein Maf: Klar ist 1 @p2(0) = [ ([ Lo(z, - )dpe) pu(dz) = [0 dpg = 0.
11 ® o ist additiv wegen Ly0a, = 1ay + 14, und damlt
a0 = [ (a2 + Lo, Jaue) ()
= 1 @ p2(Ar) + 1 @ pa(Az)

wegen Linearitdt der Integrale.

Fiir die o-Additivitéat ist somit noch die o-Stetigkeit von unten zu zeigen (Wahr-
scheinlichkeitstheorie, Satz 1.7). Sei daher @/ ® <% > A; /' A. Dann folgt wegen

1a, /14

() = [ ([ 1)) mia
/ / (/ La(w dﬂ2) pa(dr) = @ pa(A)

durch zweimalige Anwendung monotoner Konvergenz.
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i) py ® po ist Produktmafl von py & po:

fi1 @ pa(Ar x Az) = / (/ 1A1($)1A2dﬂz> p1(dz)

= /1A1(:c)u2(A2)u1(div) = p2(A2)pa (Ar).

iii) Zur Eindeutigkeit: p; ® po liegt durch py ® ps(A; x As) = p1(Aq)ua(As) fest
auf dem N-stabilen Erzeuger Z von & ® %. Da die beiden Mafle o-finit sind,
gibt es @ > Sk " Q1, 11 (Sk) < 00, sowie o > Ty, /' Qo pua(Ty) < oo. Damit
ergibt sich Sy x Ty /" Q1 X Qo mit g ® po(Sk X Tx) = p1(Sk)pa(Tk) < oo und die
Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir o-finite Mafle, vgl. Hackenbroch,
Integrationstheorie, oder Blatt 1, Aufgabe 2b.

m
Bemerkung A.10.
i) Es gilt auch p; @ pa(A) = [ ([ 1a(-,y)du) pa(dy).
Denn. Dies ist richtig fur A=A X A2 und damit iberhaupt analog zu eben.
m

ii)

iii)

(1 @ p2) @ pg = 1 @ (2 @ pg) =: 1 @ pe @ pg usw. fiir hohere Produkte.

Denn. Die Gleichung stimmt fiir beliebige A = A; x Ay x Az € Z (iteriertes
Ausrechnen der Integrale) und gibt ein Produktmaf$l auf @/ ® % @ 7. Der
Eindeutigkeitssatz fiir Mafle liefert wie vorhin die Behauptung. O

“Gegenbeispiel“: Ohne o-Finitheit wird alles falsch!

Seien €y = Qy = [0,1] beide versechen mit den Borelmengen und p; = Al
sowie oy = ( das Zahlmafl, das auf dem iiberabzéhlbaren Intervall nicht o-finit
ist. Wir betrachten die Diagonale

A= {(z,z): 2 €[0,1]} = F {0} € B(R) @ B(R),

wo f:[0,1]* = R, (z,y) — = — y, stetig und damit B(R?) = B(R) @ B(R)-
mef3bar ist. Aber nun berechnet sich (kurz A fiir Afo1)

/gdy/ (dz)1a(z,y) = /Cdy/{y}ld)\ /Odg:o

im Gegensatz zu

/A(daz)/Q(dy)lA(:v,y) - /A(dx) /{1}1 d¢ = /1 dr=1.
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A.3. Der Satz von Fubini-Tonelli iiber Mehrfachintegrale

Nach wie vor seien (€; 97 ; 1) und (Qg; ;o) o-finit sowie p = p; @ pg das
Produktmafl auf der Produkt-o-Algebra o) ® <.

Satz A.11 (Fubini-Tonelli).

i) (L. Tonelli, 1885-1946). B
Sei f:Qy x Qy — Ry oA ® oo-mefibar. Dann gilt (in R,)

/fduz /ul(dx)/uz(dy)f(%y) = /uz(dx)/ul(dy)f(x,y)- (*)

ii) (G. Fubini, 1879-1943).
Sei f: Qy xQy — C e LY(p) (also: f ist integrierbar bzgl. des Produktmapfes).
Dann gilt die Aussage von (*) sinngemdfs, namlich:

(a) N:={zx €M [pa(dy)lf(z,y)| = oo} € # mit juy(N) = 0.
(b) g: Q1 — C definiert durch

e f,uz(dy)f(x,y), T ¢ N7
9(z) = {07 zEN,

ist in L*(py) und es gilt

/fdu— /gdm = /ul(dx)/uz(dy)f(%y)

(und natiirlich laf$t sich die entsprechende Aussage villig symmetrisch
bzgl. vertauschter Rollen von puy und uy bilden).

Beweis. i) Nach Lemma A.8 existieren alle Integrale in R,. Nach Lemma A.9
gilt (*) fur Indikatorfunktionen 14, A € @4 ® of. Mittels Linearitét folgt (*)
fiir Stufenfunktionen, schliefilich mit monotoner Konvergenz fiir alle produkt-
mefBbaren R, -wertigen Funktionen.

ii) Lemma A.8 fiir |f] liefert die <% -MeBbarkeit von = +— [ ps(dy)|f(z, y)|. Somit
ist N € & und nach der schon bewiesenen Tonelli-Aussage ergibt f € L!(u),

daB [y (dz) [ pa(dy)|f(z,y)| = [ fldp < oo und damit pi(N) = 0.

Also ist auch p(N % Qs) = p11(N)p2(€) = 0. Betrachte nun f := [ 1inxay)e =
f+ Inexq,, dann ist f = f p-fii. Nun folgt fiir f > 0 (und damit auch f > 0)

/gd/u —/ul(dw)/duzf(x, )= /fdu—/fdu,
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wobei die mittlere Gleichheit wieder nach Tonelli folgt. Fiir ein beliebiges kom-
plexwertiges f folgt dann die Behauptung durch dessen Zerlegung in vier nicht-
negative Komponenten: f = (Re ), — (Re f)_ +i[(Im f); — (Im f)_].

]



Anhang B. Ubungsblitter

Mit einem Stern versehene Aufgaben sind freiwillig zu 16sen und zéhlen nicht zum
Punktesoll. Soweit nicht anders vermerkt, zéhlt eine Aufgabe vier Punkte.

— Blatt 1 —

1. (8 Punkte). Welche der folgenden mafitheoretischen Aussagen sind richtig, wel-
che falsch (Beweis oder Gegenbeispiel)? Sei (€2; .¢7; ) ein Mafiraum.

i) Ist {w} € & fiir jedes w € €, so ist &7 bereits die Potenzmenge P(£2) von
2. (1 Punkt)

i) Ist {w} € & fiir jedes w € Q und {w € Q : p({w}) > 0} meBbar, so hat
diese Menge bereits Mafl 1(€2). (1 Punkt)

iii) Ist (Ap)nen eine Folge in o mit u(A,) = u(A,1) und A, 1 C A, fiir alle
n €N, so gilt p (N,ey An) = (A1) (1 Punkt)

iv) Genau dann ist A C 2 in o/, wenn 14 : Q@ — R mefbar. (1 Punkt)

v) Genau die abzdhlbaren Teilmengen von R sind die Borelmengen vom Le-

besguemaf 0.
(2 Punkte)

vi) Die nichtnegativen meflbaren Funktionen auf € sind genau die punktwei-

sen Limiten von wachsenden Folgen nichtnegativer Stufenfunktionen. (2
Punkte)

(Ohne Bewertung: Welche der falschen Aussagen werden richtig fiir abzédhlbares
Q2 bzw. endliches Maf§ p7)

2. (Dynkin-Systeme).

i) Genau dann ist &/ C P(Q2) ein Dynkin-System, wenn es folgende drei
Eigenschaften erfiillt:
(i*) Qe .
(ii*) Aus A, B € & mit A C B folgt B\ A € o (< ist relativ komplemen-
tiert).
(iii*) Ist (A,)nen eine aufsteigende Folge in o7 (also A, C A, fur alle n),
so ist auch | J,, .y An € & (& ist o-stabil).

ii) (Eindeutigkeitssatz). Seien u, v zwei o-finite Mafle auf einem Mefraum
(Q;.97) und & C o N-stabiler Erzeuger von < (also 0(&) = <), auf
dem p und v tbereinstimmen. Auflerdem existiere bereits eine aufsteigende
Folge (Ay,) in & mit p(A,) < oo fir alle n und |, .y An = 2. Dann folgt
w=ru.

neN

104
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Anleitung: Man zeige, daf§ sémtliche
oy ={Aecd (A, NA) =v(A,NA}

& umfassende Dynkin-Systeme sind, benutze das Dynkin-Lemma und Ste-
tigkeit von unten.

(AuBere Mafe). Eine Abbildung u : &/ — R, (:= [0;00]) auf einer Algebra
o/ auf Q) heifit duferes Mafl, wenn p monoton und o-subadditiv ist (letzteres
bedeutet fiir jede Folge (A,) in & mit J,.yAr € 7, daB p (U, 4n) <

Y nen H(AR) gilt).

i) Jedes Mafl auf einem Mefiraum ist ein dufleres Ma$.

ii) Das zu einem o-additiven Inhalt auf einer Algebra gehorige duflere Maf
ist ein dufleres Maf3.

iii) Man gebe ein Beispiel eines duleren Mafles auf einer o-Algebra, das kein
Maf ist. (Mit Begriindung! Etwa ist das zum Lebesgue-MaBl A\ auf #(R)
gehorige dulere Mafl A* kein Maf auf der Potenzmenge von R, aber es gibt
wesentlich einfachere Moglichkeiten.)

(Mengenalgebren als kommutative Algebren mit 1).
Sei ) eine Menge und .# C P(£2) eine Mengenalgebra auf €. Es bezeichne wie
in der Algebra iiblich Fy = Z/27Z den Korper mit zwei Elementen.

i) Beziiglich der Verkniipfungen Addition “+“:= A (symmetrische Differenz)
und Multiplikation “-“:= N zusammen mit dem Strukturmorphismus ¢ :
Fy — Z,0— 0,1+ Q, wird .# zu einer kommutativen Fy-Algebra mit
1(= Q) (vgl. zu diesen Begriffen z.B. Kunz, Algebra, §6.VI).

ii) In diesem Kontext stellt die Bildung der charakteristischen Funktion
X:(@HFQQE{f:QHFQ}, A1y,

einen Monomorphismus von kommutativen Fo-Algebren mit 1 dar (man
kann somit via y die Mengenalgebren auf €2, also die Mengenunteralgebren
von P(Q), mit den Unteralgebren von Fy,® identifizieren).

— Blatt 2 —

(o-finite Mafle). Sei (£2;.o7; 1) ein Mafiraum. Genau dann ist p o-finit, wenn pu
abzahlbare positive Linearkombination von zueinander singuldren Wahrschein-
lichkeitsmaflen ist, d.h. es gibt eine hochstens abzéhlbare Familie (N C N)
(an)nen positiver reeller Zahlen sowie eine Familie (p,)neny von Wahrschein-
lichkeitsmafien auf <7, fir die gilt: Zu jedem n € N existiert A, € &/ mit
tm (Ay) = Oy fiir alle m,n € N und

n= Z A -

neN
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Bestimme alle {0;1}-wertigen Mafle auf R versehen mit der von sdmtlichen
Punkten aus R erzeugten o-Algebra.

(o-Ideale). Sei (2; <) ein Mefiraum. Ein Mengensystem .4~ C P(2) heifit o-
Ideal, wenn

(i) 0 e.n.
i) NeAV/ S MCN=MeAN.
(iil) (Nn)nen C A = Upen N € A
Beweise nun:
i) Fiir jedes o-Ideal A" gilt

o(AdUN)={AAN: A€ & N e N}
={BCQ:3A€ o/ NN mit B\N=A\N}
={BCQ:dA € & mit BAA € AN}

i) Ist p ein MaB auf (Q;.27), so ist das System
N, :={NCQ:3NC N e .o mit u(N) =0}

der p-Nullmengen ein o-Ideal von P().

. Sei f: Q — C eine integrierbare Funktion auf dem MafBraum (£2;.7;px) und

(An)nen eine Folge in &7 mit u(A,) — 0 bei n — oco. Dann folgt

/fdu—>0 fir n — oo.
An

(Hinweis: Fiir ein geeignetes m € N zerlege Q in {|f| > m} U {|f| < m} und
benutze majorierte Konvergenz.)

(Metrisierbarkeit der stochastischen Konvergenz).
Sei (€; o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und .Z := {X : Q@ — C mefbar}
sowie A == {X € £ : X =0 P-fast iiberall}.

i) .Z ist ein C-Vektorraum, .4 ist Unterraum von .Z und auf dem Quotien-
tenvektorraum L := £ /A4 erhdlt man eine Metrik p(-, <) : L x L — R
durch

p(X)Y) = / IX —Y|A1dP (mit z Ay := min(z,y) fir x,y € R).

ii) Eine Folge (X,,)nen in L konvergiert beziiglich p gegen 0 genau dann, wenn
fiir alle 6 > 0
P{|X,| > ¢} -0 mit n— oco.
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— Blatt 3 —

10. (Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume, 8 Punkte).

i) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dafl in einer Ubungsgruppe von 23
Studenten mindestens zwei Teilnehmer am gleichen Tag Geburtstag haben
(jeder Tag ist gleich wahrscheinlich; keiner ist in einem Schaltjahr geboren).

ii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto “6 aus 49* drei oder vier
Richtige zu haben?

iii) Beim Schafkopfen (32 Karten, 4 Spieler erhalten je 8 Karten) bekommt
der Ausspieler zufillig alle acht Eichel-Karten. Wie grof§ ist die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir? Wie wahrscheinlich ist es dann, dafl jeder andere
Mitspieler einen der iibrigen drei Unter besitzt (und unser Ausspieler mit
einem “Wenz-Tout® steinreich wird)? Andert sich letztere Wahrscheinlich-
keit, wenn man mit “kurzen“ Karten spielt (also 24 Karten insgesamt,
jeder Spieler erhilt 6 Stiick)? Wenn ja, wie?

11. (Minzwurf). Eine Laplace-Miinze (also eine Miinze mit je Wahrscheinlichkeit
% fir “Kopf* und “Zahl“) wird solange geworfen, bis zum ersten Mal “Zahl“
fallt.

i) Zeichne ein entsprechendes Baumdiagramm und beschreibe das Zufalls-
experiment als Wahrscheinlichkeitsraum mit €2 = N. Welche Annahme
beziiglich der Miinzwiirfe steckt in der “natiirlichen“ Wahl des Wahrschein-
lichkeitsmafles?

ii) Schreibe das zum Experiment gehorige Wahrscheinlichkeitsmafl P als ab-
zéhlbare Linearkombination von Diracmaflen, vgl. Satz 2.5.(iv).

iii) Beschreibe die beiden Ereignisse

A := “Man mufl die Miinze mindestens sechsmal werfen.“ und

B := “Man braucht eine ungerade Zahl von Wiirfen.*

als Elemente der gewéhlten o-Algebra und berechne ihre Wahrscheinlich-
keiten.

12. (Zur Mafitheorie). Sei (2;.o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable (also X mefbar). Definiere u := inf X ({2), v := sup X(Q)
(jeweils in R) und betrachte die Verteilungsfunkion

g:R—=R, ¢g(t)=PHweN: X(w)<t})
von P sowie deren kleinste Rechtsinverse

9:R—R, ¢(t)=sup{s€cR:g(s) <t}
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Hierfiir gilt
=—o0 firt <0,
o(t) < € [u,v] fiir 0 <t <1,
=0 fiir ¢t > 1.

Bezeichnet dann noch @ := \|[0; 1] die Einschrénkung des Lebesguemafles auf
das Einheitsintervall, so gilt

PHX <t}) = Q{p < t}).

Jede linksstetige Funktion auf R mit Werten in einem beliebigen metrischen
Raum ist meBbar (beziiglich der Borelschen o-Algebren).

— Blatt 4 —

(Zwei Wiirfel). Zwei Laplace-Wiirfel werden unabhéngig geworfen.

i) Beschreibe das Zufallsexperiment als Wahrscheinlichkeitsraum tiber €2 :=
{1,...,6}* und beschreibe darauf die Zufallsvariablen

X := “geworfene Augenzahl des ersten Wiirfels*,
Y := “geworfene Augenzahl des zweiten Wiirfels“ und
S := “Summe der geworfenen Augenzahlen*.

ii) Zeichne die Verteilungsfunktionen von X und S und bestimme jeweils Er-
wartungswert und Varianz von X und S.

Nach durchzechter Nacht soll ein Student der Wahrscheinlichkeitstheorie n mit
den Zahlen 1 bis n numerierte Ubungsbliitter in einen Ordner sortieren. Fiir
jedes Blatt an der richtigen (also Blatt ¢ an der i-ten) Position im Ordner
erhélt er eine Mark. Leider kann er aber nur noch vollig willkiirlich arbeiten.
Reicht der erwartete Gewinn fiir ein Mensaessen bei n = 4 bzw. n = 1007
Hinweis: Additivitdt des Erwartungswerts.

(GauBmaf} bzw. Normalverteilung).
Seien o € R und o > 0. Betrachte dazu g, 2 : R —]0; 00|,

1 _(t—a)?
e 22

gao () 2ro

Dann nennt man N(«,0?) := g,,2A (also das Ma$ mit Dichte g, 2 beziiglich
des LebesguemaBes \) auf Z(R) das (eindimensionale) Gaufimaf oder die Nor-
malverteilung zum Erwartungswert o und zur Varianz o?. Benutze ohne Beweis,
daB die N(a, o) Wahrscheinlichkeitsmafe sind, also N(a, 0?)(R) = 1 gilt (Vor-
lesung, §6). Zeige nun:
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i) Fiir N(a, o?)-integrierbares f : R — R gilt
/f AN (a, 0?) = /f(at + ) N(0, 1)(dt).

i) [¢N(a,0?)(dt) = a.
i) [(t —a)?’N(a,o?)(dt) = o>

— Blatt 5 —

17. (Deterministische Zufallsvariablen).
Sei (Q; o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

Var X = 0 < X P-f.s. konstant
<= Jz € Rmit Po X' =4, & Fx(R) C {0;1}

(mit der Konvention Var X = oo, falls X ¢ L?(P)).

18. Sei (£2;.o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,),en eine Folge nichtnegati-
ver Zufallsvariablen, die punktweise auf () gegen eine Funktion X konvergiert.
Dann gilt

EX <liminf EX,,

n—oo

aber die Ungleichung kann echt sein (sogar bei bzgl. n konstantem E X,, < oo).

19. (Stetige Verteilung, 8 Punkte).
Ein Spieler wirft einen Dartpfeil an eine 2m hohe Bretterwand. Die Zufallsva-

riable
Y := “Hohe des Treflers iiber dem Boden*

sei auf dem Intervall [0;2] absolutstetig nach dem Lebesguemafl verteilt mit

Dichte
[, x «x
h:[0;2] — Ry, h(x):?)( 1—§—|—§—1>.

i) Wéhle einen dem Experiment angepafiten Wahrscheinlichkeitsraum.

ii) Berechne die Wahrscheinlichkeiten, eine bestimmte Hohe iiber dem Boden
bzw. die untere Halfte der Bretterwand bzw. die obersten 20cm zu treffen.

iii) Berechne EY und VarY'.

iv) Vergleiche die tatséchliche Wahrscheinlichkeit, weiter als 20cm vom FEr-
wartungswert weg zu treffen, mit der durch Chebyshev gegebenen oberen
Abschétzung hierfiir.
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(Korrelationskoeffizienten).

Sei (Q2; &; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y € L?(P) mit Var X > 0,
VarY > 0.

Zeige: Stets ist p(X,Y) € [—1;1] und es gilt

p(X,Y)| =1<= do,f € Rmit Y =aX + § P-fs.

Gib auflerdem ein konkretes Beispiel dafiir, da X und X? unkorreliert sein
kénnen, also p(X, X?) = 0.

— Blatt 6 —

(Stochastische vs. fast sichere Konvergenz).

Gib auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1]; 2([0, 1]); P := A|jo,1)) eine Folge
(X1 )nen von Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} an, die P-stochastisch, aber
nirgends punktweise (also erst recht nicht P-f.s.) gegen 0 konvergiert.

Fiir welche p konvergiert die Folge in LP(P)?

(Poisson-Verteilung).

Sei (; .o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und darauf (X,,),en eine Folge von
Zufallsvariablen derart, dafl X, jeweils 7y ,-verteilt ist. Dann konvergiert X,, —
0 in LP(P) fiir alle p > 1 (insbesondere stochastisch).

Zeige die stochastische Konvergenz auch direkt durch eine fiir alle € > 0 simul-
tane Abschéitzung von P{|X,| > ¢} nach oben.

Hinweis zum ersten Teil: Die Konvergenz von Y, k?/(n*k!) gegen 0 mit n — oo
zeigt man mittels majorierter Konvergenz auf (No; P(Ny); ¢). Die entsprechende
Majorante erhdlt man durch n = 1 und ihre Integrierbarkeit aus einem Konver-
genzkriterium fiir Reihen aus Analysis 1.

(Konvergenz bzgl. absolutstetiger Mafle, 8 Punkte).

Sei (Q; o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und @) ein weiteres Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf .7 mit () < P. Betrachte eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen
auf €2 und eine weitere Zufallsvariable X. Zeige:

i) Konvergiert X,, — X P-f.s., so auch Q-f.s. (1 Punkt).

ii) Konvergiert X,, — X P-stochastisch, so auch @)-stochastisch. Beweise dies:
i) mit Radon-Nikodym und Aufgabe 8 (3 Punkte).
ii) mittels Teilfolgen-Teilfolgen-Satz (2 Punkte).

iii) Gilt @ = hP mit beschrankter Dichte 0 < h < ¢, so folgt aus X,, — X in
LP(P) auch die Konvergenz in L?(Q) (2 Punkte).

Ein Spieler wiirfelt solange (unabhéngig), bis jede der Augenzahlen 1 bis 6
mindestens einmal gefallen ist. Bestimme den Erwartungswert der benotigten
Anzahl von Wiirfen.
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— Blatt 7 —

25. (Konvergenz bei diskreten Verteilungen, 8 Punkte).
Sei (2; .o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und darauf (X,,),en eine Folge von
Zufallsvariablen sowie X eine weitere Zufallsvariable derart, daf alle P o X,
und P o X! auf N konzentriert sind.

i) Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen, ohne den (unbewiesenen) Satz
6.11 zu benutzen:

i) Fiir alle k € N gilt Po X, " {k} — Po X H{k}.

ii) Fx, — Fx punktweise.

)

iii) X,, — X in Verteilung.
)
)

iv) X, — X schwach bzgl. C,(R).

v) X,, — X schwach bzgl. C.(R).

vi) X, — X schwach bzgl. Z(R) = C>(R).

Hinweis: Benutze ohne Beweis: Sind K C U C R mit K kompakt, U offen,
so gibt es f € Z(R) mit f|pe =0, f|lx = 1.

ii) Dagegen fallen auch bei noch so spezieller Wahl des Wahrscheinlichkeits-
raumes die Begriffe der stochastischen Konvergenz und der Konvergenz in
Verteilung nicht zusammen. Zeige dazu:

Auf ({0,1};P({0,1}); 500 + 361) gibt es Folgen von Zufallsvariablen, die in
Verteilung, nicht aber stochastisch konvergieren.

26. Seien X,Y, Z Zufallsvariablen auf (Q;.o/; P).

i) Ist die Relation “stochastisch unabhéngig“ transitiv, d.h.: X, Y unabhén-
gig, Y, Z unabhingig = X, Z unabhéngig?

ii) Sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent oder ist eine der beiden
starker?
i) X,Y,Z unabhéngig.
ii) XY, Z paarweise unabhingig, also jedes der Paare (X,Y), (Y, %),
(X, Z) unabhéngig.

27. In einer Kiste sind n > 2 Kugeln, fortlaufend numeriert mit 1,...,n. Zwei
Kugeln werden nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen.

i) Beschreibe die Nummer der ersten bzw. zweiten gezogenen Kugel als Zu-
fallsvariable X bzw. Y auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum.
Sind X und Y unabhéngig?

ii) Berechne Cov(X,Y) und p(X,Y).
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*28. i) (Komposition erhélt Unabhéngigkeit).
Sei (Q; o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I # 0, sowie X; : (Q, &) —
(Si, ) o-F-meBbar und f; : (S;, %) — (Ri, %;) Si-Z%;i-mefibar fiir alle
1€ 1.
Dann gilt: Ist die Familie (X;);c; unabhéngig, so auch die Familie (f; o
Xi)ier-

ii) Sei f: R — R meBbar und X eine Zufallsvariable auf (§2; «7; P). Genau
dann sind X und f o X unabhéngig, wenn f o X P-f.s. konstant ist.

— Blatt 8 —

29. (Reichhaltigkeit des Wahrscheinlichkeitsraums bei Unabhéngigkeit).
Sei (2; «7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y auf Q Zufallsvariablen mit
Verteilungen

PoX = Zpk&;k und PoY = ZQZ5yz7
k=1 =1

wobei m,n € N, p,, > 0 und ¢; > 0 fiir sémtliche k,[ sowie z; < ... < x,, und
Y1 < ... <y, Dann gilt:
i) Ist |2 =m > n, so gibt es f : R — R mefBbar mit ¥ = f o X.

ii) Sind dagegen X und Y stochastisch unabhingig, so folgt |2] > mn und
|ef| > 2mn,

iii) Will man eine Laplace-Miinze r-mal unabhingig werfen, so ist (modulo
mefbarer Bijektionen) ({0,1}";P({0,1}")) der kleinste MeBraum, auf dem
man das Experiment modellieren kann.

30. (Faltung, 12 Punkte).

i) Das Faltungsprodukt zweier Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R; Z(R)) ist
ein Wahrscheinlichkeitsmafl (1 Punkt).

ii) Seien u, v endliche Mafe auf (R; Z(R)). Dann gilt fiir jedes meBbare f :
R — Ry bzw. jedes f € L'(pu* v)

[ s = [uiao) [vns o) = [viay [a@osao).

Insbesondere gilt uxv(B) = [ u(B—y)v(dy) = [v(B—z)u(dz) fir jedes
B € #A(R) (3 Punkte).
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iii) Seien a,b € R. Berechne d, * 0, und &, * Alg,1). Zeige A|j,1 * Aljp,1] = hA mit

x, 0<x <1,
hr)=¢2—z, 1<x<2,
0, sonst

(5 Punkte).

iv) Als Beispiel sei p := ¢ Z?Zl 0; die Verteilung der Augenzahl eines Laplace-
Wiirfels. Berechne g * po unter Verwendung der Rechenregeln aus Aufgabe
31. Welche Verteilung (vergleiche mit Aufgabe 14) gibt dieses Mafl an? (3
Punkte).

*31. (Kommutativitit, Assoziativitit und o-Distributivitit der Faltung von Maflen).
Seien (fin)nen, endliche MaBe auf (R; Z(R)) mit > un(R) < co. Dann gilt:

1) iy % pig = o * iy
1) g% po * gz = (pn * prg) * i3 = pa * (pg * pu3).

i) g1 * () = (o) * po = ap * p2), @ > 0, und o * (3207, pn) =

— Blatt 9 —

32. Sei (Q;.97; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

i) (Terminale Funktionale).
Sei (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen auf €. Sind folgende Abbil-
dungsvorschriften terminale Funktionale?

1) (Xn)new — 2202, [ Xal.
i) (Xp)nen — 1a mit A:={>" |X,| = oo}
ii) (“Fehlende Richtung® bei Borel-Cantelli).

Gib ein Beispiel fiir (A,)pen C & derart, daB > P(A,) = oo, aber
P(limsup A,,) = 0.

33. Sei (X, )nen eine Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (§2; «; P) mit X; € L'(P).
Bestimme P{|X,| < n fiir fast alle n € N}.

Hinweis: Satz 4.9.

34. Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (§2; «7; P) mit P{X,, = 0} = p > 0 unabhéngig von n.
Berechne P{X, = X, 11 = 0 fiir unendlich viele n}.
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35. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen).
Sei (2; .o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,),en eine Folge unabhéngi-
ger Zufallsvariablen der Verteilung

Po X, = L)t (1= F(m) + 3 f(m)6.

wobei f(n) = —~A— n€N.

nln(n+2)’

Dann geniigt (X,,) dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.
— Blatt 10 —

36. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen).
Sei (X, )nen eine Folge von integrierbaren Zufallsvariablen auf (€2;.o/; P) mit
EX, =0 fir alle n.

i) Geniigt (X,,) dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen (also (S, — ES,,)/n
konvergiert gegen 0 stochastisch), so konvergiert %Xn — 0 stochastisch.

ii) Bilden die X,, eine Orthonormalfolge in L?(P), so geniigt (X,,) dem schwa-
chen Gesetz der grofien Zahlen.

37. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen).
Sei (Q; o7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

i) Sei (X,,)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen auf Q) derart, da§ X,

exponentialverteilt zum Parameter /n ist. Dann gilt

1 n
= in —~0 P-fs.
n =1

ii) Geniigt eine Folge unabhéngiger integrierbarer Zufallsvariablen (X,,)nen
auf Q mit £X, = 0, n € N, dem starken Gesetz der groflen Zahlen
(d.h. (S, — ES,)/n — 0 fast sicher), so gilt fiir jedes € > 0

> 1
ZP{—|Xn| > 5} < 0.
n=1 n

38. (Fouriertransformierte der Normalverteilung).
Seien a € R, o > 0. Dann gilt fiir die Fouriertransformierte von N(a, o?)

2,2

N(a,0?)(z) := /ei”CtN(a,Uz)(dt) = ¢lor= 5

Anleitung: Reduktion auf a = 0, 0 = 1. Zeige dann: N(0,1)" ist die eindeutige
Losung der linearen DGL A/(z) = —xzh(z) mit h(0) = 1.
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*39. Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen auf (Q;.o7; P).

i) Ist Y integrierbar mit EY = 0, so folgt F|X + Y| > E|X|.
ii) Ist X +Y integrierbar, so sind auch X und Y integrierbar.

— Blatt 11 —

40. Sei (X, )nen eine i.i.d.-Folge von L?(P)-Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2; 275 P) mit o := y/Var X; > 0. Dann konvergiert die standar-
disierte Partialsummenfolge

o . 5.~ ES,
n \/EO'

nicht stochastisch.
Hinweis: Der Grenzwert wére fast sicher konstant im Widerspruch zum zentralen
Grenzwertsatz.

41. (Anwendung von Berry-Esséen). Gib mittels des Satzes von Berry-Esséen eine
Néherung der Wahrscheinlichkeit, bei 600 Wiirfen mit einem Laplace-Wiirfel
mindestens 90, aber hochstens 100 Sechsen zu erhalten. Benutze dabei eine Ta-
belle der Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung, z.B. in [9], Seite
240. Gib auch den dabei maximal begangenen Fehler der Abschétzung an.

— Wiederholungsaufgaben zur Klausur —
(freiwillig abzugeben, ohne Bewertung)

42. (Integrieren nach diskreten Mafen).

i) Sei (£2;.97) ein Mefiraum sowie f : @ — C meBbar, x € ) beliebig. Dann
gilt [ fdd, = f(x).
ii) Seien (€2; <) und f wie eben, weiter (x,),en eine Folge in Q sowie (p,)nen

Folge in Ry mit ) _p, = 1. Dann ist p:= Y _Pnds, ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf .« und es gilt, falls f > 0 oder f € L'(p):

/fdu =Y fl@a)pn.

43. In einer Urne liegt eine rote Kugel. Ein Spieler zieht aus der Urne unendlich oft
(und unabhéngig) jeweils eine Kugel mit Zuriicklegen. Nach jedem Zug werden
zusitzlich (zum Zuriicklegen) schwarze Kugeln in die Urne gegeben, und zwar
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i) immer eine schwarze Kugel,

ii) nach dem n-ten Zug jeweils 2n 4+ 1 schwarze Kugeln.

Bestimme in beiden Féllen die Wahrscheinlichkeit von “Der Spieler zieht un-
endlich oft die rote Kugel“.

(Unabhéngige Zufallsvariable zu gegebenen Verteilungen).

Seien py, ..., p, endlich viele Wahrscheinlichkeitsmafie auf Z(R). Dann gibt es
stets einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2; «7; P) und darauf unabhéngige Zufalls-
variable X1, ..., X,, derart, daB Po X, ' = p;, 1 <i < n.



Anhang C. Klausur

Es sind nur fiinf der sechs vorgeschlagenen Aufgaben zu bearbeiten! Bei
Abgabe ist dieses Angabenblatt mit beizufiigen, worauf die nicht
bearbeitete Aufgabe durchgestrichen sein muf3.

Bearbeitungszeitraum: 180 Min.

1. Betrachte den MaBraum (R; Z(R); 1) mit 1 := 26_1 4+ 3|01+ 561 (A bezeichne
das Lebesguema$ auf Z(R)). Zeige:

i) (R; AB(R); ) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum.
ii) Zeichne die Verteilungsfunktion von idg.
iii) Berechne Fidg.
iv) Es gilt 0; < p (in Worten: §; ist absolutstetig nach p), aber nicht p < A.

Losung. 1) Zu zeigen ist nur u(R) = 1, aber pu(R) = 26_1(R) 4+ $|j0,(R) +
IRy =24+5+1=1

ii)

]7, [ S —
§/

—3

“T T t—

i) Fidg = [ zp(de) = ng zd_1(dz) + %fol xdx + %fR xdy(dr) = g(—l) +
ili=o.

iv) Aus p({1}) = g > 0 folgt fiir A € Z(R) mit u(A) =0, daB A c R\ {1},
somit d;(A) = 0. Nach Definition der Absolutstetigkeit von Maflen folgt
0y < pi. £ N st direkte Konsequenz von p({1}) = £ > 0= A({1}).

]

2. Um einen runden Tisch gibt es sechs Plitze mit Platzziffern 1-6. Sechs Giste
A-F ziehen per Los je eine Platzziffer und setzen sich nach dieser Ordnung.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit sitzen die Géste A und B nebeneinander? (Zur
Losung gehort die Angabe des verwendeten Wahrscheinlichkeitsraums!)

117
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Losung. Beispielsweise wihle 2 = Sg die symmetrische Gruppe der Permuta-
tionen einer sechselementigen Menge, #Q = 6!; dazu & = P(Q) und P =
DI s, 0o (identifiziere Permutation o mit Sitzordnung so: A-F = 1-6, o (i) ist
die Platzziffer von Gast i).

Giinstige Félle (A sitzt neben B): Es gibt sechs (gleichwahrscheinliche) Moglich-
keiten, wo A und B nebeneinander sitzen kénnen (der linke der beiden sitzt auf
Platz i, 1 < ¢ < 6) und dann gibt es 2! = 2 Moglichkeiten, wie beide auf
diese Stiihle verteilt sind, und 4! Méglichkeiten, wie die iibrigen Géste auf den
anderen vier Pliatzen sitzen. Somit

. 6-20-4" 1-2-3-4-2-6 2

P{A sitzt neben B} = T TI19 31T &
O
. Sei f: [-1,1] — R gegeben durch f(z) = 1—2?. Dazu betrachte h := i sz e
JZ1 f(z)d=

i) Gib einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2; .¢7; P) und darauf eine Zufallsva-
riable X an, so daf§ X geméaf h)\|[_171} verteilt ist.

ii) Berechne EX und Var X.
iii) Schétze mit Chebychev die Wahrscheinlichkeit P{X ¢ [—0.9,0.9]} ab.

Lésung. f_ll f(z)dor =z — %$3|1_1 — %l‘

i) Kanonische Wahl ist Q@ = [-1,1], & = A([-1,1]), P = hA|j_11] sowie
X - id[—l,l]-
i) EX = [ 231 —2?)dz = 2 !, (z —2%)da = 0 wegen Punktsymmetrie des

Integranden.

Var X = [1 (e = 0231~ a?)de = 4 (5 - )

iii) P{|X — EX[> 0.9} < 557 = 551 = a1 ~ 0.2469.

. Sei (Q; &7; P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und darauf (X,,),ey eine Folge un-

abhéngiger Zufallsvariablen mit Verteilung (p € [0, 1])
i) PoX, = B(1,p),
i) Po X! = B(n,p).

Berechne in beiden Féllen P{X,, = 0 fiir unendlich viele n}. In welchem Fall
kann man auf Unabhéngigkeit verzichten?
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Lésung. Borel-Cantelli-Schlufi: A, := {X,, = 0} = X,/ '({0}). Es ist P(A,) =
(1 —p) im Falle a), P(A,,) = (1 — p)" im Falle b). Hieraus berechnet man

a) ZP(An) = Z(l —p) {< 0 P 1’ sowie

n :(X)’ p<7
< oo, p>0,

b P(A,) = 1—p)"
DICTRES SIEVE S

Folglich ist

P{X,, = 0 fiir unendlich viele n}

0, a) mit p=1, b) mit p > 0,

= P(li A,) =
(limsup 4, {1, a) mit p < 1, b) mit p = 0.

Im Falle p € {0,1} ist das Experiment deterministisch und die X, sowieso
unabhéngig. Im Fall b) mit 0 < p < 1 gilt das Ergebnis auch fiir abhéngige X,.

O

. Seien p, v Wahrscheinlichkeitsmafie auf den Borelmengen A(R) von R derart,
dafl idg € L?(u) N L% (v).
Setze a := [idrdu, §:= [idg dv. Zeige

/ (2 — (o + 8))2 (e # v) (de) = / (2 — a)?u(de) + / (v - B)u(dy).

Hinweis: Entweder man rechnet dies direkt iiber die Definition der Faltung nach,
dann ist es vorteilhaft, beide Seiten auf [ 2?u(dz) —a?+ [ y?*v(dy) — 52 zu ver-
einfachen.

Oder man betrachtet p und v als die jeweilige Verteilung zweier unabhéngiger
() Zufallsvariablen X und Y auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q; o/; P) (welchem?) und iibersetzt die Integrale der Behauptung in wahr-
scheinlichkeitstheoretische Groflen bzgl. der X und Y.

Lésung. 1. Moglichkeit: Linke Seite: [(z—a)?u(dz) = [2* — 20z + o?p(dz) =
[ 2?pu(de)—2a [zp(dz)+a? [ u(dz) = [ 2?p(dzr)—20a+a?l = [2?p(de)—a?.
Analog [(y — B8)*v(dy) = [ y*v(dy) — B

Rechte Seite: [(z— (a+3))*(pxv)(dz) = [((z+y) — (a+ 3))*u(dz) @ v(dy).
Nach Tonelli berechnet man dies zu

[ @) [ v+ = 20+ 5)(w +9) + @+ 5)
= [ ne) [ vldn)a® + 20y +12) =200 +.9) [ niao) [vidn)a+y



120

C. Klausur

(@+5) [ utdo) [ vidy

+
[t (2004 [ vtan)) - 20+ 9) [ u@o)o+6)+ @+ o7
/ 2 +2aﬂ—|—/y2u(dy) —2(a+ B)(a+p) + (a+ [)?

= /:c p(dr) — a? + /y2u(dy) -3

2. Moglichkeit: Q = R? o = B(R?), P = u®v, X = pry, Y = pr, auf Q. Dann
sind X, Y unabhiingig mit Po X 1 =y, PoY ' =v, Po(X+Y) ! =puxv.
Nach dem Transformationslemma gilt: EX = [idgdP o X! = [idgdu = a,
EY — 8.

Weiterhin ist [(z — a)?u(dz) = [(idg —EX)?dPo X' = [(X — EX)*dP =
Var X und véllig analog [(y — 8)*v(dy) = VarY.

Die Behauptung folgt dann mittels [(z— (a+3))*(p*v)(dz) = [(idg —E(X +
V)2 dPo (X +Y) ! = [(X+Y)—E(X +Y))?dP=Var(X +Y) = Var X +
VarY, da X, Y unabhéngig. O]

. Sei auf (2;.97; P) eine ii.d.-Folge (X,)nen von Zufallsvariablen gegeben mit

Po X; ! = m (Poisson-Verteilung zum Parameter 1).
Zeige, daB alle folgenden Gesetze auf die Folge anwendbar sind und formuliere
die resultierenden Aussagen fiir (X,,), dabei sind alle auftauchenden Groéflen
bzgl. der X,, soweit als moglich konkret zu berechnen.

i) Schwaches Gesetz der grofien Zahlen.

) Zweites starkes Gesetz der grofien Zahlen.

iii) Zentraler Grenzwertsatz (de Moivre-Laplace).
)

Satz von Berry-Esséen (die Konvergenz von > k3/k! folgt aus dem Quo-
tientenkriterium, das dritte Moment mufl aber nicht explizit berechnet
werden).

Losung. Aus ii.d. und der Verteilung von X; folgt £X,, = 1, VarX,, = 1,
ES, =n, Var S,, = n, n € N. Somit:

i) SwGgZ: LY [ VarX; = Sn =1 — 0, also sagt das SwGgZ: 521 —
bzw. Sn" — 1 stochastisch.

ii) 2.5tGgZ: X; € LY(P), da E|X | = EX; =1 < 0o (X, f.s. Werte in Np).
Somit % — 1fs.

iii) ZGws: X,, € L*(P), da | X,, — 1]|3 = || X,, — EX,||? = Var X,, = 1 < o0,
also X,, —1 € L*(P), also auch X,,. Gleichzeitig folgt aus Var X,, > 0,
daB X, nicht konstant ist. Folglich nach ZGws: S; = ®22% — N(0,1) in
Verteilung.
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iv) Berry-Esséen: X; € L*(P), da [|XP|dP = 37, o, k’e™!

1 _ 1y oo k3
W= e &<
(Quotientenkriterium). Also gilt sup,cp |Fs: (t) — ®(¢)] <

SE( X1 1)

]



Anhang D. Verwendete Maple-Befehle

Im folgenden werden die Maple-Befehlszeilen wiedergegeben, welche zur Erzeugung
der Abbildungen verwendet wurden. Dies soll keine Einfithrung in die Anwendung
von Maple sein, sondern ist fiir diejenigen gedacht, welche in Maple bereits Erfahrung
besitzen. Die verwendete Version ist Maple V.4.

a) Beispiele von W-Verteilungen:

with(stats):
with(plots):

plot(statevalf [pdf,normald[0,1]], -4..4, view=[-4..4,0..0.6]);
plot(statevalf [cdf ,normald[0,1]], -4..4, view=[-4..4,0..1.1]1);

plot(statevalf [pdf,exponentiall[1,0]], -4..4);
plot(statevalf [cdf,exponentiall[1,0]], -4..5);

plot(statevalf [pdf,cauchy[0,1]1], -4..4);
plot(statevalf[cdf,cauchy[0,1]], -4..4);

plot(statevalf [pdf,uniform[0,2]], -1..3);
plot(statevalf [cdf,uniform[0,2]], -1..3);

histogram([seq(Weight(n-0.5..n+0.5,

statevalf [pf,poisson[3.5]](n)), n=0..15)1);
histogram([seq(Weight(n..n+1,

statevalf [dcdf,poisson[3.5]]1(n)), n=0..15)1);

PLOT(POLYGONS (seq([[n,0], [n,statevalf [pf,poisson[3.5]]1(n)]],n=0..15)),
THICKNESS(3)) ;
PLOT(POLYGONS (seq([[n,statevalf [dcdf,poisson[3.5]](n)],
[n+1,statevalf [dcdf,poisson[3.5]]1(n)]],n=0..15)),
POINTS((seq([n,statevalf [dcdf,poisson[3.5]]1(n)], n=0..15)),
SYMBOL (POINT)) );

histogram([seq(Weight(n-0.5..n+0.5,

statevalf [pf,binomiald[10,0.3]1](n)), n=0..10)1);
histogram([seq(Weight(n..n+1,

statevalf [dcdf,binomiald[10,0.3]](n)), n=0..10)]1);

PLOT (POLYGONS (seq([[n,0], [n,statevalf [pf,binomiald[10,0.3]1](n)]1],
n=0..10)), THICKNESS(3)) ;

122
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PLOT(POLYGONS (seq([[n,statevalf [dcdf,binomiald[10,0.3]1](n)],
[n+1,statevalf [dcdf,binomiald[10,0.3]]1(n)]1],n=0..10)),
POINTS((seq([n,statevalf[dcdf,binomiald[10,0.3]1]1(n)], n=0..10)),
SYMBOL (POINT)) );

plot(statevalf [pdf,chisquare[5]], 0..15);
plot(statevalf [cdf,chisquare[5]], 0..15);

plot(statevalf [pdf,studentst[4]], -5..5);
plot(statevalf [cdf,studentst[4]], -5..5);

b) Normalverteilungen unkorreliert und korreliert:

rho := 0 ;

f1 := sqrt(1-rho~2)/(2*Pi) * exp(-0.5%(x"2-2*rho*xx*y+y~2));

plot3d(f1,x=-2..2,y=-2..2,style=patch,shading=zgreyscale,
orientation=[-68,77], axes=frame) ;

rho := 0.8 ;

f2 := sqrt(1-rho~2)/(2xPi) * exp(-0.5%(x"2-2*rho*x*y+y~2));

plot3d(£f2,x=-2..2,y=-2..2,style=patch,shading=zgreyscale,
orientation=[-68,77], axes=frame) ;

rho := -0.8 ;

£3 := sqrt(1-rho~2)/(2%Pi) * exp(-0.5%(x"2-2*rho*x*y+y~2));

plot3d(£3,x=-2..2,y=-2..2,style=patch,shading=zgreyscale,
orientation=[-68,77], axes=frame) ;

c) Beispiele fiir die Monte-Carlo-Methode:

with (stats):
f :=x -> sqrt(1-x"2) ;

f :=x > 1/1+x) ;

c := evalf(int(£,0..1)) ;
N := 100 :

S := array[1..N]

summe := array[1..N]

S := random[uniform[0,1]]1(N):
summe [1] := £(S[1])
for n from 2 to N do
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summe [n] := ( (n-1)*summe[n-1] + £(S[n]) ) / n :
od :

b := [seq([n,summe[n]], n=1..N)]:
PLOT (FONT (TIMES,ROMAN,9) ,CURVES(b) ,POLYGONS([[0,c],[N,cl]) );

for n from 1 to N do
s =0 :
for j from 1 to n do
s 1= s + evalf(£((j-1/2)/n))
od :
summe[n] :=s / n :
od:

b := [seq([n,summe[n]], n=1..N)]:
PLOT (FONT (TIMES,ROMAN,9) ,CURVES(b) ,POLYGONS([[0,c],[N,cl]) );

m:=1:

n:=6:

w := [41,216,27,272,27,216,41]
summe := 0 :

for i from 0 to m-1 do
h := evalf(1/(840%m))
for j from 0 to n do
summe := summe + evalf(h * w[j+1] * £((j + i*n)/(n*m)) )
od :
od :
summe ; C;

d) Programme zum Zentralen Grenzwertsatz:

with(inttrans): with(stats): with(plots):
for n from 1 to 10 do
a := sqrt(3/n)
f := x -> (sin(a*x)/(a*x))"n :
pl := plot(evalf(invfourier(f(x),x,w)) ,
w=-5..5,style=line,numpoints=1000,thickness=3,color=black):
p2 := plot(statevalf [pdf,normald[0,1]] (w),
w=-5..5,linestyle=2,numpoints=1000,thickness=3,color=black):
print (display ({p1,p2})) ;
od :

p :=0.6: q := 1-p:
for n from 1 to 10 do
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EX := n*p :

VarX := sqrt(n*xp*q):

f := statevalf [pf,binomiald[n,p]]

pl := PLOT(POLYGONS(seq([[(k-1/2-EX)/VarX, 0],
[(k-1/2-EX)/VarX, VarX*f(k)]], k=0..n)),
POLYGONS (seq([[(k+1/2-EX) /VarX, 0],
[(k+1/2-EX)/VarX, VarX*f(k)]], k=0..n)),
POLYGONS (seq([[(k-1/2-EX) /VarX, VarXx*f(k)],
[(k+1/2-EX)/VarX, VarX*f(k)]], k=0..n)), THICKNESS(3)):

p2 := plot(statevalf [pdf,normald[0,1]](w), w=-5..5,
linestyle=2,numpoints=1000,thickness=3,color=black):

print (display({p1,p2}))

od:
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