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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle
Operatoren

1.1 Worum geht’s? Dieser Abschnitt dient der Motivation und untersucht, grofiten-
teils ohne Beweise, den Zusammenhang zwischen maximaler Regularitdt und R-
sektoriellen Operatoren. Maximale Regularitdt hat sich in den letzten Jahren als
wichtiges Hilfsmittel zur Losung nichtlinearer partieller Differentialgleichungen er-
wiesen. Eine dquivalente Beschreibung maximaler Regularitdat verwendet den Begriff
der R-Beschrénktheit, der spéater noch genauer diskutiert wird. Insgesamt wird da-
mit die zeitlich lokale Losbarkeit einer nichtlinearen Gleichung zuriickgefiihrt auf
das genaue Studium der Resolvente des zur linearisierten Gleichung gehorigen Ope-
rators.

a) Linearisierung und maximale Regularitit

1.2 Beispiel. Die Gleichung des mean curvature flow (Gleichung des mittleren
Kriimmungsflusses) beschreibt das zeitliche Verhalten einer Oberfliche und ist ge-
geben durch
i Oiud;u
Oyt — (5 _ #>@04u —0,
¢ Z 1 + ]VUP J (1_1)

ij=1
u(0) = uyo.
Dies ist ein typisches Beispiel einer quasilinearen Gleichung: Hier héingen die Koeffi-

zienten der hochsten auftretenden Ableitung (im Beispiel die zweiten Ableitungen)
noch von der gesuchten Funktion u und ihren Ableitungen ab.

1.3 Bemerkung (Linearisierung). Abstrakt kann man die obige Gleichung in der
Form

Ou+ F(u)u = G(u),
U<O) = Ug
schreiben. Dabei ist F'(u) ein linearer Operator, der selbst noch von u abhéngt, und

G(u) ist im allgemeinen ebenfalls eine nichtlineare Funktion von u. Die Linearisie-
rung besteht nur darin, fiir festes u die Gleichung

O+ F(u)v = G(u),
v(0) = ug

zu betrachten. Als Gleichung in v ist dies eine lineare Gleichung, und man kann
diese Gleichung mit Methoden der linearen Operatortheorie und Halbgruppentheorie
behandeln.
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2 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

Die Idee der maximalen Regularitédt besteht darin, fiir die linearisierte Gleichung
eine ,,optimale“ Regularitdt nachzuweisen. Dies erlaubt es dann, durch eine Iterati-
on die nichtlineare Gleichung zu 16sen. Grob gesprochen, darf man beim Losen der
linearen Gleichung keine Glattheit verlieren, da die Losung beim néchsten Iterati-
onsschritt wieder eingesetzt werden muss. Dieser Zugang erlaubt es, recht allgemeine
quasilineare und auch voll nichtlineare Gleichungen zu l6sen, jedoch ist die Losung
im allgemeinen nur lokal in der Zeit, d.h. es ist mit diesen Methoden schwer, global
existierende Losungen zu finden.

Der Begriff der maximalen Regularitdt hingt ganz wesentlich von den Funktio-
nenrdumen ab, in welchen die Gleichung betrachtet wird. Es gibt zwei wichtige
Klassen von geeigneten Losungsrdumen: Der Raum der Holder-stetigen Funktionen,
und die LP-Sobolevraume. Wir werden uns in dieser Vorlesung ausschlieflich mit
den Sobolevraumen befassen.

Die linearisierte Gleichung hat die Form

ov+Av=f (t>0),

v(0) = up. (1-2)

Im folgenden sei T € (0,00] und J = (0,7"). Falls man von f € LP(J; X) fiir einen
Banachraum X ausgeht, wird man an v die Bedingung
Ow € LP(J; X) und v € LP(J; D(A))

stellen. Aber was ist dann der richtige Raum fiir uy? Es handelt sich hier um einen
Spurraum, da der Wert von v an der Stelle t = 0 gebildet wird.

1.4 Definition und Satz (Spurraum). Sei J = (0,7), 1 < p < oo und A: X D
D(A) — X ein abgeschlossener Operator im Banachraum X . Dann ist

L(A) ={z = u |jmo: u € E:= W"P(J; X) N LP(J; D(A))}
ausgestattet mit ||x||1 (a) := inf{||ullg : v ;o= 2} ein Banachraum und es gilt

D(A) — [,(A) — X.

Man beachte, dass hier die Einbettung X — Y von zwei Banachrdumen eine kano-
nische lineare, injektive und stetige Abbildung bezeichnet (in den meisten Fillen als
Identitét wéhlbar).

Beweis. Die Soboleveinbettung besagt WP(.J; X) — C([0,T]; X ), was die Wohlde-
finiertheit von u(0) € X garantiert. Weiter ist

2l = [0} < sup [lu(®)]| < Cllulls = L(4) — X.
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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren 3

Ist x € D(A), betrachte u(t) = e *x. Dies zeigt
D(A) — I,(A).

Die anderen Aussagen werden hier nicht bewiesen. O

1.5 Bemerkung. Falls A ein abgeschlossener linearer Operator ist, kann der Spur-
raum auch explizit beschrieben werden. Fiir p > 1 gilt

IP(A) = (X, D(A))l—l/p,p

wobei die Notation auf der rechten Seite den reellen Interpolationsraum mit Inter-
polations-Exponent 1 — 1/p und Integrabilitits-Parameter p bezeichnet. Falls X =
LP(R™) und D(A) = W (R") ist (wie das bei Differentialoperatoren A im Ganzraum
eine natiirliche Wahl ist), so folgt

I,(A) = By, ™7 (R).

Hier bezeichnet B5 (R™) den Besovraum der Differenzierbarkeitsordnung s.

1.6 Definition. Sei 7" € (0,00], J = (0,7),1 < p < ocound A : D(A) — X
abgeschlossen. Der Operator A hat maximale (LP-) Regularitat (MR), falls fiir alle
(f,x) € LP(J; X) x I,(A) =: F ein u existiert, das (C'P);,, fast iiberall 16st, und falls
ein C'= C(J) > 0 existiert, so dass fiir alle (f,z) € F die Ungleichung

[l o) + [Aulloerx) < CUFeroix) + 2l ) (1-3)
erfillt ist. Wir schreiben A € M R,(J; X) bzw. (fir J = (0,00)) A € MR,(X).

1.7 Bemerkung. In der obigen Definition wird nur @ € LP(J; X), aber nicht u €
LP(J; X) verlangt. Falls J endlich ist oder 0 € p(A) gilt, so kann ||| Lr(s.x) durch
[ullwy(r.x) ersetzt werden. In diesem Fall hat A genau dann maximale Regularitit,
falls durch

(6t+A

N ) B = W'"(J; X) N LP(J; D(A)) — F = LP(J;: X) x I,(A)

ein Isomorphismus von Banachrdumen gegeben ist. Hierbei steht ~q: u +— u(0) fiir
den Spuroperator.

1.8 Bemerkung. a) Jeder Operator A € M R,(X) erzeugt eine beschrinkte, holo-
morphe Cy-Halbgruppe.

b) Falls A € MR,(X) fiir ein p € [1,00) gilt, so folgt bereits A € M R,(X) fur alle
p € (1,00). Deswegen schreiben wir ab jetzt M R(X) statt MR, (X).

Die beiden Aussagen a) und b) werden hier nicht bewiesen.
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4 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

Wir wollen jetzt noch mal kurz auf den Gedanken der Linearisierung quasilinearer
Gleichungen zuriickkommen. Die nichtlineare Gleichung lautete

Ou+ F(u)u = G(u),
u(0) = up.
Die zugehorige Linearisierung ist gegeben durch
o + F(u)v = G(u),
v(0) = ug

Fiir festes u setzt man nun A := F(u) und f := G(u). In den meisten Fillen hangt
der Spurraum [,(A) nicht von u ab, wovon wir hier ausgehen. Falls die linearisierte
Gleichung maximale Regularitét besitzt, so existiert ein Losungsoperator

Syt LP(J; X) x I,(A) — Wpl(J;X) NLP(J; D(A)), (f,ug) — v
der linearen Gleichung, der selbst noch von der (unbekannten) Losung w abhéngt.

Die nichtlineare Gleichung ist nun genau dann eindeutig 16sbar, falls die Fixpunkt-
gleichung
u = 5u(G(u), uo)

eine Losung besitzt. Wegen maximaler Regularitéit kennt man eine Abschéitzung fiir
den Losungsoperator S,,. Falls auch fiir die rechte Seite G(u) geeignete Abschétzun-
gen gefunden werden konnen, so kann versucht werden, den Banachschen Fixpunkt-
satz anzuwenden. Dazu muss die rechte Seite ®(u) := S, (G(u), up) eine Kontraktion
im geeigneten Losungsraum E definieren. Um die Kontraktionseigenschaft zu errei-
chen, muss iiblicherweise das Zeitintervall J = (0,7) oder die Anfangsdaten ug
klein gew#hlt werden. Bei beliebigen Anfangsdaten erhdlt man (in der Zeit) lokale
Losungen und damit eine maximale Losung, d.h. eine Losung auf dem maximalen
Existenzintervall. Globale Losungen konnen mit dieser Methode iiblicherweise nicht
bewiesen werden.

Die oben skizzierte Methode ist nur recht abstrakt als allgemeiner Satz formulier-
bar, funktioniert aber bei einer ganzen Reihe von nichtlinearen Randwertproblemen.
Beispiele hierfiir sind

e der oben genannte mean-curvature-flow,

e Stefan-Probleme, welche Phaseniiberginge beschreiben (inklusive der Beschrei-
bung des freien Randes zwischen den beiden Aggregatszusténden),

e Cahn-Hilliard-Gleichungen, welche etwa die Grenze zwischen zwei Legierungen
in einem Metall beschreiben,

e die Navier-Stokes-Gleichung, welche das Stromungsverhalten von Fliissigkei-
ten beschreibt, und verwandte Gleichungen, die zur Modellierung z.B. der
Erdatmosphére verwendet werden.
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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren )

b) R-sektorielle Operatoren

Wir erinnern an den Begriff des sektoriellen Operators. Im folgenden sei

y, = {z e C\ {0} : |arg(2)| < gp}.

Mit o(A) bzw. p(A) bezeichnen wir das Spektrum bzw. die Resolventenmenge des
Operators A.

1.9 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heifit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D X, und

sup A — A) | rx) < oo
AES,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heifit

pai=sup{p: p(4) 2%, sup AR = A) oo < oo}
€l

der spektrale Winkel von A.

Sektorielle Operatoren erzeugen holomorphe Halbgruppen, wenn der Sektorwinkel
grofl genug ist. Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

1.10 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v € (0, 3.

(ii) A st sektoriell mit spektralem Winkel o4 >0 + 7.

Nach Bemerkung 1.8 erzeugen Operatoren A € M R(X) holomorphe Halbgruppen,
sind also sektoriell mit spektralem Winkel ¢ > 7. Die Umkehrung gilt jedoch nicht,
d.h. nicht jeder sektorieller Operator besitzt maximale Regularitét!

Vor einigen Jahren wurde eine Charakterisierung der Operatoren in M R(X) gefun-
den. Bevor wir dieses Resultat formulieren kénnen, benotigen wir noch einige Begrif-
fe. Dabei treten einige aus der Analysis bekannte Objekte Banachraum-wertig auf,
so z.B. Z(R"; X), der Schwartz-Raum der schnell fallenden X-wertigen Funktio-
nen, oder .# : ./ (R™; X) — .7 (R™; X), die Fouriertransformation auf diesem Raum.
Definiert man den Raum der X-wertigen temperierten Distributionen durch

S (R"; X) = L(ZL (R, C), X),

so kann die Fouriertransformation zu einem stetigen Isomorphismus .% : .%/(R"; X') —
' (R™; X) fortgesetzt werden. Die zugehorigen Beweise iibertragen sich direkt aus
dem skalaren Fall.
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6 1. Mazimale Regularitit und R-sektorielle Operatoren

1.11 Definition. Sei X ein Banachraum.

a) Die Hilberttransformation H: .(R; X) — .'(R; X)) ist definiert durch

S

Hf =2 'mZf mitm(¢) = |£f|

b) Der Banachraum X ist von Klasse H7, , falls ein p € (1,00) existiert, so dass
die Hilberttransformation H zu einem stetigen linearen Operator H € L(LP(R; X))
fortgesetzt werden kann.

1.12 Bemerkung. a) Man kann zeigen, dass die Eigenschaft von Teil b) der obigen
Definition nicht von der Wahl von p abhéngt, d.h. falls die Bedingung aus b) fiir ein
p € (1,00) erfiillt ist, dann auch fiir alle p € (1, 00).

b) Falls X ein Hilbertraum ist, so ist X von Klasse H7 . Denn der Satz von Plancherel
gilt fiir Hilbertraume, und wegen m € L>(R; L(X)) gilt somit

F'mZF € L(L*(R; X)) mit |F'mZ||p2rx) = Mmoo = 1.

c¢) Falls X von Klasse HT ist und G C R” ein Gebiet ist, so ist auch LP(G; X') von
Klasse H7 . Insbesondere ist die Hilberttransformation stetig in L?(G).

d) Es gibt andere Beschreibungen der Klasse H7 . Insbesondere ist X genau dann
von Klasse H7, falls die Eigenschaft ,X ist UMD-Raum® gilt, wobei UMD fiir

unconditional martingale differences steht.

1.13 Definition. Eine Familie 7 C L(X,Y) heiit R-beschriankt, falls eine Kon-
stante C' > 0 und ein p € [1,00) so existiert, dass fiir alle N € N, T; € 7, z; € X
und alle Folgen (g;),en von unabhéngigen, identisch verteilten {—1, 1}-wertigen und
symmetrischen Zufallsgrofien iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, <7, P) gilt

(1-4)

N
H E e Ty,
=1

In diesem Fall heifit R(7) := inf{C > 0: (1-4) gilt} die R-Schranke von 7.

N
< C’H il .
LP(QY) ; I LP(Q,X)

1.14 Bemerkung. a) Die obige Formulierung bedeutet fiir die einzelnen Zufalls-
groBen P({e; = 1}) = P({e; = —1}) = 1. Da das MaB P o (ey,...,en) " diskret
ist, kann die Unabhéngigkeit durch folgende Bedingung angegeben werden:

P{ei=2,...,exn=25}) =27V <21,...,2N) e {-1,1}", NEN).
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1. Maximale Regularitit und R-sektorielle Operatoren 7

Eine nicht-stochastische Beschreibung der R-Beschrénktheit ist somit gegeben durch
die Ungleichung

1C>0YVNeNVT; €eTVrjeX

N pN\1/p N
( Z HZZJ'TJ:CJ' Y> SC( Z szjxj
j=1 j=1

21,0z N==E1 21,02 N=21

P )1/13. (1-5)

Die stochastische Beschreibung ist dennoch manchmal giinstig; insbesondere kann
man als Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) = ([0, 1], #(|0, 1]), A) wéhlen, wobei die
e; dann durch die Rademacher-Funktionen gegeben sind (siehe unten). Es ist nicht
klar, woher der Namenszusatz ,R* stammt; moglich sind ,,Rademacher®, ,,randomi-
siert*.

Nach diesen Definitionen kénnen wir die Charakterisierung maximaler Regularitét
angeben. Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

1.15 Satz (Weis 2001). Sei X ein Banachraum der Klasse HT, 1 < p < oo,
A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ¢ > 5. Es gilt genau dann
A e MR(X), falls die Menge

{AA =4 e} C LX)
fiir em @ > 5 R-beschrdnkt ist.

In Analogie zum Begriff eines sektoriellen Operators definiert man:

1.16 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heiBt A R-sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D 3, und

R{AMA=—A)T X e} < oo,

Der R-Winkel von A ist in diesem Fall das Supremum aller Winkel, fiir die die obige
R-Schranke endlich ist.

© Robert Denk 30. 7. 2009



8 2. R-Beschrinktheit und Fourier-Multiplikatoren

2. R-Beschrianktheit und Fourier-Multiplikatoren

2.1 Worum geht’s? Nachdem im letzten Kapitel der Zusammenhang zwischen
maximaler Regularitdt und R-Beschrianktheit diskutiert wurde, geht es jetzt um
den Begriff der R-Beschrinktheit selbst. Eine gute Beschreibung verwendet die
Rademacher-Funktionen als konkretes Beispiel fiir den stochastischen Zugang. Ei-
nige wichtige Prinzipien der R-Beschranktheit werden diskutiert, welche es in den
Anwendungen erlauben werden, diese Eigenschaft nachzuweisen.

a) Eigenschaften R-beschrinkter Operatorfamilien

2.2 Definition (Rademacher-Funktionen). Die Rademacher-Funktionen r,: [0, 1] —
{—1,1} sind definiert durch

r,(t) := signsin(2"wt) (t € [0,1]).

Laut Definition ist

() = {1, te(0,3),

—-1, te(3,1).

Die Funktion r» nimmt den Wert 1 auf den Teilintervallen (0, 1) und (1, 3) an. Man
rechnet sofort nach, dass

/1 rn()rm(t)dt = 0pp (n,m € N)

gilt. Aulerdem ist

A{t € [0,1] i rp (t) = 21, ooy 1y, (8) = 20 }) = QLM = H/\({t € [0,1] : 7, (1) = 2;}).

Somit bildet (7,),en eine Folge unabhéngiger gleichverteilter Zufallsgrofen auf dem
Wabhrscheinlichkeitsraum ([0, 1], %([0,1]), \) wie in Definition 1.13. Man kann sich
die Folge (g;); in dieser Definition stets als Rademacher-Funktionen vorstellen, da
die Aussage dieser Definition nur die Wahrschenlichkeitsverteilung der Zufallsgrofien
verwendet. Umgekehrt gelten Aussagen iiber die Rademacher-Funktionen analog fiir
beliebige Folgen von Zufallsgroflen wie in Definition 1.13.

2.3 Definition. Sei X ein Banachraum und 1 < p < co. Dann ist Rad,(X) definiert
als der Banachraum aller Folgen (x,),en C X, fiir welche

)
[aull = | 3
n=1

Lp([0,1];X)

endlich ist.
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2. R-Beschrdanktheit und Fourier-Multiplikatoren 9

2.4 Bemerkung. Da die Rademacher-Funktionen unabhingig sind, kann man ei-
ne Folge (z,,), mit ihrer Summe ) r,x, € L?([0,1]; X') identifizieren. Denn falls
> n Tty = 01in LP([0,1]; X) gilt, so folgt > r,f(x,) = 0 fiir alle f € X'. Nimmt
man nun das L2-Skalarprodukt mit r,, fiir ein festes ng, so erhilt man aufgrund
der Orthogonalitéat f(z,,) = 0 fur alle f € X’ und damit z,, = 0. Die Abbildung
Rad,(X) — LP([0,1]; X), (Zn)n — Yoy 'y ist somit injektiv, und Rad,(X) kann
als Teilraum von LP([0, 1]; X') aufgefasst werden.

2.5 Satz (Ungleichung von Kahane). Die Rdume Rad,(X) sind isomorph fir 1 <
p < 00, d.h. es existieren Konstanten C, > 0 mit

1 oo
L)

)
E Tnﬂfn’
n=1

< TnTn <C
L2([0,1;x) — H ; x)— 7

Lp([0,1]; L2([0,1:X)

Der Beweis dieser Ungleichung ist im skalaren Fall X = C elementar, fiir beliebige
Banachrdume X jedoch recht kompliziert und wird hier weggelassen. Im skalaren
Fall spricht man von der Ungleichung von Khinchine.

2.6 Lemma (Kontraktionsprinzip von Kahane). Sei 1 < p < oo. Dann gilt fir alle
N e N, fir alle z; € X und alle aj,b; € C mit |a;| <|bj|, 7=1,...,N

N
H E :aﬁj%‘
j=1

(2-1)

N

<2H bor, .

Lr([0,1:X) — Z iT3% L7 ([0,1]:X)
7j=1

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir b; = 1 und |a;| < 1 fiir
alle j =1,..., N annehmen. Dies liegt daran, dass mit x,, auch b;z; im Banachraum
X liegt und somit nach dem Ubergang von xj zu bjr; der zu betrachtende Fall
vorliegt. Betrachtet man weiter Rea; und Ima; getrennt, so bleibt also noch fiir
a; € R mit |a;| <1 die Ungleichung

(2-2)

N
IS0
=1

N
< H bjrix;
L2([0,1:X) ~ ; T o,

.....

[—1,1]Y. Wegen a := (ay,...,an)T € [—1,1]" lisst sich a als Konvexkombination
der e® darstellen, d.h. es existieren \, € [0,1] mit

2N 2N
Z AM=1 und a= Z /\ke(k).
k=1 k=1
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10 2. R-Beschranktheit und Fourier-Multiplikatoren

Damit gilt fiir e® = (el¥, ... N7

N
szlajrjxj e(0,1;:x) Z/\kHZ “

j=1

AN
=

LP([0,1];X)

N
L2([0,1];X) H; I

Dabei wird fiir die letzte Gleichheit verwendet, dass {r; : j =1,..., N} und {rjegk)
j=1,...,N} die gleiche gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen. O]

IA
2

k
max H E 7“j€§- ).Tj
1<k<2N

sy L7((0,1):)

2.7 Lemma. a) Falls die Bedingung (1-4) in der Definition 1.13 fir ein p € [1,00)
gilt, so fir alle p € [1,00). Fir die zugehorigen R-Schranken R,(T) gilt

1
2

p

Ro(T) < Ry(T) < C2Ro(T)

mit den Konstanten C), aus Satz 2.5.

b) Eine Menge T C L(X,Y) ist genau dann R-beschrinkt mit Ro(7T) < C, wenn
fiir alle N € N und alle Ty, ..., Ty € T durch

Tntn, n <N,
T n)n ‘= Un)neN, Yn ‘=
((Fadnest) = (e L% "=
ein beschrankter Operator T € L(Rady(X)) mit Norm | T|| < C definiert wird.

Beweis. Teil a) folgt direkt aus der Ungleichung von Kahane, Teil b) ist eine Um-
formulierung der R-Beschrénktheit und eine Anwendung der p-Unabhéngigkeit aus
Teil a). O

2.8 Bemerkung. a) Falls 7 C L(X,Y) R-beschrankt ist, so ist 7 gleichméBig
beschrénkt mit suppes [|T]| < R(7T). Dies folgt direkt aus der Definition der R-
Beschranktheit mit N = 1.

b) Falls X und Y Hilbertraume sind, so ist R-Beschranktheit dquivalent zur gleich-
méBigen Beschrinktheit. Denn in diesem Fall sind auch L*([0, 1]; X) bzw. L*([0,1];Y)
Hilbertriume, und (7,2, )neny € L*([0,1]; X) und (1, Thxn)nen € L2([0,1];Y) sind
orthogonale Folgen. Falls ||T|| < Cr fur alle T € T C L(X,Y) gilt, so folgt

N
H E Ty,
n=1

) N
_ 2
L2001Y) ; HT"T"‘Q:”HB([O,H;Y)
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2. R-Beschranktheit und Fourier-Multiplikatoren 11

N N
= I Twall} <CF llanllk
n=1 n=1
N 2
= O%H Zrnxn
n=1

L2([0,1];X)

2.9 Bemerkung. Seien X,Y,Z Banachrdume und 7,8 C L(X,Y) und U C
L(Y, Z) R-beschréankt. Dann sind auch

T+S8:={T+S5S:TeT,SeS}

und

UT ={UT:Uecl, TeT}
R-beschrankt mit

R{T + S} < R(T) + R(S), RUT) < RIUR(T).

Dennseien S, € S, T,, € 7 und U,, € U firn =1, ..., N. Dann folgt die Behauptung
aus

N
H Z (T 4+ Sp) Ty
n=1

und

N
+ H TnSnln
L1([0,1;Y) ;

N
< TLTTL n
L1([0,1;Y) H ;T v L1([0,1];Y)

H ZrnU T,x,

Ly([01];2) HZ?’RT n

LY([0,1];Y)

2.10 Lemma (Square function estimate). Sei (G, .o, i) ein o-endlicher Mafraum,
X = Li(u), und sei 1 < g < oo. Dann ist T C L(X) genau dann R-beschrinkt,
falls ein M > 0 existiert mit

N 1/2 N 1/2
10iP) gy <M (2 10P) ]
H <; | | La(p) ; | |

fir alle N e N, T,, € T und f,, € LI().

L ()

Beweis. Wir schreiben f ~ g, falls es Konstanten Cy, Cy > 0 gibt mit Cy|f| < |g] <
Cs|f|. Um die R-Beschréanktheit nachzurechnen, kénnen wir nach der Ungleichung
von Kahane die R-Schranke R, betrachten. Man berechnet

H "Il La((o,1);09 (1 / HZT" ) ()

© Robert Denk 30. 7. 2009
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qd,u(w) dt

-[/ \irna)fn(w)
-[[] irn(t)fn(w)’thdﬂ(w)

L[]

q

La(u)

1/2

()

n=1

Dabei wurden der Satz von Fubini und die Khinchine-Ungleichung verwendet. Auf
beide Seiten der Definition der R-Beschréanktheit angewendet, erhalten wir die Be-
hauptung. O]

2.11 Beispiel. Die Familie {7}, : n € Ny} C L(LP(R)), T,,f(:) == f(- —n) von
Translationen ist fiir p € [1,00) \ {2} nicht R-beschrénkt. Denn fiir f, = xo,1) gilt

1/2
|(Z ) ), gy = olirey = N7
n=0 (R)
N-1 y
H(Z |f”|2) = N'2|Ixpll oy = N'2,
p— Lr(R)
und fiir 1 <p < 2 gilt % — oo fiir N — oco. Ahnlich geht der Beweis fiir p > 2.

2.12 Lemma. a) Sei G C R" offen, 1 < p < 00. Zu ¢ € L>(G) definiere my, €
L(LM(G: X)) durch (m,f)(x) := ¢(2)f (x). Dann gilt fir > 0

Ry ({my s ¢ € L¥(@), lpll <7}) <2

b) Seil < p < oo, GCR" offen, T C L(LP(G; X),LP(G;Y)) R-beschrinkt mit
R-Schranke 7. Dann gilt

Ry({maTmy: T €T, o0 € L¥(G),llglle <7, ]l < 5}) < drs.

© Robert Denk 30. 7. 2009



2. R-Beschranktheit und Fourier-Multiplikatoren 13

Beweis. a) Nach dem Satz von Fubini und dem Kontraktionsprinzip gilt

N N
H ;rkm%ﬁc‘ Lr([0,1];LP(G;X) - H ;Tksﬁkfk‘ LP(G;LP([0,1];X)
N
< s
=7 ;rkfk L2 (G2 (0,1)X)
N
T’kf ’
— LP([0,1];LP(G;X)

b) folgt aus a) und Bemerkung 2.9. O

2.13 Satz. Sei T C L(X,Y) R-beschrinkt. Dann sind auch die konvexe Hiille
coT = {Z/\ka neEN, T eT, \e0,1], Y A= 1}
k=1 k=1

und die absolutkonvexe Hiille
aco7 = {Z)\ka neN,T,eT, \, €C, Z|/\k| = 1}
k=1 k=1

und der Abschluss von coT und aco7 in der starken Operatortopologie R-beschrinkt
mit R(coT ) < R(T) und R(acoR’) < 2R(T).

Beweis. a) Seien Ti,...,Tx € co(7). Dann existieren A j;, € [0,1], ji = 1,...,my,
Tk,jk € 7 mit Z;Z’;l )‘k,jk =1 und Tk = Z;’;k:l /\k,jka,jk'

Setze Aij, := 0 fiir jp > my und [ := (j1,...,Jn5), T :==Tky, (k=1,...,N,l € N)
und A i= Agj, ... - Ag iy fiir £ € N Dann ist
Th=Y N (k=1,....N),

leNn

wobei \; € [0,1] und } .. A = 1. Beachte, dass es sich hierbei um endliche Summen
handelt. Wir erhalten

I3 e

SED o p 3

Lp([0,1];Y
peret ([0.11:Y)

DTS,

leNm

Lr([0,1];X)

© Robert Denk 30. 7. 2009
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=R(7T) H ﬁ: TrTg

L2([0.11:X)

Also gilt R(coT) < R(T).

b) Nach dem Kontraktionsprinzip gilt R(7) < 2R(7) fiir
To:={\NT:TeT, \eC, |\ <1}

Wegen co7y = aco7 folgt R(aco7) < 2R(7T) nach a).

c¢) Direkt aus der Definition der R-Beschrianktheit folgt die Absgeschlossenheit unter
der starken Operatortopologie. O

2.14 Korollar. Sei (G, </, ) ein o-endlicher Mafraum und T C L(X,Y) R-
beschrinkt. Sei

N :={N:G— L(X,Y)|N stark messbar mit N(G) C T }.

Zu h € LYG, u) und N € N definiere
Ty = / h(w) N (w)zdu(w) (= € X).
G

Dann st
R{Tnn: Moy <1, N e N} <2R(T).

Beweis. Zu xy,...,oy € X, h € LYG,pu) und N € N definiere die messbare
Abbildung
M:G— XY, Mw):= (N(w)xj)jzl N

Dann existiert eine messbare Partition G = > % | G; und w; € G mit
|N(w)zr — N(w;)zg||ly <e fiir fast allew € G; und alle k =1,..., N.
Setze

S = g (/G h(w)de))N(w]—).

Dann gilt [|Tn pzr — S|y < € fiir alle k =1,..., N. Somit liegt Ty, in der durch

x1,...,xy und € gegebenen Umgebung von S beziiglich der starken Operatortopo-
logie. Wegen S € acoT folgt T N, € aco T°, und die Behauptung ergibt sich aus
Satz 2.13. O]

© Robert Denk 30. 7. 2009
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2.15 Korollar. Sei N: Yo — L(X,Y) holomorph, und N(0%9\{0}) R-beschrinkt
fiir ein 8 < 0'. Dann ist N(39) R-beschrinkt, und fiir jedes 6 < 0 ist {AZN(}) :
A € X, } R-beschrinkt.

Beweis. Durch Betrachten von M(\) := N(A\?/™) kénnen wir § = Z annehmen.
Nach der Poissonschen Formel gilt

, I o ,
N(CY—FZﬁ):;/_OOmN(ZS)dS (Oé>0)
Wegen || W” ir) = 1 folgt die erste Behauptung aus Korollar 2.14.
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

A%N(A) = /620 PN ()dp (A € Zo,)

fiir h()\) == 5= W Wegen sup)ey,, 1Pl L1 (a5,) < oo folgt die zweiten Behauptung

omi (
ebenfalls aus Korollar 2.14. O

2.16 Lemma. Sei G C C offen, K C G kompakt und H: G — L(X,Y") holomorph.
Dann ist H(K) R-beschrinkt.

Beweis. Sei zg € K. Dann existiert ein r > 0 mit

> Z — 20 k
:ZH(@(ZO)% (Iz = 20| <7),

k=0

wobei die Reihe absolut konvergiert und

k
po—ZHH (20 HLXYE<OO

Nach Satz 2.13 folgt R(H (B(zy,7)) < 2po. Durch Uberdeckung von K durch endlich
viele Kugeln erhélt man die Behauptung. O]

2.17 Satz. Sei G C R™ offen und 1 < p < oo. Sei A eine Menge und {ky : X\ € A}
eine Familie von messbaren Kernen ky: G x G — L(X,Y) mit

Ro{ka(z,2') : X € A} < ko(z,2)) (2,2 € Q).

Fiir den zugehorigen skalaren Integraloperatoren
(Kof)(z) = [ ko)) (1 € 1(6)
G

© Robert Denk 30. 7. 2009



16 2. R-Beschranktheit und Fourier-Multiplikatoren
gelte Ko € L(LP(G)). Definiere

(K f)(2) = / k(5 V()2 (f € L(G: X)).
Dann gilt Ky € L(LP(G; X), LP(G;Y)) mit

Ry({Ex : A € A}) < [ Kollniwe@

Beweis. Wir setzen direkt in die Definition der R-Beschranktheit ein und erhalten

N
K\ f
HJZ:;T] AR P

/1HN <t>/k< e a)”

0 ;rj M iy
p 1/p

Bk / at)
TJ >\ fi(2)dz L(GiY)

//H/er k,\zzf]()dz )p

//H/er kAzzf]()dz )p

Definiert man ¢(t, z,2’) := Z] LTk, (2, z’)fj(z’), so ist das Integral {iber ¢ im
letzten Ausdruck gerade || [, (-, z, 2/)dz'||} Lo(j0.1))- Wir verwenden nun die Abschétzung

. /d ! < . ! d
H/GSD( 2, 7)dz Lo ([0,1]) _/GHQO( 22 laropdz

fiir Bochner-Integrale und erhalten unter Verwendung der Voraussetzung der R-
Beschréanktheit

-
()
-
-

N
Ky
”.X_;Tj L] [P—
J_
_ zN: ks (2. () d/pd 1/p
S(/ /H ri(Vkx (2,2 fi(2 z} z>
o Ll &7 7 e o,y
[l | 05 a2]"a=)"
g(// z,zH ri(+) [z z} z)
olla T o)

© Robert Denk 30. 7. 2009
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N
K (H o f( >
H 0 ; i1 ) e (0,1]:x)/ e (@)
N
< Kol zganian|| (|| o rafit )
I%ollzqzray ; O oo e

N
= || K p H iJ j
1ol zr ) ; ifi Lp([0,1];LP(G; X))

]

Wir wissen nach dem Satz von Weis, dass ein sektorieller Operator A genau dann
maximale Regularitit besitzt, falls er R-sektoriell mit R-Winkel grofier als 7 ist. Die
obigen Aussagen iiber R-Beschranktheit erlauben es eine Reihe dazu &dquivalenter
Aussagen zu formulieren.

2.18 Satz. Sei A der Erzeuger einer beschrdankten holomorphen Halbgruppe T.
Dann sind dquivalent:

(i) A ist R-sektoriell mit R-Winkel pr = 5+, 6 > 0.

(i) Es existiert ein n € N so, dass {t"(it — A)™™ : t € R\ {0}} R-beschrinkt ist.
(iii) Die Familie {T, : z € X5} ist R-beschrankt.

(iv) Die Familie {T3,tAT; : t > 0} ist R-beschrdnkt.

Zum Beweis. (i)==-(ii) ist klar.

(ii)==(i). Schreibe
(it — A" = (n—1)i /too(z's — A)"ds

und damit

(it)" (it — A)"H = /00 hi(s)[(is)"(is — A)™"]ds

0

fiir die Funktion hy(s) := (n — 1)t" 's "X00). Es gilt [77 hi(s)ds = 1, und nach
Korollar 2.14 folgt die Aussage (ii) fiir n — 1 anstelle von n. Iterativ erhdlt man,
dass (ii) fiir n = 1 gilt. Verwende nun Korollar 2.15, um die R-Beschrénktheit von
{AA—A)"" : X € X0} zu zeigen. Durch Reihenentwicklung (dhnlich wie beim
Beweis der Analyzitit einer Halbgruppe) kann man zeigen, dass A(A — A)~! sogar

auf einem grofleren Sektor R-beschrankt ist.

(iii)==(i). Dies folgt ebenfalls aus Korollar 2.14 und der Darstellung
A=At = / e MTdt.
0
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18 2. R-Beschranktheit und Fourier-Multiplikatoren

(i)==(iii) folgt analog aus

1
T.=— [ e\ —A)

2mi Jr,

(ili)<=>(iv) kann man unter Verwendung von Korollar 2.15 zeigen. O

b) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Mikhlin

Im folgenden sei stets D := —i(0y,,...,0,). Mit C,C, Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Grofien abhéngt.

2.19 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R™) mit maxi-
malem Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R") : Au € LP(R")}. Offensichtlich
ist D(A) D WZ(R™). Wir wollen zeigen, dass tatséichlich Gleichheit gilt. Sei dazu
u € D(A) und f:=u— Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt

Dou= F e Fu— g g
< e

als Gleichheit in '(R"). Um D%u € LP(R") zu zeigen, muss also F 'm, () F f €
LP(R™) gelten, wobei m, (&) = Die Frage lautet also: Wird durch

504
1+[g[?
ngJ_lma(g)ﬁf
ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Mikhlin, der eine Aussage iiber Fourier-Multiplikatoren trifft.

2.20 Definition (Fourier-Multiplikator). Seien X,Y Banachrdume, 1 < p < oo
und sei m: R" — L(X,Y) eine beschrinkte messbare Funktion. Wegen .Z ! €
L(LYR™; X), L>®(R™;Y)) induziert m eine Abbildung T,,,: . (R"; X) — L>®(R";Y)
durch

Tnf =F 'mZf (f e SR"X)).

Die Funktion m heif3t Fourier-Multiplikator, falls

| T fllzr@nyy < Cllfllr@nx)  (f € L (R" X)),

d.h. falls 7}, eindeutig zu einem stetigen Operator T, € L(LP(R™; X), LP(R™;Y))
fortgesetzt werden kann. Die Funktion m heifit in diesem Fall das Symbol des Ope-
rators M. Wir schreiben op(m) := Zm.%# ! und symb(M) := m.

Wir betrachten zunichst den skalaren Fall X =Y = C.

© Robert Denk 30. 7. 2009
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2.21 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann
op(m) € L(L*(R")), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L*(R"™)
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn m € L*(R") gilt. Denn falls m € L*(R"), so
folgt [[mgl|L2mn) < [|m|Loe®n)|| 9]l 22(rn)- Falls andererseits m ¢ L*(R™), so existiert
eine Folge messbarer Mengen (A )reny und (¢x)ren, 0 < ¢ — 00, mit 0 < A(Ag) < 00
und |m| > ¢; auf A,,. Fiir g, := x4, gilt dann g; € L?(R") und

gl = [ Im(€)au(€)Pae 2 EAAG) = ol
d.h. op(m) ist kein beschriinkter Operator in L?(R").

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwéndig. Hier bezeichnet [%] die grote ganze
Zahl kleiner gleich 5. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

2.22 Satz (Mikhlin). Sei 1 < p < oo und m: R"\ {0} — C eine Funktion. Falls
eine der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY(R™\ {0}) und
€7D m(©)] < Car - (& € R\ {0}, |8] < [3] +1),
(ii) m e C™"(R™\ {0}) und
€°DPm()] < Cu (€ € R*\ {0}, 3 € {0,1}")
mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mat
| op(m)|| L(Lrmny) < c(n,p)Chr,

wobei die Konstante c¢(n,p) nur von n und p abhdngt.

2.23 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird haufig als die Mikhlin-
Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wahrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zuriickgeht.

b) Sei die Funktion m: R"\ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte

m(r§) = p'm(€) (€ € R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R" \ {0}), so ist D’m(&) homogen in ¢ vom Grad d — |3 fiir alle
Bl < k.

Denn z.B. fiir 5= (1,0,...,0) gilt

h —
(Feym) (p€) = lim Mgt + e;L) i) _ lim p P
o
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= pd_laflm(f)'
Fiir beliebige 3 folgt die Aussage dann iterativ.

c) Sei m € CIE+Y(R™ \ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Mikhlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := |¢]'Dgm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil a). Damit folgt

mal)] = [ma ()] < maxims(m)l <0 (€ B\ {0})

In|=1

Als erste Anwendung des Satzes von Mikhlin wird die Frage aus Bemerkung 2.19
beantwortet.

2.24 Korollar. Seil < p < co. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = WZ(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 2.19 die Funktion m,(§) := % fir |of < 2.

Sei f € N2 Fiir €] < 1 ist DPm, als stetige Funktion beschrinkt, fiir |¢] > 1
koénnen wir bei Berechnung von DPm,, den Nenner 1 + [£|? durch [£|? abschétzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|3|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrénkt ist. Somit erfiillt m,, die Mikhlin-Bedingung. O]

Wiéhrend der Satz von Mikhlin fiir den skalaren Fall hinreichende Kriterien fiir
Fourier-Multiplikatoren angibt, ist fiir allgemeine Banachraume X, Y keines der bei-
den Kriterien hinreichend. Falls X und Y von Klasse H7 sind, so gilt jedoch das
Analogon des Mikhlinschen Satzes, wenn man die Normbeschréanktheit durch die
R-Beschrianktheit ersetzt, wie der folgende Satz zeigt. Die Aussage dieses Satzes
mit n = 1 ist auch die wesentliche Beweiszutat des Satzes von Weis iiber maximale
Regularitét.

2.25 Satz. Seien X,Y Banachrdume von Klasse HT, und sei 1 < p < oco. Sei
m € C"(R™\ {0}; L(X,Y)) mit

R({mla\mm(g) £ e R\ {0}, a e {0, 1}”}) —: k < 0o,
Dann ist m ein vektorwertiger Fourier-Multiplikator mait
T 2(zr@®nx), Lo @esyy) < CK,
wobei die Konstante C' nur von n,p, X und Y abhdngt.
Der Beweis dieses Satzes findet sich etwa in [10] oder [0].

Man beachte, dass in diesem Satz die R-Beschranktheit gefordert wird, um die
Norm-Beschrénktheit der zugehorigen Fourier-Multiplikatoren zu erhalten. Um so-
gar R-Beschrianktheit zu erhalten (und damit eine Art Iteration méglich zu machen),
braucht man noch eine weitere Eigenschaft der Banachrdume X und Y.
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2.26 Definition. Ein Banachraum X hat die Eigenschaft («) (englisch: , property
(a)%), falls eine Konstante C' > 0 so existiert, dass fiir alle N € N, a;; € C, || <1

und alle z;; € X gilt:
1 pl
dudv < C/ /
X o Jo

1,1

/]
D.h. das Kontraktionsprinzip gilt sogar fiir Doppelsequenzen (rirj)%zl. Hierbei sind
r; wieder die Rademacher-Funktionen.

N
> rilw)rs(w)ogy;
ij=1

Z ri(u)ri(v)zi

dudv.
X

2.27 Bemerkung. a) Die Eigenschaft («) ist unabhéngig von der Eigenschaft, dass
X von Klasse H7T ist.

b) Falls X = LP(G, ) mit einem o-finiten Maf§ u, so hat X die Eigenschaft («),
wie man leicht mit Hilfe des Satzes von Fubini sieht. Falls X ein abgeschlossener
Unterraum von LP(G, p) ist, gilt Eigenschaft («) ebenfalls. Somit haben insbesondere
Sobolev- und Besovraume die Eigenschaft ().

c¢) Falls X die Eigenschaft () hat und Y = L?(G, p; X) fiir ein o-finites Maf p ist,
so hat auch Y die Eigenschaft («). Auch dies folgt schnell mit dem Satz von Fubini.

Fiir Riume mit Eigenschaft («) von Klasse H7 gilt folgende Verscharfung des vek-
torwertigen Satzes von Mikhlin.

2.28 Satz. Seien X,Y Banachrdiume von Klasse HT mit Eigenschaft («). Sei T C
L(X,Y) R-beschrinkt. Betrachte die Menge

M = {m e O"(R"\ {0}: L(X,Y)) : €2D°m(€) € T (€ € R"\ {0}, a € {0, 1}n}.

Dann ist {T,,, - m € M} C L(LP(R™; X), LP(R™Y)) R-beschrinkt mit R,({T,, :
m e M}) < CR,(T), wobei die Konstante C' nur von p,m, X und Y abhdngt.

Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [10].

2.29 Korollar. Sei {m) : A € A} eine Familie von matrizenwertigen Funktionen
my € C(R"\ {0}; CM*N) mit

1E°D*mp(&)|cvxy < Cp (£ € R"\ {0}, a € {0,1}", A € A).

Dann ist {T,,, : A\ € A} C L(LP(R™; CN)) R-beschrinkt mit Schranke C - Cy, wobei
C nur von p und N abhdingt.

Beweis. Der Raum X = C¥ ist von Klasse H7 und besitzt die Eigenschaft («).
Offensichtlich &ndert sich die Eigenschaft der R-Beschréanktheit nicht, wenn man
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auf X zu einer dquivalenten Norm iibergeht, d.h. wir kénnen die euklidische Norm
auf X wahlen. Nach Voraussetzung ist

{€°Dgmy(€) - € e R"\ {0}, o € {0,1}", A e A} C L(X)

normbeschriankt und damit, da X Hilbertraum ist, auch R-beschrinkt. Man wéhlt
in Satz 2.28 7 := {A € CV*N . |A] < Cp} und erhilt die R-Beschriinktheit von
{Tm, : A € A} C L(LP(R™;CN)). O
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3. Parameterelliptische Randwertprobleme

3.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits dquivalente Kriterien dafiir, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehorigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschétzung (a priori-Abschétzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt werden,
wie man dies fiir eine grofe Klasse von Differentialoperatoren im R™ oder in Gebieten
nachweisen kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische
Operatoren.

Der ,,Konigsweg®, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,
liegt in der Fouriertransformation. Wihrend in L? der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in LP den Satz von Mikhlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

Wihrend im Ganzraumfall die Sektorialitdt und auch die R-Sektorialitéit direkt aus
dem Satz von Plancherel bzw. Mikhlin folgt, muss in Gebieten noch eine Bedingung
an die Randoperatoren gestellt werden, die Lopatinskii-Shapiro-Bedingung.

a) Parameterelliptische Differentialoperatoren
Im folgenden sei G C R™ ein Gebiet.

3.2 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m € N
und A = A(z, D) = ), <;n @a(z)D® ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten a,: G — C.

a) Der Operator Ag(z, D) := 3, _,, da(z)D* heiit der Hauptteil des Operators
Az, D).

b) Die Abbildung a: G xR" — C, a(z,§) := 3, <, ta(®)E* heiBt das Symbol von
A(z, D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol ag := symb(Ay)
heiBt das Hauptsymbol von A(z, D).

¢) Der Operator A heift elliptisch in G, falls
ag(z,6) 0 (z €@, £ eR"\{0}).

Analog definiert man elliptisch in einer Menge M C G, z.B. elliptisch an der Stelle
z€q.

d) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heifit der Operator
A(z, D) parameterelliptisch im Sektor .2, falls

ao(z,§) —A#0 (v €G, (§X) € (R" x Z)\ {(0,0)}).
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24 3. Parameterelliptische Randwertprobleme

e) Der Operator 0, — A(x, D) heiit parabolisch, falls A(z, D) — A parameterelliptisch
im Sektor Y /o ist.

3.23 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := 0,, + i0,, ist elliptisch in

R=.

b) Der Laplace-Operator A := A ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,

der den negativen Halbstrahl (—oo,0) nicht enthélt, und insbesondere parabolisch.

c) Der Operator A(x, D) := 0,, +10,, + (ixy — T2)0,, ist nicht elliptisch in R, denn
ag(x,&) = i€y — & + i(ixy — 29)& =0 fir € = (zg, —21, 1).

Fiir diesen Operator existieren C'°°-Funktionen f, fiir welche Au = f nicht einmal

in 2'(R3?) losbar ist.

Seien G, G CR*und ®: G — G eine Bijektion. Zu einer Funktion u: G — C heifit
die Funktion ®*u :=u o ®: G — C der pullback von wu.

3.4 Satz. Seien G, G C R™ Gebiete und : G — G ein C™-Diffeomorphismus. Sei
A ein linearer Differentialoperator auf G der Ordnung m. Definiere den pullback von
A durch B := ®*A := A(- 0o ®7') o ®. Dann ist B linearer Differentialoperator der
Ordnung m auf G, und fir die Hauptsymbole gilt

bo(w,&) = ao(®(x), [2'(x)] 7€) (z € G, €R").

Dabei ist ' die Jacobimatriz von ® und [-]7 := ([[]71)!, wobei (-)! die transponierte
Matriz bezeichnet. Insbesondere ist ®* A elliptisch in G, wenn A elliptisch in G ist.

Beweis. (i) Sei zunéchst (Au)(y) = (D
{1,...,n}. Es gilt

T Dlmu)(y) mit Dj = —20] und il, ce ,im S

n

ail (U o q)_l)(y> - Z(ajlv>(q)_l<y))Mj1i1 (y)a

ji=1

n = (®71)(y). Somit erhilt man mit der Produktregel

.....

[ai2ail (U © q)il)(y> = Z Z(ahajlv)(q)il(y))Mjﬂé (y)Mj1i1 (y)

Jje=171=1

+ Z (ajlv)(@_l (y))am Mj1i1 (y)

Ji=1

Die letzte Summe ist ein Operator der Ordnung 1 bzgl. v. Iterativ folgt

Oy -0y (V0 @7)(y) = Y @ 0,07 W) My (9) - Mi, (y) + R,
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3. Parameterelliptische Randwertprobleme 25

wobei R ein linearer Differentialoperator der Ordnung nicht gréfler als m — 1 ist.
Der Hauptteil des Operators B ist also gegeben durch

n

(Bov)(z) = Y O 05,0 (@) My (8(2)) - My, (B(2)).

NARTEY) Jm=1
Das Hauptsymbol von A ist ag(y,n) = n;, - - -+ - m;,,, das Hauptsymbol von B ist
bo(x, &)= > &G &M (R(2)) - My (@(2) = [ s

J1yeesjm=1 k=1

mit .
Nip = Z gjijkik (@(I)),
Jr=1

d.h.

' =EM(P(x) = (@) ((x)) = £(¥'(x)) "
Somit gilt

bo(x, &) = ao(®(2), (P'(x))7") (v €G.EER).

(i) Sei nun A allgemeiner linearer Differentialoperator der Ordnung m auf G. Schrei-
be Ag in der Form

n

(Aou)(y) = ‘ Z Uiy iy (Y) (D -+ Dy u) (y).

Nach Teil (i) ist B linearer Differentialoperator mit Hauptsymbol

n

bo(x,€) = Z i (D)), - i = 0(P(2),7) = ap(®(2), (P'(2)) ')

]

3.5 Definition. Sei n > 2 und A(z, D) ein elliptischer Differentialoperator in G.
Dann heifit A(z, D) proper elliptisch in G, falls das Polynom P := ag(z,¢’,-) fiir
jedes z € G und jedes & € R"! genauso viele Nullstellen in der oberen komplexen
Halbebene H; := {z € C : Imz > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene
H_:={z € C:Imz < 0} besitzt.

3.6 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Nullstelle
besitzt, da A(x, D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in €. Falls A elliptisch ist, enthélt ag(z, &) einen Term der Form a(x)£", denn sonst
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wére ag(z,&) = 0 fiir & = (&1,...,&,-1) = 0 und &, = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A proper elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls a, fiir |a| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(z, D) elliptisch ist, so
ist A auch proper elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

3.7 Satz. Sei A(xz, D) elliptisch in G und n > 3. Dann ist A proper elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.

Beweis. Sei x € G und & € R"!'\ {0}. Wegen n > 3 existiert ein stetiger Weg
v:[0,1] — R\ {0} mit v(0) = & und v(1) = —¢&. Sei n,(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Imz > 0 des Polynoms p; := Ag(z, (y(t),-)). Dann ist n(t) un-
abhéngig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhéngt, gébe es sonst ein ¢ € (0, 1), fiir welches p; eine reelle Nullstelle besitzt, was
wegen Y(t) # 0 einen Widerspruch zur Elliptizitit darstellt.

Daher gilt ny(0) = n4 (1), d.h. die Polynome ag(z,&’,-) und ag(z, —¢',-) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in H, = {z € C: Imz > 0}. Wegen

ag(xr, =&, 2) = (—=1)"aop(z, &', —2)

ist aber n, (1) auch die Anzahl der Nullstellen von ag(z,¢’,-) in H. = —H,, d.h. A
ist proper elliptisch. O

3.8 Definition. Sei A = A(x, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in G. Dann heiBt A gleichméBig elliptisch in G, falls

lao(z,8)] = Clg|™  ((=,€) € G x R"),
und gleichméBig in G parameterelliptisch in einem Sektor .2, falls
lao(,&) = Al = C(IE"" + 1A (z € G, (6, A) € (R” x £)\ {0}).
Der Operator A heifit gleichmiBig stark elliptisch in G, falls
Reag(z,€) > ClEI™  ((z,€) € G x R™).

3.9 Lemma. Sei G beschrinkt und A = A(z,D) = 3, <o, ta(z)D* mit aq €
C(G). Falls A elliptisch in G ist, so ist A dort auch gleichmifig elliptisch.

Beweis. Fiir € € R*\ {0} und = € G gilt

ol €)1 = I oo (2. 57) | = Mlel™
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wobei M := min{|ag(x, )| : (z,€) € G x S™71} > 0. Hier wurde verwendet, dass
ao(z,€) als stetige Funktion auf der kompakten Menge G x S™~! ihr Minimum
annimmt. [

3.10 Definition. Sei A(x, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m und
sei 1 < p < o0.

a) Sei . C C ein geschlossener Sektor und s € [0,m]. Dann definiert man die
parameterabhéngigen Normen || - ||5,.¢ durch

lullspc = lullws@ + N7 ulloe (A €L, ue WIHG)).

b) Die LP-Realisierung A, des Differentialoperators A(z, D) ist gegeben durch D(A,) :
WiH(G) und Ayu = A(z, D)u  (u € D(Ay)).

3.11 Satz (Modellproblem fiir parameterelliptische Operatoren). Seien a, € C fiir
la| = 2m und A(D) = 3, —a, @D parameterelliptisch im Sektor £ = 3, mit
¢ € [0, 7. Dann gilt fir die LP-Realisierung A, die Inklusion p(A,) D Z \ {0}. Zu
jedem Ng > 0 existiert ein Cy, > 0 mit

lullzmprn < Croll(A = Ap) flloony  (u € W™ (R™), A€ Z, [A] > Ao).

Weiter ist die Menge B

D= 4) A e 5,0 {0
R-beschrdnkt. Falls ¢ > 7, so besitzt A(D) mazimale L-Regularitit fir alle ¢ €
(1,00).

Beweis. Da A(D) parameterelliptisch ist, ist fir A € %, \ {0} und ¢ € R" das
Symbol (A — ag(€))~! definiert. Wir zeigen, dass die Familie {m, : A € C, \ {0}}
mit 7, (£) := A\ — ao(§)) ™! die Voraussetzung von Korollar 2.29 erfiillt.

Da fiir r > 0 gilt 72™A — ag(r) = r*™(X — ag(§)), ist die Abbildung (£, \) — (A —
ao(€)) quasihomogen in (£, A\) vom Grad 0. Damit gilt dasselbe fiir die Abbildung
(£, 0) = A\ — ap(€))~!. Nach Bemerkung 2.23 erfiillt m, die Mikhlin-Bedingung,
und nach Korollar 2.29 folgt die R-Beschrinktheit von {7,,, : A € C, \ {0}} C
L(LP(R™)). Wegen T, (A — Ay) = idpzm@ny und (A = Ap)T,,, = idpen ist
Tny = M(A—A4,)71. Nach Satz 2.18 ist A, R-sektoriell mit Winkel gréBer als I, und
nach Satz 1.15 besitzt A, maximale L9-Regularitét fiir alle ¢ € (1,00). Dies zeigt
alle Behauptungen des Satzes bis auf die Resolventenabschétzung.

Sei f € LP(R") und u = (A, — A\)~'f € W™(R"). Mit demselben Homogenittsar-
gument sieht man, dass fiir festes |o| < 2m die Familie

)\(Qm—|a\)/(2m)5a
A —ag(§)

m@ =
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die Voraussetzungen des Satzes von Mikhlin erfiillt. Daher ist

(A DI Dol o gy < Call flloe)- (3-1)

Sei Ag > 0. Dann folgt aus (3-1) fiir A € S, [A| > X, die Abschiitzung

lullzm prn = llullwzm @y + (Al 2on)
<O( 3 1D uluren) + Al
la|<2m

< Comin{1, 00} " (30 Co) I ey

|a|<2m

< Ol fllzr@ny-

]

3.12 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Quasihomogenitit von m(§) ver-
wendet. Dabei heifit eine Funktion ¢ = ¢(£, A) quasi-homogen vom Grad d € R in
(&, N), falls ein 7 > 0 existiert mit

e(p€, p"A) = plo(&,A) ((&,N) #0, p>0).

Die Zahl r heifit das relative Gewicht von A bzgl. £. In obigem Beweis hat A\ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund fiir das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Warmeleitungsgleichung 0; — A die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen.

3.13 Korollar. Falls in der Situation von Satz 3.11 der Operator A(D) parabolisch
ist, so besitzt die LP-Realisierung A, mazimale L?-Regularitit und erzeugt insbeson-
dere eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe.

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in 3, /2, d.h.es gilt ag(§)—
A # 0 fiir alle (£, 1) € R"x X, 2\ {0}. Wegen ag(p€) = p*™ao(€) ist der Wertebereich
R(ag) := {ap(§) : £ € R} ein Kegel, und da {ao(§) : [¢| = 1} kompakt ist, ist dieser
Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {« € [0,27) : €' &
R(ag)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [—7/2,7/2] C W, und somit existiert ein
e > 0mit [-7/2—¢,7/24¢] C W. Fiir alle A € C\{0} mit arg \ € [—7/2—¢,7/2+¢]
folgt damit A\ € R(ag), d.h. ap(§) —A#0 (£ € R™).

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor ¥ J2+e ist. Damit
folgt die Behauptung aus Satz 3.11. [
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3.14 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel a € [0,27) offen ist, fir welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizitét
auf dem Halbstrahl {pe™ : p > 0} erfiillt.

b) Die Bedingung von Lopatinskii-Shapiro

Sei G C R” ein beschranktes Gebiet mit C?™ 5'-Rand. Wir betrachten nun ein
Randwertproblem der Form

(A(z, D) = Nu=f inG,

3-2
Bj(z,D)u=g¢; (j=1,...,m) auf0dG. (3-2)

Hierbei sind A(z, D) = >_, <o, @a() D%, Bj(z,D) = ngmj bis(x)DP (j =
1,...,m) mit m; < 2m. Die Bezeichnung -, steht hier fiir die sogenannte Spurab-
bildung u +— u|sg, welche zunédchst fiir C*°-Funktionen definiert ist, sich aber zu
einem stetigen linearen Operator

Yo: WHG) — WFP(0G) .= BE VP (0G)

fir £ = 1,...,2m fortsetzen ldsst. Dabei steht B;,fp_ e (0G) fur den Besovraum der
Ordnung k — 1/p auf dem Rand OG. Die rechten Seiten von (3-2) sind gegeben und
aus den folgenden Sobolevraumen:

f € L7(G), g € W2 VP(aG) (j = 1, m).

Zur Losung von (3-2) wird folgende Strategie verwendet:

(i) Reduktion auf den Fall f = 0: Falls A parameterelliptisch in einem Sektor
2 C C ist, so existiert fiir A € Z, |A| groB, eine Losung u; von

(A(z,D) — Nu; = f in R",

~ Jf ingG,
f'_{o in R"\ G.

wobei

Fiir die Losung vy gilt uy € W2™(R") und [Jus[lzmprr < C|| f|lLr(c). Man sucht nun
eine Losung us € ng(G) des Randwertproblems

(A(z,D) — Nug =0 in G,

3-3
Bj(z,D)us = g; — Bj(z,D)uy (j=1,...,m) auf 0G. (3-3)

Dann ist u; + us eine Losung von (3-2). Somit kénnen wir f = 0 annehmen.
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(ii) Einfrieren der Koeffizienten: Fixiere o € OG und wéhle ein zu z gehoriges Ko-
ordinatensystem. Dies ist ein Koordinatensystem, beziiglich welchem xy = 0 gilt und
fiir welches die positive x,-Richtung in Richtung der inneren Normale an x, zeigt,
und das aus dem urspriinglichen Koordinatensystem durch Drehung und Verschie-
bung hervorgeht. In diesem Koordinatensystem sind =’ = (z1, ..., x,_1) tangentiale
Richtungen. Man ersetzt die Operatoren durch ihren Hauptteil und erhélt das sog.
Modellproblem im Halbraum R” := {z € R" : z,, > 0}:

(A()(ZL‘(), D) — )\)U =0 in RZ_, (3 4)

Bjo(vro,D)u=g; (j=1,...,m) auf R*'=0R".
(iii) Partielle Fouriertransformation: Sei Z#': ' (R"™1) — &'(R" ') die Fourier-
transformation 2’ — £'“. Angewendet auf (3-4) erhilt man

(aog(xo, &', Dy) — Nv(z,) =0 (2, > 0),
bjo(wo, &', Dp)o(xn)|, o= (F'g)(€) (G =1,...,m).

Hier ist v(z,) = (F'u)(&,x,). Die Losung u erhélt man dann durch partielle
Fourier-Riicktransformation (.#')~!. Man beachte, dass (3-5) eine gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung ist. Somit hat man das urspriingliche Randwertproblem im Kern
zuriickgefiihrt auf die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung der Ordnung
2m mit m Anfangsbedingungen.

(3-5)

Die Loésungen von
(0/0(&30,5/, Dn) - )\)U(an) =0 (Q?n > O)

sind gegeben durch Funktionen der Form ce™ mit ¢ € C, wobei 7 die alge-
braische Gleichung ag(xg,&’,7) — A = 0 erfiillt (mit entsprechenden Modifikatio-
nen bei mehrfachen Nullstellen). Falls Im7 > 0, so ist Reitr < 0 und es gilt
v(x,) — 0 (z, — o0), d.h. die Losung ist (asymptotisch) stabil. Falls Im7 < 0,
so folgt analog Reir > 0, und es gilt |v(x,)| — o0 (x, — 00). Da wir insgesamt
(mindestens) an LP-Losungen interessiert sind, diirfen wir nur die stabilen Losungen
betrachten.

3.15 Definition. a) Das Randwertproblem (3-2) heifit parameterelliptisch in einem
Sektor . C C, falls A(z, D) in diesem Sektor parameterelliptisch ist und folgende
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung erfiillt ist:

(LS) Sei xy € OG. Schreibe das Randwertproblem (3-2) und zu xy gehorigen Koor-
dinaten. Dann hat die gewohnliche Differentialgleichung

(Ao(wo,&, Dp) = Mv(w,) =0 (2, > 0),
BjO(CBOa 5/7 Dn)v(xn)lxnzo = 0 (] = L cee 7m)’ (3_6)

v(x,) =0 (z, — )
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nur die triviale Lésung fiir alle (¢, \) € (R"™! x £) \ {0}.

b) Das Randwertproblem (A(z, D), Bi(z,D),...,By(z, D)) heiit elliptisch, falls
A(z, D) elliptisch ist und die Lopatinskii-Shapiro-Bedingung fiir A = 0 erfiillt ist.

¢) Das Randwertproblem (A(z, D), By(z, D), ..., By(z, D)) heifit parabolisch, falls
es parameterelliptisch in der komplexen Halbebene C, = {z € C: Rez > 0} ist.

3.16 Lemma. Sei A(z, D) elliptisch von Ordnung 2m. Fir ein xq € 0G gelte die
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung. Sei # der 2m-dimensionale Lisungsraum von

ao(zo, &' Dy)v(z,) =0 (x, > 0),

und sei M+ der Unterraum der stabilen bzw. instabilen Losungen. Dann gilt dim A4, =
m, und A(x, D) ist proper elliptisch. Analog gilt dies, falls A(x, D) parameterellip-
tisch ist.

Beweis. Sei & € R"1'\ {0} und P := ag(zo,&,-). Wir schreiben .4 = .#(¢'). Da P
keine reelle Nullstelle besitzt, gilt #Z(¢') = A (&) & A_(¢'), und dim A, (£') ist
die Anzahl der Nullstellen von P in C..

Nach (LS) ist die lineare Abbildung
%-l— - Cma V= bj0($07£/a Dn)v(xn)‘

xn=0

injektiv, d.h. es gilt dim.Z, (') < m. Wegen ag(xo,&,7) = ao(zo, —§', —7) gilt
M_(E) = M (=E), und (LS) liefert dim M, (—¢') < m. Damit

2m = dim A (') + dim #Z_(§) < m+m = 2m,

und A ist proper elliptisch. ]

3.17 Korollar. Sei A(x, D) parameterelliptisch in einem Sektor £ C C. Die fol-
genden Bedingungen sind jeweils dquivalent zur Lopatinskii-Shapiro-Bedingunyg.

(i) Fiir alle o € 0G, alle (£',)) € (R"! x £)\ {0} und alle hy, ..., h,, € C besitzt

(GO(x()ag,a Dn) - )‘)U(xn) =0 (xn > 0)7
bjo(l’o,f/,Dn)U(J?n)}xn:O = hj (] = 1,...,m),

v(x,) =0 (z, — )

genau eine Lisung.

(ii) Fir alle xo € OG und alle (&', \) € (R x £)\ {0} ist der Operator

T(z0,&,N): W;m((o,oo)) — LP((0,00)) x C™,
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(@0(3505 Dy) = A
bio(zo, &’ ) (@), _

me(‘r(h 5/7 Dn)U(fL’n) ’wnzo

mvertierbar.

Beweis. Die Aquivalenz von (LS) und (i) folgt aus Lemma 3.16 wegen dim.#, =
m. Zur Aquivalenz von (i) und (ii) definiert man zu f € LP((0,00)) die triviale

Fortsetzung f:: [ X(0,00) 2uf R und 16st die gewohnliche Differentialgleichung

(ao(z0, &', D) = Mvi(2n) = f(xn)  (zn € R)

durch den Fourieransatz

1 ~
=71 Fy W2™(R).
o o aO(an§/7§n) - A nf © P ( )
Damit erreicht man wie oben eine Reduktion auf den Fall f = 0. Die Aussage von (ii)
folgt dann daraus, dass eine stabile Losung der homogenen Gleichung exponentiell
abféllt und damit in W>™((0, 00)) liegt. O

3.18 Bemerkung. Man betrachtet in (ii) den Operator fiir festes £ und z, als
Funktion von A. Dann ist T'(A\) = T'(x¢, &', A) eine sogenannte Operatorschar, welche
linear vom Spektralparameter A abhéngt. Das Spektrum einer Operatorschar wird
definiert als

o(T) :={X € C:T(\) nicht bijektiv }.
Damit kann man die Bedingung (ii) in folgender Form schreiben:

Fiir alle 7y € OG und alle &' € R* 1\ {0} ist p(T(z0,&',+)) D Z.

3.19 Definition (Lopatinskii-Matrix). Sei A(z, D) parameterelliptisch in einem
Sektor .2 C C fiir # € G. Sei (x0,&,A) € G x (R"! x C, \ {0}) fest und seien
7; = 7j(%0,&, A), J = 1,...,m die (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen von
ao(xo, &, ) — A mit positivem Imaginérteil. Setze

as (1) = ap(z0, &\, 7) H T —7;(20,€', N)) € Cl7].

Betrachte die Restklassen bjo = bjo(z0, &', A, ) € [ ]/(a4) von bjy modulo ay und
schreibe bjg bezughch der kanonischen Ba81 1,7,..., 71 € C[r]/(ay), d.h.
| =L : mit L = L(xq, &', \) € C™™.
BmO Tmil
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Dann heifit L die Lopatinskii-Matrix von (A, B) an der Stelle z.

3.20 Lemma. Sei A(z, D) in einem Sektor £ C C parameterelliptisch fiir v € G.
Dann qilt die Lopatinskii-Shapiro-Bedingung genau dann, falls

det L(z0,&,\) # 0 (z9 € 0G, (£,)) € (R"' x C,)\ {0}).

Beweis. Sei v; (j =1,...,m) die Losung von

(a+(w0,§,Dn) — )\)v(:zsn) =0 (x,>0),
D 'o(z,)| 6k (k=1,....,m).

xn=0

Dann ist {vq,..., v, } eine Basis des Losungsraums ., aller stabilen Losungen von
(a+(z0,&, Dy) — N)v(z,,) = 0. Sei nun v eine Lésung von (3-6), v = i1 Ajvj. Dann
gilt

bio(Dy) b1o(Dn) M
: v(mn){mnzo = : (v1(@n); - -, V() {xn:() :
bio(D,,) A1
= | (). va@)],
DY A1
=1L (Ul (In), e 7Um<x”)) ‘mn:O
Dyt Am
At
=L :
>\m

Man beachte, dass bko(Dn)vj(:Un)|x 0= bro(Dn)vj () ’z _o gilt wegen a (D,,)v;(w,) =
0. Somit hat (??) genau dann nur die triviale Losung, falls det L # 0. O

3.21 Bemerkung. a) Die Bedingung aus Lemma 3.20 lisst sich folgendermafen for-
mulieren: Die Randbedingungen sind linear unabhéngig modulo a., d.h. by, ..., b0
sind linear unabhéngig in C[7]/(a4).

b) Die Randbedingungen By, ..., B,, heiflen vollstiandig elliptisch, falls fiir jedes
proper elliptische A das Randwertproblem (A, B) elliptisch ist. Dies ist der Fall fiir

(i) Bj(zo, D) =0(3%)"" (j = 1,...,m) (allgemeine Dirichlet-Bedingungen),
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34 3. Parameterelliptische Randwertprobleme

(i) Bj(zo,D) = VO(%)mﬂ'*l (j =1,...,m) (allgemeine Neumann-Bedingungen),
oder allgemeiner fiir festes s € {0,...,m}

0
ox,,

s+j—1
Bj(zo, D) = ’yo< ) + Terme niederer Ordnung (j =1,...,m).

Zu zeigen ist hierfiir, dass {r*t7=1 : j = 1,...,m} in C[r]/(a4) linear unabhéngig
ist. Falls dies nicht der Fall ist, existieren ¢; € C und p € C[7] mit

D T = p(r)ay (7).
j=1

Wegen a(0) # 0 folgt 7°|p(7), d.h. 377" ¢;77~" = p(7)ay(7) mit einem p € C[r] im
Widerspruch zu dega, = m.

c) Falls das Gebiet und die Koeffizienten von (A, B) glatt sind, sind fiir festes A € C,
die Koeffizienten von L(zg, &', A) Symbole von Pseudodifferentialoperatoren auf der
geschlossenen (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit 0G.

c) Der Hauptsatz iiber parabolische Randwertprobleme

3.22 Satz (ein Satz iiber gewohnliche Differentialgleichungen). Sei (A, B) para-
meterelliptisch und (o, &', \) € 0G x (R"' x C,) \ {0}. Wiihle eine geschlossene
Kurve v = vy(xo,&', A) in {z € C: Imz > 0}, welche alle Nullstellen 71, ..., T, von
ay einschliefst. Es sei

m

ai(zo, &'\, 7) = sz(xoy ¢, )\)Tm_£~

=0
Definiere Nu(r) i= Ny(ao,€,0,7) i= S0 (e, €, )7+ und
(My(7), ..., My (7)) := (N1(7), ..., N (7)) L7

Set wy(x,) = wi(xo, &', N\, ) (z, > 0) definiert durch

1 M ,
wi(z,) = — / ﬂe”“dT (k=1,...,m).
2mi )., ai(T)
Dann bildet {wy, ..., wy,} ein Fundamentalsystem von ao(D,)w = 0, w(x,) —

0 (x, — o) mit den Randbedingungen

bjo(xo,gl, )\, Dn)wk(wn)’zn:o = 6jk (], k= 1, e ,m).
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Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst, dass

1 Ni(r)7ri71 ,
— | =2 dr = S =1,... .
Qi . ay (7_) dT 619] (]7 k ) 7m)

Dazu ersetze v durch einen grofen Kreis B(0, R). Fiir j < k gilt deg (Nk(T)Tj_l) =
m—k+j—1<m—2, dh. der Integrand ist O(R™?) fiir R — oo und somit ist das
Integral 0.

. . . . Tmfl+o(7m—2)
Fir j = k ist der Integrand gleich o =)

Residuenkalkiil gleich 1.

also ist das Integral nach dem

Fiir 7 > k ist

Q(7) := —ap (1) "1 + Np(r)ri ™1

m m—k
— _ E png_Z+]_k_1 + § pe,]_m—é—i-j—k—l’
£=0 (=0

also deg@) = 7 — 2 < m — 2. Also ist

Ny(r)r7~! a ()77 "1+ Q(7) Q(7)
dr = dr = dr = 0.
/B(O,R) a(7) ! /B(o,R) a(7) " /B(O,R) a(7) Ty

(i) Es gilt modulo a,, d.h. als Gleichheit in R[7]/(a):

510(7') o o
) : (M1(T), ..., My (7))
bm()(T)
bl()(T) o
= B (N1<T)> ,Nm(T))L_l
bmg(T)
1
=L : ) (Nl(r), ,Nm(T))[fl
Somit gilt
1 bjo(T) My (T) B 1 I NL(7) )
(Tm[, a(T) dT)j,k:l ,,,,, mo L <2_7rz/7 a. (1) dT)j,k:l ..... m L
=L-I1,- L '=1,,
d.h. L bjo(T) My (T) dr =65 (k=1 )
2mi ), ay(7) Tk AT
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(iii) Definiere wy wie im Satz. Wegen v C {z € C : Imz > 0} gilt wy(x,) — 0 fiir
T, — 00. Weiter ist
1 M ,
ao(Daulen) = - [T o ryeiearar —

- 2mi ), ay(T)

da der Integrand holomorph ist. Schlie8lich ist

1 bio(T)My(T)

bjO(Dn)w(’rn)lxn:O = omi a(T)
v

e“””| dr =6,

(j,k=1,...,m),

was zu zeigen war. O

3.23 Bemerkung (Homogenitéten). a) Mit obigen Bezeichnungen sind die folgen-
den Ausdriicke quasi-homogen in (&', A, 7), genauer positiv homogen in (£, \/?™ 7):

o a,(rg, &, N\, 7) vom Grad m,
o 7j(x,&, \) vom Grad 1,
e py(xo, &, \) vom Grad ¢,

o Ni(zo,&', A\, 7) vom Grad m — k,

[ ]
(=

jo(xo, &', 7) vom Grad m; (j =1,...,m),
o L;j(x,&, A) vom Grad m; — j + 1,
o M;(xg,&' A\, 7) vom Grad m — my, — 1,

o v(xg,&, \) vom Grad 1,

My (1)
a4 (7)

vom Grad —my;, — 1.

b) Im folgenden sei C' eine generische Konstante und
(€ =g+ A2,

Nach Teil a) ldsst sich die Lange von v(xg, &', \) durch C(£'), abschétzen. Fiir 7 € v
erhdlt man die Abschéatzungen

Im7 > C(&)y,
|7- - Tj(x[)a 5/7 )\)‘ Z C<£/>)\?
e | < exp(=C{E)x @)
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Fiir v/ € Ng™! und a,, € Ny erhilt man
‘Dganl/wk(a:O’f/’ )\’ xn)‘ S C<£/>;\mk+anf|’y’|670<§/> .’En'

Damit ist wy das Symbol eines Poisson-Operators; dies ist eine spezielle Klasse
parameterabhéngiger Pseudodifferentialoperatoren, welche bei Randwertproblemen
auftreten.

Im folgenden betrachten wir das zu (A, B) gehorige Modellproblem im Halbraum
R := {z € R" : 2, > 0} mit Rand 0R? = R""'. Dazu fixieren wir z{, € G und
wéhlen das zu z(, gehorige Koordinatensystem. Wir erhalten das Randwertproblem

(Ao(D) =Nu=f inRY,

3-7
Bjo(D)u=0 (j=1,...,m)auf R" . Sl

Dabei ist

A(D) = Y au(ap) D",

|a|=2m
Bjo(D) = Y bis(wf)nD”.
|Bl=m;

3.24 Satz (Resolventendarstellung, Losungsoperatoren). Das Randwertproblem (A, B)
sei parameterelliptisch im Sektor L C C. Dann besitzt das Modellproblem (3-7) fir
jedes f € LP(R%) und A € Cy \ {0} eine eindeutige Losung u € W2™(R?). Diese ist
gegeben durch

w= ReROVES — 3" TN Aarun, (V) Bo(D) Ry ROV Eo

J=1

- i T5(\)Azin—m;-1(N)nBjo(D) Ry R(\) Eof.

Dabei sind die auftretenden Operatoren folgendermafien definiert:

a) Ey: LP(R}) — LP(R™), f — Eof mit

Bof = {f, fir x, >0,

0, firzxz,<0

(triviale Erweiterung durch 0).
b) R(\) := (4, — N7t € L(LP(R™)), wobei A, die LP- Realisierung von Ag(D) ist.
¢) Ryt LP(R") — LP(RY), u > ulgn, die Restriktion auf RY.
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d) Ejo( ) =2 51=m Jo(xo)Df6 die Randoperatoren ohne Spurbildung.
e) As(\) == (F)! ()\+ &Py g e LWS(RY), LP(RY)) fir s € No, wobei

F' die Fourier-Transformation in den tangentialen Variablen z' = (xq,...,2,_1)
bezeichnet.

f) Tj(X\) ist gegeben durch
(T(Np) (', ) = /Om(y')l(anwj)(mo,g', A 4 Yn) T (Aamim; (A) ) (€, yn ) dyn

fiir o € LP(R?).
q) f’j()\) ist gegeben durch

(TJ()‘>¢> (x/v xn) = /0 (yl)ile (mo, 5/’ )‘7 Tn + yn)9/<Af2M+mj+1()‘)90>(§,> yn>dyn

fir ¢ € LP(RY).
Die Funktionen w;(zo,&', A, x,) sind in Satz 3.22 definiert.

Beweis. Wir zeigen hier zunéchst nur die Darstellung von w; die Eigenschaft u €
W2™(R'}) wird spéter bewiesen.

Sei uy € ng(RT}r) die nach Satz 3.11 eindeutige Lésung von
(Ao(D) — /\)u1 = Eof in Rn,

d.h. u; = R(A)Eyf. Wir wihlen fiir u den Ansatz w = uj + uy. Dann ist u genau
dann eine Losung von (3-7), falls usy eine Losung des Randwertproblems

(Ag(D) = Nug =0 in RY,
Bjo(Dyus =g; (j=1,...,m)auf R"*
mit
9; = —Bjo(D)Riwy
ist. Wir nehmen partielle Fouriertransformation .%#’ in 2’ und erhalten
(ao(20, &, Dn) = MNo(zn) =0 (2, > 0),
byol €' Dn>v<xn>\xnzo _hy(e) (G=1,....,m)

mit v(x,) == v(&, z,) = (F'us(-,x,)) (&) und h;(&') = (F'g;)(£'). Nach Satz 3.22
ist die eindeutige Losung vo (3 8) gegeben durch

(3-8)

v(¢, 1) = ij 20, &' ) By (€).
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Beachte, dass g; zunéchst nur auf R"! definiert ist. Durch

= > bis(ah)D%uy = Bjo(D)uy
|B]=m;

wird jedoch eine Fortsetzung von g; auf R’} definiert. Dann ist ﬁj = .7"g;(-,x,) eine
Fortsetzung von h;.

Fiir j = 1,...,m schreiben wir (,,Volevich-Trick®)
w;j (.8, A, wn )y (€)
— [ ol A+ )
= [T @) € A+ (€ ),
- /OOO w; (g, € A+ ) (0123) (€, yn) .
Fir A € Cy \ {0} gilt A_;(A)As(X) = ide(mn fiir alle s € R. Wir schreiben daher

9i = Aomim; (N)A2m—m;(N)gj bzw. 9,9; = Aomim;+1(A)Azm—m;+1(A)9,g;. Damit
erhalten wir

us(@’, ) = ((F) 10l ) (2)

= Z A2m mj ()‘)gj + fj()‘)Ameijrl()‘)angj)'
7j=1
Setzt man nun g; = éjO(D)RJrul und u = u1 +us ein, so erhédlt man die Darstellung

des Satzes.

Da sowohl das Ganzraumproblem als auch (3-8) fiir A € C, \ {0} eindeutig 16sbar
ist und die Fourier-Transformation eine Bijektion in ./(R"™1) ist, erhélt man die
eindeutige Losbarkeit mit Losung u = uy + us. O

3.25 Satz (Stetigkeit der Hilbert-Transformation). Durch

i)
o Tty

(Hf)(x) =

wird ein stetiger Operator H € L(LP(R,)) definiert.

Beweis. Fiir ¢ € (0,1] sei m. := sign(€)e ¢ (¢ € R). Dann gilt |m.(£)] < 1 und
€]-|m”(&)| = e|€é]e el < 1, wobei die Ungleichung te™* < 1 (¢ > 0) verwendet wurde.
Nach dem Satz von Michlin ist ||.#; 'm.. %1 || Lzr®, )y < C mit einer von £ unabhéngi-
gen Konstanten C' > 0. Hier ist .#; die eindimensionale Fourier-Transformation.
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Fir f € Z(R) ist
FIm.F / sion(&)elEl(.Z d
(Fm T ) w) = = gn(€)e (7 (¢)d¢
— eixf—a{y o 6—1‘1:5—559\ o d
—m / J(€) f(-6))de

/ Zwé e—yg _ o—iwl— Egﬂyg)f(y)dy dé

)
“u ).

eilz—y)i—e€ o0 e~ Hrz—y)i—el oo p
<z(x —y)—cle=o  —i(x—y)—¢ go)ﬂy) Y
1 [~ 1 1
= - d
T Oo( i y)—5+—i(x—y)—5)f(y)y
x

or | (z —

A e -y
= — —_—— dy.
Definiere zu € € (0, 1]

Ha) = [T Ty (e D(R)

Dann ist H.f(z) = (=Z)(F 'm.F1Eof)(—x) fir © > 0, wobei Ey: LP(Ry) —
LP(R) die triviale Fortsetzung durch 0 ist. Damit folgt

|H.fllrry) < 7| ' me F Eof o) < CllEofll @) < Clf |loy)-

Die Folge Hy,,(|f]) konvergiert monoton steigend punktweise gegen H(|f|). Nach
dem Satz {iber monotone Konvergenz folgt

I ey < MH(fDIer@yy = T (|5 ([ D]y
< CH |f| ||LP(R+) = CHfHLP(R+)-

Somit ist H € L(LP(Ry)). O

3.26 Satz (R-Beschrinktheit der Losungsoperatoren). Sei 6 > 0 fest. In der Si-
tuation von Satz 3.2/ sind folgende Operatorfamilien in L(LP(R')) R-beschrinkt:

@) {Mam—m,(N)Bjo(D)RLR(\Ey:j=1,...,m, A€ Cy, |\ >4},

b) {Asm—m,—1(N)0nBjo(D)Ry RN Ey : j =1,...,m, A € Cy, || >4},
) QAT(N) :j =1,...,m, A e Cy, |\ > 6},

d) (MT;(N) :j=1,...,m, Ae Cy, |\ > d}.
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Beweis. a) Da Mgy, (N)Bjo(D)Ry = Ry Aoy, (\)Bjo(D) und da Ry € L(LP(R™), LP(R™))
und Ey € L(LP(R%), LP(R™)), geniigt es, die R-Beschrinktheit von
{Aomm; (N Bjo(MR(A) 15 =1,...,m, A€ Ty, |\ >3}
zu zeigen. Die zugehorige Familie von Symbolen (beziiglich der Fourier-Transformation
im R™) ist gegeben durch
/12m Zmomy ! !
m(éa )‘> = <)‘ + |€ ’ ) m bj0<x07€) (a0<x07 g) - )‘)

Da m(&, \) quasihomogen vom Grad 0 in (£, \) und auf || + [£]*™ = 1 beschrinkt
ist, folgt

-1

[D*m(€,N)| < Clel ™ (£ € R\ {0}, A€ Ty, [A] = 9).
Nach Korollar 2.29 ist die Operatorfamilie von Teil a) R-beschrénkt.
b) wird analog bewiesen.

c¢) Wir schreiben fiir ¢ € LP(R?)

AT} (A = / (s ) (9

mit v € LP(Ry; LP(R™1), ¥(y,) := ¢(-, y») und dem operatorwertigen Integralkern
B (@, ) := (F) 7 m(E A 2+ ) F
= (F) N0y, € A, + ) (A €)Y
Nach Bemerkung 3.23 b) gilt
IDIm(E A 20 +ya) < CUE |+ N exp (= C(E] + A7) (@ + ) |€]7

<%y,
T Tt Yn

Hier wurde wieder die Ungleichung te™® < 1 (¢ > 0) benutzt. Wiederum nach
Korollar 2.29 folgt ky (2, y,) € L(LP(Ry; LP(R™1))) mit

C
Ty + Yn

R{kx(@n, yn) : A€ Cy, [N >0} <

1
Tn+Yn

(Kog)(zn) := /OOO li(—ﬁ dy, (g€ L(Ry))

Der zu ko(xy, yn) = gehorige skalare Integraloperator

ist gerade die Hilbert-Transformation in LP(R,) und damit nach Satz 3.25 ein ste-
tiger Operator Ky € L(LP(R;)). Nach Satz 2.17 folgt

R{AT;(N) : A€ Cy, [N > 0} < C|| Kol e,y < oo
d) folgt analog zu c). -
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3.27 Satz (R-Beschranktheit fiir das Modellproblem). Das Randwertproblem (A, B)
sei parabolisch. Sei xf, € 0G fest und seien zu x;, gehorige Koordinaten gewdhlt. Fir

die LP-Realisierung AW des Modellproblems (Ao(x), D), B(xz}, D)) gilt p(AD) >
C, \ {0}, und fiir jedes 6 > 0 ist die Familie

XA =AY N e Ty, [N > 68} € L(LP(RY))

R-beschrinkt. Insbesondere besitzt Ag) — 0 fiir jedes 0 > 0 mazximale L9-Regularitit
fir alle 1 < ¢ < 0o (und erzeugt eine holomorphe Halbgruppe).

Beweis. Ersetzt man im Beweis von Satz 3.26 die Operatoren A\7};(A) durch D*Tj(\)

(und analog fiir ]N}()\)) mit |a| = 2m, so sieht man, dass die durch die Losungsope-
ratoren eine Losung v € W2™(R% ) definiert wird. Damit handelt es sich tatséichlich
um die Resolvente.

Die R-Beschréanktheit folgt direkt aus der Resolventendarstellung von Satz 3.24 und
der R-Beschrinktheits-Aussagen von Satz 3.26. m
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