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1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

1.1 Worum geht’s? Häufig werden Randwertprobleme in beschränkten Gebieten
betrachtet. Hier kann die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren viele nützli-
che Informationen liefern. Wir betrachten exemplarisch eine Gleichung zweiter Ord-
nung mit Dirichlet-Randbedingungen. Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten
Voraussetzungen eine Spektraldarstellung für den zugehörigen Operator existiert,
welche es unter anderem erlaubt, Funktionen des Operators zu definieren. Dies kann
für die Lösungsdarstellung von physikalisch relevanten Gleichungen verwendet wer-
den.

Viele Aussagen setzen nur einen selbstadjungierten Operator voraus. Im Hinblick
auf spätere Anwendungen, etwa auf die Wellengleichung oder Elastizitätsgleichun-
gen, formulieren wir daher einen großen Teil dieses Kapitels allgemein für selbstad-
jungierte Operatoren bzw. koerzitive Bilinearformen.

a) Entwicklungen nach Eigenfunktionen

Im Folgenden sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet. Wir verwenden die Abkürzungen
〈·, ·〉 := 〈·, ·〉L2(G) und ‖ · ‖ := ‖ · ‖L2(G), wobei L2(G) := L2(G;C) sei.

1.2 Beispiel. Gegeben sei ein formaler Differentialoperator

A(D) := −
n∑

i,k=1

∂iaik∂k + a

mit aik, a ∈ L∞(G) (wobei ∂i := ∂xi). Bei der Anwendung auf eine Funktion u ∈
H1(G) ist dabei die Ableitung ∂iaik∂k im schwachen Sinn zu verstehen, d.h. für
ϕ ∈ D(G) ist

−〈∂iaik∂ku, ϕ〉 = 〈aik∂ku, ∂iϕ〉 =

∫
G

aik(x)∂ku(x)∂iϕ(x)dx.

Da D(G) dicht in H1
0 (G) ist, gilt diese Gleichheit für alle ϕ ∈ H1

0 (G).

Die zu obigem Operator gehörige Bilinearform B : H1
0 (G)×H1

0 (G)→ K ist gegeben
durch

B(u, v) :=
n∑

i,k=1

〈aik∂ku, ∂iv〉+ 〈au, v〉 (u, v ∈ H1
0 (G)).

Man beachte, dass nach Definition der schwachen Ableitung der Operator A je-
dem u ∈ H1

0 (G) eine Abbildung Au : H1
0 (G) → K, ϕ 7→ (Au)(ϕ) = B(u, ϕ) zu-

weist. Damit wird Au als lineares Funktional auf H1
0 (G) betrachtet, d.h. A ∈
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2 1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

L(H1
0 (G), (H1

0 (G))′). Der Raum (H1
0 (G))′ der stetigen linearen Funktionale wird

auch als H−1(G) bezeichnet, d.h. A ∈ L(H1
0 (G), H−1(G)).

Versieht man den formalen DifferentialoperatorA(D) mit Dirichlet-Randbedingungen,
so entspricht dies im Sinn von schwachen Lösungen der Bedingung u ∈ H1

0 (G). Da-
mit wird der zugehörige Operator (L2-Realisierung) A : L2(G) ⊃ D(A) → L2(G)
definiert durch

D(A) := {u ∈ H1
0 (G) : A(D)u ∈ L2(G)},

Au := A(D)u (u ∈ D(A)).

Nach Definition gilt 〈Au, v〉 = B(u, v) (u ∈ D(A), v ∈ H1
0 (G)). Nach Definition der

schwachen Ableitung gilt

D(A) = {u ∈ H1
0 (G) : ∃ fu ∈ L2(G)∀ v ∈ H1

0 (G) : B(u, v) = 〈fu, v〉}.

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass die Matrix (aik)i,k=1,...,n ⊂ (L∞(G))n×n

gleichmäßig positiv definit ist, d.h. es existiert eine Konstante p > 0 so, dass

n∑
i,k=1

aik(x)ξiξk ≥ p|ξ|2 (ξ ∈ Kn) (1-1)

für fast alle x ∈ G gilt. Damit folgt insbesondere aik(x) = aki(x) (i, k = 1, . . . , n) für
fast alle x ∈ G. Wir setzen weiter voraus, dass a reellwertig ist, d.h. a ∈ L∞(G;R).

1.3 Bemerkung. a) Der Operator A ist symmetrisch, d.h. es gilt 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉
für alle u, v ∈ D(A).

b) Die Bilinearform B : H1
0 (G)×H1

0 (G) → C ist stetig, d.h. es existiert ein Cb ≥ 0
mit

|B(u, v)| ≤ Cb‖u‖H1(G)‖v‖H1(G) (u, v ∈ H1
0 (G)). (1-2)

Weiter ist B symmetrisch, d.h. B(u, v) = B(v, u), und koerzitiv, d.h. es existieren
Konstanten α > 0 und β ≥ 0 mit

B(u, u) ≥ α‖u‖2
H1(G) − β‖u‖2

L2(G) (u ∈ H1
0 (G)). (1-3)

Man definiert die Bilinearform B + β : H1
0 (G)×H1

0 (G)→ C durch

(B + β)(u, v) := B(u, v) + β〈u, v〉H1(G) (u, v ∈ H1
0 (G)).

Dann gilt

(B + β)(u, u) ≥ α‖u‖2
L2(G) (u ∈ H1

0 (G)),

d.h. B + β ist streng koerzitiv.
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1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren 3

Wir werden später noch andere Bilinearformen betrachten. Daher werden wir einige
Aussagen bereits jetzt allgemeiner formulieren. Ein zentraler Begriff ist dabei der
eines Gelfand-Tripels. Vor der Definition sei nochmal an die obige Situation erinnert:
Wir hatten A ∈ L(H1

0 (G), (H1
0 (G))′) mit (Au)(ϕ) = B(u, ϕ) = 〈fu, ϕ〉 für u ∈ D(A).

Das Tripel von Hilberträumen H1
0 (G) ⊂ L2(G) ⊂ (H1

0 (G))′ ist ein Beispiel eines
Gelfand-Tripels.

1.4 Definition. Ein Gelfand-Tripel ist von der Form V ⊂ H ⊂ V ′, wobei V und
H K-Hilberträume mit V ⊂ H sind und folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i) V ist dicht in H (bzgl. der Topologie in H).

(ii) Die Inklusion i : V → H ist stetig (bzgl. der Topologien in V und H).

(iii) Die duale (adjungierte) Einbettung i′ : H = H ′ → V ′ ist stetig und H ⊂ V ′

ist dicht.1 Hierbei wird H ′ nach dem Satz von Riesz mit seinem Dualraum H ′

identifiziert.

(iv) Die duale Paarung zwischen V und V ′ ist kompatibel mit dem Skalarprodukt
in H, d.h. es gilt

v(u) =: 〈u, v〉V×V ′ = 〈u, r−1
H v〉H (u ∈ V ⊂ H, v ∈ H ′ ⊂ V ′).

Dabei ist rH : H → H ′, x 7→ 〈·, x〉 der Riesz-Isomorphismus von H auf H ′.

Im Folgenden sei V ⊂ H ⊂ V ′ ein Gelfand-Tripel mit C-Hilberträumen V und H.
Wir werden die duale Paarung in den beiden Versionen 〈u, v〉V×V ′ := 〈v, u〉V ′×V :=
v(u) (v ∈ V ′, u ∈ V ) schreiben.

1.5 Definition. a) Sei A ∈ L(V, V ′). Dann ist die H-Realisierung A von A als
unbeschränkter Operator in H definiert durch D(A) := {u ∈ V : Au ∈ H} ⊂ H
und Au := Au (u ∈ D(A)).

b) Die zu A gehörige Bilinearform B : V × V → C ist definiert durch

B(u, v) := 〈Au, v〉V ′×V = (Au)v (u, v ∈ V ).

Die Bilinearform B (und der Operator A) heißen koerzitiv, falls positive Konstanten
α, β existieren mit

ReB(u, u) ≥ α‖u‖2
V − β‖u‖2

H (u ∈ V ). (1-4)

Die Form B und der Operator A heißen streng koerzitiv oder V -elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit β = 0 gilt.

Die Bilinearform B heißt symmetrisch, falls B(u, v) = B(v, u) (u, v ∈ V ) gilt. Man
beachte, dass in diesem Fall B(u, u) bereits reell ist, d.h. in (6-3) steht links B(u, u).

1Dies folgt tatsächlich bereits aus (i) und (ii).
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4 1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

1.6 Lemma. Sei A ∈ L(V, V ′) streng koerzitiv. Dann ist A : V → V ′ ein Isomor-
phismus, und die H-Realisierung A : H ⊃ D(A) → H ist ein dicht definierter und
abgeschlossener Operator mit 0 ∈ ρ(A).

Beweis. Für die zugehörige Bilinearform B(u, v) := 〈Au, v〉V ′×V gilt nach Vorausset-
zung die Abschätzung ReB(u, u) ≥ α‖u‖2

V (u ∈ V ) mit α > 0. Wegen A ∈ L(V, V ′)
ist |B(u, v)| ≤ ‖A‖L(V,V ′)‖u‖V ‖v‖V , d.h. B : V × V → R ist eine streng koerzitive
und stetige Bilinearform. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zu jedem f ∈ V ′
genau ein u ∈ V mit

〈Au, v〉V ′×V = 〈f, v〉V ′×V (v ∈ V ).

Also ist A : V → V ′ bijektiv und stetig, und nach dem Satz vom stetigen Inversen
ist auch A−1 stetig, d.h. A ist ein Isomorphismus.

Nach Definition gilt D(A) = A−1(H). Da A ein Isomorphismus ist, gilt

A−1(H)
V

= A−1(H
V ′

) = A−1(V ′) = V
d
⊂ H,

also ist D(A)
d
⊂ V

d
⊂ H, und damit ist A dicht definiert.

Sei (un)n∈N ⊂ D(A) mit un → u in H und Aun → v in H. Dann gilt auch Aun → v
in V ′, und mit der Stetigkeit von A−1 erhalten wir für u0 := A−1v

un = A−1(Aun)→ A−1v = u0 in V.

Damit gilt auch un → u0 in H und somit u = u0 ∈ D(A) und Au = Au = Au0 = v.
Also ist A abgeschlossen.

Da A : V → V ′ ein Isomorphismus ist, existiert zu jedem f ∈ H genau ein u ∈ V
mit Au = f . Nach Definition von A gilt u ∈ D(A). Also ist A : H ⊃ D(A) → H
bijektiv, und da A abgeschlossen ist, gilt A−1 ∈ L(H) und damit 0 ∈ ρ(A).

1.7 Lemma. Sei A ∈ L(V, V ′) koerzitiv und B : V ×V → K, B(u, v) = 〈Au, v〉V ′×V
die zugehörige Bilinearform. Dann sind äquivalent:

(i) Die Bilinearform B ist symmetrisch.

(ii) Der Operator A : H ⊃ D(A)→ H ist selbstadjungiert.

Beweis. Sei o.E. A streng koerzitiv, sonst betrachte A + β mit zugehöriger Biline-
arform B(u, v) +β〈u, v〉H . Nach Lemma 1.6 ist A : V → V ′ ein Isomorphismus, und
A ist ein abgeschlossener, dicht definierter Operator mit 0 ∈ ρ(A).

© Robert Denk 04.02.2019



1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren 5

(i)⇒(ii): Sei B symmetrisch. Für u, v ∈ D(A) gilt dann

〈Au, v〉H = 〈Au, v〉V ′×V = B(u, v) = B(v, u) = 〈Av, u〉 = 〈u,Av〉.

Damit istA ein symmetrischer Operator mit ρ(A)∩R 6= ∅ und damit selbstadjungiert
(siehe Lemma A.9).

(ii)⇒(i): FallsA selbstadjungiert ist, gilt für alle u, v ∈ D(A) die GleichheitB(u, v) =
〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 = 〈Av, u〉 = B(v, u). Da D(A) = A−1(H) ⊂ V dicht ist und die
Bilinearform stetig ist, gilt diese Gleichheit für alle u, v ∈ V , d.h. B ist symme-
trisch.

Wir werden im Folgenden eine Spektraldarstellung für den Operator A herleiten.
Dabei werden wir stets folgende Voraussetzungen machen:

(V1) V ⊂ H ⊂ V ′ sei ein Gelfand-Tripel mit unendlich-dimensionalen C-Hilberträum-
en V und H. Wir setzen ‖ · ‖ := ‖ · ‖H .

(V2) Gegeben sei ein Operator A ∈ L(V, V ′), für welchen die zugehörige Bilinear-
form B : V × V → C koerzitiv und symmetrisch sei. Die (nach Lemma 1.7
selbstadjungierte) H-Realisierung von A sei wieder mit A bezeichnet.

(V3) Die Einbettung i : V → H sei kompakt, d.h. jede in ‖ · ‖V beschränkte Folge
besitzt eine in H konvergente Teilfolge.

Man beachte, dass die dritte Aussage in obigem Beispiel V = H1
0 (G) und H = L2(G)

erfüllt ist, falls G ein beschränktes Gebiet ist (Satz von Relllich-Kondrachov), nicht
aber für G = Rn. Wir beginnen mit einigen elementaren Aussagen über Eigenwerte.

1.8 Bemerkung. Sei λ ∈ C ein Eigenwert von A, und u ∈ D(A) ein zugehöriger
Eigenvektor. Dann gilt mit der Symmetrie von A

λ‖u‖2 = 〈λu, u〉 = 〈Au, u〉 = 〈u,Au〉 = λ‖u‖2,

d.h. λ ∈ R. Genauso sieht man, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
zueinander orthogonal sind. Falls B streng koerzitiv ist, so folgt λ ≥ q wegen

〈Au, u〉 = B(u, u) ≥ q‖u‖2
V ≥ q‖u‖2.

1.9 Lemma. Seien (ϕn)n∈N ⊂ V und λ ∈ R mit ‖ϕn‖ = 1 und (A−λ)ϕn → 0 (n→
∞) in V ′. Dann gilt λ ∈ σp(A).

Beweis. Sei (ϕn)n∈N wie in der Voraussetzung. Da B koerzitiv ist, erhält man

(B − λ)(ϕn, ϕn) ≥ α‖ϕn‖2
V − (β + λ)‖ϕn‖2

© Robert Denk 04.02.2019



6 1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

und damit
‖ϕn‖2

V ≤ 1
α

(B − λ)(ϕn, ϕn) + β+λ
α
‖ϕn‖2. (1-5)

Wir schätzen (B − λ)(ϕn, ϕn) = 〈(A − λ)ϕn, ϕn〉V ′×V mit der Youngschen Unglei-
chung ab: Zu jedem ε > 0 existiert ein Cε > 0 mit

|(A− λ)ϕn, ϕn〉V ′×V | ≤ ‖(A− λ)ϕn‖V ′‖ϕn‖V
≤ ε‖ϕn‖2

V + Cε‖(A− λ)ϕn‖2
V ′ .

Wir wählen ε so klein, dass in (1-5) ε
α
≤ 1

2
gilt, und erhalten

‖ϕn‖2
V ≤ 2Cε‖(A− λ)ϕn‖2

V ′ + 2β+λ
α
‖ϕn‖2. (1-6)

Damit ist (‖ϕn‖V )n∈N beschränkt (beachte ‖ϕn‖ = 1). Da V ⊂ H nach Vorausset-
zung (V3) kompakt ist, existiert eine Teilfolge (wieder (ϕn)n∈N) und ein u ∈ V mit
ϕn → u in H.

Wendet man (1-6) auf ϕn−ϕm statt ϕn an, so sieht man, dass (ϕn)n∈N eine Cauchy-
folge in V ist. Also existiert ein u1 ∈ V mit ϕn → u1 in V . Wegen u1 → u in H folgt
u = u1, d.h. es gilt sogar die Konvergenz ϕn → u in V .

Da A ∈ L(V, V ′), folgt (A − λ)u = limn→∞(A − λ)ϕn = 0 und damit Au = λu in
V ′. Insbesondere ist Au ∈ H und damit u ∈ D(A). Also ist λ ein Eigenwert von A
mit Eigenvektor u.

1.10 Satz. Sei

λ1 := inf
{
B(u, u) : u ∈ V, ‖u‖ = 1

}
= inf

u∈V \{0}

B(u, u)

〈u, u〉

(Rayleigh-Quotient). Dann gilt λ1 ∈ σp(A).

Beweis. O.E. sei λ = 0 (sonst betrachtet man A− λ1). Sei (ϕn)n∈N ⊂ V eine Folge
mit ‖ϕn‖ = 1 und 〈Aϕn, ϕn〉 = B(ϕn, ϕn)→ 0 (n→∞). Da A koerzitiv ist, gilt

‖ϕ‖2
V ≤ 1

q
B(ϕ, ϕ) + Cq

q
‖ϕ‖2 (ϕ ∈ V ).

Daher existiert ein R ≥ 0 mit ‖ϕn‖V ≤ R (n ∈ N). Nach Voraussetzung (V3)
existiert eine in H konvergente Teilfolge, d.h. o.E. sei ϕn → u1 in H. Es gilt ‖u1‖ = 1.
Wir zeigen, dass u1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0 ist.

Da B(·, ·) eine positiv semidefinite Sesquilinearform ist, können wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung anwenden und erhalten für alle v ∈ V mit ‖v‖V ≤ 2R die
Abschätzung

|B(ϕn, v)| ≤ B(ϕn, ϕn)1/2B(v, v)1/2 ≤
√
Cb(2R)2B(ϕn, ϕn)→ 0 (n→∞).

© Robert Denk 04.02.2019



1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren 7

Somit existiert zu δ > 0 ein N ∈ N mit

|B(ϕn, v)| < δ
2

(n ≥ N, v ∈ V mit ‖v‖V ≤ 2R).

Speziell für v = ϕn − ϕm, n,m ≥ N , folgt

B(ϕn − ϕm, ϕn − ϕm) ≤ |B(ϕn, ϕn − ϕm)|+ |B(ϕm, ϕn − ϕm)| < δ
2

+ δ
2

= δ.

Mit der Abschätzung

‖ϕn − ϕm‖2
V ≤ 1

q
B(ϕn − ϕm, ϕn − ϕm) + Cq

q
‖ϕn − ϕm‖2 → 0 (n,m→∞)

sieht man, dass (ϕn)n∈N ⊂ V eine Cauchyfolge und damit auch konvergent ist. Wegen
ϕn → u1 in H ist der Grenzwert gleich u1, d.h. wir erhalten ϕn → u1 (n → ∞) in
V . Da B : V × V → C stetig ist, gilt

〈Au1, v〉 = B(u1, v) = lim
n→∞

B(ϕn, v) = 0 (v ∈ V ).

Also folgt Au1 = 0. Daran sieht man insbesondere, dass u1 ∈ D(A) gilt, und wegen
Au1 = 0 ist u1 Eigenvektor zum Eigenwert 0.

1.11 Satz. Für n ∈ N definiert man iterativ

λn := inf
{
B(u, u) : u ∈ V, ‖u‖H = 1, 〈u, u1〉 = . . . = 〈u, un−1〉 = 0

}
.

Dann gilt λ1 ≤ λ2 ≤ . . ., und λn ist Eigenwert von A, d.h. es gibt ein un ∈ D(A)
mit ‖un‖H = 1 und Aun = λnun.

Die Eigenwerte {λn : n ∈ N} besitzen keinen endlichen Häufungspunkt, d.h. kein
Eigenwert hat unendliche Vielfachheit und es gilt λn →∞ (n→∞).

Beweis. (i) Seien λ1 und u1 wie im obigen Beweis, und sei λ2 := inf{B(u, u) :
u ∈ V, ‖u‖ = 1, 〈u, u1〉 = 0}. Sei (ϕn)n∈N ⊂ V mit ‖ϕn‖ = 1, 〈ϕn, u1〉 = 0 und
B(ϕn, ϕn) → λ2. Dann zeigt man wie im Beweis von Satz 1.10, dass für alle v ∈ V
mit 〈v, u1〉 = 0

B(ϕn, v)− λ2〈ϕn, v〉 → 0 (n→∞) (1-7)

gilt, und dass (ϕn)n∈N nach Übergang zu einer Teilfolge in V konvergiert. Für v =
αu1 mit α ∈ C gilt wegen B(ϕn, u1) = λ1〈ϕn, u1〉

B(ϕn, v)− λ2〈ϕn, v〉 = αλ1〈ϕn, u1〉 − λ2α〈ϕn, u1〉 = 0.

Also gilt (1-7) für alle v ∈ V . Wie oben folgt, dass u2 ein Eigenvektor und λ2 der
zugehörige Eigenwert ist.

(ii) Iterativ erhält man eine Folge λ1 ≤ λ2 ≤ . . . von Eigenwerten mit zugehörigen
orthonormalen Eigenvektoren u1, u2, . . . . Angenommen, es existieren nur endlich
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8 1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

viele u1, . . . , uN . Da dimV = ∞, existiert ein ϕ ∈ V \ {0} mit 〈ϕ, un〉 = 0 für
alle n ∈ {1, . . . , N}. Damit ist

λN+1 := inf
{
B(ϕ, ϕ) : ϕ ∈ V, ‖ϕ‖ = 1, 〈ϕ, u1〉 = . . . = 〈ϕ, un〉 = 0

}
wohldefiniert. Dies liefert einen Eigenwert λN+1 und eine Eigenfunktion uN+1 mit
uN+1 6∈ {u1, . . . , uN}.

(iii) Angenommen, es existiert eine Folge (λn)n∈N von Eigenwerten mit λn → λ ∈ R.
Dann gilt

λn = λn〈un, un〉 = B(un, un) ≥ q‖un‖2
V − Cq‖un‖2.

Wie im Beweis von Satz 1.10 ist (un)n∈N nach Übergang zu einer Teilfolge in H
konvergent nach Voraussetzung (V3). Dies ist aber ein Widerspruch zu ‖un−um‖2 =
‖un‖2 + ‖um‖2 = 2 für n 6= m.

Der folgende Satz liefert eine Darstellung des n-ten Eigenwerts ohne vorherige Be-
rechnung von λ1, . . . , λn−1.

1.12 Satz (Courantsches Minimax-Prinzip). Für n ∈ N und h1, . . . , hn−1 ∈ H
definiert man

µn(h1, . . . , hn−1) := inf
{
B(u, u) : u ∈ V, ‖u‖ = 1, 〈u, h1〉 = · · · = 〈u, hn−1〉 = 0

}
.

Dann gilt für die in Satz 1.11 konstruierten Eigenwerte

λn = sup
{
µn(h1, . . . , hn−1) : hj ∈ H (j = 1, . . . , n− 1)

}
.

Beweis. Für n = 1 ist nichts zu zeigen, sei also n ≥ 2. Nach Konstruktion gilt
µn(u1, . . . , un−1) = λn, d.h. es ist zu zeigen, dass µn(h1, . . . , hn−1) ≤ λn für alle
h1, . . . , hn−1 ∈ H gilt. Zu h1, . . . , hn−1 ∈ H definieren wir v :=

∑n
i=1 ciui mit ‖v‖ = 1

und 〈v, hi〉 = 0 für i = 1, . . . , n− 1. Dann gilt

B(v, v) =
n∑

j,k=1

cjckB(uj, uk) =
n∑
j=1

λj|cj|2 ≤ λn

n∑
j=1

|cj|2 = λn.

Ferner gilt nach Definition von µn

µn(h1, . . . , hn−1) ≤ B(v, v) ≤ λn.

Wir fassen im folgenden Satz die wichtigsten spektraltheoretischen Aussagen über
A zusammen. Dabei sind immer noch (V1)-(V3) vorausgesetzt.
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1.13 Satz. a) Es gilt

σ(A) = σp(A) = {λn : n ∈ N} ⊂ R,

wobei λn die in Satz 1.11 gegebene Folge ist. Die Folge (λn)n∈N besitzt keinen endli-
chen Häufungspunkt.

b) Für alle λ ∈ ρ(A) ist die Resolvente (A− λ)−1 ∈ L(H) ein kompakter Operator.

c) Seien (un)n∈N die in Satz 1.11 konstruierte Orthonormalfolge von Eigenvektoren.
Dann ist (un)n∈N ein vollständiges Orthonormalsystem (Hilbertraumbasis) von H,
und es gilt für alle f ∈ H die Darstellung von f in From einer verallgemeinerten
Fourierreihe

f =
∑
n∈N

〈f, un〉un

(Konvergenz der Reihe in H) sowie ‖f‖2 =
∑

n∈N |〈f, un〉|2. Für alle f ∈ D(A) gilt

Af =
∞∑
n=1

λn〈f, un〉un (Konvergenz in H)

sowie ‖Af‖2 =
∑

n∈N λ
2
n|〈f, un〉|2.

d) Für eine beliebige Funktion g : R → C definiert man den Operator g(A) : H ⊃
D(g(A))→ H durch

D(g(A)) :=
{
f ∈ H :

∑
n∈N

|g(λn)|2|〈f, un〉|2 <∞
}
,

g(A)f :=
∑
n∈N

g(λn)〈f, un〉un (f ∈ D(g(A))).

Damit ist g 7→ g(A) der zu A gehörige Funktionalkalkül.

Beweis. a) Da A selbstadjungiert ist, gilt σr(A) = ∅ und σ(A) = σapp(A) ⊂ R.
Sei λ ∈ σapp(A). Dann existiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ D(A) mit ‖ϕn‖ = 1 und
(A − λ)ϕn → 0 in H. Damit gilt auch (A − λ)ϕn → 0 in V ′, und mit Lemma 1.9
folgt λ ∈ σp(A). Also erhalten wir σ(A) = σp(A).

Sei nun (λn)n∈N die Folge von Eigenwerten aus Satz 1.11. Angenommen, es existiert
ein µ ∈ σp(A) mit µ 6= λn für alle n ∈ N. Sei u ein zu µ gehöriger Eigenvektor
mit ‖u‖ = 1. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht sind, folgt
〈u, un〉 = 0 für alle n ∈ N. Nach Definition von λn erhält man µ = B(u, u) ≥ λn für
alle n ∈ N im Widerspruch zu λn →∞.

Somit gilt σ(A) = {λn : n ∈ N}. Die Aussage über die Häufungspunkte findet sich
in Satz 1.11.

© Robert Denk 04.02.2019



10 1. Spektraltheorie für elliptische Operatoren

b) Wir wählen λ ∈ R so, dassA−λ streng koerzitiv ist. Nach Lemma 1.6 ist dannA−
λ : V ′ → V ein Isomorphismus. Insbesondere ist (A − λ)−1 : V ′ → V stetig. Wegen
(A−λ)−1 = (A−λ)−1|H und der stetigen Einbettung H ↪→ V ′ ist (A−λ)−1 : H → V
stetig. Da die Identität id : V → H kompakt ist, ist (A− λ)−1 als Operator von H
nach H als Komposition eines stetigen Operators und eines kompakten Operators
selbst kompakt. Somit ist die Resolvente (A − λ)−1 für mindestens ein λ ∈ ρ(A)
kompakt. Mit der Resolventengleichung

(A− λ)−1 − (A− µ)−1 = (λ− µ)(A− λ)−1(A− µ)−1 (λ, µ ∈ ρ(A))

folgt die Kompaktheit für alle λ ∈ ρ(A).

c) und d) sind Spezialfälle des Spektralsatzes. Sei E : B(σ(A)) → L(H) das zu A
gehörige PV-Maß. Da σ(A) abzählbar ist, gilt B(σ(A)) = P(σ(A)) sowie∫

σ(A)

g(λ)dE(λ) =
∑
n∈N

g(λn)E({λn}).

Dabei ist E({λ}) die orthogonale Projektion auf span{un} und damit gegeben durch
E({λ})f = 〈f, un〉un.

1.14 Beispiele. a) Sei g(λ) = 1 für alle λ ∈ R. Dann ist

D(g(A)) =
{
f ∈ H :

∑
n∈N

|〈f, un〉|2 <∞
}

= H

und g(A)f =
∑

n∈N〈f, un〉un = f , d.h. g(A) = idH .

b) Für g(λ) = λ (λ ∈ R) erhält man g(A) = A (inklusive Gleichheit der Definitions-
bereiche).

c) Weitere wichtige Funktionen sind g(λ) =
√
λ (falls alle Eigenwerte von A nicht-

negativ sind) sowie g(λ) = cos(
√
λt) und g(λ) = sin

√
λt√
λ

für festes t ∈ R. Es gilt

D(cos
√
At) = D( sin

√
At√
A

) = H.

Die Bedeutung dieser beiden Funktionen liegt darin, dass die Lösung des Anfangs-
wertproblems

∂2
t u(t) + Au(t) = 0 (t ≥ 0),

u|t=0 = u0,

∂tu|t=0 = u1

gegeben ist durch u(t, ·) = cos(
√
At)(u0) + sin

√
At√
A

(u1), wie wir später sehen werden.
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1.15 Beispiel. a) Wir kommen zurück auf die Situation von Beispiel 1.2, d.h. wir
betrachten einen elliptischen Operator zweiter Ordnung mit Dirichlet-Randbedingun-
gen.Wie oben erwähnt, sind alle Voraussetzungen (V1)-(V3) erfüllt, und alle obigen
Aussagen gelten für dieses Beispiel. Falls G = (0, 2π) ⊂ R und Au = −u′′, so erhält
man die klassischen Fourierreihen.

b) In der Situation von a) betrachten wir nun (verallgemeinerte) Neumann-Rand-
bedingungen, welche (bei hinreichend glattem G) die Form

n∑
i,k=1

νi(x)aik(x)∂ku(x) = 0 (x ∈ ∂G)

haben, wobei ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x))> der äußere Normalenvektor an ∂G ist. Bei
diesen Randbedingungen besitzt der zugehörige Operator A den Definitionsbereich

D(A) := {u ∈ H1(G) : ∃ fu ∈ L2(G)∀ v ∈ H1(G) : B(u, v) = 〈fu, v〉},

und die Bilinearform B wird nun auf H1(G) ×H1(G) betrachtet. Wieder sind alle
Voraussetzungen (V1)-(V3) erfüllt, und wir erhalten die Ergebnisse der Sätze 1.10–
1.13. Man beachte, dass jetzt stets 0 ∈ σ(A) gilt, da die konstanten Funktionen in
D(A) liegen.

Im Fall von Beispiel 1.2, d.h. bei Dirichlet-Randbedingungen, lässt sich noch eine
Monotonie der Eigenwerte als Funktion des Gebietes zeigen:

1.16 Satz. In der Situation von Beispiel 1.2 seien G und G̃ beschränkte Gebiete
mit G̃ ⊂ G, und seien λn bzw. λ̃n die jeweils n-ten Eigenwerte des Operators A.
Dann gilt λ̃n ≥ λn.

Beweis. Sei e0 : L2(G̃)→ L2(G) die triviale Fortsetzung durch Null von G̃ auf G. Für

ũ ∈ H1
0 (G̃) gilt dann u := e0ũ ∈ H1

0 (G). Denn es existiert eine Folge (ϕ̃n)n∈N ⊂ D(G̃)

mit ϕ̃n → ũ in H1(G̃), und für ϕn := e0ϕ̃n gilt ϕn ∈ D(G) und ϕn → u in

H1(G). Offensichtlich gilt ‖u‖L2(G) = ‖ũ‖L2(G̃) und B(u, u) = B̃(ũ, ũ), wobei B̃

die Einschränkung von B auf H1
0 (G̃)×H1

0 (G̃) bezeichne.

Damit folgt

λ̃1 = inf
{
B̃(ũ, ũ) : ũ ∈ H1

0 (G̃), ‖ũ‖L2(G̃) = 1
}

= inf
{
B(e0ũ, e0ũ) : ũ ∈ H1

0 (G̃), ‖ũ‖L2(G̃) = 1
}

≥ inf
{
B(u, u) : u ∈ H1

0 (G), ‖u‖L2(G) = 1
}

= λ1.

Sei nun n ≥ 2, und seien h̃1, . . . , h̃n−1 ∈ L2(G̃). Sei ũ ∈ L2(G̃) mit ‖ũ‖L2(G̃) = 1

und 〈ũ, h̃1〉 = · · · = 〈ũ, h̃n−1〉 = 0. Wie oben definieren wir u := e0ũ. Dann gilt
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‖u‖L2(G) = 1, und u ist orthogonal zu h1, . . . , hn−1, wobei hj ∈ L2(G) eine beliebige

Fortsetzung von h̃j sei. Nimmt man das Infimum über alle ũ, so erhält man

µ̃n(h̃1, . . . , h̃n−1) ≥ µn(h1, . . . , hn−1).

Mit dem Courantschen Minimax-Prinzip folgt

λ̃n = sup
h̃1,...,h̃n−1∈L2(G̃)

µ̃n(h̃1, . . . , h̃n−1) ≥ sup
h1,...,hn−1∈L2(G)

µn(h1, . . . , hn−1) = λn.

b) Anwendung des Spektralsatzes

Im Folgenden sei H wieder ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und Norm ‖·‖
und A : H ⊃ D(A)→ H ein selbstadjungierter Operator. In diesem Abschnitt wollen
wir den Spektralsatz anwenden, um Cauchyprobleme erster und zweiter Ordnung
zu lösen.

In der Anwendung des Spektralsatzes ist es oft wichtig, das Spektrum zu lokalisieren,
da z.B. Funktionen wie

√
λ auf σ(A) wohldefiniert sein sollen. (Die Werte von f auf

der Resolventenmenge haben keinen Einfluss auf das Integral.) Eine Möglichkeit der
Lokalisierung liefert folgendes Resultat:

1.17 Lemma. Man definiert den numerischen Wertebereich von A durch

W (A) := {〈Ax, x〉 : x ∈ D(A), ‖x‖ = 1}.

Dann gilt σ(A) ⊂ W (A).

Beweis. Falls λ ∈ σp(A), folgt λ ∈ W (A). Sei also λ ∈ σc(A). Dann ist R(A − λ)
nicht abgeschlossen, d.h. es existiert eine Folge (yn)n∈N ⊂ R(A − λ) mit yn → y ∈
H \R(A− λ). Wir nehmen an, dass gilt:

∃C > 0 ∀x ∈ D(A) : ‖(A− λ)x‖ ≥ C‖x‖. (1-8)

Wir setzen in (1-8) yn = (A−λ)xn mit xn ∈ D(A) ein und erhalten, dass (xn)n∈N ⊂
H eine Cauchyfolge ist. Sei x := limn→∞ xn. Dann gilt (xn, yn) → (x, y), und da
A − λ abgeschlossen ist, folgt x ∈ D(A) sowie y = (A − λ)x, im Widerspruch zu
y 6∈ R(A− λ).

Also gilt (1-8) nicht, d.h. es existiert eine Folge (zn)n∈N ⊂ D(A) mit ‖(A−λ)zn‖ → 0
und ‖zn‖ = 1. Damit gilt 〈(A− λ)zn, zn〉 = 〈Azn, zn〉 − λ→ 0, d.h. λ ∈ W (A).
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Wir betrachten nun das abstrakte (parabolische) Cauchyproblem

∂tu(t) + Au(t) = 0 (t > 0),

u|t=0 = u0

(1-9)

Man beachte für die Aussage des nächsten Satzes, dass D(A) mit der Graphennorm
versehen wird, ‖x‖D(A) :=

√
‖x‖2

H + ‖Ax‖2
H . Da A abgeschlossen ist, ist (D(A), ‖ ·

‖D(A)) ein Hilbertraum. Im Folgenden sei stets E : B(σ(A)) → L(H) (oder die
triviale Fortsetzung E : B(R)→ L(H)) das zu A gehörige Spektralmaß.

1.18 Satz. In obiger Situation gelte zusätzlich σ(A) ⊂ [0,∞). Zu u0 ∈ D(A) defi-
niert man

u(t) := e−Atu0 :=

∫ ∞
0

e−λtdE(λ)u0.

Dann ist

u ∈ C1([0,∞), H) ∩ C([0,∞), D(A)),

und u ist eine Lösung von (1-9).

Beweis. (i) Wir zeigen zunächst: Für alle v0 ∈ H ist v(t) := e−Atv0 ∈ H wohldefi-
niert und v ∈ C([0,∞), H). Die Wohldefiniertheit folgt aus λ 7→ e−λt ∈ L∞([0,∞)).
Für fh(λ) := e−λ(t+h) mit h ∈ R und f(λ) := e−λt gilt fh → f punktweise sowie
sup|h|≤1 ‖fh‖∞ < ∞. Nach Satz A.10 (iv) folgt v(t + h) = fh(A)v0 → f(A)v0 =
v(t) (h→ 0).

(ii) Nach (i) ist Au(t) = Ae−Atu0 = e−AtAu0 = e−Atv0 mit v0 := Au0 wohlde-
finiert, und es gilt u ∈ C([0,∞), H) sowie Au ∈ C([0,∞), H) und damit u ∈
C([0,∞), D(A)).

(iii) Nun sei fh(λ) := 1
λh

(e−λ(t+h) − e−λt) sowie f(λ) := −e−λt. Dann gilt fh →
f (h → 0) punktweise sowie sup|h|≤1 ‖fh‖∞ < ∞. Nach Satz A.10 (iv) folgt wieder
fh(A)v0 → f(A)v0 für alle v0 ∈ H. Damit folgt mit den Eigenschaften des Funktio-
nalkalküls für v0 := Au0

1
h
(u(t+ h)− u(t)) =

∫ ∞
0

fh(λ)λdE(λ)u0 = fh(A)Au0

= fh(A)v0 → f(A)v0 = f(A)Au0 =

∫ ∞
0

f(λ)λdE(λ)u0

= −e−tAAu0 = −Ae−tAu0 = −Au(t) (h→ 0).

Dies zeigt u ∈ C1([0,∞), H) und ∂tu(t) = −Au(t) (t > 0).
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1.19 Korollar. Falls in der Situation von Satz 1.18 sogar u0 ∈ D(Ak) für ein k ∈ N
gilt, so gilt für die oben konstruierte Lösung

u ∈
k⋂
j=0

Cj([0,∞), D(Ak−j)).

Beweis. Für alle j ∈ {0, . . . , k} gilt Ak−ju(t) = Ak−je−tAu0 = e−tA(Ak−ju0), und wie
im Beweis von Satz 1.18 gesehen, folgt Ak−ju ∈ C([0,∞), H). Wählt man j = 0,
folgt insbesondere u ∈ C([0,∞), D(Ak)). Wegen ∂tu = −Au erhalten wir auch
∂jtu = (−1)jAju ∈ C([0,∞), D(Ak−j)).

Wir betrachten nun das abstrakte (hyperbolische) Cauchyproblem zweiter Ordnung

∂2
t u(t) + Au(t) = 0,

u|t=0 = u0,

∂tu|t=0 = u1.

(1-10)

1.20 Satz. In obiger Situation gelte wieder σ(A) ⊂ [0,∞). Zu u0 ∈ D(A) und
u1 ∈ D(

√
A) definiert man

u(t) := cos(
√
At)u0 +

(sin(
√
At)√
A

)
u1 (t ≥ 0).

Dann gilt

u ∈ C2([0,∞), H) ∩ C1([0,∞), D(
√
A)) ∩ C([0,∞), D(A)),

und u ist eine Lösung von (1-10).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 1.18. Wir schreiben

Au(t) = cos(
√
At)Au0 +

(sin(
√
At)√
A

)
Au1 = cos(

√
At)v0 + sin(

√
At)v1

mit v0 := Au0 und v1 :=
√
Au1. Da λ 7→ cos(

√
λt) und λ 7→ sin(

√
λt) beschränkt

sind, ist u(t) ∈ D(A) wohldefiniert für alle t ≥ 0, und es gilt u ∈ C([0,∞), D(A)).

Für die Ableitung von t 7→ cos(
√
At)u0 betrachtet man analog zum obigen Beweis

die Funktion fh(λ) := 1√
λh

(cos(
√
λ(t + h)) − cos(

√
λt)) und f(λ) := − sin(

√
λt).

Dann gilt wieder fh → f punktweise und gleichmäßig beschränkt, und mit dem
Funktionalkalkül folgt
√
A
(

1
h
(u(t+ h)− u(t))

)
=
√
Afh(A)

√
Au0 = fh(A)v0 → f(A)v0 = −A sin(

√
At)u0.
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Damit ist u ∈ C1([0,∞), D(
√
A)). Analog geht man für den sin-Term in der De-

finition von u(t) vor. Leitet man dies noch einmal ab, sieht man genauso, dass
u ∈ C2([0,∞), H) gilt und dass u eine Lösung von (1-10) ist.

1.21 Korollar. Falls in der Situation von Satz 1.20 sogar u0 ∈ D(Ak) und u1 ∈
D(Ak−

1
2 ) mit einem k ∈ N gilt, so folgt für die obige Lösung

u ∈
2k⋂
j=0

Cj([0,∞), D(A(2k−j)/2)).

Beweis. Dies sieht man genauso wie in Korollar 1.19 wegen

A(2k−j)/2u(t) = cos(
√
At)A(2k−j)/2u0 +

(sin(
√
At)√
A

)
A(2k−j)/2u1 (t ≥ 0).
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2. Operatorhalbgruppen

2.1 Worum geht’s? Wir betrachten wieder das abstrakte Cauchyproblem

∂tu = Au, u(0) = u0.

Allerdings wird jetzt nicht mehr vorausgesetzt, dass der Operator A selbstadjungiert
ist, d.h. der Spektralsatz ist nicht anwendbar. In diesem Fall ist es auch sinnvoll, die-
se Gleichung in Banachräumen zu betrachten, was in den Anwendungen manchmal
von Vorteil ist (z.B. Lp-Theorie mit p 6= 2). Ein zentraler Begriff für die Behandlung
derartiger Evolutionsgleichungen ist der der Operatorhalbgruppe. Dieser fasst die
wesentlichen Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen
Fall bekannte Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewöhnlichen Differentialgleichung
y′ = Ay mit einer konstanten Matrix A ∈ Cn×n besitzt. Dabei werden die Halb-
gruppen, welche im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten,
nicht normstetig sein, sondern nur stark stetig.

Es zeigt sich, dass das obige Cauchyproblem genau dann wohlgestellt ist, wenn der
Operator A eine C0-Halbgruppe erzeugt. Damit wird die Lösbarkeit von Gleichungen
zurückgeführt auf Eigenschaften des in der Gleichung auftretenden Operators. In
Anwendungen, in welchen etwa A ein Differentialoperator (im Ort) ist, sind diese
Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als die Lösbarkeit selbst.

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

a) Generatoren von Halbgruppen

Eine Zusammenfassung einiger Bezeichnungen sowie grundlegender Begriffe und
Aussage aus der Theorie linearer Operatoren findet sich in Anhang A. Wir beginnen
mit dem zentralen Begriff der Operatorhalbgruppen.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition für Operatorhalbgruppen einführen,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n ∈ N,

A ∈ Cn×n, und T (t) := exp(tA) :=
∑∞

k=0
(tA)k

k!
. Es gilt

(i) T (0) = I,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) (t, s ≥ 0) (Halbgruppeneigenschaft),

(iii) T ∈ C([0,∞), L(Cn)).

Ferner sieht man schnell, dass A = T ′(0) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn.

2.3 Bemerkung. Sei T : [0,∞) → L(Cn), so dass (i), (ii) und (iii) erfüllt sind.
Dann gilt T (t) = exp(tA) mit A = T ′(0). Insbesondere gilt T ∈ C∞

(
(0,∞), L(Cn)

)
.
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Um dies zu beweisen, betrachtet man V (t) :=
t∫

0

T (s)ds und zeigt, dass limt↘0
V (t)
t

=

I gilt. Insbesondere ist V (t) für kleine t invertierbar, und unter Verwendung von
T (t) = V −1(t0)V (t0)T (t) für kleines t0 kann man zeigen, dass u := T (·)x die An-
fangswertaufgabe

∂tu(t)− Au(t) = 0 (t > 0),

u(0) = x,

mit A := T ′(0) löst. Die Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen besagt aber,
dass die eindeutige Lösung dieser Anfangswertaufgabe als T (t)x = exp(tA)x gegeben
ist.

Die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) genügen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Abbildung T : [0,∞)→ L(X) wird C0-Halbgruppe oder stark
stetige Halbgruppe genannt, falls

(i) T (0) = I,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s),

(iii) T ist stark stetig, d.h. für alle x ∈ X ist [0,∞)→ X, t 7→ T (t)x stetig.

Häufig schreibt man Halbgruppen auch in der Form (T (t))t≥0

Für eine C0-Halbgruppe setzen wir

D :=
{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existiert
}
.

Im allgemeinen ist D 6= X. Wir werden später sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Sei T : [0,∞) → L(X) eine C0-Halbgruppe. Dann definiert man
den Generator oder Erzeuger von T als den linearen Operator A, gegeben durch
D(A) := D und

Ax := lim
t→0

T (t)x− x
t

(x ∈ D(A)).

Falls A der Erzeuger der C0-Halbgruppe (T (t))t≥0 ist, schreibt man auch oft T (t) =
etA in Analogie zum endlich-dimensionalen Fall.

2.6 Beispiel.
(
exp(tA)

)
t≥0

mit A ∈ Cn×n ist C0-Halbgruppe auf Cn mit Generator
A.
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18 2. Operatorhalbgruppen

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere
(
T (t)f

)
(x) := f(x + t), t ≥ 0.

Dann ist (T (t))t≥0 eine C0 - Halbgruppe auf Lp(R), 1 ≤ p <∞, mit Generator

A =
d

dx
, D(A) =

{
f ∈ Lp(R) :

d

dx
f ∈ Lp(R)

}
= W 1

p (R).

Beweis. Zunächst ist T (t) beschränkt wegen

‖T (t)f‖p =

(∫
R
|f(t+ x)|pdx

) 1
p

= ‖f‖p =⇒ ‖T (t)‖L(Lp(R)) ≤ 1.

Bekannt ist, dass D(R)
d
↪→ Lp(R). Für f ∈ D(R) gilt

‖T (t)f − f‖p =
(∫

R
|f(t+ x)− f(x)|pdx

) 1
p
< |K|

1
p · sup

x∈K
|f(x+ t)− f(x)| t→0−→ 0

für kompakte Intervalle K := {x+ y : x ∈ supp(f), y ∈ [−1,+1]}. Aus Bemerkung
A.2 b) und Lemma A.3 folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaf-
ten (i) und (ii) sind trivial. Damit ist T eine C0-Halbgruppe auf Lp(R). Sei B der
Generator von T . Aus der Gleichheit

T (t)f − f
t

=
f(·+ t)− f(·)

t

für f ∈ Lp(R) ergibt sich

D(B) =
{
f ∈ Lp(R) : lim

t→0

T (t)f − f
t

existiert in Lp(R)
}

(∗)
= W 1

p (R) = D(A).

Dabei ist (∗) noch zu zeigen (Übungsaufgabe 5.1). Wegen

Bf = lim
t→0

T (t)f − f
t

=
d

dx
f = Af.

folgt A = B, d.h. A erzeugt T .

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaußkern

Gt(x) :=
1

(4πt)
n
2

exp

(
−|x|

2

4t

)
.

Dann definiert T (t) := Gt∗f eine C0 - Halbgruppe auf L2(Rn) mit Generator A = ∆
und D(A) = H2(Rn). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.
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2. Operatorhalbgruppen 19

b) Sei A ∈ L(X). Dann ist

T (t) = exp(tA) :=
∞∑
k=0

(tA)k

k!

eine C0-Halbgruppe auf X mit Generator A. Außerdem ist T gleichmäßig stetig
wegen

‖T (t)− I‖L(X) ≤
∞∑
k=1

(
t‖A‖

)k
k!

= exp
(
t‖A‖

)
− 1

t→0−→ 0.

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel 2.8 b): Sei
(
T (t)

)
t≥0

eine

C0-Halbgruppe mit Generator A : D(A)→ X, so dass

‖T (t)− I‖L(X) → 0.

Dann gilt A ∈ L(X). Dies sieht man wie in Bemerkung 2.3 (Übungsaufgabe 3.2).

Im Folgenden werden wir Integrale der Form
∫ t

0
T (s)ds betrachten, d.h. es wird über

Funktionen integriert, welche in einen Banachraum abbilden (in diesem Fall L(X)).
Der zugehörige Integralbegriff ist das Bochner-Integral, die Banachraum-wertige
Version des Lebesgue-Integrals. Im Wesentlichen bleiben alle bekannten Sätze aus
der Lebesgueschen Integrationstheorie erhalten. Wir fassen die wichtigsten Defini-
tionen und Sätze in Anhang B zusammen.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere über reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass stetige Funktionen auf kompakten reellen Intervallen
Bochner-integrierbar sind. Wir zeigen einige Aussagen, die später noch nützlich sein
werden.

2.10 Lemma. Sei A : X ⊃ D(A) → X ein abgeschlossener linearer Operator und
f ∈ C

(
[0,∞), X

)
mit f(t) ∈ D(A) für t ≥ 0 und Af ∈ C

(
[0,∞), X

)
. Dann gilt∫ t

0
f(s)ds ∈ D(A) und

A

t∫
0

f(s)ds =

t∫
0

Af(s)ds (t ≥ 0).

Beweis. Sei t > 0 fest. Für n ∈ N setzen wir tk := tk
n

(k = 0, . . . , n) und de-
finieren die Stufenfunktionen fn, gn durch fn :=

∑n
k=1 f(tk)χ(tk−1,tk] und gn :=∑n

k=1A[f(tk)]χ(tk−1,tk]. Als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [0, t]
sind f und Af gleichmäßig stetig, und daher gilt fn → f und gn → Af gleichmäßig
auf dem Intervall (0, t]. Somit folgt∫ t

0

fn(s)ds→
∫ t

0

f(s)ds und

∫ t

0

gn(s)ds→
∫ t

0

Af(s)ds (n→∞)
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20 2. Operatorhalbgruppen

(Konvergenz in der Norm von X). Aufgrund der Linearität von A, der Definition
des Integrals über Stufenfunktionen und der Voraussetzung f(s) ∈ D(A) (s ≥ 0)
gilt

∫
fn(s)ds ∈ D(A) und

A
(∫ t

0

fn(s)ds
)

=

∫ t

0

Afn(s)ds =

∫ t

0

gn(s)ds.

Da A abgeschlossen ist, erhalten wir
∫ t

0
f(s)ds ∈ D(A) und

A
(∫ t

0

f(s)ds
)

=

∫ t

0

Af(s)ds.

2.11 Bemerkung. Die Aussage des obigen Lemmas gilt allgemeiner: Falls f ∈
L1(µ;X) mit f(s) ∈ D(A) und Af ∈ L1(µ;X) für einen abgeschlossener Operator
A, so folgt bereits

∫
fdµ ∈ D(A) und A

( ∫
fdµ

)
=
∫
Afdµ.

2.12 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f ∈ C
(
[0,∞), X

)
heißt

differenzierbar in t0 ∈ [0,∞) genau dann, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h
=: f ′(t0)

in X existiert. Man schreibt f ∈ Ck
(
[0,∞), X

)
, falls f k-mal stetig differenzierbar

ist.

2.13 Bemerkung. a) Sei f ∈ C([0,∞), X). Dann gilt

lim
t→0

1

t

t∫
0

f(s)ds = f(0).

Für F (t) :=
∫ t

0
f(s)ds (t ≥ 0) gilt F ∈ C1([0,∞), X) und F ′ = f .

b) Falls f ∈ C1([0,∞), X), so gilt

f(t) = f(0) +

∫ t

0

f ′(s)ds (t ∈ [0,∞)).

2.14 Satz. Sei T eine C0-Halbgruppe auf X mit Generator A : D(A)→ X.

a) Für alle x ∈ D(A) gilt T (t)x ∈ D(A) und

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x (t ≥ 0).
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2. Operatorhalbgruppen 21

b) Für alle x ∈ X gilt
t∫

0

T (s)xds ∈ D(A) und

T (t)x− x = A

∫ t

0

T (s)xds (x ∈ X) (2-1)

c) (Allerweltsformel). Sei x ∈ X. Dann gilt x ∈ D(A) genau dann, wenn ein y ∈ X
existiert mit

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)yds (t ≥ 0). (2-2)

In diesem Fall ist y = Ax.

Beweis. a) Sei x ∈ D(A) und h ≥ 0. Dann ergibt sich

T (t+ h)x− T (t)x

h

h→0−→ T (t)Ax (t ≥ 0).

Damit existiert auch der Grenzwert

lim
h→0

T (h)T (t)x− T (t)x

h
= AT (t)x

und stimmt mit dem obigen überein. Aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränkt-
heit folgt die Abschätzung ‖T (s)‖L(X) ≤ Mt, s ∈ [0, t], für beliebiges t > 0. Damit
folgt für t > 0 und h ≤ t

T (t− h)x− T (t)x

−h
= −T (t− h)

x− T (h)x

h

h→0−→ T (t)Ax,

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen über-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

b) Sei x ∈ X und t ≥ 0. Dann gilt

1

h

(
T (h)

∫ t

0

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds
)

=
1

h

∫ t

0

T (s+ h)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

h

T (s)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds

h→0−→ T (t)x− x

nach Bemerkung 2.13 a). Also gilt
∫ t

0
T (s)ds ∈ D(A) und die Gleichheit (2-1).

c) Sei x ∈ D(A). Mit der Abschätzung ‖T (s)‖L(X) ≤Mt, s ∈ [0, t], folgt

T (s)
T (h)x− x

h

h→0−→ T (s)Ax gleichmäßig für s ∈ [0, t],
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22 2. Operatorhalbgruppen

was schließlich

lim
h→0

T (h)− 1

h

∫ t

0

T (s)xds = lim
h→0

∫ t

0

T (s)
T (h)x− x

h
ds =

∫ t

0

T (s)Axds

impliziert.

Nun gelte (2-2). Es folgt

lim
t↘0

T (t)x− x
t

= lim
t↘0

1
t

∫ t

0

T (s)yds = T (0)y = y

und damit x ∈ D(A) sowie Ax = y.

2.15 Lemma. Sei T eine C0-Halbgruppe auf X. Dann existieren M ≥ 1 und ω ∈ R
so, dass gilt

‖T (t)‖L(X) ≤M exp(ωt) (t ≥ 0). (2-3)

Hierzu zunächst

2.16 Definition. Sei T eine C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X.

a) Die Zahl

ω(T ) := inf
{
ω ∈ R : Es existiert ein Mω ≥ 1 so, dass (2-3) gilt

}
heißt die Wachstumsschranke von T .

b) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω = 0 gilt, so heißt T beschränkt.

c) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω = 0 und M = 1 gilt, so heißt T eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω < 0 gilt, so heißt T exponentiell stabil.

Beweis von Lemma 2.15. Aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit folgt
‖T (t)‖L(X) ≤ M für t ∈ [0, 1], setze ω = logM . Für t ∈ [0,∞) und m ∈ N mit
t ≤ m ≤ t+ 1 gilt

‖T (t)‖L(X) =
∥∥∥T( t

m

)m∥∥∥ ≤ ∥∥∥T( t
m

)∥∥∥m ≤Mm ≤M t+1 = M exp(ωt).

2.17 Satz. Der Generator A : D(A) → X einer C0 - Halbgruppe T auf X ist
ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die C0-Halbgruppe T eindeutig
bestimmt.
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2. Operatorhalbgruppen 23

Beweis. Abgeschlossenheit: Seien (xk)k∈N ⊂ D(A) mit xk → x und Axk → y in X.
Nach Satz 2.14 b) gilt

T (t)xk − xk =

∫ t

0

T (s)Axkds.

Die gleichmäßige Konvergenz von T (s)Axk in [0, t] impliziert

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)yds.

Mit der Allerweltsformel folgt x ∈ D(A) und Ax = y.

Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung 2.13 a) gilt für x ∈ X,

D(A) 3 1

t

∫ t

0

T (s)xds
t→0−→ x.

Eindeutigkeit von T : Seien S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, x ∈
D(A), und t > 0. Setze

u(s) := T (s)S(t− s)x , 0 ≤ s ≤ t.

Dann folgt
du(s)

ds
= AT (s)S(t− s)x+ T (s)(−A)S(t− s)x = 0.

Nach Bemerkung 2.13 b) ist u konstant auf [0, t], also

T (t)x = u(t) = u(0) = S(t)x (t > 0, x ∈ D(A)),

d.h. es gilt T = S.

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zurückkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die ursprüngliche Motivation für die Einführung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Lösung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunächst folgende

2.18 Definition. Sei A : X ⊃ D(A) → X ein abgeschlossener Operator mit
D(A) = X. Das Cauchyproblem

(CP)

{
∂tu− Au = 0, t > 0,

u(0) = x,

heißt (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Lösung existiert, d.h. für alle x ∈ D(A) existiert
genau eine Lösung u ∈ C1([0,∞), X) von (CP) mit u(t) ∈ D(A) (t ≥ 0).
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24 2. Operatorhalbgruppen

(ii) u stetig von den Daten abhängt, d.h. für alle t > 0 existiert eine Konstante
Ct > 0 mit ‖u(t)‖ ≤ Ct‖x‖ (x ∈ D(A)).

2.19 Satz. Sei A : X ⊃ D(A) → X abgeschlossen mit D(A) = X. Das Cauchy-
problem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer C0-Halbgruppe
T auf X ist.

Beweis. (i) Sei A Generator der C0-Halbgruppe T , und sei x ∈ D(A). Wir setzen
u(t) := T (t)x. Nach Satz 2.14 a) ist u ∈ C1

(
[0,∞), X

)
Lösung von (CP), u(t) ∈

D(A) (t ≥ 0) und u(t)
t→0−→ x ∈ X. Außerdem stellt Lemma 2.15 für t > 0 sicher,

dass
‖u(t)‖ = ‖T (t)x‖ ≤M exp(ωt)‖x‖,

d.h. u hängt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Lösung von (CP), x ∈ D(A), und
t ≥ 0. Wir setzen

w(s) := T (s)v(t− s) (0 ≤ s ≤ t).

Wie im Beweis von Satz 2.17 folgt dw(s)
ds

= 0 und daher w = const. Dies impliziert

T (t)x = w(t) = w(0) = v(t) (t > 0, x ∈ D(A)).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei x ∈ D(A). Diesmal setzen wir T (t)x := u(t, x),
wobei u(·, x) die eindeutige Lösung von (CP) zum Anfangswert x sei. Aus (ii) folgt

T (t) ∈ L(X), t ≥ 0. Klar sind die Eigenschaften T (0) = I sowie T (t)x
t→0−→ x, d.h.

T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s, t ≥ 0. Man
beachte, dass u(t+s, x) und u

(
t, u(s, x)

)
beides Lösungen von (CP) zum Anfangswert

u(s, x) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

u(t+ s, x) = u
(
t, u(s, x)

)
,

was zeigt, dass

T (t+ s)x = u(t+ s, x) = u
(
t, u(s, x)

)
= T (t)u(s, x) = T (t)T (s)x.

Damit ist T eine C0 - Halbgruppe. Sei B der Generator von T . Für x ∈ D(A) erhält
man

Au(t, x) = ∂tu(t, x)
t→0−→ y := ∂tu(0, x) ∈ X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit

Ax = y = ∂tu(0, x) = T ′(0)x.

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bx übereinstimmt folgt also x ∈ D(B) und
Ax = Bx für x ∈ D(A). Sei umgekehrt x ∈ D(B). Wegen D(A) = X können
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2. Operatorhalbgruppen 25

wir (xk)k∈N ⊂ D(A) wählen mit xk → x. Da T (s)xk = u(s, xk) sowie AT (s)xk =
Au(s, xk) = u′(s, xk) stetig sind, folgt mit Lemma 2.10

A

∫ t

0

T (s)xkds =

∫ t

0

AT (s)xkds =

∫ t

0

u′(s, xk)ds = T (t)xk − xk
k→∞−→ T (t)x− x

und wegen Abgeschlossenheit von A, dass
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) sowie

A
1

t

∫ t

0

T (s)xds =
T (t)x− x

t
, t > 0.

Da die rechte Seite für t → 0 gegen Bx konvergiert, sehen wir unter erneuter Aus-
nutzung der Abgeschlossenheit von A, dass

x = lim
t→0

1
t

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A).

Somit haben wir D(A) = D(B) und deshalb A = B.

Mit Satz 2.19 reduziert sich das Lösen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme können mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden später bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzuführen ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

(ICP)

{
∂tu(t)− Au(t) = f(t) (t > 0)

u(0) = x.

Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Lösung

u(t) = exp(tA)x+

∫ t

0

exp
(
(t− s)A

)
f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s, u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u·∇)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fixpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Lösung nach sich, d.h. es existiert
ein T > 0 und ein u : [0, T ) → X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne löst.
Wir möchten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Lösung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

ut −∆u = |u|α

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Lösung in Lp(Ω) für gewisse Werte von p
und α existiert.
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b) Die Sätze von Hille-Yosida und von Lumer-Phillips

Um zu zeigen, dass ein Operator der Generator einer C0-Halbgruppe ist, gibt es
zwei wesentliche Sätze: den Satz von Hille-Yosida (und seine Varianten) und den
Satz von Lumer-Phillips.

2.20 Bemerkung. Sei λ ∈ R. Dann sind äquivalent:

(i)
(
T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A und ω(T ) = ω0.

(ii)
(
exp(−λt)T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A− λI und

ω
(
exp(−λ ·)T

)
= ω0 − λ.

2.21 Satz (Satz von Hille-Yosida; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Für einen linea-
ren Operator A : X ⊃ D(A)→ X sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist der Generator einer C0 - Kontraktionshalbgruppe T auf X.

(ii) Es gilt D(A) = X, (0,∞) ⊂ ρ(A) und ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ 1 für λ > 0.

In diesem Fall gilt

(λ− A)−1 =

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)ds (λ > 0). (2-4)

2.22 Bemerkung. a) Die rechte Seite von (2-4) ist gerade die (vektorwertige)
Laplace-Transformation von T , welche somit die Verbindung zwischen der Halb-
gruppe und der Resolvente des Operators A herstellt.

b) Die rechte Seite von (2-4) ist holomorph im Gebiet {λ ∈ C : Reλ > 0} und kann
dort durch 1

Reλ
abgeschätzt werden. Da die Resolvente eines Operators am Rand der

Resolventenmenge in der Operatornorm unbeschränkt wird, folgt aus der Gleichheit
(2-4) und der Holomorphie, dass ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > 0} und dass für alle λ ∈ C
mit Reλ > 0 die Gleichheit (2-4) sowie die Abschätzung ‖(λ− A)−1‖ ≤ 1

Reλ
gilt.

Beweis von Satz 2.21, (i)⇒ (ii) . Nach Bemerkung 2.20 generiert A− λI die C0 -
Halbgruppe

(
exp(−λt)T (t)

)
t≥0

für festes λ > 0. Aus Satz 2.14 folgt

exp(−λt)T (t)x− x = (A− λ)

∫ t

0

exp(−λs)T (s)xds, falls x ∈ X (2-5)

und

exp(−λt)T (t)x− x =

∫ t

0

exp(−λs)T (s)(A− λ)xds, falls x ∈ D(A) (2-6)
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Es gilt ∫ ∞
0

‖exp(−λs)T (s)x‖ ds ≤
∫ ∞

0

exp(−λs)ds‖x‖ ≤ ‖x‖
λ
. (2-7)

Somit existiert das Integral
∫∞

0
exp(−λs)T (s)ds. Weiterhin erhält man

∥∥∥∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)xds−
∫ t

0

exp(−λs)T (s)xds
∥∥∥

=

∫ ∞
0

χ(t,∞)(s) exp(−λs)
∥∥T (s)x

∥∥ds
≤
∫ ∞

0

χ(t,∞)(s) exp(−λs)ds‖x‖ t→∞−→ 0,

wobei im letzten Schritt der Satz von Lebesgue angewendet wurde. Die Abgeschlos-
senheit von A und t→∞ liefern dann in (2-5) bzw. (2-6),

x = (λ− A)

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)xds =: (λ− A)R(λ)x (x ∈ X),

x = R(λ)(λ− A)x, (x ∈ D(A)).

Folglich ist (λ−A) : D(A)→ X beschränkt und bijektiv. Nach dem Satz der stetigen
Inversen gilt λ ∈ ρ(A) und

(λ− A)−1 = R(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)ds,

und schließlich impliziert (2-7)∥∥λ(λ− A)−1
∥∥
L(X)
≤ 1 (λ > 0).

Um der Idee von Yosida zu folgen benötigen wir eine Folge von beschränkten Ope-
ratoren die in einem gewissen Sinne gegen A konvergiert. Hierzu hilft das

2.23 Lemma (Yosida-Approximation). Sei A : D(A)→ X mit D(A) = X gegeben,
und seien ω ∈ R,M > 0 so, dass [ω,∞) ⊂ ρ(A) und ‖λ(λ−A)−1‖L(X) ≤M,λ ≥ ω.
Dann gilt

(i) λ(λ− A)−1x
λ→∞−→ x (x ∈ X),

(ii) λA(λ− A)−1x = λ(λ− A)−1Ax
λ→∞−→ Ax (x ∈ D(A)).

Beweis. Übungsaufgabe.
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Beweis von Satz 2.21 (ii)⇒ (i). Lemma 2.23 (ii) motiviert die Approximation von
exp(tA) durch(

exp(tAk)
)
k∈N , Ak = kA(k − A)−1 = k2(k − A)−1 − kI.

Dann gilt Ak ∈ L(X), k ∈ N und Akx → Ax in X für x ∈ D(A). Nach Beispiel 2.8
b) ist

Tk(t) =
∞∑
n=0

(tAk)
n

n!

für alle k ∈ N eine C0-Halbgruppe auf X. Weiterhin gilt AkAm = AmAk, womit
TkTm = TmTk folgt.

1. Schritt: Definition der Halbgruppe. Obiges Tk ist kontraktiv für alle k ∈ N,
denn

Tk(t) = exp(tAk) = exp(−kt) exp
(
tk2(k − A)−1

)
,

also
‖ exp(tAk)‖L(X) ≤ exp(−tk) exp

(
tk‖k(k − A)−1‖

)
≤ 1.

Für x ∈ D(A) gilt nun Tk(·)x ∈ C1
(
[0,∞), X

)
. Mit Bemerkung 2.13 b) folgt

Tk(t)x− Tm(t)x =

∫ t

0

d

ds

(
Tm(t− s)Tk(s)x

)
ds

=

∫ t

0

Tm(t− s)Tk(s)(Ak − Am)xds,

d.h. ∥∥Tk(t)x− Tm(t)x
∥∥ ≤ t

∥∥(Ak − Am)x
∥∥, t ≥ 0, (2-8)

was bedeutet, dass Tk(t)x eine Cauchyfolge ist. Deshalb können wir T definieren als

T (t)x := lim
k→∞

Tk(t)x , x ∈ D(A), t ≥ 0. (2-9)

2. Schritt: T ist C0-Kontraktionshalbgruppe. Wegen ‖Tk‖L(X) ≤ 1 und (2-7)
sind die Voraussetzungen von Bemerkung A.2 erfüllt, d.h. (2-9) gilt nicht nur für
x ∈ D(A), sondern für alle x ∈ X und man hat ‖T (t)‖L(X) ≤ 1. Klar ist T (0) = I.
Als nächstes ist

T (t+ s)x = lim
k→∞

Tk(t+ s)x

= lim
k→∞

Tk(t)Tk(s)x = T (t)T (s)x,

wobei die letzte Gleichheit gilt wegen

‖Tk(t)Tk(s)x− T (t)T (s)x‖ = ‖Tk(t)Tk(s)x− Tk(t)T (s)x+ Tk(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖
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≤ ‖Tk(t)Tk(s)x− Tk(t)T (s)x‖
+ ‖Tk(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖
−→ 0.

Was die starke Stetigkeit angeht, nehme x ∈ D(A). Dann gilt unter erneuter Benut-
zung von Satz 2.14

T (t)x− x = lim
k→∞

(
Tk(t)x− x

)
= lim

k→∞

∫ t

0

Tk(s)Akxds =

∫ t

0

T (s)Axds. (2-10)

Also folgt T (t)x → x für alle x ∈ D(A), was sich nach Bemerkung A.2 wegen
‖T (t)‖ ≤ 1 überträgt auf T (t)x→ x für alle x ∈ X.

3. Schritt: A generiert T . Sei B der Generator von T . Mit der Allerweltsformel
folgt

D(A) ⊂ D(B) und Ax = Bx (x ∈ D(A)).

Nach Voraussetzung ist 1 ∈ ρ(A), die Richtung (i)⇒ (ii) des Beweises besagt aber,
dass auch 1 ∈ ρ(B) gilt. Damit folgt A = B.

2.24 Beispiele. (a) Schrödinger - Halbgruppe auf L2(Rn).

Betrachte das zur Schrödingergleichung gehörige Resolventenproblem

(λ− i∆)u(x) = f(x) , x ∈ Rn, f ∈ L2(Rn). (2-11)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum S ′(Rn) der temperier-
ten Distributionen ist, ist die obige Gleichung äquivalent zur Gleichung(

λ+ i|ξ|2
)
û(ξ) = f̂(ξ) , ξ ∈ Rn , f ∈ L2(Rn). (2-12)

Als Lösungsansatz für u wähle

u = F−1û = F−1

[
1

λ+ i|ξ|2

]
f̂ , f ∈ L2(Rn).

Man benutzt die Abschätzungen∣∣∣∣ 1

λ+ i|ξ|2

∣∣∣∣ ≤ 1∣∣Re
{
λ+ i|ξ|2

}∣∣ =
1

λ
, λ > 0,∣∣∣∣ i|ξ|2

λ+ i|ξ|2

∣∣∣∣ ≤ |ξ|2∣∣Im{λ+ i|ξ|2
}∣∣ ≤ 1 , λ > 0,

und die Plancherelsche Formel, um

‖u‖2 = ‖û‖2 ≤
‖f̂‖2

λ
=
‖f‖2

λ
, λ > 0, (2-13)
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‖i∆u‖2 =
∥∥−i| · |2û∥∥

2
≤ ‖f‖2, λ > 0, (2-14)

zu erhalten. Klar ist, dass û eindeutige Lösung von (2-12) in L2(Rn) ist, d.h. wegen
der Unitarität von F ist also u eindeutige Lösung von (2-11) in L2(Rn). Als L2(Rn)
- Realisierung des Schrödingeroperators definiere Asu := i∆u mit

D(As) =
{
v ∈ L2(Rn) : F−1|ξ|2v̂ ∈ L2(Rn)

}
=

{
v ∈ L2(Rn) : ∆v ∈ L2(Rn)

}
= H2(Rn).

S (Rn)
d
↪→ L2(Rn) und S (Rn) ⊂ D(As) implizieren D(As)

d
↪→ L2(Rn), also ist As

dicht definiert.

Weiterhin setzen wir R(λ)f := uf , wobei uf die Lösung zu (2-11) mit rechter Seite
f bezeichnet. Aus (2-14) folgt für λ > 0, dass R(λ) : L2(Rn) → D(As) und wir
erhalten

(λ− i∆)R(λ)f = (λ− i∆)uf = f ∈ L2(Rn),

sowie

R(λ)(λ− i∆)v = u(λ−i∆)v = F−1

[
1

λ+ i|ξ|2

]
F (λ− i∆)v = v.

=⇒ R(λ) = (λ− As)−1 , λ > 0.

Mit (2-13) folgt ferner (0,∞) ⊂ ρ(As), sowie

‖λ(λ− As)−1f‖2 = ‖λR(λ)f‖2 = ‖λuf‖2 ≤ ‖f‖2 , λ > 0, f ∈ L2(Rn).

Nach Theorem 2.21 generiert As also eine C0 - Kontraktionshalbgruppe auf L2(Rn).
Diese ist gegeben durch

exp(tAs) = F−1 exp
(
i|ξ|2t

)
F , t ≥ 0.

b) Wärmeleitungs - Halbgruppe auf L2(Rn).

Das zugehörige Resolventenproblem lautet

(λ−∆)u(x) = f(x) , x ∈ Rn, f ∈ L2(Rn),

FT⇐⇒
(
λ+ |ξ|2

)
û(ξ) = f̂(ξ) , ξ ∈ Rn, f ∈ L2(Rn).

Setze u := F−1
[

1
λ+|ξ|2

]
. Analog zu (a) folgt, dass ∆ eine C0 - Kontraktionshalb-

gruppe
(
exp(t∆)

)
t≥0

auf L2(Rn) generiert, die gegeben ist durch

exp(t∆) = F−1 exp
(
−t|ξ|2

)
F .
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Speziell für Hilberträume gibt es ein in Anwendungen sehr nützliches Kriterium für
die Erzeugung einer C0-Halbgruppe, den Satz von Lumer-Phillips. Der entscheidende
Begriff dafür ist der des dissipativen Operators.

2.25 Definition. Seien X ein Hilbertraum und A : X ⊃ D(A) → X ein linearer
Operator. A heißt dissipativ, falls gilt:

Re〈Ax, x〉 ≤ 0 (x ∈ D(A)).

2.26 Bemerkung. Sei X ein Hilbertraum und A : X ⊃ D(A)→ X ein dissipativer
Operator. Dann gilt

‖(λ− A)x‖ ≥ λ‖x‖ (x ∈ D(A), λ > 0).

Denn für x ∈ D(A) mit ‖x‖ = 1 und λ > 0 gilt mit dem Satz von Riesz

‖(λ− A)x‖ = sup
x′∈X′
‖x′‖=1

∣∣x′((λ− A)x)
∣∣ = sup

y∈X
|〈y, (λ− A)x〉| ≥

∣∣〈x, (λ− A)x〉
∣∣

≥ Re〈x, (λ− A)x〉 = λ− Re〈Ax, x〉 ≥ λ.

2.27 Satz (Satz von Lumer-Phillips). Sei X ein Hilbertraum und A : X ⊃ D(A)→
X linear. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A ist dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein λ0 > 0 mit R(A−λ0) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe.

Beweis. (i)⇒(ii). (a) Wir zeigen zunächst, dass A abschließbar ist, d.h. dass der
Abschluss des Graphen von A selbst wieder der Graph eines Operators ist (welcher
dann Abschluss A von A genannt wird). Dazu ist zu zeigen: Falls (xk)k∈N ⊂ D(A)
eine Folge mit xk → 0 und Axk → y ist, so gilt y = 0.

Seien (xk), y wie oben, λ > 0 und w ∈ D(A). Dann folgt aus der Dissipativität und
Bemerkung 2.26

‖λ(λ− A)xk + (λ− A)w‖
(i)

≥ λ‖λxk + w‖.
Für k →∞ erhält man ∥∥∥− y +

(
1− A

λ

)
w
∥∥∥ ≥ ‖w‖,

und für λ→∞ ergibt sich

‖ − y + w‖ ≥ ‖w‖ , w ∈ D(A).
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Wegen D(A) = X wähle (wk)k∈N ⊂ D(A) mit wk → y. Damit ist

0 = lim
k→∞
‖y − wk‖ ≥ lim

k→∞
‖wk‖ = ‖y‖,

also y = 0.

(b) Wir zeigen, dass λ0 ∈ ρ(A) gilt. Mit A ist offensichtlich auch A dissipativ und
damit (Bemerkung 2.26) ist λ0 − A injektiv. Da A ⊂ A gilt, λ0 − A : D(A) → X
surjektiv und λ0 − A : D(A) → X injektiv ist, folgt bereits D(A) = D(A), d.h.
A = A. Somit ist λ0 − A : D(A) → X bijektiv und abgeschlossen, und nach dem
Satz vom stetigen Inversen ist (λ0 − A)−1 stetig. Somit ist λ0 ∈ ρ(A).

(c) Wir zeigen (0,∞) ⊂ ρ(A). Die Menge ρ(A) ∩ (0,∞) ist nichtleer und relativ
offen in (0,∞). Sei λ ∈ (0,∞) ein Häufungspunkt von ρ(A)∩ (0,∞). Dann existiert
eine Folge (λk)k∈N ⊂ (0,∞) ∩ ρ(A) mit λk → λ > 0. Wegen

σ
(
(µ− A)−1

)
\ {0} =

{ 1

µ− λ
, λ ∈ σ(A)

}
, µ ∈ ρ(A),

folgt für den Spektralradius r
(
(µ− A)−1

)
:= max

{
|λ| : λ ∈ σ

(
(µ− A)−1

)}
, dass

r
(
(µ− A)−1

)
=

1

dist
(
µ, σ(A)

) .
Somit gilt

dist
(
λk, σ(A)

)
=

1

r
(
(λk − A)−1

) ≥ ‖(λk − A)−1‖−1
L(X)

≥ λk ≥ C > 0 (k ≥ k0).

Dies bedeutet λ ∈ ρ(A). Damit ist die Menge (0,∞)∩ ρ(A) auch relativ abgeschlos-
sen. Da (0,∞) zusammenhängend ist, erhalten wir (0,∞) ⊂ ρ(A).

(d) Da A dissipativ ist, folgt aus Bemerkung 2.26 die Ungleichung

‖λ(λ− A)−1x‖L(X) ≤ ‖x‖ (x ∈ X,λ > 0).

Aus dem Theorem 2.21 von Hille-Yosida folgt (ii).

(ii)⇒(i). Wir verwenden die Yosida-Approximation kA(k−A)−1x = k2(k−A)−1x−
kx→ Ax (k →∞, x ∈ D(A)) und erhalten für x ∈ D(A) die Abschätzung

Re〈Ax, x〉 = lim
k→∞

Re(〈k2(k − A)−1x− kx, x〉

= lim
k→∞

Re
(
〈k2(k − A)−1x, x〉 − k‖x‖2

)
≤ lim sup

k→∞
k
(
‖k(k − A)−1x‖ ‖x‖ − ‖x‖2

)
≤ 0,

wobei im letzten Schritt der Satz von Hille-Yosida angewendet wurde, nach welchem
‖k(k − A)−1x‖ ≤ ‖x‖ gilt.

© Robert Denk 04.02.2019



2. Operatorhalbgruppen 33

2.28 Bemerkung. Wir haben den Satz von Lumer-Phillips nur für Hilberträume
formuliert, da er in diesem Fall am häufigsten anwendbar ist. Der Satz gilt aber in
gleicher Weise in Banachräumen, falls man den Begriff der Dissipativität entspre-
chend verallgemeinert: Ein Operator A : X ⊃ D(A) → X in einem Banachraum
X heißt dissipativ, falls für jedes x ∈ D(A) ein Funktional ϕx ∈ X ′ existiert mit
‖ϕx‖2

X′ = ‖x‖2 = ϕx(x) und Reϕx(Ax) ≤ 0. (Im Hilbertraum-Fall ist ϕx = 〈x, ·〉
ein solches Funktional.)

2.29 Bemerkung. Wegen
∣∣ 1
λ+i|ξ|2

∣∣ ≤ 1
|λ| für alle λ ∈ R \ {0}, gilt für den Schrödin-

geroperator As = i∆ die Ungleichung

‖λ(λ− As)−1‖L(L2(Rn)) ≤ 1 (λ ∈ R \ {0}),

d.h. auch −As erzeugt eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf L2(Rn). Man spricht
insgesamt von der Schrödingergruppe

(exp(i∆t))t∈R ⊂ L
(
L2(Rn)

)
.

Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp
(
i∆(t+s)

)
= exp(i∆t) exp(i∆s) (s, t ∈ R).

Bemerkung 2.29 motiviert die folgende allgemeine Definition.

2.30 Definition. Eine stark stetige Abbildung T : R→ L(X) mit

(i) T (0) = I,

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) , t, s ∈ R,

heißt C0-Gruppe auf X.

2.31 Satz (Hille-Yosida für Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A)→ X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A generiert eine C0-Kontraktionsgruppe auf X,

(ii) A und −A generieren C0-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iii) D(A) = X, R \ {0} ⊂ ρ(A) und ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ 1, λ ∈ R \ {0}.

Beweis. Klar sind (ii) ⇔ (iii) nach Theorem 2.21 sowie (i) ⇒ (ii) nach Definiti-
on 2.30. Es bleibt (ii)⇒ (i) zu zeigen. Definiere dazu

T (t) :=

{
T+(t) : t ≥ 0,
T−(−t) : t < 0,

wobei T± von ±A generiert werden. Sind (T+)k und (T−)k die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem 2.21, dann gilt Ak(−A)m = (−A)mAk und somit auch
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(T+)k(T−)m = (T−)m(T+)k. Für k,m → ∞ erhält man T+(t)T−(t) = T−(t)T+(t).
Setze nun

S(t) := T+(t)T−(t) , t ≥ 0.

Dann gilt S(0) = I und
(
S(t)

)
t≥0
⊂ L(X). Für die Ableitung ergibt sich

d

dt
S(t)x = AT+(t)T−(t)x− AT+(t)T−(t)x = 0 (x ∈ D(A)).

Aus Bemerkung 2.13 b) folgt S(t)x = S(0)x = x (t ≥ 0, x ∈ D(A)) und nach
Bemerkung A.2 b) weiter S = I. Damit existiert T+(t)−1 und ist gegeben durch
T−(t).

Seien t, s ∈ R mit t > 0, s < 0 und o.B.d.A. t+ s ≥ 0. Dann gilt

T (t+ s)T (t)−1T (s)−1 = T+(t+ s)T+(t)−1T−(−s)−1

= T+(t+ s)T+(−s)T+(t)−1 = I

und damit
T (t+ s) = T (t)T (s) (t, s ∈ R).

Weiterhin ist in t0 > 0 die Gruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt.

2.32 Bemerkung. Da 1
λ+|ξ|2 singulär ist für λ < 0, generiert ∆ keine C0-Gruppe

auf L2(Rn).

Aus Bemerkung 2.20 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Um-
gekehrt erhält man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschränkte C0 - Halb-
gruppe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

2.33 Satz (Satz von Hille-Yosida, allgemeine Form). Seien A : X ⊃ D(A) → X
linear, ω ∈ R und M ≥ 1. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) A ist Generator einer C0-Halbgruppe T mit ‖T (t)‖L(X) ≤M exp(ωt) (t ≥ 0).

(ii) Es gilt D(A) = X, (ω,∞) ⊂ ρ(A) und

‖(λ− ω)k(λ− A)−k‖L(X) ≤M (λ > ω, k ∈ N).

Beweis. O.B.d.A. setzen wir ω = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung 2.20 möglich.

”
(i) =⇒ (ii)“: Nach Voraussetzung gilt ‖T (t)‖L(X) ≤M für alle t ≥ 0. Wir definieren

uns eine neue Norm durch

‖|x|‖ := sup
s≥0
‖T (s)x‖ , x ∈ X.
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Für diese gelten die Abschätzungen

‖x‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X,
‖|T (t)x|‖ = sup

s≥0
‖T (t+ s)x‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X, t ≥ 0.

Also ist T kontraktiv auf (X, ‖| · |‖). Nach Theorem 2.21 folgt schließlich

‖|λ(λ− A)−1x|‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X,λ > 0,

=⇒ ‖|λk(λ− A)−kx|‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X,λ > 0, k ∈ N,
=⇒ ‖λk(λ− A)−kx‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X,λ > 0, k ∈ N.

”
(ii) =⇒ (i)“: Voraussetzung ist ‖λk(λ − A)−k‖L(X) ≤ M,λ > 0, k ∈ N. Auch hier

definiert man sich für µ > 0,

‖x‖µ := sup
k∈N
‖µk(µ− A)−kx‖ , x ∈ X.

Es gilt das Umnormierungslemma:

(1) ‖x‖ ≤ ‖x‖µ ≤M‖x‖, x ∈ X,
(2) ‖µ(µ− A)−1x‖µ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X,
(3) ‖λ(λ− A)−1x‖µ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ,

(4) ‖λk(λ− A)−kx‖ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ, k ∈ N0,

(5) ‖x‖λ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ.

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Übungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung

(λ− A)−1 − (µ− A)−1 = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1

folgt für x ∈ X,

(λ− A)−1x = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1x+ (µ− A)−1x.

Damit erhält man

‖(λ− A)−1x‖µ ≤
µ− λ
µ
‖(λ− A)−1x‖µ +

1

µ
‖x‖µ

und somit (
1− µ− λ

µ

)
︸ ︷︷ ︸

=λ/µ

‖(λ− A)−1x‖µ ≤
1

µ
‖x‖µ =⇒ (3).
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36 2. Operatorhalbgruppen

Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

‖|x|‖ := sup
µ>0
‖x‖µ, x ∈ X.

Es ist einfach einzusehen, dass

‖x‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖, x ∈ X.

und man erhält

‖|λ(λ− A)−1x|‖ = sup
µ>0
‖λ(λ− A)−1x‖µ

= max
{

sup
0<λ≤µ

‖λ(λ− A)−1x‖µ︸ ︷︷ ︸
≤‖x‖µ≤‖|x|‖

, sup
µ<λ

‖λ(λ− A)−1x‖µ︸ ︷︷ ︸
≤‖λ(λ−A)−1x‖λ≤‖x‖λ≤‖|x|‖

}
≤ ‖|x|‖, x ∈ X,λ > 0.

Bei der Abschätzung des 0 < λ ≤ µ - Supremums wurde (3), und für µ < λ erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem 2.21 generiert A eine C0 - Kontraktions-
halbgruppe auf (X, ‖| · |‖), damit auch eine C0 - Halbgruppe auf (X, ‖ · ‖) und man
hat

‖ exp(tA)x‖ ≤ ‖| exp(tA)x|‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X, t ≥ 0.

2.34 Bemerkung. a) Entsprechend zu Satz 2.31 gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz 2.33 auch für C0-Gruppen.

b) Aus Satz 2.33 folgt insbesondere, dass für zwei Generatoren A und B von C0-
Halbgruppen mit A ⊂ B bereits A = B folgt. Denn für hinreichend großes λ > 0
gilt λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B), und damit kann B keine echte Fortsetzung von A sein.
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3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher

Funktionalkalkül

3.1 Worum geht’s? In einer Reihe von Beispielen, insbesondere in der parabo-
lischen Theorie, hat man nicht nur eine C0-Halbgruppe, sondern sogar eine holo-
morphe Halbgruppe. Dabei handelt es sich um die Holomorphie einer Banachraum-
wertigen Abbildung (nämlich in den Banachraum der beschränkten linearen Opera-
toren). Beschränkte holomorphe Halbgruppen sind durch Abschätzungen der Resol-
vente charakterisiert.

Holomorphe Halbgruppen besitzen eine Glättungseigenschaft. Für derartige Proble-
me lässt sich die klassische Lösbarkeit beweisen, wobei für inhomogene Probleme
die Variation der Konstanten verwendet wird, welche schon aus dem endlichdimen-
sionalen Fall bekannt ist.

Zunächst müssen in diesem Abschnitt einige Grundlagen über holomorphe Banachraum-
wertige Funktionen bereitgestellt werden. Insbesondere wird der Dunford-Kalkül
diskutiert, welcher etwa auch für die Spektraltheorie in Banachräumen wesentlich
ist.

a) Holomorpher Funktionalkalkül für sektorielle Operatoren

Im folgenden sei stets X ein komplexer Banachraum.

3.2 Bemerkung. Sei X ein Banachraum, G ⊂ C offen und f : G → L(X). Äqui-
valent sind

(i) f : G→ L(X) ist holomorph (d.h. in G komplex differenzierbar),

(ii) für jedes x ∈ X ist f(·)x : G→ X holomorph,

(iii) für jedes x ∈ X und jedes x′ ∈ X ′ ist 〈f(·)x, x′〉 : G→ C holomorph.

Dies sieht man unter Verwendung der Cauchy-Integralformel und des Prinzips der
gleichmäßigen Beschränktheit. Wir schreiben im Folgenden H (G;X) für die Menge
aller in G holomorphen X-wertigen Funktionen und H (G) := H (G;C).

Für holomorphe Banachraumwertige Funktionen gelten die bekannten Sätze der
Funktionentheorie. So gilt zum Beispiel der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-
Integralformel

f(z) indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

1

w − z
f(w)dw (z ∈ G \ R(γ))
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38 3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül

für G ⊂ C offen, f ∈H (G;X) und γ ein nullhomologer Zyklus in G.

3.3 Definition. Eine C0-Halbgruppe T auf dem Banachraum X heißt beschränkte
holomorphe C0-Halbgruppe auf X vom Winkel ϕ ∈ (0, π/2], falls T : [0,∞)→ L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf

Σϕ :=
{
z ∈ C \ {0} : | arg(z)| < ϕ

}
besitzt, so dass für alle ϕ̃ ∈ (0, ϕ) ein Mϕ̃ existiert mit

‖T (z)‖L(X) ≤Mϕ̃ , z ∈ Σϕ̃.

3.4 Lemma. Sei T beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe auf X vom Winkel ϕ.

(i) Es gilt T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) (z1, z2 ∈ Σϕ).

(ii) Es gilt für alle ϕ̃ < ϕ die Gleichheit lim
Σϕ̃3z→0

T (z)x = x (x ∈ X).

(iii) Für ϕ̃ < ϕ existiert der Limes

lim
Σϕ̃3h→0

T (h)x− x
h

genau dann, wenn x ∈ D(A). In diesem Fall stimmt dieser Limes mit Ax überein.

Beweis. Übung.

3.5 Definition (beschränkter Dunford-Kalkül, holomorpher Funktionalkalkül). Sei
Ω ⊂ C ein beschränktes Gebiet und A ∈ L(X) mit σ(A) ⊂ Ω. Sei γ eine geschlossene
Kurve in C, welche σ(A) einschließt. Zu f ∈H (Ω) definiere

f(A) :=
1

2πi

∫
γ

f(λ)(λ− A)−1dλ.

3.6 Satz. In der Situation von Definition 7.11 ist f 7→ f(A), H (Ω) → L(X) ein
Algebren-Homomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung mit

(fg)(A) = f(A)g(A) (f, g ∈H (Ω)).

Beweis. Wegen supλ∈R(γ) |f(λ)| <∞ ist f(A) ∈ L(X) wohldefiniert. Die Linearität
von f 7→ f(A) ist klar.
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3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül 39

Seien f, g ∈ H (Ω) und seien γ1, γ2 zwei Kurven in Ω, welche σ(A) einschließen, so
dass γ1 im Inneren von γ2 liegt. Dann gilt unter Verwendung der Resolventenglei-
chung (Bemerkung A.7)

f(A)g(A) =
( 1

2πi

)2(∫
γ1

f(λ)(λ− A)−1dλ
)(∫

γ2

g(µ)(µ− A)−1dµ
)

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)(λ− A)−1(µ− A)−1dµdλ

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
[
(λ− A)−1 − (µ− A)−1

]
dµdλ

=: T1 − T2.

Hierbei ist

T1 :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
(λ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ1

( 1

2πi

∫
γ2

g(µ)

µ− λ
dµ
)
f(λ)(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ1

g(λ)f(λ)(λ− A)−1dλ

= (f · g)(A),

da indγ2(λ) = 1 für λ ∈ R(γ1) gilt. Mit indγ1(µ) = 0 für µ ∈ R(γ2) folgt analog

T2 :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
(µ− A)−1dµdλ = 0.

3.7 Bemerkung. In der Situation von Definition 7.11 sei f(z) = 1 (z ∈ G). Dann
gilt f(A) = idX , d.h.

idX =
1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ.

Für f(z) = z (z ∈ G) erhält man f(A) = A, d.h.

A =
1

2πi

∫
γ

λ(λ− A)−1dλ.

Der Beweis verwendet die sogenannte Riesz-Projektion und ist in Anhang E aus-
geführt (Lemma E.3 und Lemma E.4). Mit Satz 7.12 erhält man, dass für Polynome
p der Operator p(A) (definiert über den Funktionalkalkül) mit der üblichen Defini-
tion übereinstimmt.
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40 3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül

Nun ist es das Ziel, auch für unbeschränkte Operatoren einen Funktionalkalkül zu
entwickeln. Dabei werden sektorielle Operatoren betrachtet.

3.8 Definition. Sei A : D(A) → X ein linearer abgeschlossener Operator mit
D(A) = X. Dann heißt A sektoriell, falls ein Winkel ϕ > 0 existiert mit ρ(A) ⊃ Σϕ

und

sup
λ∈Σϕ

‖λ(λ− A)−1‖L(X) <∞.

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heißt

ϕA := sup{ϕ : ρ(A) ⊃ Σϕ, sup
λ∈Σϕ

‖λ(λ− A)−1‖L(X) <∞}

der spektrale Winkel von A.

3.9 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator in X mit spektralem Winkel ϕA. Zu
ε > 0 definiere

Aε := (A− ε)(1− εA)−1.

a) Es gilt Aε ∈ L(X), und Aε ist invertierbar mit A−1
ε = A1/ε.

b) Es gilt ρ(Aε) ⊃ ΣϕA, und für λ ∈ ΣϕA ist

(λ− Aε)−1 =
1− ε2

(1 + ελ)2

( λ+ ε

1 + ελ
− A

)−1

+
ε

1 + ελ
.

c) Für alle ϕ ∈ (0, ϕA) existiert eine Konstante C = C(ϕ), welche nicht von ε
abhängt, mit

‖λ(λ− Aε)−1‖ ≤ C (λ ∈ Σϕ, ε > 0).

d) Für ε → 0 erhält man (λ − Aε)−1 → (λ − A)−1 in L(X) und Aεx → Ax (x ∈
D(A)).

Beweis. a) und b): Man verwendet die Identität

α(A+ β)(A+ γ)−1 = α + α(β − γ)(A+ γ)−1

und erhält

Aε = −1

ε
(A− ε)

(
A− 1

ε

)−1

= −1

ε
− 1

ε

(1

ε
− ε
)(
A− 1

ε

)−1

und damit

λ− Aε =
ελ+ 1

ε

(
A− ε+ λ

ελ+ 1

)(
A− 1

ε

)−1
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3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül 41

sowie

(λ− Aε)−1 =
ε

ελ+ 1

(
A− 1

ε

)(
A− ε+ λ

ελ+ 1

)−1

=
ε

ελ+ 1
+

ε2 − 1

(ελ+ 1)2

(
A− ε+ λ

ελ+ 1

)−1

.

c) Sei ‖λ(λ−A)−1‖ ≤M (λ ∈ Σϕ). Dann folgt unter Verwendung der Darstellung
in b) die Abschätzung

‖(λ− Aε)−1‖ ≤M
∣∣∣ 1− ε2

(1 + ελ)2
· 1 + ελ

λ+ ε

∣∣∣+
∣∣∣ ε

1 + ελ

∣∣∣
=

1

|λ|

[
M(1− ε2)

|1 + ελ| · |1 + ε
λ
|

+
1

|1 + 1
ελ
|

]
.

Da ϕ < π, existiert eine Konstante Kϕ so, dass für alle µ ∈ Σϕ die Abschätzung
|1 + µ| ≥ Kϕ gilt. Angewendet auf µ = ελ, µ = ε

λ
∈ Σϕ bzw. µ = 1

λε
∈ Σϕ erhält

man

‖(λ− Aε)−1‖ ≤ 1

|λ|

[M
K2
ϕ

+
1

Kϕ

]
=

C

|λ|
.

d) Die Konvergenz der Resolventen sieht man an der Darstellung in b). Für die
Konvergenz von Aεx verwende

Aεx− Ax = −ε(1− εA)−1x (x ∈ D(A)).

Wegen ‖ε(1− εA)−1‖ = ‖(1
ε
− A)−1‖ ≤ Cε folgt Aεx→ Ax (x ∈ D(A)).

Wir wollen zu einem sektoriellen OperatorA die Funktion f(A) durch einen Dunford-
Kalkül definieren. Da nun über einen unendlich langen Weg integriert werden muss,
muss man die Menge der Funktionen einschränken. Beachte in folgender Definition,
dass C \ Σϕ = {λ ∈ C \ {0} : | arg λ| > ϕ} = −Σπ−ϕ.

3.10 Definition. Sei ϕ ∈ (0, π]. Zu α, β ∈ R und f ∈H (C \ Σϕ) definiere

‖f‖ϕα,β := sup{|λαf(λ)| : λ ∈ C\Σϕ, |λ| ≤ 1}+sup{|λ−βf(λ)| : λ ∈ C\Σϕ, |λ| ≥ 1}.

Man setzt

Hα,β(C \ Σϕ) := {f ∈H (C \ Σϕ) : ‖f‖ϕα,β <∞}

und

H0(C \ Σϕ) :=
⋃
α,β<0

Hα,β(C \ Σϕ).
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3.11 Satz (Ein Dunford-Kalkül für sektorielle Operatoren). Sei A ein sektorieller
Operator mit spektralem Winkel ϕA, und sei ϕ < ϕA. Fixiere ψ ∈ (ϕ, ϕA) und
betrachte die Kurve

γψ := {re−iψ :∞ > r ≥ 0} ∪ {reiψ : 0 ≤ r <∞}.

Dann definiert

f(A) :=
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− A)−1dλ (f ∈H0(C \ Σϕ))

einen Algebren-Homomorphismus ΦA : f 7→ f(A), H0(C \ Σϕ)→ L(X). Die Abbil-
dung ΦA ist stetig im Sinn, dass für alle α, β < 0 ein Cα,β > 0 existiert mit

‖f(A)‖L(X) ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β (f ∈Hα,β(C \ Σϕ)).

Falls A sektoriell, beschränkt und invertierbar ist, stimmt die obige Definition mit
dem Dunford-Kalkül aus Definition 7.11 überein.

Für f ∈ H0(C \ Σϕ) gilt ferner f(Aε) → f(A) in L(X) für ε → 0, und die Menge
{f(Aε) : ε > 0} ⊂ L(X) ist beschränkt.

Beweis. (i) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wegen ψ < ϕA existiert ein
MA > 0 mit

‖(λ− A)−1‖ ≤ MA

|λ|
(λ ∈ R(γψ)). (3-1)

Nach Lemma 7.15 c) gilt diese Abschätzung (nach eventueller Vergrößerung von
MA) auch für Aε anstelle von A.

Sei f ∈H0(C\Σϕ), d.h. es existieren α, β < 0 mit f ∈Hα,β(C\Σϕ). Für λ ∈ R(γψ)
gilt dann

|f(λ)| ‖(λ− A)−1‖ ≤

{
MA‖f‖ϕα,β|λ|−1−α, |λ| ≤ 1,

MA‖f‖ϕα,β|λ|−1+β, |λ| ≥ 1.

Somit ist

hf (λ) := MA‖f‖ϕα,β
(
|λ|−1−αχ{|λ|≤1}(λ) + |λ|−1+βχ{|λ|≥1}(λ)

)
eine integrierbare Majorante von f(λ)(λ−A)−1 auf γψ. DaAε ebenfalls der Abschätzung
(3-1) genügt, ist hf auch eine simultane Majorante von f(λ)(λ−Aε)−1 für alle ε > 0.

(ii) Sei zunächst A sektoriell, beschränkt und invertierbar. Dann ist σ(A) ⊂ C\ΣϕA

kompakt. Wegen 0 6∈ σ(A) existieren r > 0 und R > 0 so, dass σ(A) von der Kurve
γψ,r,R eingeschlossen wird, wobei γψ,r,R := rei[−ψ,ψ] ∪ [r, R]eiψ ∪Rei[ψ,−ψ] ∪ [R, r]e−iψ.
Dies gilt z.B. für R > ‖A‖ und r < ‖A−1‖−1.
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Für f ∈H0(C \ Σϕ) gilt nach dem beschränkten Dunford-Kalkül

f(A) =
1

2πi

∫
γψ,r,R

f(λ)(λ− A)−1dλ.

Nach dem Cauchy-Integralsatz hängt der Wert des Integrals nicht von r und R ab,
falls r hinreichend klein und R hinreichend groß ist. Nach Teil (i) des Beweises ist
f(·)(· −A)−1 auf γψ integrierbar, und wir erhalten im Limes r → 0 und R→∞ die
Darstellung

f(A) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− A)−1dλ.

(iii) Sei nun A unbeschränkt. Wir wenden Teil (ii) auf die Approximationen Aε an
und erhalten

f(Aε) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ.

Nach Lemma 7.15 d) gilt (λ−Aε)−1 → (λ−A)−1 in L(X) für ε↘ 0. Nach Teil (i) des
Beweises existiert eine integrierbare Majorante hf , d.h. das Integral f(A) ∈ L(X)
ist wohldefiniert, und mit majorisierter Konvergenz folgt f(Aε)→ f(A) (ε→ 0) in
L(X). Die Definition von hf zeigt außerdem, dass ‖f(A)‖ ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β wie auch
‖f(Aε)‖ ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β gilt. Insbesondere ist ΦA stetig und die Familie {f(Aε) : ε >
0} ⊂ L(X) beschränkt.

Schließlich gilt (fg)(Aε) = f(Aε)g(Aε) nach Satz 7.12, und für ε → 0 erhalten wir
(fg)(A) = f(A)g(A), d.h. ΦA ist ein Algebren-Homomorphismus.

3.12 Definition und Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel
ϕA, und sei ϕ < ϕA. Sei

Ha(C \ Σϕ) :=
{
f ∈

⋃
β<0

H0,β(C \ Σϕ) : f holomorph an der Stelle 0 fortsetzbar
}
.

Zu f ∈Ha(C \ Σϕ) definiere

f0(λ) := f(λ)− f(0)

1− λ
.

Dann gilt f0 ∈H0(C \ Σϕ). Definiere

f(A) := f0(A) + f(0)(1− A)−1.

Beweis. Wie etwa der Mittelwertsatz der Differentialrechnung zeigt, ist eine Funk-
tion f ∈ Ha(C \ Σϕ) genau dann in H0(C \ Σϕ), wenn f(0) = 0 ist. Dies ist für f0

der Fall, also ist f0(A) nach Satz 3.11 definiert.

© Robert Denk 04.02.2019



44 3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül

3.13 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ϕA, und sei ϕ <
ϕA. Betrachte für ψ ∈ (ϕ, ϕA) und δ > 0 die Kurve

γψ,δ := (∞, δ]e−iψ ∪ δei[−ψ,ψ] ∪ [δ,∞)eiψ

(
”

Schlüssellochweg“). Dann gilt für hinreichend kleines δ > 0 die Gleichheit

f(A) =
1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− A)−1dλ (f ∈Ha(C \ Σϕ)).

Die Abbildung Φ: Ha(C \ Σϕ) → L(X), f 7→ f(A) ist wohldefiniert und ein
Algebren-Homomorphismus. Die Konvergenzaussagen von Satz 3.11 gelten analog.

Beweis. Wir approximieren wieder den Operator A durch Aε. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt für hinreichend kleines δ > 0

f(Aε) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ

=
1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ

=
1

2πi

∫
γψ,δ

f0(λ)(λ− Aε)−1dλ+
1

2πi

∫
γψ,δ

f(0)(1− λ)−1(λ− Aε)−1dλ

=
1

2πi

∫
γψ

f0(λ)(λ− Aε)−1dλ+ f(0)(1− Aε)−1

= f0(Aε) + f(0)(1− Aε)−1.

Wir nehmen den Grenzwert ε→ 0: Nach Lemma 7.15 gilt (1−Aε)−1 → (1−A)−1,
nach Satz 3.11 gilt f0(Aε)→ f0(A), und mit majorisierter Konvergenz erhalten wir

1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− A)−1dλ = f0(A) + f(0)(1− A)−1 = f(A).

Beachte hierbei, dass f(·)(· − A)−1 auf γψ,δ integrierbar ist. Wie im Beweis von
Satz 3.11 folgen die Konvergenzaussagen von f(Aε) gegen f(A) und damit die Mul-
tiplikativität von Φ aus der Gleichheit (fg)(Aε) = f(Aε)g(Aε).

3.14 Korollar. a) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ϕA > 0. Für µ ∈ ΣϕA

gilt

(µ− A)−1 =
1

2πi

∫
γψ,δ

1

λ− µ
(λ− A)−1dλ.

b) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ϕA ∈ (π
2
, π], und sei ϑ ∈ (0, ϕA − π

2
).

Dann ist für z ∈ Σϑ der Operator

exp(zA) :=
1

2πi

∫
γψ,δ

ezλ(λ− A)−1dλ ∈ L(X)
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wohldefiniert. Es gilt

exp(z1A) exp(z2A) = exp((z1 + z2)A) (z1, z2 ∈ Σϑ).

Die Abbildung z 7→ exp(zA), Σϑ → L(X) ist holomorph.

Beweis. a) Die Funktion λ 7→ 1
λ−µ gehört zu Ha(C \ Σϕ), wobei ϕ < ϕA so groß

gewählt wird, dass µ ∈ Σϕ gilt. Damit folgt die Aussage aus Satz 3.13 (beachte, dass
(µ− Aε)−1 → (µ− A)−1 für ε→ 0).

b) Wähle ϕ ∈ (ϑ + π
2
, ϕA). Für z ∈ Σϑ gilt dann λ 7→ eλz ∈ Ha(C \ Σϕ), und die

Wohldefiniertheit und die Multiplikativität folgen aus Satz 3.13. Zum Nachweis der
Holomorphie beachte man, dass λ 7→ λeλz(λ−A)−1 über γψ,δ integrierbar ist. Nach
dem Satz über parameterabhängige Integrale existiert also die komplexe Ableitung
d
dz

exp(zA) ∈ L(X) für alle z ∈ Σϑ, d.h. exp(·A) ist holomorph.

3.15 Bemerkung. a) Wir haben den Dunford-Kalkül für Funktionen f ∈H0(C \
Σϕ) sowie für f ∈ Ha(C \ Σϕ) definiert. Eine weitere Verallgemeinerung ist (unter
der Zusatzbedingung, dass R(A) dicht in X ist) möglich auf alle Funktionen f ,
welche holomorph im Sektor C \ Σϕ und polynomial beschränkt an der Stelle 0
und bei Unendlich sind. Der dadurch definierte Operator ist nicht notwendigerweise
beschränkt, man spricht von einem erweiterten Dunford-Kalkül.

b) Ein Operator A : X ⊃ D(A) → X besitzt einen beschränkten H∞-Kalkül (mit
Winkel ϕA), falls A sektoriell mit spektralem Winkel ϕA ist, R(A) dicht in X ist
und für alle ϕ < ϕA die Abschätzung

‖f(A)‖L(X) ≤ Cϕ‖f‖∞ (f ∈H0(C \ Σϕ)

gilt. In diesem Fall ist f(A) für alle f ∈ H ∞(C \ Σϕ) := {f ∈ H (C \ Σϕ) :
f beschränkt} definiert, und die obige Abschätzung gilt für alle f ∈H (C \ Σϕ).

c) Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ϕA >
π
2
. Seien weiter R(A)

dicht in X, s ∈ R und hs(λ) := (−λ)is. Dann kann im erweiterten Dunford-Kalkül
der Operator Ais := hs(A) definiert werden. Falls eine Konstante C > 0 existiert
mit Ais ∈ L(X) und

‖Ais‖L(X) ≤ C (|s| ≤ 1),

so sagt man, dass A beschränkte imaginäre Potenzen besitzt, kurz A ∈ BIP (X).

b) Generatoren holomorpher Halbgruppen

3.16 Lemma. Sei T eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung (0,∞)→
X, t 7→ T (t)x sei differenzierbar für alle x ∈ X. Sei A der Generator von T . Dann
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gilt T (t)x ∈ D(An) für alle n ∈ N, und t 7→ T (t)x ∈ C∞((0,∞), X) mit

T (n)(t)x = AnT (t)x (t > 0, x ∈ X).

Es gilt weiter AnT (t) ∈ L(X) für alle n ∈ N.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion über n.

(i) n = 1: Sei x ∈ X. Da t 7→ T (t)x differenzierbar ist, folgt T (t)x ∈ D(A) für alle
t > 0 (denn für y := T (t)x existiert T ′(0)y = T ′(t)x) sowie T ′(t)x = AT (t)x. Da A
abgeschlossen ist und T (t) ∈ L(X), ist auch AT (t) abgeschlossen mit Definitionsbe-
reich X. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen gilt AT (t) ∈ L(X).

(ii) n→ n+ 1: Sei s > 0. Dann ist

(s,∞)→ X, t 7→ T (n)(t)x = AnT (t)x = T (t− s)AnT (s)x

nach Schritt (i) differenzierbar mit Ableitung

T (n+1)(t)x =
d

dt
T (t− s)AnT (s)x = AT (t− s)AnT (s)x = An+1T (t)x.

Wegen AnT (t) ∈ L(X) nach (i) folgt wie oben An+1T (t) = A(AnT (t)) ∈ L(X).

Man erhält folgende Charakterisierung für holomorphe Halbgruppen.

3.17 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A)→ X linear. Äquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe T auf X vom Winkel
ϑ ∈ (0, π

2
].

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel ϕA ≥ ϑ+ π
2
.

Beweis. (i) =⇒ (ii). Sei ϑ̃ ∈ (0, ϑ). Für α ∈ (−ϑ̃, ϑ̃) definiere S(t) := T
(
exp(iα)t

)
(t ≥

0). Nach Lemma 7.5 (i) und (ii) ist S eine C0-Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger, dann

gilt x ∈ D(B) genau dann, wenn limt→0
S(t)x−x

t
existiert. Dies ist aber äquivalent

dazu, dass limt→0
T (exp(iα)t)x−x

exp(iα)t
existiert. Nach Lemma 7.5 (iii) ist dies genau dann

der Fall, wenn x ∈ D(A). Also ist D(A) = D(B) und B = exp(iα)A.

Aus Theorem 2.21 folgt (0,∞) ⊂ ρ
(
exp(iα)A

)
und

(λ− eiαA)−1 =

∫ ∞
0

exp(−λt)T (eiαt)dt (λ > 0). (3-2)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M(ϑ̃) mit

‖T (z)‖L(X) ≤M (z ∈ Σϑ̃).
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Wegen ∫ ∞
0

| exp(−λt)| ‖T (eiαt)‖dt ≤ M

Reλ
(Reλ > 0) (3-3)

ist das Integral auf der rechten Seite von (3-2) sogar für alle λ ∈ Σπ/2 konvergent
und dort eine holomorphe Funktion von λ.

Da beide Seiten von (3-2) holomorph in λ sind, folgt ρ(eiαA) ⊃ Σπ/2 und (3-2) für
alle λ ∈ Σπ/2 ∩ ρ(eiαA) (siehe Bemerkung 2.22 b)).

Insgesamt haben wir e−iαλ ∈ ρ(A) für alle |α| < ϑ̃ und alle λ ∈ Σπ/2, d.h. Σϑ̃+π/2 ⊃
ρ(A).

Wähle ε > 0 mit ϑ̃ + ε < ϑ. Für z ∈ Σϑ̃+π/2 existiert ein λ ∈ Σπ/2−ε und ein α mit

|α| < ϑ+ ε und z = e−iαλ. Aus (3-2) folgt

‖(z − A)−1‖ = ‖(e−iαλ− A)−1‖ = ‖(λ−B)−1‖ ≤ M

Reλ
≤ M

Cε|λ|
,

wobei wir die Abschätzung Reλ ≥ Cε|λ| (λ ∈ Σπ/2−ε) verwendet haben. Für alle
λ ∈ Σϑ̃+π/2 folgt somit

sup{‖λ(λ− A)−1‖ : λ ∈ Σψ} <∞ (ψ ∈ (0, ϑ̃+
π

2
)).

Da ϑ̃ < ϑ beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel ϕA ≥ ϑ+ π
2
.

(ii) =⇒ (i). Sei z ∈ Σϑ. Wähle ϕ, ψ mit π
2

+ | arg z| < ϕ < ψ < ϕA und definiere

T (z) := exp(zA) :=
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz(λ− A)−1dλ.

Da λ 7→ eλz in ganz C holomorph ist, kann man hier δ > 0 beliebig wählen. Nach
Korollar 3.14 ist T : Σϑ → L(X) holomorph und erfüllt die Funktionalgleichung. Da
λ 7→ Ceλz max{|λ|−1, 1} mit einer Konstanten C > 0 ein integrierbare Majorante
von eλz(λ− A)−1 auf γψ,δ ist, folgt

sup{‖T (z)‖ : z ∈ Σϑ̃} <∞ (ϑ̃ ∈ (0, ϑ)).

Wir zeigen nun, dass T stark stetig ist. Seien x ∈ D(A) und z > 0. Es gilt λ(λ −
A)−1x = x+ (λ− A)−1Ax, also

T (z)x =
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ− 0
xdλ+

1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

= x+
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ.
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Wir schätzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir δ := 1
z

wählen.
Mit der Parametrisierung λ = reiψ, r ∈ [δ,∞), erhalten wir∥∥∥∫

[z−1,∞)eiψ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

∥∥∥ ≤ ∫ ∞
z−1

| exp(rzeiψ)|
r

‖(reiψ − A)−1Ax‖dr.

Wegen ψ > π
2

existiert eine positive Konstante c mit Re(λz) ≤ −c|λ|z (arg λ = ψ).
Damit erhalten wir | exp(rzeiψ)| ≤ exp(−crz) (r > 0). Eingesetzt erhalten wir unter
Verwendung der Resolventenabschätzung ‖(λ− A)−1‖ ≤M |λ|−1 die Abschätzung∫ ∞

z−1

| exp(rzeiψ)|
r

‖(reiψ − A)−1Ax‖dr ≤
∫ ∞
z−1

e−czr

r
‖(reiψ − A)−1Ax‖dr

≤M

∫ ∞
z−1

e−czr

r2
‖Ax‖dr

= Mz

∫ ∞
1

e−cs

s2
ds ‖Ax‖ → 0 (z → 0).

Bei der letzten Gleichheit wurde s = zr substituiert. Analog erhalten wir∫
(∞,δ]e−iψ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ→ 0 (z → 0).

Für den Bogen z−1e[−iψ,iψ] wählen wir die Parametrisierung λ = z−1eiα, α ∈ [−ψ, ψ].
Damit ist∥∥∥∫

z−1e[−iψ,iψ]

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

∥∥∥ ≤ ∫ ψ

−ψ
| exp(z−1eiαz)| ‖(z−1eiα − A)−1Ax‖dα

≤Mz

∫ ψ

−ψ
| exp(eiα)|dα ‖Ax‖ → 0 (z → 0).

Insgesamt erhalten wir T (z)x− x→ 0 (z → 0) für alle x ∈ D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T eine C0-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir für x ∈ D(A)

d

dz
T (z)x =

1

2πi

∫
γψ,δ

eλzλ(λ− A)−1xdλ

=
1

2πi

∫
γψ,δ

eλzxdλ︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz(λ− A)−1Axdλ = T (z)Ax

und damit
d

dz
T (z)x = T (z)Ax

|z|→0−→ Ax.

Sei B der Generator von T . Dann folgt D(A) ⊂ D(B) und Ax = Bx für alle
x ∈ D(A). Wegen 1 ∈ ρ(A) ∩ ρ(B) ist deshalb A = B.
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3.18 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L2(Rn) hat nach Beispiel 2.24 die Re-
solvente

(λ−∆)−1 = F−1

[
1

λ+ |ξ|2

]
F .

Für Winkel ϕ ∈ (0, π) können wir abschätzen

1∣∣λ+ |ξ|2
∣∣ =

1√(
Reλ+ |ξ|2

)2
+
(
Imλ

)2
≤ Cϕ
|λ|

(λ ∈ Σϕ, ξ ∈ Rn).

Aus dem Satz von Plancherel (Unitarität von F ) folgt

‖λ(λ−∆)−1‖L(X) ≤ Cϕ (λ ∈ Σϕ),

also ist ∆ der Generator einer beschränkten holomorphen C0-Halbgruppe auf L2(Rn)
vom Winkel π

2
.

b) Der Schrödingeroperator i∆ in L2(Rn) erzeugt nach Bemerkung 2.29 eine C0-
Gruppe, insbesondere sind alle T (t) invertierbar mit Inversem T (−t). Daher kann
es nicht sein, dass

T (t)u ∈ D(A) (u ∈ L2(Rn), t > 0).

Das bedeutet T ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum σ(i∆) gerade durch Rotation um i = exp(iπ/2)
aus σ(∆) = {x ∈ R : x ≤ 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in ρ(i∆) liegen.

Wir wollen auch noch die folgende, für Anwendungen wichtige, reelle Carakterisie-
rung holomorpher Halbgruppen zeigen.

3.19 Satz. Sei A der Generator einer beschränkten C0-Halbgruppe T auf dem Ba-
nachraum X. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) T ist beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe,

(ii) T ist differenzierbar und supt>0 ‖tAT (t)‖L(X) <∞.

Beweis. (i) =⇒ (ii). Nach Definition ist T differenzierbar mit T ′(t) = AT (t) ∈
L(X) (siehe Lemma 3.16). Wie im Beweis von Satz 3.17 wählen wir ϕ, ψ mit π

2
<

ϕ < ψ < ϕA. Für festes t > 0 gilt dann f(λ) := λeλt ∈ Ha(C \ Σϕ), und wegen
f(Aε)→ f(A) (ε→ 0) folgt

AT (t) =
1

2πi

∫
γψ,δ

λeλt(λ− A)−1dλ.
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Wieder können wir δ > 0 beliebig wählen, da t 7→ λeλt eine ganze Funktion ist. Wir
setzen δ := t−1 und erhalten mit Konstanten c, C > 0 die Abschätzung

‖AT (t)‖L(X) ≤ C
(∫ ∞

t−1

e−ctrdr +
1

t

∫ ψ

−ψ
| exp(eiα)|dα

)
≤ C

(
1

t
+

2ψ exp(1)

t

)
=
C

t
.

Daraus folgt supt>0 ‖tAT (t)‖L(X) <∞.

(ii) =⇒ (i). Nach Lemma 3.16 gilt T (k)(t) = AkT (t) (t > 0, k ∈ N). Die Taylor-
Formel mit Integraldarstellung des Restgliedes RN liefert für t > 0 und h ∈ R mit
|h| < t

T (t+ h) =
N∑
k=0

hk

k!
T (k)(t) +

1

N !

∫ t+h

t

(t+ h− s)NT (N+1)(s)ds.

Mit der Voraussetzung ‖tAT (t)‖L(X) ≤ M und der Stirlingschen Formel kk ≤ ekk!
folgt

‖T (k)(t)‖L(X) = ‖AkT (t)‖L(X) =

(
k

t

)k ∥∥∥∥∥
[
t

k
AT

(
t

k

)]k∥∥∥∥∥
L(X)

≤
(
Mk

t

)k
≤
(
Me

t

)k
k!.

In obiges Integral eingesetzt erhält man∥∥∥ 1

N !

∫ t+h

t

(t+ h− s)NT (N+1)(s)ds
∥∥∥

≤ 1

N !

∣∣∣ ∫ t+h

t

|t+ h− s|N
(
Me

s

)N+1

(N + 1)! ds
∣∣∣

≤ (N + 1)

(
|h| Me

t− |h|

)N+1

.

Sei nun q < 1 und h ∈ R mit |h| ≤ qt
Me+1

. Dann gilt

|h| Me

t− |h|
≤ qtMe

(Me+ 1)(t− qt
Me+1

)
=

qtMe

Met+ t− qt
= q

Me

Me+ 1− q
≤ q,

und somit konvergiert das Restglied der Taylorreihe gegen 0. Für solche h existiert
daher die Taylorreihe und es gilt

T (t+ h) =
∞∑
k=0

hk

k!
T (k)(t).
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Wegen ‖T (k)(t)‖ ≤
(
Me
t

)k
k! konvergiert die Reihe aber auch für h ∈ C mit |h| ≤

qt
Me+1

. Daher besitzt T eine analytische Fortsetzung auf den Sektor Σϕ mit ϕ =

arctan
(

1
Me+1

)
. Sei nun ϕ̃ ∈ (0, ϕ). Für z ∈ Σϕ̃ gilt (mit einem q ∈ (0, 1)),

Im z

Re z
≤ tan ϕ̃ = q · tanϕ =

q

Me+ 1
.

und damit
Im z

Re z
(Me+ 1) ≤ q < 1 (z ∈ Σϕ̃).

Wir schreiben z = Re z + i Im z = t+ ih und erhalten

‖T (z)‖L(X) =
∥∥∥T(t+ ih)

∥∥∥ ≤ ∞∑
k=0

hk
(Me

t

)k
≤

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
(z = t+ ih ∈ Σϕ̃).

Also ist T : Σϕ → L(X) beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe.
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4. Anwendungen auf partielle

Differentialgleichungen im Hilbertraum

4.1 Worum geht’s? Inzwischen kennen wir wichtige Charakterisierungen für Ge-
neratoren von C0-Halbgruppen. Da ein Operator genau dann eine C0-Halbgruppe
erzeugt, wenn das zugehörige Cauchy-Problem klassisch wohlgestellt ist, sind die
Eigenschaften konkreter Operatoren wesentlich für das Lösen partieller Differential-
gleichungen. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele partieller Differentialglei-
chungen aus der Sichtweise der Halbgruppentheorie diskutiert.

a) Die Wärmeleitungsgleichung und die
Schrödingergleichung

Der Laplace-Operator ist im Ganzraum über die Fouriertransformation einfach zu
analysieren.

4.2 Satz. a) Sei p ∈ (1,∞). Betrachte den Laplace-Operator ∆ in Lp(Rn) mit
Definitionsbereich D(∆) := W 2

p (Rn) ⊂ Lp(Rn). Dann erzeugt ∆ eine holomorphe
Halbgruppe in Lp(Rn).

b) Der Schrödingeroperator i∆ mit Definitionsbereich D(i∆) := H2(Rn) ⊂ L2(Rn)
erzeugt eine C0-Kontraktionsgruppe, aber keine holomorphe Halbgruppe in L2(Rn).

Beweis. Für p = 2 finden sich die Aussagen in Beispiel 3.18. Die Aussagen über den
Laplace-Operator für den Fall p 6= 2 wurden in Aufgabe 7.3 gezeigt.

4.3 Bemerkung. a) Wir werden später sehen, dass wesentlich allgemeinere Ope-
ratoren ebenfalls eine holomorphe Halbgruppe in Lp erzeugen. Dazu muss man aber
einen Ersatz für den Satz von Plancherel finden.

b) Sei p ∈ (1,∞) \ {2}. Dann erzeugt der Schrödingeroperator keine C0-Halbgruppe
auf Lp(Rn). Insbesondere ist die Schrödingergleichung für p 6= 2 nicht wohlgestellt.
Diese Aussage ist bekannt als Satz von Hörmander, ein Beweis findet sich z.B. in
[5], p. 176.

Falls der Laplace-Operator in einem Gebiet betrachtet wird, kann die Fouriertrans-
formation nicht direkt angewendet werden. Für den Hilbertraumfall p = 2 können
aber die Methoden aus Kapitel 1 angewendet werden, um die Erzeugung einer C0-
Kontraktionshalbgruppe und sogar einer holomorphen Halbgruppe zu zeigen. Dafür
können wir deutlich allgemeinere Operatoren betrachten.
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Sei im Folgenden G ⊂ Rn ein Gebiet, und sei A(D) ein formaler Differentialoperator
de Form

A(D) =
n∑

i,k=1

∂iaik(x)∂j.

Dabei sei a := (aij)
n
i,k=1 ∈ L∞(G,Cn×n). Es gelte aik = aki, und die Matrix a sei

gleichmäßig positiv definit, d.h. es gilt

n∑
i,k=1

aik(x)ξiξk ≥ Ca|ξ|2 (x ∈ G, ξ ∈ Cn)

mit einer Konstanten Ca > 0. Das einfachste Beispiel eines solchen Operators ist
A = ∆. In Kurzschreibweise schreibt man auch A(D) = div a(x)∇.

Die zu A(D) und Dirichlet-Randbedingungen gegebene Sesquilinearform B ist ge-
geben durch

B : H1
0 (G)×H1

0 (G)→ C, (u, v) 7→ B(u, v) := −〈a∇u,∇v〉L2(G;Cn). (4-1)

Der Operator A : H1
0 (G)→ H−1(G) sei wie in Kapitel 1 definiert durch (Au)(ϕ) :=

B(u, ϕ) (ϕ ∈ H1
0 (G)).

Zu A(D) definiert man die Dirichlet-Realisierung AD durch

D(AD) := {u ∈ H1
0 (G) : Au ∈ L2(G)}, ADu := Au.

Für den Laplace-Operator erhält man D(∆D) = {u ∈ H1
0 (G) : ∆u ∈ L2(G)}. Man

beachte, dass G hier nicht notwendig beschränkt ist und auch der Fall G = Rn

eingeschlossen ist (in diesem Fall ist H1
0 (G) = H1(G)).

4.4 Bemerkung. Falls aik nicht von x abhängt, gilt für alle u ∈ H2(G) ∩ H1
0 (G)

die Gleichheit

ADu = div a∇u =
n∑

i,k=1

aik∂i∂ku.

Denn in diesem Fall gilt für ϕ ∈ H1
0 (G) mit partieller Integration

(Au)(ϕ) = B(u, ϕ) = −〈a∇u,∇ϕ〉L2(G;Cn)

= −
∫
G

n∑
i,k=1

aik∂iu(x)∂kϕ(x)dx

=

∫
G

n∑
i,k=1

aik∂k∂iu(x)ϕ(x)dx

=

∫
G

(div a∇u)(x)ϕ(x)dx.
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Das lineare Funktional Au auf H1
0 (G) ist somit gegeben durch

∫
G

(div a∇u)ϕdx.
Wegen div a∇u ∈ L2(G) für u ∈ H2(G) erhalten wir

H2(G) ∩H1
0 (G) ⊂ D(AD) sowie ADu = div a∇u (u ∈ H2(G) ∩H1

0 (G)).

Wir betrachten die verallgemeinerte Wärmeleitungsgleichung mit Dirichlet-Randbedingungen
auf G:

(WLG)


ut − ADu = 0 in (0,∞)×G,

u = 0 auf R+ × ∂G,
u|t=0 = u0 in G.

Dabei ist u0 ∈ L2(G) gegeben.

4.5 Satz. Der Operator AD erzeugt eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe
mit Winkel π

2
von Kontraktionen auf L2(Ω). Insbesondere ist (WLG) klassisch wohl-

gestellt, und besitzt sogar für jeden Anfangswert u0 ∈ L2(G) eine eindeutige Lösung
u ∈ C∞((0,∞);L2(G)) mit u(t, ·) ∈

⋂
k∈ND(AkD).

Beweis. Da H1
0 (G) ⊂ L2(G) ⊂ H−1(G) auch für unbeschränktes G ein Gelfand-

Tripel ist, können wir die Ergebnisse aus Kapitel 1 anwenden. Die positive Definitheit
von a liefert

−B(u, u) =

∫
G

n∑
i,k=1

aik(x)∂iu(x)∂ku(x)dx

≥ Ca

∫
G

|∇u(x)|2dx ≥ Ca‖u‖2
H1(G) − Ca‖u‖2

L2(G).

Also ist −B koerzitiv. Da die durch (4-1) gegebene Bilinearform symmetrisch ist,
ist AD nach Lemma 1.7 selbstadjungiert (und insbesondere dicht definiert). Für
u ∈ D(AD) gilt

〈ADu, u〉L2(G) = B(u, u) ≤ 0. (4-2)

Somit gilt für den numerischen Wertebereich vonAD die InklusionW (AD) ⊂ (−∞, 0].
Nach Lemma 1.17 folgt σ(AD) ⊂ (−∞, 0].

Da AD nach (4-2) dissipativ ist und 1 ∈ ρ(AD), folgt mit dem Satz von Lumer-
Phillips, dass A eine C0-Kontraktionshalbgruppe erzeugt. Wir zeigen, dass AD sek-
toriell mit Winkel ϕAD = π ist, wobei wegen ρ(AD) ⊃ Σπ = C \ (−∞, 0] nur die
Resolventenabschätzung zu zeigen ist.

Sei θ < π, und sei λ ∈ Σθ. Nach dem Spektralsatz und dem zugehörigen Funktio-
nalkalkül (der eine Isometrie ist), gilt

‖(λ− AD)−1‖L(X) = sup{| 1
λ−t | : t ∈ σ(AD)} =

1

dist(λ, σ(AD))
≥ 1

| Imλ|
≥ C

|λ|
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für alle λ ∈ C mit | arg λ| ∈ [π/4, θ], wobei die Konstante C = C(θ) unabhängig von
λ gewählt werden kann. Da für λ ∈ Σπ/4 (und damit Reλ ≥ | Imλ|) trivialerweise
dist(λ, (−∞, 0]) ≥ Reλ ≥ 1√

2
|λ|, erhalten wir für alle λ ∈ Σθ die Abschätzung

‖(λ− AD)−1‖ ≥ Cθ
|λ|

mit einer Konstanten Cθ > 0.

Also ist AD sektoriell mit Winkel π und erzeugt damit eine holomorphe beschränkte
C0-Halbgruppe mit maximalem Winkel π

2
.

4.6 Bemerkung. a) Falls a hinreichend glatt (z.B. a ∈ BUC1(G) und falls der
Rand des Gebietes G hinreichend glatt ist (z.B. genügt bei beschränkten Gebieten
die Bedingung C1,1), dann gilt

D(AD) = H1
0 (G) ∩H2(G).

Bei glatten (z.B. konstanten) Koeffizienten und Gebieten gilt
⋂
k∈ND(AkD) ⊂ C∞(Rn),

und die Lösung ist C∞ in t und x für alle t > 0.

Diese Aussagen sind wesentlich schwerer zu beweisen und werden in einer allgemei-
nen Theorie von Randwertproblemen in L2 und Lp mitbewiesen.

b) Wir haben hier Dirichlet-Randbedingungen betrachtet. Im Falle von Neumann-
Randbedingungen betrachtet man die Bilinearform

BN : H1(G)×H1(G)→ C, B(u, v) := −〈a∇u,∇v〉L2(G;Cn).

Dieselben Rechnungen wie im Dirichlet-Fall zeigen, dass der zugehörige Operator
AN ebenfalls selbstadjungiert mit σ(AN) ⊂ (−∞, 0] ist und daher ebenfalls eine
holomorphe C0-Halbgruppe von Kontraktionen mit maximalem Winkel π

2
erzeugt.

Die Verallgemeinerung der Schrödinger-Gleichung ut − i∆u = 0 mit Dirichlet-
Randbedingungen ist gegeben durch Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten

(SG)


ut − iADu = 0 in R+ ×G,

u = 0 auf R+ × ∂G,
u|t=0 = u0 in G.

Die L2-Realisierung des allgemeinen Schrödingeroperators ist gegeben durch

AS,D := iAD, D(AS,D) = D(AD).

Dabei ist AD wie oben die Realisierung von A(D) = div a(x)∇ mit Dirichlet-
Randbedingungen.
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4.7 Satz. Der Schrödinger-Operator AS,D erzeugt in L2(G) eine starkstetige unitäre
Gruppe. Insbesondere ist (SG) wohlgestellt, d.h. besitzt für jedes u0 ∈ D(AS,D) eine
klassische Lösung. Der Operator AS,D erzeugt keine holomorphe Halbgruppe.

Dieselben Aussagen gelten für den allgemeinen Schrödingeroperator mit Neumann-
Randbedingungen AS,N := iAN .

Beweis. Wegen AS,D = iAD gilt A∗S,D = −AS,D, d.h. der Schrödinger-Operator ist
schief-selbstadjungiert. Insbesondere gilt σ(AS,D) = iσ(AD) ⊂ {iz : z ≤ 0} sowie
für den numerischen Wertebereich W (AS,D) ⊂ {iz : z ≤ 0}.

Somit ist AS,D dicht definiert und wegen Re〈AS,Du, u〉L2(G) = 0 dissipativ. Da auch
A∗S,D = −AS,D dissipativ ist, erzeugt AS,D eine Kontraktionshalbgruppe auf L2(G)

nach Übungsaufgabe 5.3. Dasselbe gilt für −AS,D, d.h. AS,D erzeugt eine C0-Gruppe
von Kontraktionen.

Wegen σ(AS,D) ⊂ iR existiert kein Sektor Σϕ mit ϕ > π
2

so, dass AS,D in Σϕ sektoriell
ist. Nach Satz 3.17 erzeugt AS,D keine holomorphe Halbgruppe in L2(G).

Dieselben Argumente zeigen auch die Aussage für die Neumann-Randbedingungen.

b) Die Wellengleichung: L2-Theorie

Sei G ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten zunächst die um 1 verschobene Wellenglei-
chung

(WG)


wtt − (∆− 1)w = 0 in R+ ×G,

w = 0 auf R+ × ∂G,
w|t=0 = w0 in G,
wt|t=0 = w1 in G.

Dabei sei w0 ∈ H1
0 (G,R) und w1 ∈ L2(G,R). Man transformiert (WG) auf ein

System erster Ordnung in der Zeit durch die Definitionen u1 := w und u2 := wt.
Das zugehörige System erster Ordnung lautet somit

ut =

(
u1t

u2t

)
=

(
wt
wtt

)
=

(
wt

(∆− 1)w

)
=

(
0 1

∆− 1 0

)
u.

Dies gibt Anlass zur Definition des Operators

Au :=

(
0 1

∆− 1 0

)
u

im Hilbertraum H := H1
0 (G;R)× L2(G;R) mit dem Skalarprodukt

〈·, ·〉H := 〈·, ·〉H1(G;R) + 〈·, ·〉L2(G;R),

wobei der Definitionsbereich durch D(A) := D(∆D)×H1
0 (G;R) ⊂ H gegeben ist.
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4.8 Satz. Der oben definierte Operator A erzeugt eine C0-Gruppe von Kontraktio-
nen auf H1

0 (G;R)×L2(G;R). Insbesondere besitzt (WG) für jedes
(
w0

w1

)
∈ D(A) eine

eindeutige klassische Lösung.

Beweis. (i) Es gilt

〈Au, u〉H =

〈(
0 1

∆− 1 0

)(
u1

u2

)
,

(
u1

u2

)〉
H

= 〈u2, u1〉H1 + 〈(∆− 1)u1, u2〉L2

= 〈u2, u1〉L2 + 〈∇u2,∇u1〉L2 − 〈∇u1,∇u2〉L2 − 〈u1, u2〉L2 = 0.

Daher ist A ist dissipativ. Wir rechnen nach, dass 1−A surjektiv ist. Dazu sei f ∈ H
gegeben. Wir suchen u mit

(1− A)u =

(
u1 − u2

u2 − (∆− 1)u1

)
=

(
f1

f2

)
.

Dies ist äquivalent zu den Bedingungen

u2 = u1 − f1, 2u1 −∆u1 = f1 + f2.

Da ∆D Generator einer C0 - Kontraktionshalbgruppe ist (Satz 4.25), folgt 2 ∈
ρ(∆D). Daher existiert genau ein u1 ∈ D(∆D) mit 2u1 −∆u1 = f1 + f2. Mit u2 :=
u1 − f1 ∈ H1

0 (Ω;R) gilt (1− A)u = f , d.h. 1− A ist surjektiv. Nach dem Satz von
Lumer-Phillips erzeugt A eine C0-Kontraktionshalbgruppe T auf H1

0 (G) × L2(G).
Insbesondere ist die erste Komponente des Vektors T (t)

(
w0

w1

)
die eindeutige klassische

Lösung zu (WG).

(ii) Wegen 〈Au, u〉H = 0 ist auch −A dissipativ. Die Gleichung (1 + A)u = f führt
jetzt auf u1 + u2 = f1 und (∆− 1)u1 + u2 = f2. Dies liefert u1 = f1 − u2 und damit

(∆− 2)u1 = f2 − f1.

Wieder ist dies eindeutig lösbar, und mit u2 := f2 − u1 erhält man eine Lösung von
(1 + A)u = f . Somit ist 1 + A surjektiv, und nach dem Satz von Lumer-Phillips
erzeugt auch −A eine C0-Kontraktionshalbgruppe. Damit erzeugt A eine C0-Gruppe
von Kontraktionen.

Für die Behandlung der eigentlichen Wellengleichung verwenden wir folgendes Störungs-
resultat, das später bewiesen wird.

4.9 Satz. Sei A Generator einer C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B ∈
L(X). Dann ist A+B Erzeuger einer C0-Halbgruppe auf X.

© Robert Denk 04.02.2019



58 4. Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen im Hilbertraum

4.10 Korollar (Wellengleichung). Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Der Operator Ã :=(
0 1
∆ 0

)
mit Definitionsbereich D(Ã) := D(∆D)×H1

0 (Ω) erzeugt eine C0-Halbgruppe

auf H1
0 (G)× L2(G). Insbesondere ist die Wellengleichung

(WG)


wtt −∆w = 0 in R+ ×G,

w = 0 auf R+ × ∂G,
w|t=0 = w0 in G,
wt|t=0 = w1 in G.

wohlgestellt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.8 gilt Ã = A+B mit

B :=

(
0 0
1 0

)
∈ L

(
H1

0 (G)× L2(G)
)
.

Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.9.

c) Die Stokesgleichung

Sei G ⊂ Rn ein Gebiet. Die Stokesgleichung ist gegeben durch das System

(SG)


ut −∆u+∇p = 0 in R+ ×G,

div u = 0 in R+ ×G,
u = 0 auf R+ × ∂G,

u|t=0 = u0 in G.

Unbekannt ist hier nicht nur das Geschwindigkeitsfeld u : G→ Rn, sondern auch der
Druck p : G→ R. Um Resultate der Halbgruppentheorie anwenden zu können, muss
zunächst (SG) ein Grundraum sowie ein geeigneter Operator zugeordnet werden.
Unter der Annahme, dass eine genügend glatte Lösung existiert, ergibt sich

0 = (div u)|t=0 = div (u|t=0) = div u0.

Um die Wohlgestelltheit zu garantieren, muss also a priori schon divu0 = 0 vor-
ausgesetzt werden. Diese Bedingung nimmt man daher schon in die Definition des
Grundraums auf. Dies ist die Motivation der folgenden Definition.

4.11 Definition. a) Sei H 1(G;R) := {v ∈ L1
loc(G;R) : ∇v ∈ L2(G;Rn)}. Definiere

auf H 1(G;R) die Äquivalenzrelation u ∼ v :⇔ u−v = const. Dann heißt die Menge
der Äquivalenzklassen Ḣ1(G;R) := H 1(G;R)/ ∼ der homogene L2-Sobolevraum
der Ordnung 1. Auf Ḣ1(G) wird das Skalarprodukt

〈u, v〉Ḣ1(G;R) =

∫
G

∇u∇vdx (u, v ∈ Ḣ1(G;R))
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erklärt.

b) Die Menge

L2
σ(G;Rn) := {u ∈ L2(G;Rn) : 〈u,∇ϕ〉L2(G;Rn) = 0 (ϕ ∈ Ḣ1(G;R))}

heißt der Unterraum der divergenzfreien L2-Vektorfelder auf G.

4.12 Bemerkung. Der Raum Ḣ1(G;R) ist ein Hilbertraum. Dies wird hier nicht
bewiesen.

4.13 Lemma. a) Die Teilräume L2
σ(G;Rn) und G2(G;Rn) := {∇q : q ∈ Ḣ1(G;R)}

sind beide abgeschlossen in L2(G;Rn).

b) Für u ∈ L2
σ(G;Rn) gilt div u = 0 in D ′(G;Rn).

c) Sei G ein C1-Gebiet und ν : ∂G → Rn das äußere Einheits-Normalenvektorfeld.
Dann gilt für u ∈ C1(G;Rn) ∩ L2

σ(G;Rn) die Gleichheit u · ν = 0 auf ∂G.

Beweis. a) Die Abbildung T : Ḣ1(G;R) → L2(G;Rn), q 7→ ∇q ist nach Definition
der Normen eine Isometrie zwischen zwei Hilberträumen. Daher ist G2(G;Rn) =
R(T ) abgeschlossen. Wegen L2

σ(G;Rn) = (G2(G;Rn))⊥ ist auch L2
σ(G;Rn) abge-

schlossen.

b) Wegen D(G;R) ⊂H 1(G) folgt für u ∈ L2
σ(G;Rn) insbesondere 〈u,∇ϕ〉 = 0 (ϕ ∈

D(G;R)), d.h. div u = 0 in D ′(G;Rn).

c) Nach dem Satz von Gauß gilt für u ∈ C1(G;Rn) ∩ L2
σ(G;Rn) und ϕ ∈ D(G;R)

die Gleichheit∫
∂G

ϕ(u · ν)dS(x) =

∫
∂G

(ϕu) · νdS(x)

=

∫
G

div(ϕu)dx =

∫
G

ϕ div u dx+

∫
G

u∇ϕ dx = 0,

d.h. u · ν = 0 auf ∂G.

Allgemein erfüllen die Funktionen in L2
σ(G) die Bedingung aus Teil c) des vorigen

Lemmas in einem schwachen Sinne. Dies kann rigoros definiert werden, auf was wir
hier allerdings nicht weiter eingehen wollen. Beachte, dass die plausible physikali-
sche Interpretation dieser Bedingung darin besteht, dass in Normalenrichtung keine
Flüssigkeit durch den festen Rand treten kann.

4.14 Definition (Helmholtz-Zerlegung). Die orthogonale Zerlegung

L2(G;Rn) = L2
σ(G;Rn)⊕G2(G;Rn) (4-3)
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heißt die Helmholtz-Zerlegung von L2(G;Rn). Die zu (4-3) gehörende orthogonale
Projektion PG : L2(G;Rn) → L2

σ(G;Rn) mit N(PG) = G2(G) heißt Helmholtz-
Projektion.

4.15 Bemerkung. (4-3) ist die aus der Physik bekannte Tatsache, dass gewisse
Vektorfelder f eine eindeutige Zerlegung f = f1 + f2 besitzen mit div f1 = 0 und
rot f2 = 0. Beispielsweise gilt (4-3) für Lq(G) für 1 < q < ∞, wenn G beschränkt
der Klasse C1 ist, nicht jedoch z.B. in L1(Rn), L∞(Rn), Ck(G).

Die Anwendung von PG auf die erste Zeile von (SG) ergibt

0 = PG(∂tu−∆u+∇p) = ∂tu− PG∆u.

Damit reduziert sich (SG) zum Cauchyproblem{
u′ − Au = 0 in R+ ×G,
u|t=0 = u0 in G

mit u0 ∈ L2
σ(G) und dem Operator

A := PG∆ , D(A) =
{
u ∈ H1

0 (G) ∩ L2
σ(G) : PG∆u ∈ L2

σ(G)
}
.

4.16 Satz. Der Stokesoperator A = PG∆ ist der Generator einer C0-Kontraktions-
halbgruppe auf L2

σ(G).

Beweis. Für u ∈ D(A) gilt unter Verwendung der Orthogonalität von PG

〈Au, u〉L2 = 〈PG∆u, u〉L2 = 〈∆u, PGu〉L2 = 〈∆u, u〉L2 = −‖∇u‖L2 ≤ 0.

Somit ist A ist dissipativ. Um die Voraussetzung des Satzes von Lumer-Phillips
nachzuweisen, wendet man den Satz von Lax-Milgram im Raum H1

0 (G) ∩ L2
σ(G)

an. Dies erfolgt analog zu den vorherigen Abschnitten und sei deshalb dem Leser
überlassen.

d) Elastizitätsgleichungen

Elastizitätsgleichungen beschreiben das Verhalten elastischer Körper. Wir beschrän-
ken uns hier nur auf den physikalisch interessanten dreidimensionalen Fall. Sei G ⊂
R3 ein Gebiet. Dann betrachten wir zu x ∈ G und t ≥ 0 den Positionsvektor X(t, x)
des Teilchens, welches zur Zeit t = 0 an der Stelle x ist (d.h. es gilt nach Definition
X(0, x) = x). Sei u(t, x) := X(t, x)−x ∈ R3 der Verschiebungsvektor (Auslenkung).

In der linearen Elastizitätstheorie sind unter anderem die folgenden Größen relevant:
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(E1) Die Massendichtematrix m = (mij)i,j=1,2,3 ∈ L∞(G;R3×3) beschreibt die Mas-
senverteilung im Körper. Wir nehmen an, dass m(x) für fast alle x ∈ G eine
symmetrische Matrix ist, und dass m gleichmäßig positiv definit ist, d.h. es
existiert ein m1 > 0 so, dass

3∑
i,j=1

mij(x)ξiξj ≥ m1|ξ|2 (ξ ∈ R3)

für fast alle x ∈ G gilt.

(E2) Der Spannungstensor τ = (τij)i,j=1,2,3 : (0,∞) × G → R3×3 beschreibt die
mechanischen Spannungen im Körper, d.h. τ (t, x) beschreibt die Spannungen
an der Stelle x zur Zeit t und ist ebenfalls symmetrisch. Eine andere übliche
Schreibweise ist σ. Es handelt sich um einen Tensor zweiter Ordnung, der
durch eine Matrix beschrieben werden kann. Die durch den Spannungstensor
induzierte Kraft ist gegeben durch

div τ :=
( 3∑
j=1

∂jτij

)
i=1,2,3

.

(E3) Der Dehnungstensor (Verzerrungstensor) ε = (εij)i,j=1,2,3 : (0,∞)×G→ R3×3

ist im linearisierten Modell gegeben durch

ε := 1
2
(∇u+ (∇u)>) := 1

2

(
∂iuj + ∂jui

)
i,j=1,2,3

.

(E4) Der Elastizitätstensor C = (Cijk`)i,j,k,`=1,2,3 ∈ L∞(G;R3×3×3×3) ist ein Tensor
vierter Stufe und tritt im Hookeschen Gesetz auf, welches

τ = C ε

besagt. In Koordinaten geschrieben, lautet das Hookesche Gesetz

τij =
3∑

k,`=1

Cijk`εk` (i, j = 1, 2, 3).

Aufgrund der Symmetrien von τ und ε kann man o.E. annehmen, dass

Cijk` = Ck`ij = Cjik` (i, j, k, ` = 1, 2, 3).

Wir setzen weiter im Folgenden voraus, dass C gleichmäßig positiv definit ist,
d.h. dass ein c1 > 0 existiert mit

3∑
i,j,k,`=1

Cijk`(x)ξijξk` ≥ c1

3∑
i,j=1

|ξij|2 (ξ ∈ R3×3)

für fast alle x ∈ G.
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Die Elastizitätsgleichungen selbst ergeben sich nun aus dem zweiten Newtonschen
Gesetz (die Kraft ist gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung) und lauten

m(x)∂2
t u(t, x)− div τ (t, x) = F (t, x) ((t, x) ∈ (0,∞)×G), (4-4)

wobei F : (0,∞)×G→ R3 eine gegebene äußere Kraft sei. Durch die Symmetrien in
(4-4) ergibt sich in dieser Gleichung eine gewisse Redundanz, welche in der folgenden
Schreibweise vermieden wird (nach Sommerfeld, auch bekannt als Voigt-Notation).

4.17 Definition. a) Den obigen Matrizen τ und ε mit jeweils 6 Freiheitsgraden
wird ein Vektor τ und ε in folgender Weise zugeordnet:

τ =

 τ11 τ12 τ13

τ22 τ23

(symm.) τ33

 7→ τ :=


τ11

τ22

τ33

τ23

τ31

τ12



ε =

 ε11 ε12 ε13

ε22 ε23

(symm.) ε33

 7→ ε :=


ε11

ε22

ε33

2ε23

2ε31

2ε12

 .

Man beachte den Faktor 2 bei ε. Die Komponenten werden wie üblich mit τ =:
(τ1, . . . , τ6)> und ε =: (ε1, . . . , ε6)> bezeichnet. Man verwendet somit die Zuordnung
der Indizes

π : (1, 1) 7→ 1, (2, 2) 7→ 2, (3, 3) 7→ 3, (2, 3) 7→ 4, (3, 1) 7→ 5, (1, 2) 7→ 6.

b) Dem Tensor C wird die Matrix S = (sij)i,j=1,...,6 zugeordnet durch sπ(i,j),π(k,`) :=
Cijk`. Ausgeschrieben bedeutet dies

S :=


C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112

C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212

C3311 C3322 C3333 C3323 C3331 C3312

C2311 C2322 C2333 C2323 C2331 C2312

C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112

C1211 C1222 C1233 C1223 C1231 C1212

 .

Aufgrund der Symmetrien von C ist auch die Matrix S symmetrisch.
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c) Der verallgemeinerte Gradient D wird definiert durch

D :=


∂1 0 0
0 ∂2 0
0 0 ∂3

0 ∂3 ∂2

∂3 0 ∂1

∂2 ∂1 0

 .

4.18 Lemma. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Es gilt das Hookesche Gesetz τ = C ε genau dann, wenn τ = Sε. Die Matrix
S ist gleichmäßig positiv definit, d.h. es existiert ein s1 > 0 mit

∑3
i,j=1 sij(x)ξiξj ≥

c1|ξ|2 (ξ ∈ R3) für fast alle x ∈ G.

b) Es gilt Du = ε und div τ = D>τ .

Beweis. Direktes Nachrechnen.

Mit diesen Bezeichnungen erhält man

div τ = D>τ = D>Sε = D>SDu,

also lauten die Elastizitätsgleichungen

m(x)∂2
t u(t, x)−D>S(x)Du(t, x) = F (t, x) ((t, x) ∈ (0,∞)×G) (4-5)

mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen.

4.19 Bemerkung. Die Matrix S besitzt als symmetrische 6 × 6-Matrix 21 un-
abhängige Koeffizienten, welche durch die Materialeigenschaften bestimmt sind.
Häufig treten zusätzliche Symmetrien auf, z.B. anisotrope Medien mit

(i) kubischer Symmetrie (3 unabhängige Koeffizienten),

(ii) rhombischer Symmetrie (9 unabhängige Koeffizienten),

(iii) monoklinische Symmetrie (13 unabhängige Koeffizienten)

Im Fall eines isotropen Mediums hat S die Gestalt

S =


2µ+ κ κ κ 0 0 0

2µ+ κ κ 0 0 0
2µ+ κ 0 0 0

µ 0 0
(symm.) µ 0

µ

 .

© Robert Denk 04.02.2019



64 4. Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen im Hilbertraum

Dabei sind µ, κ ∈ R die sogenannten Lamé-Konstanten und erfüllen µ > 0, 2µ+3κ >
0.

Wir werden nun die Elastizitätsgleichungen in einem geeigneten Hilbertraum for-
mulieren. Dabei betrachten wir simultan zwei Fälle: G = R3 (Ganzraumfall) oder G
ein beschränktes Gebiet mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten also unter
den oben formulierten Voraussetzungen an die Koeffizienten

m(x)utt(t, x)−D>S(x)Du(t, x) = 0 ((t, x) ∈ (0,∞)×G),

u(t, x) = 0 ((t, x) ∈ (0,∞)× ∂G),

u(x, 0) = u0(x) (x ∈ G),

∂tu(x, 0) = u1(x) (x ∈ G).

(4-6)

Man beachte, dass im Ganzraumfall die zweite Zeile eine leere Bedingung ist. Wir
wählen als Hilbertraum H := L2(G;C3) mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉H := 〈u,mv〉L2(G;C3) (u, v ∈ H).

Da m ∈ L∞(G;R3×3) gleichmäßig positiv definit ist, ist ‖ · ‖H äquivalent zum
Standard-Skalarprodukt ‖ · ‖L2(G;C3).

Wir wenden die Ergebnisse des ersten Kapitels an, wobei wir das Gelfand-Tripel
V ⊂ H ⊂ V ′ betrachten mit V := H1

0 (G;C3). Man beachte, dass H1
0 (R3) = H1(R3)

gilt.

Der Operator A ∈ L(V, V ′) ist definiert durch

(Au)(ϕ) := −〈m−1D>SDu, ϕ〉H = −〈m−1D>SDu,mϕ〉L2(G,C3) = 〈SDu,Dϕ〉L2(G;C6).

Wie in Kapitel 1 ist damit die Bilinearform B : H1
0 (G;C3)×H1

0 (G;C3)→ C definiert
durch

B(u, v) := (Au)(v) (u, v ∈ H1
0 (G;C3)).

Wir zeigen zunächst eine Abschätzung für den verallgemeinerten Gradienten.

4.20 Lemma (Erste Kornsche Ungleichung). Sei G = R3 oder G ein beschränktes
Gebiet. Dann gilt für alle ϕ ∈ H1

0 (G;C3) die Abschätzung

‖Dϕ‖2
L2(G;C6) ≥ 1

2
‖∇ϕ‖2

L2(G;C3×3),

wobei ∇ϕ := (∂iϕj)i,j=1,2,3 und als Norm in C3×3 die Hilbert-Schmidt-Norm

∥∥(aij)i,j=1,2,3

∥∥ :=
( 3∑
i,j=1

|aij|2
)1/2

verwendet wird.
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Beweis. Sei ϕ ∈ C∞0 (G;C3). Wir verwenden die Definition von D und multiplizieren
die Terme ‖∂iϕj + ∂jϕi‖2

L2(G) aus und erhalten mit partieller Integration

4‖Dϕ‖2
L2(G;C6) =

3∑
i,j=1

‖∂iϕj + ∂jϕi‖2
L2(G)

=
3∑

i,j=1

(
‖∂iϕj‖2

L2(G) + ‖∂jϕi‖2
L2(G) + 2 Re〈∂iϕj, ∂jϕi〉L2(G)

)
= 2

3∑
i,j=1

‖∂iϕj‖2
L2(G) + 2 Re

3∑
i,j=1

〈∂iϕi, ∂jϕj〉L2(G)

= 2‖∇ϕ‖2
L2(G;C3×3) + 2

∥∥∥ 3∑
i=1

∂iϕi

∥∥∥2

L2(G)
≥ 2‖∇ϕ‖2

L2(G;C3×3).

Da C∞0 (G) dicht in H1
0 (G) ist, folgt die Behauptung.

4.21 Lemma. Die oben definierte Bilinearform B ist symmetrisch und koerzitiv
mit B(u, u) ≥ 0 (u ∈ H1

0 (G;C3)). Falls G ein beschränktes Gebiet ist, so ist B
streng koerzitiv.

Beweis. Wegen B(u, v) = 〈SDu,Dv〉L2(G;C3) und der Symmetrie von S ist B sym-
metrisch. Da S positiv definit ist (Lemma 4.18), gilt mit der ersten Kornschen Un-
gleichung

B(u, u) = 〈SDu,Du〉L2(G;C6) ≥ s1‖Du‖2
L2(G;C6)

≥ s1
2
‖∇u‖2

L2(G;C3×3) ≥ s1
2
‖u‖2

H1(G;C3) − s1
2
‖u‖2

L2(G;C3).

Also ist B koerzitiv. Falls G ein beschränktes Gebiet ist, so verwenden wir anstelle
der letzten Abschätzung die erste Poincaré-Ungleichung und erhalten

B(u, u) ≥ s1
2
‖∇u‖2

L2(G;C3×3) ≥ cp‖u‖2
H1(G;C3)

mit einer vom Gebiet abhängigen Konstante cp > 0. Also ist B in diesem Fall streng
koerzitiv. In beiden Fällen haben wir B(u, u) ≥ 0 (u ∈ H1

0 (G;C3)) erhalten.

Wir betrachten nun die L2(G;C3)-Realisierung A, welche gegeben ist durch D(A) :=
{u ∈ H1

0 (G;C3) : Au ∈ L2(G;C3)} = {u ∈ H1
0 (G;C3) : D>SDu ∈ L2(G;C3)} und

Au := Au = −m−1D>SDu (u ∈ D(A)). Die Elastizitätsgleichungen schreiben sich
damit als

∂2
t u(t) + Au(t) = 0 (t > 0),

u(0) = u0,

∂tu(0) = u1.

(4-7)
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4.22 Satz. Der oben definierte Operator A ist selbstadjungiert mit σ(A) ⊂ [0,∞).
Falls G beschränkt ist, besitzt A diskretes Spektrum, und es existiert ein c > 0 mit
σ(A) ⊂ [c,∞).

Für jedes u0 ∈ L2(G;C3) und u1 ∈ D(
√
A) ist durch

u(t) := cos(
√
At)u0 +

(sin(
√
At)√
A

)
u1 (t > 0)

eine Lösung

u ∈ C2([0,∞), L2(G;C3)) ∩ C1([0,∞), D(
√
A)) ∩ C([0,∞), D(A))

gegeben.

Beweis. Das folgt direkt aus den Ergebnissen des ersten Kapitels, speziell Satz 1.20.
Für beschränkte Gebiete folgt die Aussage wieder aus dem Satz von Rellich-Kondra-
chov und aus der Poincaré-Ungleichung.

4.23 Definition. Sei G ⊂ R3 beschränkt und hinreichend glatt (z.B. ein C1-
Gebiet). Dann definiert man die (verallgemeinerten) Neumann-Randbedingungen
für die Elastizitätsgleichungen durch N>SDu|∂G = 0 mit

N :=


ν1 0 0
0 ν2 0
0 0 ν3

0 ν3 ν2

ν3 0 ν1

ν2 ν1 0

 ,

wobei ν = (ν1, ν2, ν3)> der äußere Normalenvektor ist. Der zugehörige Operator
AN : H ⊃ D(AN)→ H ist definiert durch

D(AN) :=
{
u ∈ H1

0 (G;C3) : D>SDu ∈ H,
〈D>SDu, v〉L2(G;C3) = −〈SDu,Dv〉L2(G;C6) (v ∈ H1(G;C3))

}
,

ANu := −m−1D>SDu (u ∈ D(AN)).

Dies verallgemeinert die Neumann-Randbedingungen auch für nichtglatte Gebiete.

4.24 Bemerkung. Wie bei Dirichlet-Randbedingungen kann man zeigen, dass auch
AN selbstadjungiert ist, und bei beschränktem Gebiet ist das Spektrum von AN dis-
kret und eine Teilmenge von [0,∞). Zum Beweis verwendet man die zweite Korn-
sche Ungleichung, welche komplizierter zu beweisen ist. Im Gegensatz zum Fall der
Dirichlet-Randbedingungen ist hier allerdings 0 ein Eigenwert von AN , da die kon-
stante Funktion im Kern liegt.
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e) Die Plattengleichung

Bei einer schwingenden Platte wird die potentielle Energie proportional zur Krüm-
mung der Platte angesetzt. Wir betrachten die Gleichung wieder im R3, um die
Analogie zur Elastistizitätsgleichung zu zeigen (obwohl diesmal G ⊂ R2 physikalisch
am relevantesten ist). Man erhält ähnlich wie bei den Elastizitätsgleichungen folgen-
des Anfangswertproblem in G ⊂ R3, wobei die gesuchte Funktion u : (0,∞)×G→ C
jetzt skalar ist.

m(x)utt(t, x)− divD>S(x)D∇u(t, x) = 0 ((t, x) ∈ (0,∞)×G),

u(t, x) = 0 ((t, x) ∈ (0,∞)× ∂G),

∂νu(t, x) = 0 ((t, x) ∈ (0,∞)× ∂G),

u(0, x) = u0 (x ∈ G),

ut(0, x) = u1 (x ∈ G).

(4-8)

Hierbei seien die Größen m,D, S,N wie oben definiert mit denselben Voraussetzun-
gen (m ist jetzt skalar.) Man beachte, dass die Gleichung jetzt von vierter Ordnung
in x ist und daher zwei Randbedingungen gestellt werden müssen. In diesem Fall
spricht man bei

u|∂G = 0, ∂νu|∂G = 0

wieder von (verallgemeinerten) Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten wieder
die beiden Fälle G = R3 (ohne Randbedingungen) und G ⊂ R3 beschränktes Gebiet
(mit obigen Randbedingungen).

Die operatortheoretische Formulierung ist gegeben durch H := L2(G) mit dem Ska-
larprodukt 〈u, v〉H := 〈u,mv〉L2(G),

V := {u ∈ H2(G) : u = 0 auf ∂G, ∂νu = 0 auf ∂G},
B : V × V → C, B(u, v) := 〈D∇u, SD∇u〉L2(G;C6).

Der Operator A : L2(G) ⊃ D(A)→ L2(G) ist wieder definiert durch

D(A) := {u ∈ V : −m−1∇>D>SD∇u ∈ L2(G)},
Au := −m−1∇>D>SD∇u (u ∈ D(A)).

4.25 Satz. a) Die Bilinearform B ist symmetrisch, koerzitiv und positiv semidefinit.

b) Der Operator A ist selbstajdungiert mit σ(A) ⊂ [0,∞). Falls G beschränkt ist, so
besitzt A diskretes Spektrum und es gilt σ(A) ⊂ [c,∞) mit c > 0. Die Lösungsdar-
stellung von Satz 4.22 gelten analog.

Beweis. Offensichtlich ist B symmetrisch. Für u ∈ V gilt mit partieller Integration

‖∇u‖2
L2(G;C3) =

3∑
i=1

‖∂iu‖2
L2(G) ≤

3∑
i,j=1

∣∣〈∂iu, ∂ju〉L2(G)

∣∣
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=
3∑

i,j=1

∣∣〈∂i∂ju, u〉L2(G)

∣∣
≤

3∑
i,j=1

1
2

(
‖∂i∂ju‖2

L2(G) + ‖u‖2
L2(G)

)
= 1

2
‖∇2u‖2

L2(G;C3×3) + 9
2
‖u‖2

L2(G),

wobei in C3×3 wieder die Hilbert-Schmidt-Norm verwendet wird. Mit

‖u‖2
H2(G) = ‖u‖2

L2(G) + ‖∇u‖2
L2(G;C3) + ‖∇2u‖2

L2(G;C3×3)

erhalten wir
‖u‖2

H2(G) ≤ 11
2

(
‖u‖2

L2(G) + ‖∇2u‖2
L2(G;C3×3)

)
.

Direktes Einsetzen liefert ‖D∇u‖2
L2(G;C6) = ‖∇2u‖2

L2(G;C3×3). Damit folgt

B(u, u) ≥ cs‖D∇u‖2
L2(G;C6) = cs‖∇2u‖2

L2(G;C3×3)

≥ p‖u‖2
H2(G) − cp‖u‖2

L2(G).

Somit ist B symmetrisch, koerzitiv, und es gilt B(u, u) ≥ 0 (u ∈ V ).

b) folgt nun aus a) wie bei den Elastizitätsgleichungen (Satz 4.22).
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5. Lp-Theorie: Parabolische Operatoren im

Ganzraum

5.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits äquivalente Kriterien dafür, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehörigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschätzung (a priori-Abschätzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt wer-
den, wie man dies für eine große Klasse von Differentialoperatoren im Rn nachweisen
kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische Operatoren.

Der
”
Königsweg“, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,

liegt in der Fouriertransformation. Während in L2 der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in Lp den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := −i(∂x1 , . . . , ∂xn). Mit C,C1, C2 bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen können, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Größen abhängt.

5.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im Lp(Rn) mit maximalem
Definitionsbereich D(∆) := {u ∈ Lp(Rn) : ∆u ∈ Lp(Rn)}. Offensichtlich ist D(∆) ⊃
W 2
p (Rn). Wir wollen zeigen, dass tatsächlich Gleichheit gilt. Sei dazu u ∈ D(∆) und

f := u−∆u ∈ Lp(Rn). Sei |α| ≤ 2. Dann gilt

Dαu = F−1ξαFu = F−1 ξα

1 + |ξ|2
Ff

als Gleichheit in S ′(Rn). Um Dαu ∈ Lp(Rn) zu zeigen, muss also F−1mα(ξ)Ff ∈
Lp(Rn) gelten, wobei mα(ξ) := ξα

1+|ξ|2 . Die Frage lautet also: Wird durch

f 7→ F−1mα(ξ)Ff

ein stetiger linearer Operator auf Lp(Rn) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

5.3 Definition. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Eine Funktion m ∈ L∞(Rn) heißt Fouriermultipli-
kator in Lp, falls f 7→ F−1mFf einen stetigen linearen Operator M ∈ L(Lp(Rn))

definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn für die Abbildung M̃ : S (Rn)→
S ′(Rn), ϕ 7→ F−1mFϕ gilt R(M̃) ⊂ Lp(Rn) und

‖M̃ϕ‖Lp(Rn) ≤ C‖ϕ‖Lp(Rn) (ϕ ∈ S (Rn)),
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d.h. wenn M̃ eine eindeutige Fortsetzung M ∈ L(Lp(Rn)) besitzt. Die Funktion
m heißt in diesem Fall das Symbol des Operators M . Wir schreiben op(m) :=
F−1mF := M und symb(M) := m.

5.4 Bemerkung. Für p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) ∈
L(L2(Rn)), falls der Multiplikationsoperator g 7→ mg stetig in L2(Rn) ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m ∈ L∞(Rn) gilt. Denn falls m ∈ L∞(Rn), so folgt
‖mg‖L2(Rn) ≤ ‖m‖L∞(Rn)‖g‖L2(Rn). Falls andererseits m 6∈ L∞(Rn), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ak)k∈N und (ck)k∈N, 0 ≤ ck → ∞, mit 0 < λ(Ak) < ∞
und |m| ≥ ck auf An. Für gk := χAk gilt dann gk ∈ L2(Rn) und

‖mgk‖2
L2(Rn) =

∫
|m(ξ)gk(ξ)|2dξ ≥ c2

kλ(Ak) = c2
k‖gk‖2

L2(Rn),

d.h. op(m) ist kein beschränkter Operator in L2(Rn).

Der folgende Satz ist fundamental für die Lp-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist für diese Vorlesung zu aufwändig. Hier bezeichnet [n

2
] die größte ganze

Zahl kleiner gleich n
2
. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

5.5 Satz (Michlin). Sei 1 < p <∞ und m : Rn \{0} → C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m ∈ C [n
2

]+1(Rn \ {0}) und

|ξ||β||Dβm(ξ)| ≤ CM (ξ ∈ Rn \ {0}, |β| ≤ [n
2
] + 1),

(ii) m ∈ Cn(Rn \ {0}) und∣∣ξβDβm(ξ)
∣∣ ≤ CM (ξ ∈ Rn \ {0}, β ∈ {0, 1}n)

mit einer Konstanten CM > 0 gilt, so ist m ein Lp-Fouriermultiplikator mit

‖ op(m)‖L(Lp(Rn)) ≤ c(n, p)CM ,

wobei die Konstante c(n, p) nur von n und p abhängt.

5.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird häufig als die Michlin-
Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, während Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zurückgeht. Eine übliche Schreibweise ist auch Mikhlin.

b) Sei die Funktion m : Rn \ {0} → C homogen in ξ vom Grad d ∈ R, d.h. es gelte

m(ρξ) = ρdm(ξ) (ξ ∈ Rn \ {0}, ρ > 0).

Falls m ∈ Ck(Rn \ {0}), so ist Dβm(ξ) homogen in ξ vom Grad d − |β| für alle
|β| ≤ k.
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Denn z.B. für β = (1, 0, . . . , 0) gilt

(∂ξ1m)(ρξ) = lim
h→0

m(ρξ + he1)−m(ρξ)

h
= lim

h→0
ρd

m(ξ + h
ρ
e1)−m(ξ)

ρh
ρ

= ρd−1∂ξ1m(ξ).

Für beliebige β folgt die Aussage dann iterativ.

c) Sei m ∈ C [n
2

]+1(Rn \ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfüllt m die Michlin-
Bedingung. Denn für |β| ≤ [n

2
] + 1 ist mβ(ξ) := |ξ||β|Dβm(ξ) homogen vom Grad 0

nach Teil b). Damit folgt

|mβ(ξ)| =
∣∣∣mβ

( ξ
|ξ|

)∣∣∣ ≤ max
|η|=1
|mβ(η)| <∞ (ξ ∈ Rn \ {0}).

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 5.2
beantwortet.

5.7 Korollar. Sei 1 < p <∞. Dann gilt {u ∈ Lp(Rn) : ∆u ∈ Lp(Rn)} = W 2
p (Rn).

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 5.2 die Funktion mα(ξ) := ξα

1+|ξ|2 für |α| ≤ 2.

Sei β ∈ Nn
0 . Für |ξ| ≤ 1 ist Dβmα als stetige Funktion beschränkt, für |ξ| ≥ 1

können wir bei Berechnung von Dβmα den Nenner 1 + |ξ|2 durch |ξ|2 abschätzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad −|β|, welche auf |ξ| ≥ 1 ebenfalls
beschränkt ist. Somit erfüllt mα die Michlin-Bedingung.

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren

Im folgenden sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet.

5.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m ∈ N
und A = A(x,D) =

∑
|α|≤m aα(x)Dα ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten aα : Ω→ C.

a) Der Operator A0(x,D) :=
∑
|α|=m aα(x)Dα heißt der Hauptteil des Operators

A(x,D).

b) Die Abbildung a : Ω×Rn → C, a(x, ξ) :=
∑
|α|≤m aα(x)ξα heißt das Symbol von

A(x,D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol a0 := symb(A0)
heißt das Hauptsymbol von A(x,D).

c) Der Operator A heißt elliptisch in Ω, falls

a0(x, ξ) 6= 0 (x ∈ Ω, ξ ∈ Rn \ {0}).
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M ⊂ Ω, z.B. elliptisch an der Stelle
x ∈ Ω.

d) Sei L ⊂ C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heißt der Operator
A(x,D) parameterelliptisch im Sektor L , falls

a0(x, ξ)− λ 6= 0 (x ∈ Ω, (ξ, λ) ∈ (Rn ×L ) \ {(0, 0)}).

e) Der Operator ∂t−A(x,D) heißt parabolisch, falls A(x,D)−λ parameterelliptisch
im Sektor Σπ/2 ist.

5.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := ∂x1 + i∂x2 ist elliptisch in
R2.

b) Der Laplace-Operator A := ∆ ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (−∞, 0) nicht enthält, und insbesondere parabolisch.

c) Der Operator A(x,D) := ∂x1 + i∂x2 + (ix1−x2)∂x3 ist nicht elliptisch in R3, denn

a0(x, ξ) = iξ1 − ξ2 + i(ix1 − x2)ξ3 = 0 für ξ = (x2,−x1, 1).

Für diesen Operator existieren C∞-Funktionen f , für welche Au = f nicht einmal
in D ′(R3) lösbar ist.

5.10 Definition. Sei n ≥ 2 und A(x,D) ein elliptischer Differentialoperator in Ω.
Dann heißt A(x,D) eigentlich elliptisch in Ω, falls das Polynom P := A0(x, ξ′, ·)
für jedes x ∈ Ω und jedes ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} genauso viele Nullstellen in der oberen
komplexen Halbebene {z ∈ C : Im z > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene
{z ∈ C : Im z < 0} besitzt.

5.11 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(x,D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in ξ. Falls A elliptisch ist, enthält a0(x, ξ) einen Term der Form a(x)ξmn , denn sonst
wäre a0(x, ξ) = 0 für ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) = 0 und ξn = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A eigentlich elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls aα für |α| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(x,D) elliptisch ist, so ist
A auch eigentlich elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

5.12 Satz. Sei A(x,D) elliptisch in Ω und n ≥ 3. Dann ist A eigentlich elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.

© Robert Denk 04.02.2019



5. Lp-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum 73

Beweis. Sei x ∈ Ω und ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}. Wegen n ≥ 3 existiert ein stetiger Weg
γ : [0, 1] → Rn−1 \ {0} mit γ(0) = ξ′ und γ(1) = −ξ′. Sei n+(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Im z > 0 des Polynoms pt := a0(x, (γ(t), ·)). Dann ist n+(t) un-
abhängig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhängen, gäbe es sonst ein t ∈ (0, 1), für welches pt eine reelle Nullstelle besitzt,
was wegen γ(t) 6= 0 einen Widerspruch zur Elliptizität darstellt.

Daher gilt n+(0) = n+(1), d.h. die Polynome a0(x, ξ′, ·) und a0(x,−ξ′, ·) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C+ := {z ∈ C : Im z > 0}. Wegen

a0(x,−ξ′, z) = (−1)ma0(x, ξ′,−z)

ist aber n+(1) auch die Anzahl der Nullstellen von a0(x, ξ′, ·) in C− := −C+, d.h. A
ist eigentlich elliptisch.

5.13 Definition. Sei A = A(x,D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in Ω. Dann heißt A gleichmäßig elliptisch in Ω, falls

|a0(x, ξ)| ≥ C|ξ|m ((x, ξ) ∈ Ω× Rn),

und gleichmäßig in Ω parameterelliptisch in einem Sektor L , falls

|a0(x, ξ)− λ| ≥ C(|ξ|2m + |λ|) (x ∈ Ω, (ξ, λ) ∈ (Rn ×L ) \ {0}).

Der Operator A heißt gleichmäßig stark elliptisch in Ω, falls

Re a0(x, ξ) ≥ C|ξ|m ((x, ξ) ∈ Ω× Rn).

5.14 Lemma. Sei Ω beschränkt und A = A(x,D) =
∑
|α|≤2m aα(x)Dα mit aα ∈

C(Ω). Falls A elliptisch in Ω ist, so ist A dort auch gleichmäßig elliptisch.

Beweis. Für ξ ∈ Rn \ {0} und x ∈ Ω gilt

|a0(x, ξ)| = |ξ|m
∣∣∣a0

(
x,

ξ

|ξ|

)∣∣∣ ≥M |ξ|m,

wobei M := min{|a0(x, ξ)| : (x, ξ) ∈ Ω × Sn−1} > 0. Hier wurde verwendet, dass
a0(x, ξ) als stetige Funktion auf der kompakten Menge Ω× Sn−1 ihr Minimum an-
nimmt.

5.15 Definition. Sei A(x,D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m und
sei 1 < p <∞.
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a) Sei L ⊂ C ein geschlossener Sektor und s ∈ [0, 2m]. Dann definiert man die
parameterabhängigen Normen ||| · |||s,p,Ω durch

|||u|||s,p,Ω := ‖u‖W s
p (Ω) + |λ|s/(2m)‖u‖Lp(Ω) (λ ∈ L , u ∈ W 2m

p (Ω)).

b) Die Lp-RealisierungAp des DifferentialoperatorsA(x,D) ist gegeben durchD(Ap) :=
Wm
p (Ω) und Apu := A(x,D)u (u ∈ D(Ap)).

5.16 Satz (Modellproblem für parameterelliptische Operatoren). Seien aα ∈ C für
|α| = 2m und A(D) =

∑
|α|=2m aαD

α parameterelliptisch im Σϕ mit ϕ ∈ [0, π]. Dann

gilt für die Lp-Realisierung ρ(Ap) ⊃ Σϕ, und Ap ist sektoriell mit Winkel ϕAp ≥ ϕ.
Falls ϕ > π

2
, so erzeugt Ap eine beschränkte holomorphe Halbgruppe mit Winkel

≥ ϕ− π
2
. Zu jedem λ0 > 0 existiert ein Cλ0 > 0 mit

|||u|||2m,p,Rn ≤ Cλ0‖(λ− Ap)u‖Lp(Rn) (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0). (5-1)

Beweis. Setze λ = q2m mit q ∈ Σϕ/2m und definiere für festes α mit |α| ≤ 2m die
Funktion

mα(ξ, q) :=
q2m−|α|ξα

a(ξ)− q2m
((ξ, q) ∈ Rn × Σϕ/2m \ {0}).

Dann ist mα ∈ C∞(Rn × Σϕ/2m \ {0}) homogen in (ξ, q) vom Grad 0 und erfüllt
nach Bemerkung 5.6 die Michlin-Bedingung bzgl. ξ. Nach dem Satz von Michlin ist
‖ op(mα(·, q))‖L(Lp(Rn)) ≤ Cα.

Sei f ∈ Lp(Rn), q ∈ Σϕ/2m \ {0} und u := F−1 1
A(ξ)−q2mFf . Dann gilt

|q|2m−|α|‖Dαu‖Lp(Rn) = ‖ op(mα(·, q))f‖Lp(Rn) ≤ Cα‖f‖Lp(Rn). (5-2)

Insbesondere ist u ∈ W 2m
p (Rn) = D(Ap) und (Ap − λ)u = f , d.h. Ap − λ ist

surjektiv. Falls andererseits (Ap − λ)u1 = (Ap − λ)u2 = f mit u1,2 ∈ D(Ap) gilt,
so folgt u1 = F−1 1

A(ξ)−λFf = u2 als Gleichheit in S ′(Rn) und damit u1 = u2 in

Lp(Rn). Somit ist Ap − λ auch injektiv, d.h. ρ(Ap) ⊃ Σϕ \ {0}. Aus (5-2) folgt mit
α = 0 die Resolventenabschätzung

‖λ(λ− Ap)−1‖L(Lp(Rn)) ≤ C0 (λ ∈ Σϕ \ {0}).

Damit ist Ap sektoriell mit Winkel ϕAp ≥ ϕ, und für ϕ > π
2

erzeugt Ap eine be-
schränkte holomorphe C0-Halbgruppe mit Winkel ≥ ϕ− π

2
.

Zu zeigen ist noch die Abschätzung (5-1). Sei q0 > 0. Dann folgt aus (5-2) für
q ∈ Σϕ/2m, |q| ≥ q0, die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn = ‖u‖W 2m
p (Rn) + |λ|‖u‖Lp(Rn)
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≤ C
( ∑
|α|≤2m

‖Dαu‖Lp(Rn) + |q|2m‖u‖Lp(Rn)

)
≤ C1 min{1, q0}−2m

( ∑
|α|≤2m

Cα

)
‖f‖Lp(Rn)

≤ Cλ0‖f‖Lp(Rn),

wobei λ0 = q2m
0 .

5.17 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenität von mα(ξ, q) ver-
wendet, wobei q = λ1/2m. In diesem Fall sagt man, mα ist quasi-homogen von (ξ, λ)
ab. Im allgemeinen heißt eine Funktion m = m(ξ, λ) quasi-homogen mit Gewicht
r ∈ R in (ξ, λ) vom Grad d, falls

m(ρξ, ρrλ) = ρdm(ξ, λ) ((ξ, λ) 6= 0, ρ > 0).

Die Zahl r heißt das relative Gewicht von λ bzgl. ξ. In obigem Beweis hat λ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund für das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Wärmeleitungsgleichung ∂t−∆ die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen (man spricht von parabolischer
Skalierung).

5.18 Korollar. Falls in der Situation von Satz 5.16 der Operator ∂t−A(D) parabo-
lisch ist, so erzeugt die Lp-Realisierung Ap eine beschränkte holomorphe Halbgruppe
in Lp(Rn).

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in Σπ/2, d.h. es gilt a(ξ)−
λ 6= 0 für alle (ξ, λ) ∈ Rn × Σπ/2 \ {0}. Wegen a(ρξ) = ρ2ma(ξ) ist der Wertebe-
reich R(a) := {a(ξ) : ξ ∈ Rn} ein Kegel, und da {a(ξ) : |ξ| = 1} kompakt ist,
ist dieser Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {α ∈
(−π, π]) : eiα 6∈ R(a)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [−π/2, π/2] ⊂ W , und
somit existiert ein ε > 0 mit [−π/2 − ε, π/2 + ε] ⊂ W . Für alle λ ∈ C \ {0} mit
arg λ ∈ [−π/2− ε, π/2 + ε] folgt damit λ 6∈ R(a), d.h. a(ξ)− λ 6= 0 (ξ ∈ Rn).

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor Σπ/2+ε ist. Nach
Satz 5.16 ist Ap sektoriell mit einem Winkel ϕ > π/2, und nach Satz 3.17 erzeugt
Ap eine holomorphe Halbgruppe.

5.19 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel α ∈ (−π, π] offen ist, für welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizität
auf dem Halbstrahl {ρeiα : ρ ≥ 0} erfüllt.
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5.20 Lemma. Sei 1 < p < ∞ und A(x,D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten aα ∈ L∞(Ω) (|α| ≤ m). Dann ist Ap ∈ L(Wm

p (Ω), Lp(Ω))
mit ∥∥Ap∥∥L(Wm

p (Ω),Lp(Ω))
≤ C max

|α|≤m
‖aα‖L∞(Ω).

Beweis. Das folgt sofort aus ‖Dαu‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Wm
p (Ω) für |α| ≤ m und aus der

Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u 7→ aαu in Lp(Ω) die Norm ‖aα‖L∞(Ω)

besitzt.

5.21 Satz (Hauptsatz über parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(x,D) =∑
|α|≤2m aα(x)Dα ein linearer Differentialoperator in Rn mit Koeffizienten

aα ∈

{
C(Rn), |α| = 2m,

L∞(Rn), |α| < 2m.

Ferner existiere aα(∞) := lim|x|→∞ aα(x) für alle |α| = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor L ⊂ C für x ∈ Rn ∪ {∞} ist, so existiert ein λ0 > 0 so, dass
für die Lp-Realisierung von A die Inklusion ρ(Ap) ⊃ {λ ∈ L : |λ| ≥ λ0} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤ C‖(Ap − λ)u‖Lp(Rn) (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0).

Falls L = Σϕ, so ist A−λ0 sektoriell mit Winkel ϕ; falls ϕ ≥ π
2
, so erzeugt A−λ0

eine beschränkte holomorphe Halbgruppe auf Lp(Rn).

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (
”

Freezing the coefficients“): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle x0 ∈ Rn ∪{∞} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
A0(x0, D). Nach Satz 5.16 ist A0(x0, D) − λ invertierbar für alle λ ∈ L \ {0}, und
es existiert eine Konstante C1 > 0 mit

|||u|||2m,p,Rn ≤ C1‖(A0(x0, D)− λ)u‖Lp(Rn) (u ∈ W 2m
p (Rn), λ ∈ L , |λ| ≥ 1).

Wie man im Beweis von Satz 5.16 sieht, kann die Konstante C1 unabhängig von x0

gewählt werden.

Sei ε > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

|aα(x)− aα(∞)| < ε (|x| ≥ R, |α| = 2m).

Da B(0, R) ⊂ Rn kompakt ist und die Koeffizienten aα für |α| = 2m stetig sind,
existieren endlich viele x1, . . . , xN ∈ B(0, R) und offene Umgebungen Ui von xi mit
B(0, R) ⊂

⋃N
i=1 Ui und

|aα(x)− aα(xi)| < ε (x ∈ Ui, |α| = 2m, i = 0, . . . , N) (5-3)
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Setze hierbei U0 := Rn \B(0, R) und x0 :=∞.

(ii) Beweis der a priori-Abschätzung: Wir wählen ε := 1
2C1

in (5-3) und zugehörige

Umgebungen Ui. Dann gilt für alle u ∈ W 2m
p (Rn) mit suppu ⊂ Ui die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤ C1‖(A0(xi, D)− λ)u‖Lp(Rn)

≤ C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + C1‖(A0(x,D)− A0(xi, D))u‖Lp(Rn)

≤ C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + C1 ·
1

2C1

|||u|||2m,p,Rn .

Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma 5.20 verwendet. Damit erhalten wir

|||u|||2m,p,Rn ≤ 2C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn).

Wähle nun eine zu Ui gehörige C∞-Partition der Eins, d.h. ϕi ∈ C∞(Rn) mit 0 ≤
ϕi ≤ 1,

∑N
i=0 ϕi = 1 und suppϕi ⊂ Ui (i = 0, . . . , N). Dann gilt für u ∈ W 2m

p (Rn)
die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤
N∑
i=0

|||ϕiu|||2m,p,Rn ≤ 2C1

N∑
i=0

‖(A0(x,D)− λ)ϕiu‖Lp(Rn).

Es ist
(A0(x,D)− λ)ϕiu = ϕi(A0(x,D)− λ)u+R1,iu,

wobei R1,i ein Differentialoperator mit Ordnung nicht größer als 2m− 1 ist.

Nach Wahl der Umgebungen Ui und wegen 0 ≤ ϕ ≤ 1 gilt für w ∈ Lp(Rn) die
Abschätzung

‖ϕiw‖Lp(Rn) ≤ ‖w‖Lp(Rn) ≤
N∑
i=0

‖ϕiw‖Lp(Rn) ≤ N0‖w‖Lp(Rn).

Damit ist

|||u|||2m,p,Rn ≤ 2C1

N∑
i=0

(
‖ϕi(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1,iu‖Lp(Rn)

)
≤ C2

(
‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1u‖Lp(Rn)

)
mit C2 := 2(N + 1)C1 und R1 :=

∑N
i=0 R1,i. Wir schreiben weiter R2 := A(x,D)−

A0(x,D) und erhalten

|||u|||2m,p,Rn ≤ C2

(
‖(A(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1u‖Lp(Rn) + ‖R2u‖Lp(Rn)

)
.

Da R1, R2 Differentialoperatoren von Ordnung nicht größer als 2m − 1 sind, gilt
‖Riu‖Lp(Rn) ≤ C3‖u‖W 2m−1

p (Rn) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun

die Interpolationsungleichung (Satz C.8) und erhalten

‖u‖W 2m−1
p (Rn) ≤

1

4C2C3

‖u‖W 2m
p (Rn) + C4‖u‖Lp(Rn) ≤

1

4C2C3

|||u|||2m,p,Rn ,

© Robert Denk 04.02.2019



78 5. Lp-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum

falls |λ| ≥ λ1 := 4C2C3C4. Eingesetzt ergibt sich

|||u|||2m,p,Rn ≤ C2‖(A(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) +
1

2
|||u|||2m,p,Rn ,

d.h. die a priori-Abschätzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C2 für alle u ∈
W 2m
p (Rn) und alle λ ∈ L mit |λ| ≥ λ1.

(iii) Existenz der Resolvente: Wir wählen ε := 1
16C1(N+1)

in (i) und zugehörige

Umgebungen Ui. Definiere dazu die Partition der Eins (ϕj)j=0,...,N wie oben und
ψj ∈ C∞(Rn) mit 0 ≤ ψj ≤ 1, suppψj ⊂ Uj und ψj = 1 auf suppϕj. Sei Ap,j die
Lp-Realisierung von A0(xj, D). Wir definieren

R(λ)f :=
N∑
j=0

ϕj(Ap,j − λ)−1ψjf (f ∈ Lp(Rn), λ ∈ L , |λ| ≥ λ1).

Sei f ∈ Lp(Rn). Dann gilt

(Ap − λ)R(λ)f =
N∑
j=0

(Ap − λ)ϕj(Ap,j − λ)−1ψjf

=
N∑
j=0

(
ϕj(Ap − λ)(Ap,j − λ)−1ψjf + T1,j(Ap,j − λ)−1ψjf

)
,

wobei T1,j ein Differentialoperator der Ordnung ≤ 2m− 1 ist. Wir schreiben weiter

ϕj(Ap − λ)(Ap,j − λ)−1ψjf = ϕj(A0(xj, D)− λ)(Ap,j − λ)−1ψjf

+ ϕj
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
(Ap,j − λ)−1ψjf

= ϕjf + T2,jf

mit T2,jf := ϕj
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
(Ap,j − λ)−1ψjf .

Für vj := (Ap,j − λ)−1ψjf gilt nach Teil (i) des Beweises

‖vj‖W 2m
p (Rn) + |λ| ‖vj‖Lp(Rn) ≤ C1‖ψjf‖Lp(Rn).

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen Ui und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschätzung

‖(A(x,D)− A0(xj, D))vj‖Lp(Rn) ≤
1

8C1(N + 1)
‖vj‖W 2m

p (Rn) + C5‖vj‖Lp(Rn)

mit einer Konstanten C5 > 0. Für den Operator T2 :=
∑N

j=0 T2,j erhalten wir daher

‖T2f‖Lp(Rn) ≤
N∑
j=0

‖T2,jf‖Lp(Rn)

© Robert Denk 04.02.2019



5. Lp-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum 79

=
N∑
j=0

‖ϕj
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
vj‖Lp(Rn)

≤
N∑
j=0

‖
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
vj‖Lp(Rn)

≤
N∑
j=0

( 1

8C1N0

C1‖ψjf‖Lp(Rn) +
C5 · C1

|λ|
‖ψjf‖Lp(Rn)

)
≤
(1

8
+
C5C1N0

|λ|

)
‖f‖Lp(Rn) ≤

1

4
‖f‖Lp(Rn),

falls |λ| ≥ λ2 := max{λ1, 8C5C1N0}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

N∑
j=0

‖T1,j(Ap,j − λ)−1ψjf‖Lp(Rn) ≤
1

4
‖f‖Lp(Rn),

falls λ ∈ L , |λ| ≥ λ3 mit geeignetem λ3 > 0 ist. Wir setzen λ0 := max{λ2, λ3} und
erhalten insgesamt

(Ap − λ)R(λ)f = f + T (λ)f (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0),

wobei T (λ)f := T2f+
∑N

j=0 T1,j(Ap,j−λ)−1ψjf ein beschränkter Operator in Lp(Rn)

ist mit Norm ‖T (λ)‖L(Lp(Rn)) ≤ 1
2
. Somit gilt

(Ap − λ)R(λ)(1 + T (λ))−1 = idLp(Rn),

d.h. Ap − λ ist surjektiv. Nach der a priori-Abschätzung aus Teil (ii) des Beweises
ist Ap − λ auch injektiv und abgeschlossen, d.h. es gilt

ρ(Ap) ⊃ {λ ∈ L : |λ| ≥ λ0}.

Die a priori-Abschätzung des Satzes wurde bereits in Teil (ii) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem.
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6. Energiemethoden für nichtautonome

Evolutionsgleichungen

6.1 Worum geht’s? Nichtautonome Evolutionsgleichungen haben die Form ∂tu(t)−
A(t)u(t) = 0, d.h. jetzt hängt der Operator selbst von der Zeit ab. Hier greift die
Halbgruppentheorie nicht mehr. Mögliche Ansätze zur Behandlung derartiger Glei-
chungen sind etwa die Lokalisierung (bzgl. t), die Theorie der Pseudodifferentialope-
ratoren (in t und x simultan) sowie Energiemethoden, auch variationelle Methoden
genannt. Die Hauptidee ist es, schwache Hilbertraumwertige Lösungen zu betrach-
ten. Eine ähnliche alternative Methode, derartige Gleichungen zu behandeln, ist die
Theorie der CD-Systeme von Kato, welche hier aber nicht betrachtet wird.

a) Parabolische Gleichungen

Im Folgenden seien T > 0 und V ⊂ H ⊂ V ′ ein Gelfand-Tripel mit separablen
reellen Hilberträumen V und H (siehe Definition 1.4). Mit C werde eine generische
Konstante bezeichnet, d.h. der Wert von C kann sich bei jedem Auftreten ändern.

Wir betrachten eine abstrakte nichtautonome Evolutionsgleichung

∂tu(t)− A(t)u(t) = f(t) (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0.
(6-1)

Dabei ist A : [0, T ] → L(V, V ′) eine zeitabhängige Familie von Operatoren, und
f : [0, T ]→ V ′ und u0 ∈ H sind gegeben.

6.2 Satz (Ein Interpolationssatz). Falls u ∈ L2((0, T );V ) ∩ H1((0, T );V ′), so gilt
(nach eventueller Änderung auf einer Nullmenge) u ∈ C([0, T ], H). Die Einbettung

L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′) ⊂ C([0, T ], H)

ist stetig.

Beweis. Wir setzen Z := L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′) mit Norm

‖u‖Z :=
(
‖u‖2

L2((0,T );V ) + ‖u‖2
H1((0,T );V ′)

)1/2
.

Sei zunächst u ∈ Z ∩ C1([0, T ], H). Wegen ∂
∂t
‖u(t)‖2

H = 2〈u(t), ∂tu(t)〉H folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung für alle t, t0 ∈ [0, T ]

‖u(t)‖2
H = ‖u(t0)‖2

H + 2

∫ t

t0

〈u(s), ∂su(s)〉Hds.
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Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein t0 mit

‖u(t0)‖2
H =

1

T

∫ T

0

‖u(s)‖2
Hds.

Mit diesem t0 und der Abschätzung

|〈u(s), ∂su(s)〉H | = |〈u(s), ∂su(s)〉V×V ′ | ≤ ‖∂su(s)‖V ′‖u(s)‖V (s ∈ [0, T ])

erhält man für alle t ∈ [0, T ]

‖u(t)‖2
H ≤

1

T

∫ T

0

‖u(s)‖2
Hds+ 2

∫ T

0

‖∂su(s)‖V ′‖u(s)‖V ds

≤ 1

T
‖u‖2

L2((0,T );H) + 2‖u‖H1((0,T );V ′)‖u‖L2((0,T );V ).

Wegen ‖u‖L2((0,T );H) ≤ C‖u‖L2((0,T );V ) gilt also für alle u ∈ Z ∩ C1([0, T ], H) die
Abschätzung

‖u‖C([0,T ],H) ≤ C
(
‖u‖2

L2((0,T );V ) + ‖u‖H1((0,T );V ′)‖u‖L2((0,T );V )

)1/2 ≤ C‖u‖Z . (6-2)

Sei nun u ∈ Z allgemein. Da Z ∩ C1([0, T ];H) dicht in Z ist, existiert eine Folge
(un)n∈N ⊂ Z∩C1([0, T ];H) mit ‖un−u‖Z → 0. Nach (6-2) gilt ‖un−um‖C([0,T ],H) →
0, d.h. (un)n ist eine Cauchyfolge in C([0, T ], H) und damit konvergent gegen ein
Element ũ ∈ C([0, T ], H). Da un → u in Z, folgt u = ũ fast überall. Die Stetigkeit
der Einbettung Z ⊂ C([0, T ], H) folgt aus (6-2).

In Verallgemeinerung des autonomen Falls (Definition 1.5) definiert man:

6.3 Definition. Die zur Operatorfamilie (A(t))t∈[0,T ] gehörige parametrisierte Bili-
nearform (quadratische Form) a : (0, T )× V × V → K ist definiert durch

a(t, u, v) := −〈A(t)u, v〉V ′×V = −
(
A(t)u

)
v (t ∈ (0, T ), u, v ∈ V ).

Die Form (und die Operatorfamilie) heißt koerzitiv, falls positive Konstanten α, β
existieren mit

a(t, u, u) ≥ α‖u‖2
V − β‖u‖2

H (t ∈ [0, T ], u ∈ V ). (6-3)

Die Form und die Operatorfamilie heißen streng koerzitiv oder V -elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit β = 0 gilt.

6.4 Satz (A priori-Abschätzung). Sei A ∈ C([0, T ], L(V, V ′)) koerzitiv. Dann exi-
stiert eine Konstante CA > 0 so, dass für alle u ∈ Z := L2((0, T );V )∩H1((0, T );V ′)
die Abschätzung

‖u‖L2((0,T ),V ) ≤ CA
(
‖u0‖H + ‖f‖L2((0,T ),V ′)

)
(6-4)

gilt, wobei f(t) := ∂tu(t) − A(t)u(t) und u0 := u(0) gesetzt wurde. Insbesondere ist
die Lösung von (6-1) eindeutig und hängt stetig von den Daten ab.
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Beweis. O.E. sei A streng koerzitiv, sonst betrachte v(t) := e−βtu(t), welches das
Cauchyproblem

∂tv(t)− A(t)v(t) + βv(t) = e−βtf(t),

v(0) = u0

erfüllt, mit zugehöriger Bilinearform a(t, u, u) + β‖u‖2
H .

Man beachte, dass u0 ∈ H nach Satz 6.2 wohldefiniert ist und f ∈ L2((0, T ), V ′)
wegen u ∈ Z gilt. Für u ∈ Z ∩ C1([0, T ], H) folgt für alle t ∈ [0, T ]

∂

∂t
‖u(t)‖2

H = 2〈∂tu(t), u(t)〉H = 2〈∂tu(t), u(t)〉V ′×V

= 2
〈
A(t)u(t) + f(t), u(t)〉V ′×V = −2a(t, u(t), u(t)) + 2〈f(t), u(t)〉V ′×V .

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

‖u(T )‖2
H + 2

∫ T

0

a(t, u(t), u(t))dt = ‖u0‖2
H + 2

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉V ′×V dt.

Wir nützen die Koerzitivität aus, schätzen den rechten Integranden ab und erhalten

‖u(T )‖2
H + 2α

∫ T

0

‖u(t)‖2
V dt ≤ ‖u0‖2

H + 2

∫ T

0

‖f(t)‖V ′‖u(t)‖V dt.

Auf der linken Seite lassen wir den ersten Term weg, auf der rechten Seite verwenden
wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Youngsche Ungleichung ab ≤ εa2 +
Cεb

2 (mit frei wählbarem ε > 0). Es ergibt sich

2α‖u‖2
L2((0,T );V ) ≤ ‖u0‖2

H + 2ε‖u‖2
L2((0,T );V ) + 2Cε‖f‖2

L2((0,T ),V ′).

Wählt man ε klein genug (etwa ε = α
2
), so erhält man (6-4) für alle u ∈ Z ∩

C1([0, T ], H). Für allgemeine u ∈ Z folgt (6-4) wieder mit einem Dichtheitsargu-
ment.

Da die Gleichung linear ist, folgt aus (6-4) die Eindeutigkeit der Lösung, da die
Differenz zweier Lösungen die Gleichung mit f = 0 und u0 = 0 erfüllt.

6.5 Satz. Sei A ∈ C([0, T ], L(V, V ′)) koerzitiv. Dann existiert zu jedem u0 ∈ H und
f ∈ L2((0, T );V ′) genau eine Lösung u ∈ L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′) von (6-1).

Der Beweis verwendet das sogenannte Faedo-Galerkin-Verfahren, welches auf einer
Projektion auf endlich-dimensionale Unterräume basiert.

Beweis. (i) Eindeutige Lösbarkeit der endlich-dimensionalen Systeme:
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Sei (vn)n∈N ⊂ V eine Orthonormalbasis von V (bzgl. der Topologie von V ). Man defi-
niert Vn := span{v1, . . . , vn} und betrachtet die orthogonalen Projektionen Pn : H →
Vn (orthogonal in H).

Die Funktion un =
∑n

i=1 cin(t)vi sei definiert als die Lösung von

〈∂tun(t), vj〉V ′×V − 〈A(t)un(t), vj〉V ′×V = 〈f(t), vj〉V ′×V (j = 1, . . . , n),

un(0) = Pnu0.
(6-5)

Für die Koeffizienten (cin(t))i=1,...,n erhält man ein System gewöhnlicher Differenti-
algleichungen. Setzt man die obige Entwicklung von un ein, erhält man das System

M∂tcn(t) = A(t)cn(t) + F (t) (t ∈ (0, T )),

cn(0) = C0.
(6-6)

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:

cn(t) :=
(
cin(t)

)
i=1,...,n

∈ Rn,

C0 :=
(
〈Pnu0, vi〉V

)
i=1,...,n

∈ Rn,

A(t) :=
(
〈A(t)vi, , vj〉V ′×V

)
i,j=1,...,n

∈ Rn×n,

M :=
(
〈vi, vj〉H

)
i,j=1,...,n

∈ Rn×n,

F (t) :=
(
〈f(t), vi〉V ′×V

)
i=1,...,n

∈ Rn.

Es gilt A ∈ C([0, T ],Rn×n) und F ∈ L2((0, T );Rn) ⊂ L1((0, T );Rn), und die Matrix
M ist invertierbar. Für das homogene System ist daher der Satz von Picard-Lindelöf
in der globalen Version anwendbar, für das inhomogene System die Variation der
Konstanten. Daher existiert eine eindeutige Lösung cn ∈ C([0, T ],Rn) mit ∂tcn ∈
L2((0, T );Rn) von (6-6), und somit eine eindeutige Lösung

un ∈ C([0, T ], V ) mit ∂tun ∈ L2((0, T );V )

von (6-5).

(ii) Gleichmäßige Abschätzung für die Lösungen und Konvergenz einer Teilfolge:

Da un die Lösung von (6-5) ist und ∂tun ∈ L2((0, T );V ) sowie un(t) ∈ Vn gilt,
erhalten wir

〈∂tun(t), un(t)〉H − 〈A(t)un(t), un(t)〉V ′×V = 〈f(t), un(t)〉V ′×V .

Nur diese schwache Formulierung der Differentialgleichung wurde im Beweis von
Satz 6.4 benötigt. Es gilt also (mit derselben Konstante wie in Satz 6.4, welche
somit nicht von n abhängt)

‖un‖L2((0,T );V ) ≤ CA
(
‖f‖L2((0,T ),V ′) + ‖u0‖H

)
,
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wobei ‖Pnu0‖H ≤ ‖u0‖H verwendet wurde.

Somit ist die Folge (un)n∈N ⊂ L2((0, T );V ) beschränkt und besitzt daher eine
schwach konvergente Teilfolge (Satz D.5), welche wieder mit (un)n∈N bezeichnet sei.
Es sei un ⇀ u ∈ L2((0, T );V ).

(iii) Der schwache Grenzwert löst die ursprüngliche Gleichung:

Zu zeigen ist, dass u eine Lösung von (6-1) ist. Dazu sei ϕ ∈ D((0, T )) und v ∈ VN .
Da un eine Lösung von (6-5) ist, folgt für n ≥ N und für fast alle t ∈ [0, T ]

ϕ(t)〈∂tun(t), v〉H = ϕ(t)〈A(t)un(t), v〉V ′×V + ϕ(t)〈f(t), v〉V ′×V .

Integration bzgl. t und partielle Integration liefert

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈un(t), v〉Hdt =

∫ T

0

ϕ(t)〈A(t)un(t), v〉V ′×V dt+

∫ T

0

ϕ(t)〈f(t), v〉V ′×V dt.

Da un ⇀ u in L2((0, T );V ) und damit auch un ⇀ u in L2((0, T ), H) sowie Aun ⇀ Au
in L2((0, T ), V ′) gilt (Lemma D.7), können wir den Grenzwert n → ∞ betrachten
und erhalten

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈u(t), v〉Hdt =

∫ T

0

ϕ(t)〈A(t)u(t), v〉V ′×V dt+

∫ T

0

ϕ(t)〈f(t), v〉V ′×V dt.

Dies gilt für alle v ∈ VN mit beliebigem N ∈ N. Da (vn)n∈N eine Orthonormalbasis
von V ist, ist

⋃
N∈N VN dicht in V , und somit gilt

−
∫ T

0

ϕ′(t)u(t)dt =

∫ T

0

ϕ(t)A(t)u(t)dt+

∫ T

0

ϕ(t)f(t)dt

für alle ϕ ∈ D((0, T )) als Gleichheit in V ′. Also gilt für die distributionelle Ableitung
∂tu die Gleichheit ∂tu = Au+ f ∈ L2((0, T );V ′). Insbesondere ist

u ∈ H1((0, T );V ′) ∩ L2((0, T );V ) ⊂ C([0, T ], H).

Zu zeigen ist noch u(0) = u0. Sei dazu ϕ ∈ C1([0, T ]) mit ϕ(T ) = 0 und v ∈ VN .
Dann gilt wieder für n ≥ N mit partieller Integration

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈un(t), v〉Hdt+ ϕ(0)〈un(0), v〉H =

∫ T

0

ϕ(t)〈A(t)un(t) + f(t), v〉V ′×V dt.

(6-7)
Für n ≥ N gilt wegen v ∈ VN und da Pn eine orthogonale Projektion und damit
selbstadjungiert ist,

〈un(0), v〉H = 〈Pnu0, v〉H = 〈u0, Pnv〉H = 〈u0, v〉H .

Für n→∞ erhalten wir daher aus (6-7)

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈u(t), v〉Hdt+ ϕ(0)〈u0, v〉H =

∫ T

0

ϕ(t)〈A(t)u(t) + f(t), v〉V ′×V dt. (6-8)
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Andererseits gilt ∂tu = Au + f ∈ L2((0, T ), V ′). Multiplikation mit ϕ und Anwen-
dung auf v, Integration über (0, T ) und partielle Integration liefert

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈u(t), v〉Hdt+ ϕ(0)〈u(0), v〉H =

∫ T

0

ϕ(t)〈A(t)u(t) + f(t), v〉V ′×V dt.

Der Vergleich mit (6-8) liefert ϕ(0)〈u0 − u(0), v〉H = 0. Für ϕ(0) 6= 0 folgt 〈u0 −
u(0), v〉H = 0 für alle v ∈ VN . Da

⋃
N∈N VN dicht in V und damit auch in H ist,

folgt u(0) = u0 ∈ H.

6.6 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist somit die Ab-
bildung

L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′)→ L2((0, T );V ′)×H, u 7→ (∂tu− Au, u(0))

ein Isomorphismus von Hilberträumen, insbesondere ist die Umkehrabbildung, d.h.
die Lösung der Gleichung, ebenfalls stetig. Diese Stetigkeit könnte auch mit dem
Satz vom stetigen Inversen bewiesen werden, allerdings wird in obigem Beweis die a
priori-Abschätzung sowohl für die Eindeutigkeit der Lösung als auch für die Existenz
des schwachen Grenzwerts beim Galerkin-Ansatz benötigt.

Der Isomorphismus zeigt auch, dass die Lösung so glatt ist, wie es aufgrund der
Gleichung erwartet werden kann; man verliert also keine Regularität. Dies ist typisch
für parabolische Gleichung und wird auch als maximale Regularität oder optimale
Regularität bezeichnet.

6.7 Beispiel. Sei Ω ⊂ Rn ein beliebiges Gebiet, und sei A = A(x, t) ein Differen-
tialoperator der Form

A(x, t)u =
n∑

i,j=1

∂xj
(
aij(x, t)∂xiu

)
+

n∑
i=1

bi(x, t)∂xiu+ c(x, t)u.

Dabei seien die Koeffizienten reellwertig, stetig in x und t und beschränkt, und die
Matrix (aij)i,j sei strikt positiv definit, d.h. es gelte

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ q|ξ|2 (ξ ∈ Rn, x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]).

Dann sind die Bedingungen von Satz 6.5 erfüllt, wobei V := H1
0 (Ω), H := L2(Ω)

und damit V ′ = H−1(Ω) gewählt wird. Somit besitzt das Anfangs-Randwertproblem

∂tu(x, t)− A(x, t)u(x, t) = f(x, t) (x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]),

u(x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]),
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u(x, 0) = u0(x) (x ∈ Ω)

für jedes u0 ∈ L2(Ω) und f ∈ L2((0, T ), H−1(Ω)) eine eindeutige Lösung

u ∈ L2((0, T );H1
0 (Ω)) ∩H1((0, T );H−1(Ω)).

Man spricht hier auch von einer schwachen Lösung.

Wir werden im Folgenden eine Aussage für höhere Regularität der Lösung zeigen.
Dafür betrachtet man den Operator A(t) als unbeschränkten Operator in H (vgl.
Definition 1.5).

6.8 Definition. Sei A : [0, T ]→ L(V, V ′) eine Operatorfamilie. Dann definiert man
die Familie (AH(t))t∈[0,T ] unbeschränkter Operatoren in H, wobei AH(t) die H-
Realisierung von A(t) sei, gegeben durch D(AH(t)) := {u ∈ V : A(t)u ∈ H} ⊂ H
und AH(t)u := A(t)u (u ∈ D(AH(t))).

6.9 Satz (Höhere Regularität). Sei A ∈ C1([0, T ], L(V, V ′)) koerzitiv, und seien
u0 ∈ D(AH(0)) und

f ∈ Z := L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′).

Dann gilt für die (nach Satz 6.5 existierende und eindeutige) Lösung u von (6-1)
die höhere Regularität

u ∈ H1((0, T );V ) ∩H2((0, T );V ′) ⊂ C1([0, T ], H),

Au ∈ L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′) ⊂ C([0, T ], H).

Beweis. Wieder sei o.E. A koerzitiv mit Konstante β = 0 in (6-3). Formales Diffe-
renzieren der Gleichung (6-1) liefert

∂2
t u(t)− A(t)∂tu(t)− (∂tA)(t)u(t) = ∂tf(t) (t ∈ (0, T )),

∂tu(0) = A(0)u0 + f(0).

Nach Satz 6.2 ist f ∈ C([0, T ], H) und damit f(0) ∈ H, nach Voraussetzung gilt u0 ∈
D(AH(0)) und damit A(0)u0 ∈ H sowie t 7→ (∂tA(t))u(t) + ∂tf(t) ∈ L2((0, T );V ′).
(Man beachte, dass u ∈ L2((0, T );V ) und ∂tA ∈ C([0, T ], L(V, V ′)) gilt.) Somit
existiert nach Satz 6.5 eine eindeutige Lösung v ∈ Z von

∂tv(t)− A(t)v(t) = (∂tA(t))u(t) + (∂tf)(t) (t ∈ (0, T )),

v(0) = A(0)u0 + f(0).
(6-9)

Wir zeigen nun ∂tu = v. Dazu sei

z(t) := u0 +

∫ t

0

v(s)ds (t ∈ [0, T ]).
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Dann gilt z ∈ H1((0, T );V ) mit ∂tz = v und für alle t ∈ [0, T ] als Gleichheit in V ′

A(t)z(t) = A(t)u0 +

∫ t

0

A(t)v(s)ds

= A(t)u0 +

∫ t

0

A(s)v(s)ds+

∫ t

0

(
A(t)− A(s)

)
v(s)ds.

Da v (6-9) löst, gilt für fast alle s ∈ [0, T ] die Gleichheit A(s)v(s) = ∂sv(s) −
(∂sA(s))u(s)− ∂sf(s) und damit

A(t)z(t) = A(t)u0 + v(t)− v(0)− f(t) + f(0)−
∫ t

0

(∂sA(s))u(s)ds

+

∫ t

0

(
A(t)− A(s)

)
v(s)ds.

Mit v(s) = ∂sz(s) und partieller Integration erhält man

A(t)z(t) = A(t)u0 + ∂tz(t)− v(0)− f(t) + f(0)−
∫ t

0

(∂sA)(s)u(s)ds

+

∫ t

0

(∂sA(s))z(s)ds−
(
A(t)− A(0)

)
z(0)

= ∂tz(t)− f(t) +

∫ t

0

(∂sA(s))
(
z(s)− u(s)

)
ds,

wobei v(0) = A(0)u0 + f(0) verwendet wurde. Für die Differenz w := z − u ∈ Z
erhält man also die Gleichung

∂tw − A(t)w = −
∫ t

0

(∂sA)(s)w(s)ds (t ∈ (0, T )),

w(0) = 0

als Gleichheit in V ′ für fast alle t. Wendet man dies auf w(t) ∈ V an, so erhält man
für fast alle t

1

2
∂t
(
‖w(t)‖2

H

)
− 〈A(t)w(t), w(t)〉V ′×V =

∫ t

0

〈∂sA(s)w(s), w(t)〉V ′×V ds.

Integriert man über t ∈ [0, τ ] mit τ ∈ [0, T ], so ergibt sich

1

2
‖w(τ)‖2

H = −
∫ τ

0

a(t, w(t), w(t)) +

∫ τ

0

∫ t

0

〈(∂sA)(s)w(s), w(t)〉V ′×V ds dt. (6-10)

Für C1 := maxt∈[0,T ] ‖∂tA(t)‖L(V,V ′) gilt∣∣∣ ∫ τ

0

∫ t

0

〈(∂sA)(s)w(s), w(t)〉V ′×V ds dt
∣∣∣ ≤ C1

∫ τ

0

∫ t

0

‖w(s)‖V ‖w(t)‖V ds dt.

© Robert Denk 04.02.2019



88 6. Energiemethoden für nichtautonome Evolutionsgleichungen

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt∫ t

0

‖w(s)‖V ds =

∫ τ

0

χ[0,t](s)‖w(s)‖V ds ≤
√
t‖w‖L2((0,t);V ) ≤

√
t‖w‖L2((0,τ);V )

und damit∫ τ

0

∫ t

0

‖w(s)‖V ‖w(t)‖V ds dt ≤ ‖w‖L2((0,τ);V )

∫ τ

0

‖w(t)‖V
√
tdt

≤ ‖w‖2
L2((0,τ);V )

(∫ τ

0

tdt
)1/2

=
τ√
2
‖w‖2

L2((0,τ);V ).

Da A koerzitiv mit β = 0 ist, gilt andererseits∫ τ

0

a(t, w(t), w(t))dt ≥ α‖w‖2
L2((0,T );V ).

In (6-10) eingesetzt erhält man für alle τ ∈ [0, T ]

1

2
‖w(τ)‖2

H ≤
(C1τ√

2
− α

)
‖w‖2

L2((0,τ);V ).

Für τ ∈ [0, τ0] mit τ0 :=
√

2α
C1

ist die rechte Seite nichtpositiv, und es folgt w(τ) = 0.
Eine Wiederholung dieses Arguments in den Intervallen [τ0, 2τ0], [2τ0, 3τ0], . . . liefert
schließlich w = 0 und damit 0 = ∂tw = ∂tz − ∂tu = v − ∂tu, d.h. es gilt ∂tu = v.

Wegen v ∈ Z folgt damit ∂tu ∈ Z und wegen Au = ∂tu − f auch Au ∈ Z. Nach
dem Einbettungssatz gilt Z ⊂ C([0, T ], H) und damit u ∈ C1([0, T ], H) sowie Au ∈
C([0, T ], H).

b) Nichtlineare Gleichungen

Im Folgenden sei X ein reflexiver Banachraum und X ′ sein topologischer Dualraum.
Unter einem Operator A : X → X ′ ist ab sofort nicht notwendigerweise eine lineare
Abbildung gemeint. Man schreibt üblicherweise auch für nichtlineare Operatoren
Au := A(u).

6.10 Definition. Sei A : X → X ′, u 7→ Au ein Operator.

a) A heißt monoton, falls

〈Au− Av, u− v〉X′×X ≥ 0 (u, v ∈ X).

Falls für u 6= v sogar
”
>“ gilt, so heißt A strikt monoton. Der Operator A heißt

stark monoton, falls ein c > 0 existiert mit

〈Au− Av, u− v〉X′×X ≥ c‖u− v‖2
X (u, v ∈ X).
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b) A heißt maximal monoton, falls A monoton ist und falls gilt: Wenn u ∈ X und
b ∈ X ′ die Ungleichung 〈b− Av, u− v〉X′×X ≥ 0 (v ∈ X) erfüllen, so ist Au = b.

c) A heißt koerzitiv, falls

lim
‖u‖X→∞

〈Au, u〉X′×X
‖u‖X

=∞.

d) A heißt beschränkt, falls beschränkte Mengen in X auf beschränkte Mengen in
X ′ abgebildet werden.

e) A heißt hemistetig, falls für alle u, v, w ∈ X die Abbildung

s 7→ 〈A(u+ sv), w〉X′×X , R→ R

stetig ist.

In vielen Anwendungsfällen ist ein nichtlinearer Operator mengenwertig, d.h. eine
Abbildung A : X →P(X ′), wobei P(X ′) die Potenzmenge vonX ′ ist. Man beachte,
dass mengenwertige Abbildung mit Teilmengen GA ⊂ X × X ′ identifiziert werden
können (dabei ist GA = {(u, u′) : u′ ∈ Au} der Graph von A). Für A, Ã : X →
P(X ′) heißt Ã eine Fortsetzung von A, falls GÃ ⊃ GA, d.h. falls Ãu ⊃ Au (u ∈ X)
gilt.

6.11 Definition. Sei A : X →P(X ′) ein mengenwertiger Operator. Dann heißt A
monoton, falls

〈u′ − v′, u− v〉X′×X ≥ 0 (u, v ∈ X, u′ ∈ Au, v′ ∈ Av)

gilt. Der Operator A heißt maximal monoton, falls es keine monotone echte Fortset-
zung Ã : X →P(X ′) von A gibt.

6.12 Satz. Sei A : X → X ′ ein Operator.

a) Falls A stark monoton ist, so ist A koerzitiv.

b) Sei A monoton und hemistetig. Dann gilt:

(i) A ist maximal monoton.

(ii) Sei (un)n ⊂ X eine Folge mit un ⇀ u in X und Aun ⇀ b in X ′ sowie
lim supn→∞〈Aun, un〉X′×X ≤ 〈b, u〉X′×X . Dann gilt Au = b.

Beweis. a) Es gilt 〈Au, u〉X′×X = 〈Au − A(0), u〉X′×X + 〈A(0), u〉X′×X ≥ c‖u‖2
X −

‖A(0)‖X′‖u‖X und damit

〈Au, u〉X′×X
‖u‖X

≥ c‖u‖X − ‖A(0)‖X′ →∞ (‖u‖X →∞).
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b) Sei A monoton und hemistetig, und seien u, b wie in (i) gegeben. Für festes w ∈ X
setzt man v := u− sw (s > 0) und erhält

0 ≤ 〈b− Av, u− v〉X′×X = s〈b− A(u− sw), w〉X′×X .

Für s↘ 0 folgt unter Verwendung der Hemistetigkeit 〈b−Au,w〉X′×X ≥ 0. Ersetzt
man w durch −w, erhält man analog 〈b−Au,w〉X′×X ≤ 0. Somit gilt Au = b in X ′,
d.h. A ist maximal monoton.

Sei nun (un)n ⊂ X eine Folge wie in (ii). Dann gilt für alle v ∈ X

〈Aun, un〉X′×X − 〈Av, un〉X′×X − 〈Aun −Av, v〉X′×X = 〈Aun −Av, un − v〉X′×X ≥ 0.

Man nimmt von dieser Gleichung den lim supn→∞ und erhält

〈b, u〉X′×X − 〈Av, u〉X′×X − 〈b− Av, v〉X′×X ≥ 0

und damit 〈b− Av, u− v〉X′×X ≥ 0 (v ∈ X). Nach (i) gilt Au = b.

Im Folgenden sei wieder V ⊂ H ⊂ V ′ ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen
Hilberträumen V,H. Gegeben sei jetzt eine Familie (A(t, ·))t∈[0,T ] von nicht notwen-
digerweise linearen Abbildungen A(t, ·) : V → V ′. Wir betrachten die parabolische
nichtlineare Gleichung

∂tu(t)− A(t, u(t)) = f(t) (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0.
(6-11)

Wieder werden wir die erste Gleichung dabei als Gleichheit in V ′ für fast alle t ∈
(0, T ) auffassen.

Zur Operatorfamilie (A(t, ·))t∈[0,T ] betrachtet man den Operator

A : L2((0, T );V )→ L2((0, T );V ′), u 7→ A(·, u(·)).

6.13 Satz. Gegeben sei eine Familie nichtlinearer Operatoren (A(t, ·))t∈[0,T ]. Fol-
gende Voraussetzungen seien erfüllt:

(i) Beschränktheit: Es existiert ein γ ∈ L2((0, T )) mit

‖A(t, v)‖V ′ ≤ C(γ(t) + ‖v‖V ) (t ∈ (0, T ), v ∈ V ).

(ii) Hemistetigkeit: Die Abbildung [0, T ] × R → R, (t, s) 7→ 〈A(t, u + sv), w〉V ′×V
ist stetig für alle u, v, w ∈ V .
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(iii) Koerzitivität: Es gibt α, β > 0 so, dass für alle t ∈ [0, T ] und alle u ∈ V
−〈A(t, u), u〉V ′×V ≥ α‖u‖2

V − β‖u‖2
H gilt.

(iv) Monotonie: Für alle t ∈ [0, T ] ist der Operator −A(t, ·) : V → V ′ monoton.

Dann existiert zu jedem f ∈ L2((0, T );V ′) und zu jedem u0 ∈ H genau eine Lösung
u ∈ L2((0, T );V ) ∩H1((0, T );V ′) von (6-11).

Beweis. (i) Wir zeigen zunächst, dass der Operator−A : L2((0, T );V )→ L2((0, T );V ′)
beschränkt, hemistetig und monoton ist. Für u, v ∈ L2((0, T );V ) gilt∫ T

0

〈A(t, u(t)), v(t)〉V ′×V dt ≤ C

∫ T

0

(γ(t) + ‖u(t)‖V )‖v(t)‖V dt

≤ C
(
‖γ‖L2((0,T )) + ‖u‖L2((0,T );V )

)
‖v‖L2((0,T );V ),

also ist A beschränkt. Die Hemistetigkeit ergibt sich analog mit majorisierter Kon-
vergenz aus der Hemistetigkeit von A(t, ·). Die Positivität von −A folgt sofort aus

−
∫ T

0

〈A(t, u(t))− A(t, v(t)), u(t)− v(t)〉V ′×V dt ≥ 0 (u, v ∈ L2((0, T );V ).

(ii) Galerkin-Approximation:

Sei {vn}n∈N ⊂ V eine Orthonormalbasis von V , Vn := span{v1, . . . , vn} und Pn : H →
Vn die orthogonale Projektion in H auf Vn. Sei ferner (fn)n∈N ⊂ C([0, T ], V ′) eine
Folge mit fn → f in L2((0, T );V ′). Wir betrachten die Differentialgleichung in Vn

〈∂tun, vj〉V ′×V − 〈A(t, un(t)), vj〉V ′×V = 〈fn(t), vj〉V ′×V (t ∈ (0, T )),

un(0) = Pnu0.
(6-12)

Für un(t) =
∑n

i=1 cin(t)vi, cn(t) :=
(
cin(t)

)
i=1,...,n

erhält man folgendes System

gewöhnlicher Differentialgleichungen:

M∂tcn(t)− G(t, cn(t)) = Fn(t) (t ∈ (0, T )),

cn(0) = C0

(6-13)

mit

M :=
(
〈vi, vj〉H

)
i,j=1,...,n

,

G(t, cn(t)) :=
(
〈A(t,

∑n
i=1 cin(t)vi), vj〉V ′×V

)
i,j=1,...,n

,

Fn(t) :=
(
〈fn(t), vi〉V ′×V

)
i=1,...,n

.

Nach Voraussetzung ist G : [0, T ] × Rn → Rn stetig, ebenso Fn : [0, T ] → Rn. Die
Matrix M ∈ Rn×n ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von Peano
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existiert eine maximale Lösung cn ∈ C1([0, tn),Rn) mit tn > 0. Für die zugehörige
Funktion un gilt un ∈ C1([0, tn), Vn) ⊂ C1([0, tn), V ).

(iii) Energieabschätzung und schwache Konvergenz:

Setzt man in (6-12) punktweise un(t) ∈ Vn statt vj ein, erhält man

1

2
∂t‖un(t)‖2

H − 〈A(t, un(t)), un(t)〉V ′×V = 〈fn(t), un(t)〉V ′×V (t ∈ (0, tn)). (6-14)

Unter Verwendung der Koerzivität erhält man

1

2
∂t‖un(t)‖2

H + α‖un(t)‖2
V ≤ β‖un(t)‖2

H + 〈fn(t), un(t)〉V ′×V (t ∈ (0, tn)).

Wie im Beweis von Satz 6.4 folgt daraus für alle τ ∈ (0, tn)

‖un(τ)‖2
H +

∫ τ

0

‖un(t)‖2
V dt ≤ C

(
‖u0‖2

H + ‖fn‖2
L2((0,T );V ′)

)
. (6-15)

Die rechte Seite hängt nicht von τ ab. Da M positiv definit ist, gilt

|cn(τ)|2 ≤ Ccn(τ)>Mcn(τ) = C
n∑

i,j=1

cin(τ)cjn(τ)〈vi, vj〉H = C‖un(τ)‖2
H .

Also ist |cn(τ)| durch eine von τ unabhängige Größe beschränkt. Damit folgt tn > T
und damit un ∈ C1([0, T ], V ).

Wegen (6-15) sind (un)n∈N ⊂ L2((0, T );V ) und (un(T ))n∈N ⊂ H beschränkt. Da nach
Voraussetzung A ein beschränkter Operator ist, ist auch (Aun)n∈N ⊂ L2((0, T );V ′)
beschränkt. Nach Übergang zu einer Teilfolge gilt also

un ⇀ u in L2((0, T );V ),

un(T ) ⇀ u1 in H,

Aun ⇀ w in L2((0, T );V ′).

(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Lösung der Gleichung:

Analog zum Beweis von Satz 6.5, Teil (iii), betrachtet man ϕ ∈ D((0, T )) und v ∈ VN
und erhält für n ≥ N

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈un(t), v〉V ′×V dt−
∫ T

0

ϕ(t)〈A(t, un(t)), v〉V ′×V dt

=

∫ T

0

ϕ(t)〈fn(t), v〉V ′×V dt.

Für n → ∞ erhält man aufgrund der obigen schwachen Konvergenzen und der
Konvergenz fn → f in L2((0, T );V ′)

−
∫ T

0

ϕ′(t)〈u(t), v〉V ′×V dt−
∫ T

0

ϕ(t)〈w(t), v〉V ′×V dt =

∫ T

0

〈f(t), v〉V ′×V dt.
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Dies zeigt ∂tu = w + f ∈ L2((0, T );V ′) sowie un ⇀ u in H1((0, T );V ′) und damit
un(T ) ⇀ u(T ) in H. Genauso wie im Beweis von Satz 6.5 sieht man u(0) = u0.

Zu zeigen ist noch w = Au. Integriert man (6-14) über (0, T ), so erhält man

−
∫ T

0

〈A(t, un(t)), un(t)〉V ′×V dt =
1

2
‖un(0)‖2

H−
1

2
‖un(T )‖2

H+

∫ T

0

〈fn(t), un(t)〉V ′×V dt.

Es gilt un(0) → u(0) in H, un(T ) ⇀ u(T ) in H und damit lim infn→∞ ‖un(T )‖ ≥
‖u(T )‖ (siehe Lemma D.4 c)). Mit Lemma D.4 d) folgt∫ T

0

〈fn(t), un(t)〉V ′×V dt→
∫ T

0

〈f(t), u(t)〉V ′×V dt (n→∞).

Damit erhält man

lim sup
n→∞

(
−
∫ T

0

〈A(t, un(t)), un(t)〉V ′×V dt
)

≤ 1

2
‖u(0)‖2

H −
1

2
‖u(T )‖2

H +

∫ T

0

〈f(t), u(t)〉V ′×V dt

= −
∫ T

0

〈w(t), u(t)〉V ′×V dt.

Dabei gilt die letzte Gleichheit wegen w = ∂tu − f . Der Operator −A ist nach
(i) monoton und hemistetig, und die Folge (un)n∈N erfüllt die Voraussetzungen von
Satz 6.12 b) (ii). Nach diesem Satz gilt Au = w, d.h. u ist eine Lösung der Gleichung.

(v) Eindeutigkeit: Seien u1, u2 Lösungen von (6-11). Dann folgt

∂t‖u1(t)− u2(t)‖2
H = 〈A(t, u1(t))− A(t, u2(t)), u1(t)− u2(t)〉V ′×V ≤ 0 (t ∈ (0, T ))

sowie u1(0) = u2(0) und damit u1 = u2.
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7. Maximale Regularität

7.1 Worum geht’s? Bei der Behandlung nichtlinearer Gleichungen stellt die Me-
thode der maximalen Regularität eine Alternative zur Theorie monotoner Opera-
toren dar. Hier geht es vor allem um semilineare und quasilineare Gleichungen.
Die Idee ist es, Funktionenräume in Ort und Zeit zu definieren, in welchen durch
die Gleichung ein Isomorphismus induziert wird. Dieses Konzept war in den letzten
Jahrzehnten sehr erfolgreich und wird heute vor allem in Hölder- und Sobolevräumen
(bzgl. der Zeitvariablen) angewendet. Wir diskutieren hier insbesondere die Sobo-
levraumtheorie.

a) Der Begriff der maximalen Regularität und die Lösung
quasilinearer Gleichungen

Im Folgenden werden wir semilineare und quasilineare Gleichungen betrachten, wel-
che abstrakt geschrieben werden können in der Form

∂tu− A(u)u = F (u) in (0, T0),

u(0) = u0.
(7-1)

Dabei ist T0 ∈ (0,∞]. Wir fixieren folgende Situation: Es sei p ∈ (1,∞), X0 und X1

seien Banachräume mit X1 ⊂ X0, d.h. die Identität auf X1 ist stetig. Weiter sei X1

dicht in X0. Für festes T ∈ (0, T0] wählen wir als Grundraum

F := FT (X0) := Lp((0, T );X0).

Der passende Raum für die Lösung wird dann

E := ET (X1, X0) := Lp((0, T );X1) ∩W 1
p ((0, T );X0).

7.2 Definition. Wir definieren den Spurraum γ0E := {γ0u : u ∈ E}, wobei γ0 : u 7→
u(0) die Zeitspur von u an der Stelle 0 bezeichne. Der Raum γ0E = γ0E(X1, X0)
wird mit der kanonischen Norm

‖u0‖γ0E := inf{‖u‖E : u ∈ E, u(0) = u0}

versehen. Wir setzen noch

0E := 0ET (X1, X0) := {u ∈ ET (X1, X0) : γ0u = 0},

das ist der Raum aller Lösungen, welche an der Stelle t = 0 den Wert 0 annehmen.
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7.3 Lemma. a) Der Spurraum ist gleich dem reellen Interpolationsraum mit Para-
metern 1 − 1

p
und p, d.h. es gilt γ0E = (X0, X1)1−1/p,p. Es gilt die stetige Inklusion

E ⊂ BUC([0, T ]; γ0E). Insbesondere ist die Spur γ0 : E → γ0E, u 7→ u(0) wohldefi-
niert, und γ0E ist unabhängig von T .

b) Die Norm der stetigen Einbettung E ⊂ BUC([0, T ]; γ0E) hängt von T ab, sie wird
im Allgemeinen größer für kleinere Zeitintervalle. Auf dem Teilraum 0E kann diese
Norm jedoch unabhängig von T > 0 abgeschätzt werden, d.h. es existiert eine von
T > 0 unabhängige Konstante C1 mit

‖u(0)‖C([0,T ];γ0E) ≤ C1‖u‖ET (X1,X0) (u ∈ 0ET (X1, X0)).

Dies sieht man, indem man u durch 0 auf das Intervall t ∈ (−1, 0) fortsetzt und
damit mindestens die Intervalllänge 1 erzielt.

b) Der Spurraum ist ein Banachraum mit X1 ⊂ γ0E ⊂ X0 (jeweils stetige Inklusion).

Beweis. Diese Aussage ist Teil der Interpolationstheorie von Banachräumen.

Für den zentralen Begriff der maximalen Regularität betrachten wir eine lineare
Version von (7-1):

∂tu−Bu = f in (0, T ),

u(0) = u0.
(7-2)

Dabei sei B ∈ L∞((0, T );L(X1, X0)). Wir identifizieren die Funktion B : (0, T ) →
L(X1, X0) mit einer Funktion auf E vermöge der Definition

(Bu)(t) := B(t)u(t) (t ∈ (0, T ), u ∈ E).

Wir werden diese beiden Interpretationen von B nicht in der Notation unterscheiden.

7.4 Definition. a) Seien f ∈ F und u0 ∈ γ0E. Dann heißt eine Funktion u : (0, T )→
X0 eine starke (Lp)-Lösung von (7-2), falls u ∈ E gilt und falls (7-2) für fast alle
t ∈ (0, T ) als Gleichheit in Lp((0, T );X0) gilt.

b) Die Abbildung B ∈ L∞((0, T );L(X1, X0)) besitzt maximale (Lp-)Regularität auf
(0, T ), falls für alle f ∈ F und u0 ∈ γ0E genau eine starke Lösung u ∈ E von (7-2)
existiert. Man definiert MRT (X1, X0) als die Menge aller B ∈ L∞((0, T );L(X1, X0)),
welche maximale Regularität in (0, T ) besitzen. Der Raum MRT (X1, X0) wird mit
der Spurtopologie von L∞((0, T );L(X1, X0)) versehen.

c) Man definiert MR(X1, X0) als die Menge aller Operatoren C ∈ L(X1, X0), für
welche die konstante Abbildung (0, T ) → L(X1, X0), t 7→ C maximale Regularität
besitzt. Der Raum MR(X1, X0) wird wieder mit der Spurtopologie, d.h. mit der
Norm auf L(X1, X0) versehen.
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7.5 Bemerkung. Sei T < ∞, und sei H(X1, X0) die Menge aller abgeschlossener
Operatoren B : X0 ⊃ D(B) = X1 → X0, welche eine holomorphe C0-Halbgruppe in
X0 erzeugen.

Falls B ∈ H(X1, X0) und u0 ∈ γ0E, dann ist u(t) := e−tBu0 die eindeutige Lösung
des Anfangswertproblems

∂tu(t)−Bu(t) = 0 (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0.

Es gilt u ∈ E.

7.6 Lemma. Sei T <∞, und es gelte H(X1, X0) 6= ∅. Für B ∈ L∞((0, T );L(X1, X0))
sind äquivalent:

(i) B ∈ MRT (X1, X0),

(ii) ∂t −B ∈ LIsom(0E,F),

(iii) (∂t −B, γ0) ∈ LIsom(E,F × γ0E).

Beweis. (i)⇒(ii). Nach Definition von MRT (X1, X0) ist die Abbildung ∂t−B : 0E→
F eine Bijektion von Banachräumen. Da B ∈ L∞((0, T );L(X1, X0)) und ∂t ∈
L(0E,F), ist diese Abbildung stetig. Nach dem Satz vom stetigen Inversen ist
(∂t + B)−1 ebenfalls stetig, d.h. ∂t − B ist ein Isomorphismus von Banachräum-
en.

(ii)⇒(iii). Sei (f, u0) ∈ F × γ0E. Wir wählen einen festen Operator B0 ∈ H(X1, X0)
und setzen v := e−tB0u0. Dann gilt v ∈ E und damit (∂t − B)v ∈ F . Eine Funktion
u ∈ E ist genau dann eine Lösung des inhomogenen Anfangswertproblems

(∂t −B(t))u(t) = f(t) (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0,

wenn w := u− v eine Lösung von

(∂t −B(t))w(t) = f(t)− (∂t −B(t))v(t) (t ∈ (0, T )),

w(0) = 0

ist. Nach (ii) existiert aber eine eindeutige Lösung w ∈ E dieser Gleichung. Also ist
auch die Abbildung

(∂t −B, γ0) : E→ F × γ0E
eine stetige Bijektion von Banachräumen und damit wie oben ein Isomorphismus
von Banachräumen.

(iii)⇒(i). Diese Richtung ist trivial.
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Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen. Im Folgenden sei stets T ∈ (0,∞), d.h.
wir betrachten nur ein endliches Zeitintervall.

7.7 Satz. Sei B ∈ C([0, T ], L(X1, X0)). Dann gilt B ∈ MRT (X1, X0) genau dann,
wenn B(t) ∈ MR(X1, X0) für alle t ∈ [0, T ] gilt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [3], Theorem 7.1. Hier werden insbesondere Störungs-
argumente für Erzeuger holomorpher Halbgruppen verwendet.

In Abschnitt 6 a) haben wir bereits ein Beispiel maximaler Regularität kennenge-
lernt, wobei der Lösungsraum dort E = L2((0, T );V ) ∩H1((0, T ), V ′) war.

Wir wollen nun mit der Methode der maximalen Regularität quasilineare Evoluti-
onsgleichungen behandeln. Wir betrachten Gleichungen der Form

∂tu(t)− A(t, u(t))u(t) = F (t, u(t)) (t ∈ (0, T0)),

u(0) = u0

(7-3)

Dabei sei T0 ∈ (0,∞), u0 ∈ γ0E. An die Nichtlinearitäten A und F wird folgendes
vorausgesetzt:

(A1) Es gilt A ∈ C([0, T0] × γ0E, L(X1, X0)), und für alle R > 0 existiert eine
Lipschitz-Konstante L(R) > 0 mit

‖A(t, u)v − A(t, u)v‖X0 ≤ L(R)‖u− u‖γ0E‖v‖X1

für alle t ∈ [0, T0], v ∈ X1 und alle u, u ∈ γ0E mit ‖u‖γ0E ≤ R und ‖u‖γ0E ≤ R.

(A2) Für die Abbildung F : [0, T0]× γ0E→ X0 gilt:

(i) F (·, u) ist messbar für jedes u ∈ γ0E,

(ii) F (t, ·) ∈ C(γ0E, X0) für fast jedes t ∈ [0, T0],

(iii) f(·) := F (·, 0) ∈ Lp((0, T0);X0),

(iv) für jedes R > 0 existiert ein ϕR ∈ Lp((0, T0)) mit

‖F (t, u)− F (t, u)‖X0 ≤ ϕR(t)‖u− u‖γ0E

für fast alle t ∈ [0, T0] und alle u, u ∈ γ0E mit ‖u‖γ0E ≤ R, ‖u‖γ0E ≤ R.

Bis auf kanonische Messbarkeits- und Stetigkeitsbedingungen, die die Wohldefiniert-
heit der Terme in der Gleichung sicherstellen, bedeuten diese Bedingungen im We-
sentlichen, dass die Funktionen F (t, ·) und F (t, ·) auf beschränkten Teilmengen von
γ0E Lipschitz-stetig sind.

7.8 Satz. Es gelte (A1) und (A2) sowie A0 := A(0, u0) ∈ MR(X1, X0). Dann
existiert ein T ∈ (0, T0] so, dass (7-3) im Intervall (0, T ) eine eindeutige Lösung
u ∈ ET (X1, X0) besitzt.
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98 7. Maximale Regularität

Beweis. (i) Im Zeitintervall (0, T ) mit T ≤ T0 verwenden wir die maximale Regu-
larität von A0 := A(0, u0), um Lösungen der linearisierten Gleichung abzuschätzen.
Dabei betrachten wir zum einen die Gleichung mit Anfangswert 0,

∂tw(t)− A0w(t) = g(t) (t ∈ (0, T )),

w(0) = 0.
(7-4)

Wir setzen wieder E := ET (X1, X0) und F := FT (X0).

Da A0 ∈ MR(X1, X0), existiert zu jedem g ∈ F genau eine Lösung w ∈ E, und es
existiert ein von T und w unabhängiges C0 > 0 mit

‖w‖E ≤ C0‖g‖F

(Lemma 7.6). Nach Lemma 7.3 b) existiert eine ebenfalls von T > 0 und w un-
abhängige Konstante C1 > 0 mit

‖w‖C([0,T ],γ0E) ≤ C1‖w‖E

(beachte, dass w(0) = 0 gilt).

Zum anderen definiert man die Referenzlösung u∗ ∈ E als eindeutige Lösung von

∂tw(t)− A0w(t) = f(t) (t ∈ (0, T )),

w(0) = u0.
(7-5)

Dabei ist f := F (·, 0) ∈ F nach Bedingung (A2) (iii).

(ii) Zu r ∈ (0, 1] setze

Br := {v ∈ E : v − u∗ ∈ 0E, ‖v − u∗‖E ≤ r}.

Zu v ∈ Br sei Φ(v) := u die eindeutige Lösung von

∂tu(t)− A0u(t) = F (t, v(t))−
(
A(0, u0)− A(t, v(t))

)
v(t) (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0.
(7-6)

Wir werden zeigen, dass Φ(Br) ⊂ Br gilt und Φ in Br eine Kontraktion ist, falls
sowohl T als auch r hinreichend klein sind.

(iii) Wir zeigen Φ(Br) ⊂ Br für hinreichend kleines T und r. Dazu schreiben wir

‖Φ(v)−u∗‖E = ‖u−u∗‖E ≤ C0

(
‖F (·, v)−f(·)‖F+‖(A(0, u0)−A(·, v))v‖F

)
. (7-7)

Wir setzen γT := supt∈[0,T ] ‖A(0, u0)−A(t, u0)‖L(X1,X0) und erhalten mit Vorausset-
zung (A1) für festes R := C1 + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E)

‖A(0, u0)v − A(·, v)v‖F = ‖A(0, u0)v − A(·, v)v‖Lp((0,T );X0)
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≤ ‖A(0, u0)− A(·, v)‖L∞((0,T );L(X1,X0))‖v‖Lp((0,T );X1)

≤
(
‖A(0, u0)− A(·, u0)‖L∞((0,T );L(X1,X0))

+ ‖A(·, u0)− A(·, v(·))‖L∞((0,T );L(X1,X0))

)
‖v‖E

≤
(
γT + L(R)‖v − u0‖L∞((0,T );γ0E)

)
‖v‖E

≤
(
γT + L(R)C1‖v − u0‖E

)
‖v‖E.

Wir verwenden für r ≤ 1 die Abschätzungen

‖v − u0‖E ≤ ‖v − u∗‖E + ‖u∗ − u0‖E ≤ r + ‖u∗ − u0‖E

und
‖v‖E ≤ ‖v − u∗‖E + ‖u∗‖E ≤ r + ‖u∗‖E.

Damit erhält man

‖A(0, u0)v − A(·, v)v‖F ≤
(
γT + L(R)C1(r + ‖u∗ − u0‖E)

)
(r + ‖u∗‖E).

Ähnlich folgt mit (A2)

‖F (·, v)− f‖F ≤ ‖F (·, v)− F (·, u∗)‖F + ‖F (·, u∗)− F (·, 0)‖F
≤ ‖ϕR‖Lp((0,T ))

(
‖v − u∗‖L∞((0,T );γ0E) + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E)

)
≤ ‖ϕR‖Lp((0,T ))

(
C1‖v − u∗‖E + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E)

)
≤ ‖ϕR‖Lp((0,T ))C1

(
r + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E)

)
.

Eingesetzt in (7-7) erhält man

‖Φ(v)− u∗‖E ≤ C0

[
‖ϕR‖Lp((0,T ))

(
C1r + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E)

)
+
(
γT + L(R)C1(r + ‖u∗ − u0‖E)

)
(r + ‖u∗‖E)

]
≤ C0(C1 + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E))‖ϕR‖Lp((0,T ))

+ C0(r + ‖u∗‖E)
(
γT + L(R)C1r + L(R)C1‖u∗ − u0‖E

)
.

(7-8)

Für T → 0 gilt

� γT → 0, da A(·, u0) stetig ist,

� ‖ϕR‖Lp((0,T )) → 0, da ϕR ∈ Lp((0, T0)),

� ‖u∗ − u0‖E → 0, da u∗ − u0 ∈ ET0(X1, X0),

� ‖u∗‖E → 0, da u∗ ∈ ET0(X1, X0).
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100 7. Maximale Regularität

Man wählt zunächst r > 0 so klein, dass

C0L(R)C1r <
1
8

gilt. Danach wählt man T > 0 so klein, dass die folgenden Abschätzungen gelten:

‖u∗‖E < r

C0(C1 + ‖u∗‖L∞((0,T );γ0E))‖ϕR‖Lp((0,T )) <
r
2
,

C0(γT + L(R)C1‖u∗ − u0‖E
)
< 1

8
.

Dies in (7-8) eingesetzt, ergibt

‖Φ(v)− u∗‖E ≤ r
2

+ (r + r)(1
8

+ 1
8
) = r,

d.h. Φ(Br) ⊂ Br.

(iv) Genauso wie in (iii) zeigt man, dass für hinreichend kleines r > 0 und T > 0
die Abschätzung

‖Φ(v)− Φ(v)‖E ≤ 1
2
‖v − v‖E

für alle v, v ∈ Br gilt. Damit ist Φ: Br → Br eine Kontraktion, und nach dem
Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt u von Φ. Nach Definition
von Φ sind die Fixpunkte von Φ genau die Lösungen der nichtlinearen Gleichung
(7-3), woraus die Behauptung folgt.

7.9 Satz. Es gelte (A1) und (A2), und A(t, v) ∈ MR(X1, X0) für alle t ∈ [0, T0)
mit T0 ∈ (0,∞]. Dann existiert zu jedem u0 ∈ γ0E genau eine maximale Lösung von
(7-3) mit dem maximalen Existenzintervall [0, T+(u0)) ⊂ [0, T0). Falls T+(u0) < T0,
d.h. falls keine globale Lösung existiert, so ist T+(u0) charakterisiert durch eine der
beiden äquivalenten Bedingungen

(i) limt↗T+(u0) u(t) existiert nicht in γ0E,

(ii)
∫ T+(u0)

0

(
‖u(t)‖pX1

+ ‖∂tu(t)‖pX0

)
dt =∞.

Beweis. Falls u ∈ ET (X1, X0) eine lokale Lösung auf dem Intervall (0, T ) ist, so gilt
u ∈ BUC([0, T ]; γ0E). Daher kann man Satz E.2 anwenden im Intervall (T, T0) mit
der Anfangsbedingung u1 = u(T ) ∈ γ0E. Dies zeigt die Existenz und Eindeutigkeit
einer maximalen Lösung.

Falls limt↗T+(u0) u(t) ∈ γ0E existiert, kann man dies als Anfangswert nehmen und
wie oben u für ein kleines Zeitintervall (T+(u0), T+(u0) + ε) fortsetzen, was der
Maximalität von T+(u0) widerspricht. Also ist T+(u0) durch die Bedingung (i) cha-
rakterisiert.
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Zu T < T+(u0) gilt nach Definition einer Lösung
∫ T

0
(‖u(t)‖pX1

+‖∂tu(t)‖pX0
)dt <∞.

Falls dies auch noch für T = T+(u0) gelten würde, wäre wieder u ∈ ET+(u0)(X1, X0) ⊂
BUC([0, T+(u0)]; γ0E), d.h. limt↗T+(u0) u(t) existiert in γ0E im Widerspruch zu
(i).

Als Anwendung der obigen Sätze erhalten wir ein Resultat über Störungen niedri-
gerer Ordnung (die Abbildung B im nachfolgenden Lemma).

7.10 Lemma. Sei A ∈ C([0, T ], L(X1, X0)) mit A(t) ∈ MR(X1, X0) (t ∈ [0, T ]),
und sei B ∈ Lp((0, T );L(γ0E, X0)). Dann besitzt das Anfangswertproblem

∂tu(t)− A(t)u(t) = B(t)u(t) + f(t) (t ∈ [0, T ]),

u(0) = u0

für jedes f ∈ F und u0 ∈ γ0E genau eine Lösung u ∈ E.

Beweis. Hier ist A(t, u(t)) = A(t) und F (t, u(t)) = B(t)u(t) + f(t). Offensicht-
lich sind die Bedingungen (A1), (A2) erfüllt mit ϕR(t) := ‖B(t)‖L(γ0E,X0). Der
Beweis von Satz E.2 zeigt, dass die Länge des Existenzintervalls nur von u0 und
den Konstanten L(R), C0, C1 und γT abhängt. Da A ∈ C([0, T ], L(X1, X0)) und
A 7→ ‖(∂t +A)−1‖L(F ,E) = C0(A) stetig ist, können alle Konstanten global im Inter-
vall [0, T ] gewählt werden, d.h. die Lösung existiert global.

b) Höhere Regularität

Wir betrachten dieselbe Situation wie im letzten Abschnitt und untersuchen die
autonome quasilineare Differentialgleichung

∂tu(t)− A(u(t))u(t) = F (u(t)) (t ∈ (0, T )),

u(0) = u0.
(7-9)

Dabei sei T ∈ (0,∞), u0 ∈ γ0E(X1, X0), A : γ0E→ L(X1, X0) sowie F : γ0E→ F .

Parabolische Gleichungen sind
”
glättend“, wobei in vielen Anwendungen auch reell

analytische Funktionen auftreten. Dazu zunächst eine Definition.

7.11 Definition. Seien X, Y Banachräume, U ⊂ X offen und T : U → Y eine
Abbildung. Dann heißt T reell analytisch, falls für alle u0 ∈ U ein r > 0 existiert
mit B(u0, r) ⊂ U und

T (u) =
∞∑
k=0

DkT (u0)

k!
(u− u0, . . . , u− u0)︸ ︷︷ ︸

k−mal

(u ∈ B(u0, r)).
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Dabei ist DkT (u0) ∈ L(X × . . .×X,F ) die k-fache Fréchetableitung von T and der
Stelle u0. In diesem Fall schreibt man T ∈ Cω(U, Y ).

Eine wesentliche Zutat im Beweis der Glättungseigenschaft ist der Satz über impli-
zite Funktionen, der analog zum endlich-dimensionalen Fall bewiesen werden kann.

7.12 Satz (Satz über implizite Funktionen). Seien X, Y, Z Banachräume, U ⊂
X × Y offen und T ∈ C1(U,Z). Sei ferner (x0, y0) ∈ U mit T (x0, y0) = 0 und
DyT ((x0, y0)) ∈ LIsom(Y, Z), wobei DyT die Fréchet-Ableitung nach der zweiten
Komponente bezeichnet. Dann existieren Umgebungen UX von x0 und UY von y0

mit UX × UY ⊂ U und eine eindeutige Abbildung ψ ∈ C1(UX , UY ) so, dass

T (x, ψ(x)) = 0 (x ∈ UX)

und ψ(x0) = y0 gilt. Somit ist die Gleichung T (x, y) = 0 lokal nach y auflösbar.
Dabei hat die Funktion ψ die gleiche Regularität wie T , d.h. gilt T ∈ Ck(U,Z) für
k ∈ N ∪ {∞, ω}, so gilt auch ψ ∈ Ck(UX , UY ).

Damit können wir folgende Glättungseigenschaft bezüglich der Zeit beweisen:

7.13 Satz. Sei k ∈ N ∪ {∞, ω}, und seien A ∈ Ck(γ0E;L(X1, X0)) und F ∈
Ck(γ0E, X0). Sei u ∈ ET (X1, X0) eine Lösung von (7-9), und es gelte A(u(t)) ∈
MR(X1, X0) für alle t ∈ [0, T ]. Dann gilt

t 7→ tj∂jtu(t) ∈ W 1
p (J ;X0) ∩ Lp(J ;X1)

für alle j ∈ N0 mit j ≤ k. Insbesondere folgt

u ∈ W k+1
p ((ε, T );X0) ∩W k

p ((ε, T );X1)

für jedes ε > 0 sowie

u ∈ Ck((0, T ); γ0E) ∩ Ck+1−1/p((0, T );X0) ∩ Ck−1/p((0, T );X1).

Hier bezeichnet Ck+1−1/p und Ck−1/p den entsprechenden Hölderraum. Falls k =∞,
so ist u ∈ C∞((0, T );X1), und falls k = ω, so ist u ∈ Cω((0, T );X1).

Beweis. Wir fixieren ε ∈ (0, 1) und setzen T (ε) := T
1+ε

. Zu λ ∈ (1 − ε, 1 + ε)
betrachten wir die Funktion uλ : [0, T (ε)]→ γ0E, definiert durch uλ(t) := u(λt) (t ∈
[0, T (ε)]). Dann gilt ∂tuλ(t) = λ(∂tu)(λt) und damit

∂tuλ(t)− λA(uλ(t))uλ(t) = λF (uλ(t)) (t ∈ (0, T (ε))),

uλ(0) = u0.

Man definiert sich die Abbildung

H : (1− ε, 1 + ε)× ET (ε)(X1, X0)→ FT (ε)(X0)× γ0E(X1, X0)
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durch

H(λ,w)(t) :=

(
∂tw(t)− λA(w(t))w(t)− λF (w(t))

w(0)− u0

)
(t ∈ (0, T (ε)))

für λ ∈ (1− ε, 1 + ε) und w ∈ ET (ε)(X1, X0). Da A und F von Klasse Ck sind, gilt
dies auch für H. Weiter gilt H(1, u) = 0 und

DλH(λ,w) =

(
−A(w)w − F (w)

0

)
,

DwH(λ,w)h =

(
∂th− λA(w)h− λA′(w)hw − λF ′(w)h

h(0)

)
für h ∈ ET (ε)(X1, X0). Dabei ist A′(u) die Fréchet-Ableitung von A an der Stelle u.
Insbesondere erhalten wir für λ = 1 und w = u

DwH(1, u)h =

(
∂th+ A(u)h+ A′(u)hu− F ′(u)h

h(0)

)
.

Für t ∈ [0, T (ε)] und v ∈ γ0E definieren wir B(t)v := −A′(u(t))vu(t) − F ′(u(t))v.
Da A ∈ C1(γ0E, L(X1, X0)) und F ∈ C1(γ0E, X0), folgt B ∈ Lp((0, T );L(γ0E, X0)).
Wir sind daher in der Situation von Lemma E.4 (wobei hier A(t) durch A(u(t))
zu ersetzen ist). Man beachte, dass t 7→ A(u(t)) ∈ C([0, T ], L(X1, X0)) gilt, da
t 7→ u(t) ∈ C([0, T (ε)]; γ0E). Nach Voraussetzung gilt A(u(t)) ∈ MR(X1, X0) für
jedes t ∈ [0, T ], und damit gilt t 7→ A(u(t)) ∈ MRT (X1, X0) nach Satz E.1. Wir
wenden Lemma E.4 an und sehen, dass t 7→ A(u(t)) + B(t) ∈ MRT (ε)(X1, X0) gilt.
Somit ist

DwH(1, u) ∈ LIsom(ET (ε)(X1, X0),FT (ε)(X0)× γ0E(X1, X0)).

Nach dem Satz über implizite Funktionen, Satz 7.12, existiert ein δ > 0 und eine Ck-
Abbildung ψ : (1− δ, 1 + δ)→ ET (ε)(X1, X0) mit H(λ, ψ(λ)) = 0 (λ ∈ (1− δ, 1 + δ))
und ψ(1) = u.

Nach Definition von H und wegen der Eindeutigkeit der Lösung gilt ψ(λ) = uλ, d.h.
λ 7→ uλ ∈ Ck((1− δ, 1 + δ),ET (ε)(X1, X0)). Wegen ET (ε)(X1, X0) ⊂ C([0, T (ε)], γ0E)
ist λ 7→ uλ(t) = u(λt) ∈ Ck((1−δ, 1+δ), γ0E). Dies heißt aber u ∈ Ck((0, T (ε)), γ0E).

Wir verwenden nun ∂
∂λ
uλ(t)|λ=1 = t∂tu(t) (t ∈ (0, T (ε)). Wegen ψ ∈ Ck((1 − δ, 1 +

δ),ET (ε)(X1, X0) ist t 7→ t∂tu(t) ∈ ET (ε)(X1, X0). Iterativ sieht man t 7→ tk∂kt u(t) ∈
ET (ε)(X1, X0) und damit

u ∈ W k+1
p ((δ, T (ε));X0) ∩W k

p ((δ, T (ε));X1)

für jedes δ > 0 und ε > 0. Unter Verwendung des Sobolevschen Einbettungssatzes
W k
p ((δ, T (ε)) ⊂ Ck−1/p([δ, T (ε)]) erhält man, da ε > 0 und δ > 0 beliebig sind,

u ∈ Ck+1−1/p((0, T );X0) ∩ Ck−1/p((0, T );X1).
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Im Fall k =∞ erhält man u ∈ C∞((0, T );X1). Falls k = ω, ist die Funktion ψ reell
analytisch. Da die oben genannten Einbettungen als lineare Abbildungen ebenfalls
reell analytisch sind, ist auch u ∈ Cω((0, T ), X1).

7.14 Bemerkung. Diese Beweismethode ist als
”
Parametertrick“ oder auch

”
Me-

thode von Angenent“ bekannt. Man beachte die beiden wesentlichen Zutaten dieses
Beweises, der in ähnlicher Form bei vielen nichtlinearen Differentialgleichungen ver-
wendet werden kann: Zum einen der Satz über implizite Funktionen in Banachräum-
en, zum anderen (um diesen Satz anwenden zu können) die Tatsache, dassDwH(1, u)
ein Isomorphismus ist. Dies ist aber gerade die maximale Regularität dieser Linea-
risierung.

Als Beispiel betrachten wir die quasilineare autonome Gleichung zweiter Ordnung
im Rn

∂tu(t, x)− tr
(
a(u(t, x),∇u(t, x))∇2u(t, x)

)
= f(u(t, x),∇u(t, x))

((t, x) ∈ (0, T )× Rn),

u(0, x) = u0(x)

(7-10)

Für die Behandlung des nichtlinearen Problems verwenden wir folgendes Resultat
aus der linearen Theorie:

7.15 Lemma. Sei b ∈ BUC(Rn;Rn×n
sym ) mit b(x) ≥ cIn für eine Konstante c > 0.

Definiere den Operator B durch D(B) := W 2
p (Rn) ⊂ Lp(Rn),

(Bu)(x) := − tr
(
b(x)∇2u(x)

)
= −

n∑
i,j=1

bij(x)∂i∂ju(x) (x ∈ Rn, u ∈ D(B)).

Dann gilt B ∈ MR(W 2
p (Rn), Lp(Rn)).

Wir erhalten folgenden Satz.

7.16 Satz. Seien p ∈ (n+ 2,∞) und k ∈ N∪{∞, ω}. Es gelte a ∈ Ck(Rn+1,Rn×n
sym ),

f ∈ Ck(Rn+1,R) mit f(0) = 0. Für alle (r, p) ∈ R × Rn sei die Matrix a(r, p)

positiv definit. Dann besitzt die Gleichung (7-10) für alle u0 ∈ W
2−2/p
p (Rn) eine

eindeutige maximale Lösung u ∈ Lp((0, T+);W 2
p (Rn

+)) ∩ W 1
p ((0, T+);Lp(Rn)) im

Intervall J = (0, T+) mit T+ = T+(u0) > 0. Weiter gilt

u ∈ Ck(J ;W 2−2/p
p (Rn)) ∩ Ck+1−1/p(J ;Lp(Rn)) ∩ Ck−1/p(J ;W 2

p (Rn)).

Beweis. Für X0 := Lp(Rn) und X1 := W 2
p (Rn) gilt γ0E(X0, X1) = (X0, X1)1−1/p,p =

W
2−2/p
p (Rn). Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt

γ0E = W 2−2/p
p (Rn) ⊂ C1

0(Rn) :=
{
u ∈ C1(Rn) : lim

|x|→∞
|∂αu(x)| = 0 (|α| ≤ 1)

}
.
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Wir definieren die Abbildungen A : γ0E→ L(X0, X1) und F : γ0E→ X0 durch

(A(v)w)(x) := − tr
(
a(v(x),∇v(x))∇2w(x)

)
,

(F (v))(x) := f(v(x),∇v(x))

für x ∈ Rn, v ∈ γ0E, w ∈ W 2
p (Rn).

Sei v ∈ γ0E. Wegen v ∈ C1
0(Rn) ist die Menge {(v(x),∇v(x)) : x ∈ Rn} ⊂ Rn+1

beschränkt. Da a nach Voraussetzung stetig ist, ist

bv := a(v(·),∇v(·)) ∈ BUC(Rn)

sowie bv(x) ≥ cvIn (x ∈ Rn) mit cv > 0. Nach Lemma 7.15 folgt A(v) ∈ MR(X1, X0)
für alle v ∈ γ0E.

Um die Voraussetzungen (A1) und (A2) nachzuweisen, verwenden wir, dass a als
C1-Funktion auf beschränkten Mengen Lipschitz ist. Wir erhalten für v, v ∈ γ0E
und w ∈ X1 mit ‖v‖γ0E ≤ R, ‖v‖γ0E ≤ R

‖A(v)w−A(v)w‖Lp(Rn) =
∥∥ tr

(
a(v,∇v)w − a(v,∇v)w

)∥∥
Lp(Rn)

≤ C
∥∥a(v,∇v)− a(v,∇v)‖L∞(Rn;Rn×n)‖∇2w‖Lp(Rn;Rn×n)

≤ CL(R)‖v − v‖C1(Rn)‖w‖X1

≤ CL(R)‖v − v‖γ0E‖w‖X1 .

Dies zeigt Voraussetzung (A1), insbesondere auch die Stetigkeit von A : γ0E →
L(X0, X1). Ähnlich zeigt man Voraussetzung (A2), wobei die Stetigkeit von F : γ0E→
X0 verwendet wird, dass F eine Variante eines sogenannten Nemyckii–Operators ist,
d.h.

F : W 2−2/p
p (Rn)→ Lp(Rn), F (v) := f(v(·),∇v(·)) (v ∈ W 2−2/p

p (Rn)).

Hier wird auch f(0) = 0 verwendet. Die Theorie von Nemyckii-Operatoren zeigt auch
A ∈ Ck(γ0E, L(X1, X0)) und F ∈ Ck(γ0E, X0). Damit sind alle Voraussetzungen von
Satz 7.13 erfüllt, und wir erhalten die höhere Regularität der Lösung u.
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A. Grundlagen der Operatortheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Begriffe und wichtige Aussagen aus der Ope-
ratortheorie zusammen.

Seien X, Y Banachräume. Im Folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X, Y ) für die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y . Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X, Y ) selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) := L(X,X) und X ′ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

A.1 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
räume, (Tk)k∈N ⊂ L(X, Y ).

a) Die Folge Tk konvergiert gegen T gleichmäßig oder in der Operatornorm, falls
‖Tk − T‖L(X,Y ) → 0 (k →∞).

Die Folge Tk konvergiert gegen T in der starken Operatortopologie oder stark, falls
für alle x ∈ X gilt: ‖Tkx− Tx‖Y → 0. Man schreibt Tk

s→ Tk.

Die Folge Tk konvergiert gegen T in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls für alle x ∈ X und für alle f ∈ Y ′ gilt: f(Tkx−Tx)→ 0. Man schreibt Tk

w→ Tk.

b) Eine operatorwertige Abbildung T : [0,∞) → L(X, Y ) heißt gleichmäßig stetig,
falls T ∈ C([0,∞), L(X, Y )), wobei L(X, Y ) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heißt stark stetig, falls für alle x ∈ X gilt: t 7→ T (t)x ∈ C([0,∞), Y ).
Sie heißt schwach stetig, falls für alle x ∈ X und alle f ∈ Y ′ gilt: t 7→ f(T (t)x) ∈
C([0,∞)).

A.2 Bemerkung. a) Aus gleichmäßiger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
Allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten für die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachräume, D ⊂ X dicht, und seien A,B ∈ L(X, Y ) mit Ax = Bx
für alle x ∈ D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X, Y ).

c) Seien X, Y Banachräume, D ⊂ X dichter Untervektorraum und B : D → Y
eine lineare und beschränkte Abbildung (d.h. es existiert ein C > 0 mit ‖Bx‖Y ≤
C‖x‖X (x ∈ D). Dann existiert genau eine Fortsetzung B̃ ∈ L(X, Y ) von B. Es gilt

‖B̃‖L(X,Y ) ≤ C.

A.3 Lemma. Seien X, Y Banachräume und (Tk)k∈N ⊂ L(X, Y ) beschränkt (bzgl.
Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D ⊂ X so, dass für alle x ∈ D die
Folge (Tkx)k∈N ⊂ Y eine Cauchyfolge ist. Dann existiert genau ein T ∈ L(X, Y )
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mit Tk
s→ T . Es gilt ‖T‖L(X,Y ) ≤ lim infk→∞ ‖Tk‖L(X,Y ).

Beweis. Übung.

Für die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine für viele Zwecke hinreichend
große Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

A.4 Definition. Seien X, Y Banachräume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A : D(A) → Y , dessen Definitionsbereich D(A) ⊂ X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A : X ⊃ D(A) → Y oder auch nur
A : X → Y . Ein linearer Operator heißt dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist. Wir setzen kerA := {x ∈ D(A) : Ax = 0}.

Ein linearer Operator A : X ⊃ D(A) → Y heißt abgeschlossen, falls der Graph
G(T ) =

{
(x, Tx) : x ∈ D(T )

}
eine abgeschlossene Teilmenge von X × Y ist. Dies

ist gleichbedeutend zu: Gilt (xk)k∈N ⊂ D(A) mit xk → x in X und Axk → y in Y ,
dann folgt x ∈ D(A) und Ax = y.

A.5 Satz (Wichtige Sätze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachräume, T : X =
D(A)→ Y ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit)Sei T ⊂ L(X, Y ). Es existiere
für jedes x ∈ X ein Cx > 0, so dass ‖Tx‖Y ≤ Cx für all T ∈ T . Dann gilt bereits
‖T‖L(X,Y ) ≤ C für alle T ∈ T mit einer universellen Konstante C > 0.

c) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachräume, T : X ⊃ D(A)→
Y linear, abgeschlossen und bijektiv. Dann ist T−1 : Y → X stetig.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Sei X ein Banachraum und
x ∈ X \ {0}. Dann existiert ein f ∈ X ′ mit ‖f‖X′ = 1 und f(x) = ‖x‖X .

A.6 Definition. Sei X Banachraum und A : X → X linearer Operator, dann heißt

ρ(A) := {λ ∈ C : A− λ bijektiv und (A− λ)−1 ∈ L(X)}

die Resolventenmenge von A und

σ(A) := C \ ρ(A)

das Spektrum von A. Für λ ∈ ρ(A) heißt Rλ(A) := (A − λ)−1 die Resolvente von
A. Die Menge σp(A) := {λ ∈ C : ker(A − λ) 6= {0}} heißt das Punktspektrum von
A oder die Menge aller Eigenwerte von A, die Menge σc(A) := {λ ∈ σ(A) \ σp(A) :

© Robert Denk 04.02.2019



108 A. Grundlagen der Operatortheorie

R(A− λ) = X} heißt das kontinuierliche Spektrum von A und σr(A) := σ(A) \
(σp(A) ∪ σc(A)) heißt das Restspektrum von A.

A.7 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung Rλ(A) ∈ L(X)
bereits aus der Bijektivität von λ− A. Es gilt die Resolventengleichung

(λ− A)−1 − (µ− A)−1 = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1

für λ, µ ∈ ρ(A).

A.8 Definition. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und A : H ⊃
D(A)→ H ein dicht definierter linearer Operator. Dann wird der adjungierte Opera-
tor A∗ definiert durch D(A∗) := {y ∈ H : ∃ y∗ ∈ H ∀x ∈ D(A) : 〈Ax, y〉 = 〈x, y∗〉}
und A∗y := y∗ (y ∈ D(A∗)). Man beachte, dass A∗ in diesem Fall wohldefiniert ist,
da D(A) dicht in H ist und daher y∗ eindeutig bestimmt ist.

Ein dicht definierter Operator A heißt symmetrisch, falls A ⊂ A∗ gilt (d.h. falls
D(A) ⊂ D(A∗) und A∗|D(A) = A gilt), und selbstadjungiert, falls A = A∗ gilt
(inklusive Gleichheit der Definitionsbereiche).

A.9 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und A : H ⊃ D(A) → H ein symmetrischer
Operator. Falls ein λ ∈ C \ R existiert mit R(A − λ) = R(A − λ) = H, so ist A
selbstadjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A ⊂ A∗, d.h. es ist nur noch D(A∗) ⊂ D(A)
zu zeigen. Sei x ∈ D(A∗). Da A − λ surjektiv ist, existiert ein y ∈ D(A) mit
(A − λ)y = (A∗ − λ)x. Wegen A ⊂ A∗ folgt x − y ∈ ker(A∗ − λ). Nach Definition
von A∗ bedeutet dies, dass 〈(A − λ)z, x − y〉 = 0 für alle x ∈ D(A) gilt. Also ist
x− y ∈ (R(A− λ))⊥ = H⊥ = {0} und damit x = y ∈ D(A).

Im Folgenden sei H wieder ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 und Norm
‖ · ‖ und A : H ⊃ D(A) → H ein selbstadjungierter Operator. Mit B(σ(A)) wird
die Borel-σ-Algebra auf σ(A) bezeichnet.

A.10 Satz (Spektralsatz). a) Zu A existiert genau ein PV-Maß (Spektralmaß)
E : B(σ(A))→ L(H) mit

Ax =

∫
σ(A)

λdE(λ)x (x ∈ D(A)).

Es gilt

D(A) =
{
x ∈ X :

∫
σ(A)

|λ|2d‖E(λ)x‖2 <∞
}
.

© Robert Denk 04.02.2019



A. Grundlagen der Operatortheorie 109

b) Zu jeder messbaren Funktion f : R→ C wird durch

D(f(A)) :=
{
x ∈ X :

∫
σ(A)

|f(λ)|2d‖E(λ)x‖2 <∞
}
,

f(A)x :=

∫
σ(A)

f(λ)dE(λ)x (x ∈ D(f(A)))

ein normaler Operator definiert.

c) Die Abbildung f 7→ f(A) (ein sogenannter Funktionalkalkül) besitzt folgende Ei-
genschaften:

(i) Für Polynome f stimmt f(A) mit der üblichen Definition überein.

(ii) Falls f : R→ C messbar und beschränkt ist, so ist f(A) ∈ L(H) und ‖f(A)‖L(H) =
‖f‖∞.

(iii) Sei f : R → C messbar und beschränkt und g : R → C messbar. Dann gilt
(g(A))∗ = g(A), f(A) + g(A) = (f + g)(A) und f(A)g(A) = (fg)(A).

(iv) Sei (fn)n∈N eine Folge messbarer Funktionen mit fn(λ) → f(λ) (λ ∈ R) und
supn∈N ‖fn‖∞ <∞. Dann gilt fn(T )x→ f(T )x (x ∈ H).

(v) Sei f : R→ C eine messbare Funktion mit f |σ(A) = 0. Dann ist f(A) = 0.
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B. Das Bochner-Integral

Im Folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-σ-Algebra,
und (Ω,A, µ) ein (o.E. vollständiger) Maßraum.

B.1 Definition. Eine Stufenfunktion (Treppenfunktion) ist eine Funktion s : Ω→
X der Form s =

∑n
i=1 χAiai mit Ai ∈ A, und ai ∈ X (i = 1, . . . , n). Falls µ(Ai) <

∞ (i = 1, . . . , n) gilt, heißt s integrierbare Stufenfunktion. In diesem Fall ist das
Bochner-Integral von s definiert durch∫

Ω

sdµ :=
n∑
i=1

µ(Ai)ai ∈ X.

Ein metrischer Raum heißt separabel, falls er eine abzählbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Man kann folgende Äquivalenzen zeigen:

B.2 Satz. Für eine Abbildung f : Ω→ X sind äquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (fn)n∈N von Stufenfunktionen fn : Ω → X mit fn(z) →
f(z) (in X) für alle z ∈ Ω.

(ii) f ist messbar und f(Ω) ist separabel.

B.3 Satz. Sei f : Ω→ X messbar und f(Ω) separabel. Dann sind äquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)n∈N von integrierbaren Stufenfunktionen fn : Ω → X mit
fn(z)→ f(z) (z ∈ Ω) und∫

‖fn − f‖dµ→ 0 (n→∞).

(ii)
∫
‖f‖dµ <∞.

Bei stetigen Funktionen ist die Bedingung der Separabilität automatisch erfüllt, wie
das folgende Lemma zeigt.

B.4 Lemma. Sei Ω ein separabler topologischer Raum und sei f : Ω → X stetig.
Dann ist f(Ω) separabel.

Beweis. Sei Ω0 ⊂ Ω abzählbar und dicht. Dann ist X0 := f(Ω0) abzählbar, und es
gilt

A := f−1(X0) ⊃ f−1(X0) ⊃ Ω0.

Da f stetig ist, ist A abgeschlossen, und es folgt Ω = Ω0 ⊂ A = A, also

f(Ω) = f(A) = f(f−1(X0)) ⊂ X0

und damit f(Ω) = X0. Also ist f(Ω) separabel.
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B.5 Definition. a) Eine Funktion f : Ω→ X heißt stark messbar (oder µ-messbar),
falls eine µ-Nullmenge N ∈ A existiert so, dass f |Ω\N messbar ist und f(Ω \ N)
separabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f : Ω→ X heißt (µ-)integrierbar, falls
∫
‖f‖dµ <

∞. In diesem Fall wähle eine Folge (fn)n∈N von integrierbaren Treppenfunktionen
mit fn → f µ-fast überall und

∫
‖fn − f‖dµ → 0 (n → ∞) und definiert das

Bochner-Integral von f über Ω bzgl. µ durch∫
fdµ := lim

n→∞

∫
fndµ.

Wie üblich sei ∫
A

fdµ :=

∫
(χA · f)dµ (A ∈ A).

Man setzt L 1(µ,X) := {f : Ω→ X | f ist integrierbar} und L 1(µ) := L 1(µ,K).

Die vektorwertigen Lp-Räume Lp(µ;X) werden wie üblich definiert als Quotienten-
raum Lp(µ;X) := L p(µ;X)/N . Hierbei ist L p(µ;X) die Menge aller stark messba-
ren f , für welche ‖f‖Lp(µ;X) := (

∫
‖f‖pdµ)1/p endlich ist, und N die Menge aller

f ∈ L 1(µ;X) mit ‖f‖L1(µ;X) = 0. Für p =∞ hat man die üblichen Modifikationen.

Falls Ω ∈ B(Rn) und µ das Lebesgue-Maß ist, so schreibt man üblicherweise
L1(Ω;X) := L1(µ;X).

Für Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsätze.

B.6 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien fn : Ω → X
stark messbar mit fn → f µ-fast überall. Sei g : Ω→ [0,∞] messbar mit

∫
gdµ <∞

und ‖fn(z)‖ ≤ g(z) µ-fast überall für alle n ∈ N, und ‖f(z)‖ ≤ g(z) µ-fast überall.

Dann ist fn ∈ L1(µ;X), f ∈ L1(µ;X) und∫
fndµ→

∫
fdµ in X (n→∞).

b) Sei fn : Ω→ X stark messbar mit
∑∞

n=1

∫
‖fn‖dµ <∞. Dann ist fn ∈ L1(µ;X)

und
∑∞

n=1 fn(z) konvergiert in X für µ-fast alle z ∈ Ω.

Die Funktion

z 7→

{∑∞
n=1 fn(z), falls

∑
n fn(z) konvergiert,

0, sonst

ist integrierbar, und es gilt

∞∑
n=1

∫
fndµ =

∫ ∞∑
n=1

fndµ.
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c) Sei f ∈ L1(µ;X) und A =
⋃̇
n∈N

An (d.h. disjunkte Vereinigung) mit An ∈ A. Dann

ist ∫
A

fdµ =
∞∑
n=1

∫
An

fdµ.

d) Für f ∈ L1(µ;X) gilt ‖
∫
fdµ‖X ≤

∫
‖f‖Xdµ.

© Robert Denk 04.02.2019



113

C. Elemente der Sobolevraumtheorie

C.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevräume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Glattheitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wählen.

Im Folgenden sei G ⊂ Rn ein Gebiet. Zu m ∈ N ist Cm(G) definiert als die Menge

aller stetigen Funktionen f : G → C, welche eine Fortsetzung f̃ ∈ Cm(U) mit ei-
ner offenen Teilmenge U ⊃ G besitzen. Die Konstanten C,C1, C2 in den folgenden
Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunächst zitieren wir noch eine Variante der Hölderschen Ungleichung.

C.2 Satz (Hölder-Ungleichung). Seien 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1
r
. Dann ist für

f ∈ Lp(G) und g ∈ Lq(G) das Produkt fg ∈ Lr(G) und

‖fg‖Lr(G) ≤ ‖f‖Lp(G)‖g‖Lq(G).

C.3 Definition. Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und m ∈ N . Dann ist der Sobolevraum Wm
p (G)

definiert als die Menge aller Distributionen u ∈ D ′(G) mit Dαu ∈ Lp(G) (|α| ≤ m).
Die Norm auf Wm

p (G) ist gegeben durch

‖u‖m,p,G := ‖u‖Wm
p (G) :=

( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(G)

)1/p

.

Man definiert auch noch die Seminorm

|u|m,p,G := |u|Wm
p (G) :=

( ∑
|α|=m

‖Dαu‖pLp(G)

)1/p

.

Im Fall p =∞ modifiziert man wie üblich. Man beachte, dass ‖ · ‖0,p,G = ‖ · ‖Lp(G).

Wir definieren Wm
p,0(G) als den Abschluss von C∞0 (G) in Wm

p (G).

C.4 Satz. a) Der Sobolevraum Wm
p (G) ist ein Banachraum.

b) Die Menge {u ∈ Cm(G) : ‖u‖m,p,G <∞} liegt dicht in Wm
p (G).

c) Falls ∂G die Segmentbedingung erfüllt, so ist die Menge {u|G : u ∈ D(Rn)} dicht
in Wm

p (G).

Im folgenden Satz bezeichne BUCj(G) die Menge aller j-fach stetig differenzierbaren
Funktionen auf G, deren Ableitungen bis zur Ordnung j beschränkt und gleichmäßig
stetig sind. Mit Cj,γ(G) für j ∈ N0 und γ ∈ (0, 1) wird der Raum der j-fach stetig
differenzierbaren Funktionen bezeichnet, deren j-fache Ableitungen Hölderstetig mit
Koeffizient γ sind.
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C.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls G der Kegelbedingung genügt,
so gilt für m ∈ N und p ∈ [1,∞) mit mp > n und j ∈ N0 die Einbettung

Wm+j
p (G) ↪→ BUCj(G),

d.h. jedes u ∈ Wm+j
p (G) ist nach Änderung auf einer Nullmenge eine Funktion in

BUCj(G), und die Abbildung u 7→ u, Wm+j
p (G) ↪→ BUCj(G) ist stetig.

b) Falls G die starke lokale Lipschitzbedingung erfüllt (z.B. falls G ein beschränktes
Lipschitz-Gebiet ist), so gilt sogar W j+m

p (G) ↪→ Cj,γ(G) für alle λ ∈ (0, 1) mit
λ ≤ m− n

p
.

Beim folgenden Satz beachte man, dass ein Operator T ∈ L(X, Y ) kompakt heißt,
falls für jede beschränkte Folge (xn)n∈N ⊂ X eine Teilfolge (xnk)k∈N existiert, für
welche (Txnk)k∈N ⊂ Y konvergiert.

C.6 Satz (Satz von Rellich-Kondrachov). Sei G ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, und
seien m ∈ N und p ∈ [1,∞) mit mp > n und j ∈ N0.

a) Falls G die Kegelbedingung erfüllt, dann sind die Einbettungen

Wm+j
p (G) ↪→ BUCj(G),

Wm+j
p (G) ↪→ W j

q (G)

kompakt.

b) Falls G ein Lipschitz-Gebiet ist, so ist die Einbettung

W j+m
p (G) ↪→ Cj,γ(G)

für alle λ ∈ (0, 1) mit λ ≤ m− n
p

kompakt.

c) Ohne Zusatzbedingung an G (außer der Beschränktheit) sind die Einbettungen in
a) und b) kompakt, wenn man Wm+j

p (G) durch Wm+j
p,0 (G) ersetzt.

C.7 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei G ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
en m ∈ N und p, p1 ∈ (1,∞) gegeben mit

0 < τ :=
n

m

(1

p
− 1

p1

)
< 1.

Dann gilt Wm
p (G) ↪→ Lp1(G) und

‖u‖0,p1,G ≤ C‖u‖τm,p,G‖u‖1−τ
0,p,G (u ∈ Wm

p (G)).
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C.8 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei 1 ≤ p <∞, sei G ein Gebiet, welches
die Kegelbedingung erfüllt, und seien m, k ∈ N mit 0 < k < m. Dann gilt mit τ := k

m

die Abschätzung

|u|k,p,G ≤ C‖u‖τm,p,G‖u‖1−τ
0,p,G (u ∈ Wm

p (G)).

Für jedes ε > 0 existiert eine Konstante C(ε) > 0 mit

|u|k,p,G ≤ ε|u|m,p,G + C(ε)‖u‖0,p,G,

‖u‖k,p,G ≤ ε‖u‖m,p,G + C(ε)‖u‖0,p,G

Beweis. Siehe z.B. [1], Theorem 5.2.

C.9 Satz (Dritte Poincaré-Ungleichung). Für u ∈ H1(R3) gilt (x 7→ u(x)
|x| ) ∈ L2(R3)

und ∥∥∥(x 7→ u(x)

|x|
)
∥∥∥
L2(R3)

≤ 2‖∇u‖L2(R3).

Beweis. Siehe z.B. [7], Lemma 3.16.
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D. Anmerkungen zur schwachen Konvergenz

D.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen über schwache
Konvergenz in Banachräumen wiederholt und zusammengefasst.

Im Folgenden sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum. Für x ∈ X und ϕ ∈ X ′ schreibt man
〈ϕ, x〉X′×X := ϕ(x).

D.2 Definition. a) Eine Folge (xn)n∈N ⊂ X heißt schwach konvergent gegen x ∈ X,
falls 〈ϕ, xn〉X′×X → 〈ϕ, x〉X′×X (ϕ ∈ X ′) gilt. Man schreibt xn ⇀ x.

b) Eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ X ′ heißt schwach-*-konvergent gegen ϕ ∈ X ′, falls für alle

x ∈ X gilt: 〈ϕn, x〉X′×X → 〈ϕ, x〉X′×X . Man schreibt ϕn
∗
⇀ ϕ.

D.3 Bemerkung. Aus Normkonvergenz folgt schwache Konvergenz inX, aus schwa-
cher Konvergenz folgt schwach-*-Konvergenz in X ′. In endlich-dimensionalen Räum-
en stimmen die Normtopologie und die schwache Topologie überein, und eine Folge
konvergiert genau dann in der Norm, wenn sie schwach konvergiert.

D.4 Lemma. a) Falls xn ⇀ x in X, so ist (xn)n∈N ⊂ X beschränkt.

b) Falls xn ⇀ x in X und xn ⇀ y in X, so gilt x = y.

c) Falls xn ⇀ x in X, so gilt ‖x‖ ≤ lim infn→∞ ‖xn‖.

d) Falls xn ⇀ x in X und ϕn → ϕ in X ′, so gilt 〈ϕn, xn〉X′×X → 〈ϕ, x〉X′×X .

e) Falls xn → x in X und ϕn
∗
⇀ ϕ in X ′, so gilt 〈ϕn, xn〉X′×X → 〈ϕ, x〉X′×X .

Beweis. Siehe z.B. [9], Abschnitt 15.2.

D.5 Satz. Sei X reflexiv. Dann ist die Menge B(0, 1) := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}
schwach folgenkompakt. Falls (xn)n∈N ⊂ X eine beschränkte Folge ist , dann existiert
eine Teilfolge (xnk)k∈N und ein x ∈ X mit xnk ⇀ x (k →∞).

Beweis. Siehe [9], Satz 15.26.

D.6 Lemma. Sei X reflexiv und (xn)n∈N ⊂ X beschränkt. Falls alle schwach kon-
vergenten Teilfolgen von (xn)n schwach gegen denselben Grenzwert x konvergieren,
so konvergiert die gesamte Folge (xn)n schwach gegen x.
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Beweis. Falls xn nicht schwach gegen x konvergiert, dann existiert ein ϕ ∈ X ′, ein
ε > 0 und eine Teilfolge (xnk)k∈N mit |〈ϕ, xnk −x〉X′×X | ≥ ε (k ∈ N). Nach Satz D.5
besitzt aber (xnk)k wieder eine schwach konvergente Teilfolge, welche nach Voraus-
setzung schwach gegen x konvergiert, im Widerspruch zur obigen Ungleichung.

D.7 Lemma. Seien X und Y Banachräume und F ∈ L(X, Y ). Dann ist F auch
schwach stetig, d.h. aus xn ⇀ x in X folgt auch Fxn ⇀ Fx in Y .

Beweis. Dies folgt sofort aus der Stetigkeit des adjungierten Operators F ′ ∈ L(X ′, Y ′),
da damit für alle ϕ ∈ Y ′ wegen F ′ϕ ∈ X ′ gilt:

〈ϕ, Fxn − Fx〉Y ′×Y = 〈ϕ ◦ F, xn − x〉X′×X = 〈F ′f, xn − x〉X′×X → 0 (n→∞).
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E. Ergänzungen zum holomorphen

Funktionalkalkül

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

E.1 Definition (Riesz-Projektion). Sei A ∈ L(X) und σ ⊂ σ(A) eine isolierte
Teilmenge von σ(A), d.h. eine in der Relativtopologie von σ(A) offene und abge-
schlossene Teilmenge. Sei γ eine geschlossene Kurve mit Werten in ρ(A), welche σ
umschließt. Dann heißt

Pσ :=
1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ

die zu σ gehörige Riesz-Projektion von A.

E.2 Lemma. Der Operator Pσ ist eine Projektion, d.h. es gilt Pσ = P 2
σ .

Beweis. Seien γ1, γ2 zwei geschlossene Kurven, welche σ umschließen und σ von
τ := σ(A) \ σ trennen. Dabei sei der Wertebereich R(γ1) im Inneren von γ2. Dann
folgt

P 2
σ =

( 1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1dλ
)( 1

2πi

∫
γ2

(λ− A)−1dλ
)

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

(λ− A)−1(µ− A)−1dµdλ

Mit der Resolventengleichung (Bemerkung A.7) können wir den letzten Ausdruck
in der Form Q−R schreiben, wobei

Q :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

1

µ− λ
(λ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1
( 1

2πi

∫
γ2

1

µ− λ
idX dµ

)
dλ

=
1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1dλ = Pσ

und

R :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

1

µ− λ
(µ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ2

(µ− A)−1
( 1

2πi

∫
γ1

1

µ− λ
idX dλ

)
dµ

= 0.

Beachte hier, dass R(γ1) im Inneren von γ2 liegt, so dass Indγ1(z) = 0 für z ∈ R(γ2)
und Indγ2(z) = 1 für z ∈ R(γ1) gilt.
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E.3 Lemma. a) Sei σ ein isolierter Teil von σ(A). Dann sind Wertebereich R(Pσ)
und Kern N(Pσ) beide abgeschlossen, und es gilt die Zerlegung

X = R(Pσ)⊕N(Pσ).

Beide Räume sind invariant unter A, und es gilt

σ(A|R(Pσ)) = σ, σ(A|N(Pσ)) = σ(A) \ σ.

b) Es gilt Pσ(A) = idX .

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von N(Pσ) ist klar, da Pσ stetig ist. Die Abge-
schlossenheit von R(Pσ) folgt aus R(Pσ) = N(1−Pσ). Aus A(λ−A)−1 = (λ−A)−1A
für λ ∈ ρ(A) folgt durch Integration APσ = PσA und damit APσ = PσAPσ. Somit
ist AR(Pσ) ⊂ R(Pσ), d.h. R(Pσ) ist A-invariant. Dieselbe Überlegung mit 1 − Pσ
zeigt, dass auch N(Pσ) invariant unter A ist. Wegen x = Pσx + (1− Pσ)x (x ∈ X)
und Pσ(1− Pσ) = 0 erhält man die direkte Zerlegung in a).

Sei γ eine geschlossene Kurve, welche σ von τ := σ(A) \ σ trennt. Für µ 6∈ R(γ)
definiere

S(µ) :=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
(λ− A)−1dλ.

Da Pσ mit A und somit mit (λ−A)−1 vertauscht, gilt auch S(µ)Pσ = PσS(µ), und
die Räume R(Pσ) und N(Pσ) sind S(µ)-invariant. Wir erhalten

S(µ)(µ− A) = (µ− A)S(µ)

=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
(µ− A)(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
idX dλ+

1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ

=

{
−1 + Pσ, falls µ im Inneren von R(γ) liegt,

Pσ, sonst.

Sei nun µ ∈ C \ σ und o.E. sei µ außerhalb von R(γ). Dann folgt (µ − A)S(µ)x =
S(µ)(µ−A)x = x für x ∈ R(Pσ), d.h. (µ−A)|R(Pσ) ist invertierbar. Damit erhalten
wir σ(A|R(Pσ)) ⊂ σ. Analog folgt σ(A|N(Pσ)) ⊂ τ . Falls andererseits µ ∈ ρ(A|R(Pσ))∩
ρ(A|N(Pσ)), so ist µ − A auf jedem der beiden Teilräume N(Pσ) und R(Pσ) eine
Bijektion und somit auf ganz X bijektiv, d.h. µ ∈ ρ(A). Insgesamt erhalten wir

σ(A) ⊂ σ(A|N(Pσ)) ∪ σ(A|R(Pσ)) ⊂ σ ∪ τ = σ(A).

Also muss überall Gleichheit stehen.

b) Wir wenden Teil a) auf σ := σ(A) an und erhalten σ(A|N(Pσ)) = σ(A) \ σ = ∅.
Dies ist aber nur möglich, falls N(Pσ) = {0}, d.h. für Pσ = idX .
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E.4 Lemma. Sei A ∈ L(X) und γ eine geschlossene Kurve, für welche σ(A) im
Inneren von γ liegt. Dann gilt für jedes komplexe Polynom p die Gleichheit

p(A) =
1

2πi

∫
γ

p(λ)(λ− A)−1dλ.

Beweis. Es genügt, die Gleichheit für p(z) = zn nachzuweisen. Dazu verwende die
Identität

An(λ− A)−1 = λn(λ− A)−1 −
n−1∑
j=0

λn−1−jAj.

Sei γ eine geschlossene Kurve, welche σ(A) einschließt. Dann ist das Integral über
die obige Summe gleich Null, da der Integrand holomorph von λ abhängt. Unter
Verwendung von Lemma E.3 b) erhält man daher

An = An
( 1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ
)

=
1

2πi

∫
γ

An(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ

λn(λ− A)−1dλ,

was zu zeigen war.
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Wärmeleitungsgleichung, 54
Wachstumsschranke, 22
Wellengleichung, 56
wohlgestellt, 23

Yosida-Approximation, 27

© Robert Denk 04.02.2019


	Spektraltheorie für elliptische Operatoren
	a) Entwicklungen nach Eigenfunktionen
	b) Anwendung des Spektralsatzes

	Operatorhalbgruppen
	a) Generatoren von Halbgruppen
	b) Die Sätze von Hille-Yosida und von Lumer-Phillips

	Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkül
	a) Holomorpher Funktionalkalkül für sektorielle Operatoren
	b) Generatoren holomorpher Halbgruppen

	Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen im Hilbertraum
	a) Die Wärmeleitungsgleichung und die Schrödingergleichung
	b) Die Wellengleichung: L2-Theorie
	c) Die Stokesgleichung
	d) Elastizitätsgleichungen
	e) Die Plattengleichung

	Lp-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum
	a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin
	b) Parameterelliptische Differentialoperatoren

	Energiemethoden für nichtautonome Evolutionsgleichungen
	a) Parabolische Gleichungen
	b) Nichtlineare Gleichungen

	Maximale Regularität
	a) Der Begriff der maximalen Regularität und die Lösung quasilinearer Gleichungen
	b) Höhere Regularität

	Grundlagen der Operatortheorie
	Das Bochner-Integral
	Elemente der Sobolevraumtheorie
	Anmerkungen zur schwachen Konvergenz
	Ergänzungen zum holomorphen Funktionalkalkül
	Literatur
	Index

