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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1.1 Worum geht’s? Héufig werden Randwertprobleme in beschrénkten Gebieten
betrachtet. Hier kann die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren viele niitzli-
che Informationen liefern. Wir betrachten exemplarisch eine Gleichung zweiter Ord-
nung mit Dirichlet-Randbedingungen. Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten
Voraussetzungen eine Spektraldarstellung fiir den zugehorigen Operator existiert,
welche es unter anderem erlaubt, Funktionen des Operators zu definieren. Dies kann
fiir die Losungsdarstellung von physikalisch relevanten Gleichungen verwendet wer-
den.

Viele Aussagen setzen nur einen selbstadjungierten Operator voraus. Im Hinblick
auf spatere Anwendungen, etwa auf die Wellengleichung oder Elastizitétsgleichun-
gen, formulieren wir daher einen grofien Teil dieses Kapitels allgemein fiir selbstad-
jungierte Operatoren bzw. koerzitive Bilinearformen.

a) Entwicklungen nach Eigenfunktionen

Im Folgenden sei G C R" ein beschréanktes Gebiet. Wir verwenden die Abkiirzungen
() i= ()o@ und || || i= | - 2y, wobei LA(G) i= L3(G5 C) sei

1.2 Beispiel. Gegeben sei ein formaler Differentialoperator

A(D) ==Y dandi +a
ik=1
mit a;,a € L*(G) (wobei 0; := 0,,). Bei der Anwendung auf eine Funktion u €
H'(G) ist dabei die Ableitung d;a;10; im schwachen Sinn zu verstehen, d.h. fiir
v € Z(Q) ist

—(0saikOru, ) = (airOpu, O;p) = / air(2)Opu(x)0so(z)dx.
e

Da 2(G) dicht in Hj(G) ist, gilt diese Gleichheit fiir alle p € H} (G).

Die zu obigem Operator gehorige Bilinearform B: H}(G) x H} (G) — K ist gegeben
durch

n

B(u,v) := Z (aiOru, Opv) + {au,v)  (u,v € Hy(Q)).

ik=1

Man beachte, dass nach Definition der schwachen Ableitung der Operator A je-
dem u € H}(G) eine Abbildung Au: H} (G) — K, ¢ — (Au)(p) = B(u,p) zu-
weist. Damit wird Au als lineares Funktional auf Hj(G) betrachtet, d.h. A €
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2 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

L(H}(GQ),(H}(@))). Der Raum (HJ(G))' der stetigen linearen Funktionale wird
auch als H!(G) bezeichnet, d.h. A € L(H}(G), H '(G)).

Versieht man den formalen Differentialoperator A(D) mit Dirichlet-Randbedingungen,
so entspricht dies im Sinn von schwachen Lésungen der Bedingung u € H{(G). Da-
mit wird der zugehérige Operator (L*-Realisierung) A: L?(G) D D(A) — L*(G)
definiert durch

D(A) :={u € H}(G) : A(D)u € L*(G)},
Au = A(D)u (u € D(A)).

Nach Definition gilt (Au,v) = B(u,v) (v € D(A),v € H}(G)). Nach Definition der
schwachen Ableitung gilt

D(A) ={ue Hy(G): 3f, € L*(G)Vv € Hy(G) : B(u,v) = {fy,v)}.

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass die Matrix (aig)ix=1,..» C (L>(G))"*™
gleichméfig positiv definit ist, d.h. es existiert eine Konstante p > 0 so, dass

n

S an(@)&E = plel? (€ €KY (1-1)

ik=1

fiir fast alle x € G gilt. Damit folgt insbesondere a;x(z) = ag;(z) (i, k =1,...,n) fir
fast alle z € G. Wir setzen weiter voraus, dass a reellwertig ist, d.h. a € L>(G;R).

1.3 Bemerkung. a) Der Operator A ist symmetrisch, d.h. es gilt (Au,v) = (u, Av)
fir alle u,v € D(A).

b) Die Bilinearform B: Hj(G) x H}(G) — C ist stetig, d.h. es existiert ein Cp, > 0
mit
Buv) < Cillulln@lvlne (wo e HIG). (1-2)

Weiter ist B symmetrisch, d.h. B(u,v) = B(v,u), und koerzitiv, d.h. es existieren
Konstanten o > 0 und # > 0 mit

B(u,u) > allullfpe — Bllullizg (v € Hy(G)). (1-3)
Man definiert die Bilinearform B + 3: Hi(G) x HY(G) — C durch
(B +B)(u,v) == Bu,v) + f{u,v)mey (u,v € Hy(G)).

Dann gilt
(B+B)(w,u) > allulllzq (u€ Hy(G)),

d.h. B + 3 ist streng koerzitiv.
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 3

Wir werden spéter noch andere Bilinearformen betrachten. Daher werden wir einige
Aussagen bereits jetzt allgemeiner formulieren. Ein zentraler Begriff ist dabei der
eines Gelfand-Tripels. Vor der Definition sei nochmal an die obige Situation erinnert:
Wir hatten A € L(H(GQ), (Hy (@))) mit (Au)(p) = B(u, @) = {fu, ) fiir u € D(A).
Das Tripel von Hilbertrdumen H}(G) C L*(G) C (H(G)) ist ein Beispiel eines
Gelfand-Tripels.

1.4 Definition. Ein Gelfand-Tripel ist von der Form V € H C V', wobei V und
H K-Hilbertrdaume mit V' C H sind und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) V ist dicht in H (bzgl. der Topologie in H).

(ii) Die Inklusion i: V' — H ist stetig (bzgl. der Topologien in V' und H).

(iii) Die duale (adjungierte) Einbettung i': H = H' — V' ist stetig und H C V'
ist dicht.! Hierbei wird H' nach dem Satz von Riesz mit seinem Dualraum H’
identifiziert.

(iv) Die duale Paarung zwischen V' und V"’ ist kompatibel mit dem Skalarprodukt
in H, d.h. es gilt

v(u) = (u,v)yxy = (u,rgv)y (wWeV C Hyve H C V).
Dabei ist rg: H — H', x — (-, x) der Riesz-Isomorphismus von H auf H'.
Im Folgenden sei V- C H C V' ein Gelfand-Tripel mit C-Hilbertraumen V und H.

Wir werden die duale Paarung in den beiden Versionen (u,v)y«y/ := (v, u)yixy =
v(u) (v e V', u e V) schreiben.

1.5 Definition. a) Sei A € L(V,V’). Dann ist die H-Realisierung A von A als
unbeschréinkter Operator in H definiert durch D(A) .= {u eV : Au € H} C H
und Au := Au (u € D(A)).

b) Die zu A gehorige Bilinearform B: V x V — C ist definiert durch
B(u,v) := (Au,v)yrwv = (Au)v  (u,v € V).

Die Bilinearform B (und der Operator A) heilen koerzitiv, falls positive Konstanten
«, [ existieren mit

Re B(u,u) > aflully, = Bllulf; (uweV). (1-4)

Die Form B und der Operator A heiflen streng koerzitiv oder V-elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit 5 = 0 gilt.

Die Bilinearform B heifit symmetrisch, falls B(u,v) = B(v,u) (u,v € V) gilt. Man
beachte, dass in diesem Fall B(u, u) bereits reell ist, d.h. in (6-3) steht links B(u, u).

Dies folgt tatsichlich bereits aus (i) und (ii).
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4 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1.6 Lemma. Sei A € L(V, V') streng koerzitiv. Dann ist A:'V — V' ein Isomor-
phismus, und die H-Realisierung A: H D D(A) — H ist ein dicht definierter und
abgeschlossener Operator mit 0 € p(A).

Beweis. Fiir die zugehorige Bilinearform B(u,v) := (Au, v)y/«y gilt nach Vorausset-
zung die Abschitzung Re B(u,u) > a|lul|?, (v € V) mit a > 0. Wegen A € L(V, V")
ist |B(u,v)| < || Alloovvnllullvvllv, dh. B: V x V' — R ist eine streng koerzitive
und stetige Bilinearform. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zu jedem f € V'
genau ein v € V' mit

(AU»U>v'xv = <f, U>V’><V (v S V).

Also ist A: V' — V' bijektiv und stetig, und nach dem Satz vom stetigen Inversen
ist auch A~! stetig, d.h. A ist ein Isomorphismus.

Nach Definition gilt D(A) = A~!(H). Da A ein Isomorphismus ist, gilt
T 17" —1 (1 d
AYH) =A7(H )=A"(V)=V CH,

also ist D(A) EVEH , und damit ist A dicht definiert.

Sei (up)neny C D(A) mit u,, — w in H und Awu,, — v in H. Dann gilt auch Au,, — v
in V', und mit der Stetigkeit von A~! erhalten wir fiir uy := A v

U, = AN Au,) = A v =up in V.

Damit gilt auch u,, — uy in H und somit u = ug € D(A) und Au = Au = Auy = v.
Also ist A abgeschlossen.

Da A: V — V' ein Isomorphismus ist, existiert zu jedem f € H genau ein u € V
mit Au = f. Nach Definition von A gilt u € D(A). Also ist A: H D D(A) - H
bijektiv, und da A abgeschlossen ist, gilt A™' € L(H) und damit 0 € p(A). O

1.7 Lemma. Sei A € L(V, V') koerzitivund B: VxV — K, B(u,v) = (Au,v)y/«v
die zugehorige Bilinearform. Dann sind dquivalent:

(i) Die Bilinearform B ist symmetrisch.

(i) Der Operator A: H D D(A) — H st selbstadjungiert.

Beweis. Sei 0.E. A streng koerzitiv, sonst betrachte A + 5 mit zugehoriger Biline-
arform B(u,v)+ B(u,v)y. Nach Lemma 1.6 ist A: V' — V' ein Isomorphismus, und
A ist ein abgeschlossener, dicht definierter Operator mit 0 € p(A).
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren )

(i)=(ii): Sei B symmetrisch. Fiir u,v € D(A) gilt dann

(Au,v) g = (Au, v)yrwy = B(u,v) = B(v,u) = (Av,u) = (u, Av).

Damit ist A ein symmetrischer Operator mit p(A)NR # () und damit selbstadjungiert
(sieche Lemma A.9).

(ii)=(i): Falls A selbstadjungiert ist, gilt fiir alle u,v € D(A) die Gleichheit B(u,v) =
(Au,v) = (u, Av) = (Av,u) = B(v,u). Da D(A) = A"Y(H) C V dicht ist und die
Bilinearform stetig ist, gilt diese Gleichheit fiir alle u,v € V, d.h. B ist symme-
trisch. ]

Wir werden im Folgenden eine Spektraldarstellung fiir den Operator A herleiten.
Dabei werden wir stets folgende Voraussetzungen machen:

(V1) V. € H C V' sei ein Gelfand-Tripel mit unendlich-dimensionalen C-Hilbertraum-
en V und H. Wir setzen || - || := | - ||u-

(V2) Gegeben sei ein Operator A € L(V, V'), fiir welchen die zugehorige Bilinear-
form B: V x V. — C koerzitiv und symmetrisch sei. Die (nach Lemma 1.7
selbstadjungierte) H-Realisierung von A sei wieder mit A bezeichnet.

(V3) Die Einbettung i: V' — H sei kompakt, d.h. jede in || - ||/ beschrinkte Folge
besitzt eine in H konvergente Teilfolge.

Man beachte, dass die dritte Aussage in obigem Beispiel V = H}(G) und H = L*(G)
erfiillt ist, falls G ein beschrénktes Gebiet ist (Satz von Relllich-Kondrachov), nicht
aber fiir G = R". Wir beginnen mit einigen elementaren Aussagen iiber Eigenwerte.

1.8 Bemerkung. Sei A € C ein Eigenwert von A, und u € D(A) ein zugehoriger
Eigenvektor. Dann gilt mit der Symmetrie von A

Mull? = (hu,u) = (Au,u) = (u, Au) = Mulf?,

d.h. A € R. Genauso sieht man, dass Figenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
zueinander orthogonal sind. Falls B streng koerzitiv ist, so folgt A > ¢ wegen

(Au,u) = B(u,u) > qllulli > qflull*.

1.9 Lemma. Seien (p,)neny C V und A € R mit ||¢,|| = 1 und (A—X)p, — 0 (n —
o0) in V'. Dann gilt X € o,(A).

Beweis. Sei (,,)nen wie in der Voraussetzung. Da B koerzitiv ist, erhélt man

(B = N (@n; 2n) = allealli = (B + Nlleal?
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6 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

und damit
leally < (B = X)(@n, ¢n) + Z2] 0. (1-5)

Wir schitzen (B — A)(¢n, pn) = ((A — N)@n, @n)vixy mit der Youngschen Unglei-
chung ab: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein C; > 0 mit

(A = N)n, en)visv| < [[(A = X)@nllvllenllv
< ellenlly + Cl(A = Nl

Wir wihlen ¢ so klein, dass in (1-5) gilt, und erhalten

1
2
lonll}y < 2CI(A = NgallDr + 2752 onl” (1-6)

Damit ist (||¢n||v)nen beschrinkt (beachte ||¢,|| = 1). Da V' C H nach Vorausset-
zung (V3) kompakt ist, existiert eine Teilfolge (wieder (¢, )nen) und ein w € V' mit
©n = uwin H.

Wendet man (1-6) auf ¢, — ¢, statt o, an, so sieht man, dass (p,)nen eine Cauchy-
folge in V ist. Also existiert ein u; € V mit ¢, — uy in V. Wegen u; — u in H folgt
u = uy, d.h. es gilt sogar die Konvergenz ¢, — u in V.

Da A € L(V,V'), folgt (A — ANu = lim,, oo (A — Ay, = 0 und damit Au = Au in
V’. Insbesondere ist Au € H und damit u € D(A). Also ist A ein Eigenwert von A
mit Eigenvektor u. O]

1.10 Satz. Se:

| ) B(u,u
A= inf {B(u,u) u €V, flul] =1} = uean\f:{O} <"(L u))

(Rayleigh-Quotient). Dann gilt Ay € 0,(A).

Beweis. O.E. sei A = 0 (sonst betrachtet man A — A;). Sei (¢,)neny C V eine Folge
mit [|@,|| = 1 und (Agn,, ¢n) = B(¢¥n, ¢n) = 0 (n — 00). Da A koerzitiv ist, gilt

Cq
lelli < $Ble, o) + Lllgll® (9 € V).

Daher existiert ein R > 0 mit ||¢,|ly < R (n € N). Nach Voraussetzung (V3)
existiert eine in H konvergente Teilfolge, d.h. 0.E. sei ¢,, — u; in H. Es gilt ||u;|| = 1.
Wir zeigen, dass u; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0 ist.

Da B(-,-) eine positiv semidefinite Sesquilinearform ist, konnen wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung anwenden und erhalten fiir alle v € V mit |v||y < 2R die
Abschétzung

|B(¢n: 0)| < Blgn, ) B(v,0)"* < /Cy(2R)*Bpn, ) = 0 (1 — o0).
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 7

Somit existiert zu § > 0 ein N € N mit
|B(gp,v)| <& (n>N,veV mit|v]y <2R).
Speziell fiir v = ¢, — @, n,m > N, folgt

B(¢n = @my on = Pm) < |B(@n, on = @m)| + [B(om, on — om)| < §+5 =14
Mit der Abschétzung

||g0n — SOmH%/ < %B(Sﬁn — Pm, Pn — Som) + %H@n - SOmHz =0 (nam — OO)

sieht man, dass (¢, )nen C V eine Cauchyfolge und damit auch konvergent ist. Wegen
©n — uy in H ist der Grenzwert gleich g, d.h. wir erhalten ¢, — u; (n — o0) in
V.Da B: V xV — C stetig ist, gilt

(Auy,v) = B(uy,v) = lim B(g,,v) =0 (veV).

n—oo

Also folgt Au; = 0. Daran sieht man insbesondere, dass u; € D(A) gilt, und wegen
Auq = 0 ist u; Eigenvektor zum Eigenwert 0. O]

1.11 Satz. Fiirn € N definiert man iterativ

A i=inf {B(u,u) :w €V, |Jullg =1, (u,um) = ... = (u,up—1) = 0}.
Dann gilt \y < Xy < ..., und \, ist Figenwert von A, d.h. es gibt ein u, € D(A)
mit ||unllg =1 und Au, = \yuy,.

Die Eigenwerte {\, : n € N} besitzen keinen endlichen Hdufungspunkt, d.h. kein
Figenwert hat unendliche Vielfachheit und es gilt A\, — oo (n — 00).

Beweis. (1) Seien A; und w; wie im obigen Beweis, und sei Ay := inf{B(u,u) :
u €V, ||lul| =1, (u,ur) = 0}. Sei (¢n)neny € V mit ||, = 1, (pn,u1) = 0 und
B(¢n, ©n) = Ao. Dann zeigt man wie im Beweis von Satz 1.10, dass fiir alle v € V'
mit (v,u1) =0

B(pn,v) — Xa(pp,v) =0 (n — o0) (1-7)
gilt, und dass (¢, )neny nach Ubergang zu einer Teilfolge in V' konvergiert. Fiir v =
auy mit a € C gilt wegen B(pn, u1) = A\ (pn, u1)

B(on,v) = Xo{@n, v) = @A {@n, u1) — Xo@{pn, u1) = 0.

Also gilt (1-7) fiir alle v € V. Wie oben folgt, dass uy ein Eigenvektor und A\, der
zugehorige Eigenwert ist.

(ii) Iterativ erhdlt man eine Folge A\; < Ay < ... von Eigenwerten mit zugehorigen
orthonormalen Eigenvektoren wq,us,.... Angenommen, es existieren nur endlich
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8 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

viele uy,...,uy. Da dimV = oo, existiert ein ¢ € V \ {0} mit (p,u,) = 0 fiir
alle n € {1,..., N}. Damit ist

Avr = inf {B(p,9) tp € Vi flell = 1, (pu) = ... = (p,up) = 0}
wohldefiniert. Dies liefert einen Eigenwert Ay,; und eine Eigenfunktion uy,; mit
uns1 & {ur, ..., un}

(iii) Angenommen, es existiert eine Folge (A, )nen von Eigenwerten mit A, — A € R.
Dann gilt
A = A (U, ) = B, 1) > qlfun|[f; — CqHun|l2-

Wie im Beweis von Satz 1.10 ist (u,)nen nach Ubergang zu einer Teilfolge in H
konvergent nach Voraussetzung (V3). Dies ist aber ein Widerspruch zu ||u,, —u,,||* =
wn])? + [Jum||* = 2 fiir n # m. =

Der folgende Satz liefert eine Darstellung des n-ten Eigenwerts ohne vorherige Be-
rechnung von A1, ..., \,_1.

1.12 Satz (Courantsches Minimax-Prinzip). Fir n € N und hy,...,h,_y € H
definiert man

tn(hy .o b)) = inf{B(u, w):u eV, |lul| =1, (u,hy) =+ = (u,hy_1) = 0}.
Dann gilt fir die in Satz 1.11 konstruierten Eigenwerte

)\n:sup{un(hl,...,hn,l):hjEH(jzl,...,n—l)}.

Beweis. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, sei also n > 2. Nach Konstruktion gilt
P (U1 oy Up—1) = Ay, d.h. es ist zu zeigen, dass p,(hy, ..., hy_1) < A, fir alle
hi,...,ho_1 € Hgilt. Zu hy, ..., h,_y € H definieren wir v := )" | ¢;u; mit [jv|| =1
und (v, h;) =0 fiir i = 1,...,n — 1. Dann gilt

B(v,v) = > trBuj,up) = > Nlel” <MY lei* = A
Jk=1 J=1 J=1

Ferner gilt nach Definition von p,

/J’n(hla s 7hnfl) S B(”a U) S )\n
[

Wir fassen im folgenden Satz die wichtigsten spektraltheoretischen Aussagen iiber
A zusammen. Dabei sind immer noch (V1)-(V3) vorausgesetzt.
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 9

1.13 Satz. a) Es gilt
o(A) =0,(A) ={\,:n e N} CR,

wobei N\, die in Satz 1.11 gegebene Folge ist. Die Folge (A,)nen besitzt keinen endli-
chen Haufungspunkt.

b) Fiir alle A € p(A) ist die Resolvente (A — \)~' € L(H) ein kompakter Operator.

c¢) Seien (uy)nen die in Satz 1.11 konstruierte Orthonormalfolge von Eigenvektoren.
Dann ist (up)nen €in vollstindiges Orthonormalsystem (Hilbertraumbasis) von H,
und es gilt fir alle f € H die Darstellung von f in From einer verallgemeinerten

Fourierreihe
=Y {fiunu

neN

(Konvergenz der Reihe in H) sowie || f||*> = >, cx [(f, un)|?. Fiir alle f € D(A) gilt

Af = Z)\n(f, Up)U, (Konvergenz in H)

sowie | Af|* = 3 en A un) .

d) Fir eine beliebige Funktion g: R — C definiert man den Operator g(A): H D
D(g(A)) — H durch

D(g(A)) == {f € H: Y lgO)PI(f.un)* < o0},

neN

A= g {fun)un  (f € D(g(A))).

neN

Damit ist g — g(A) der zu A gehiorige Funktionalkalkiil.

Beweis. a) Da A selbstadjungiert ist, gilt 0,(A) = 0 und o(A) = oapp(4) C R.
Sel A € 0app(A). Dann existiert eine Folge (¢n)neny € D(A) mit ||p,]] = 1 und
(A—Np, — 0in H. Damit gilt auch (A — X)¢, — 0 in V', und mit Lemma 1.9
folgt A € 0,(A). Also erhalten wir o(A) = 0,(A).

Sei nun (A, ),en die Folge von Eigenwerten aus Satz 1.11. Angenommen, es existiert
ein p € o,(A) mit p # A, fiir alle n € N. Sei w ein zu p gehoriger Eigenvektor
mit ||u|| = 1. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht sind, folgt
(u,u,) = 0 fiir alle n € N. Nach Definition von A, erhélt man p = B(u,u) > A, fiir
alle n € N im Widerspruch zu A\, — oo.

Somit gilt o(A) = {\, : n € N}. Die Aussage iiber die Haufungspunkte findet sich
in Satz 1.11.
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b) Wir wihlen A € R so, dass A—\ streng koerzitiv ist. Nach Lemma 1.6 ist dann A—
A: V' — V ein Isomorphismus. Insbesondere ist (A — A)~': V/ — V stetig. Wegen
(A=X)"' = (A—X\)"Yy und der stetigen Einbettung H < V'ist (A—\)"': H -V
stetig. Da die Identitéit id: V — H kompakt ist, ist (A — A)~! als Operator von H
nach H als Komposition eines stetigen Operators und eines kompakten Operators
selbst kompakt. Somit ist die Resolvente (A — A\)™! fiir mindestens ein A € p(A)
kompakt. Mit der Resolventengleichung

(A=N"T =A== =-mA=-N)"A-w" (\penpld)
folgt die Kompaktheit fiir alle A € p(A).

c¢) und d) sind Spezialfille des Spektralsatzes. Sei E: #(o(A)) — L(H) das zu A
gehorige PV-Mafl. Da o(A) abzéhlbar ist, gilt B(c(A)) = P(0(A)) sowie

/U(A) => g()E{A}).

neN

Dabei ist E({\}) die orthogonale Projektion auf span{u, } und damit gegeben durch
E{ANS = (f, un)un. O

1.14 Beispiele. a) Sei g(\) =1 fiir alle A € R. Dann ist

Dg(A)) = {f € H: 3| un)? < oo} = H
und g(A)f = ZnéN(f’ un)u, = f, d.h. g(A) =idp.

b) Fiir g(A) = A (A € R) erhélt man g(A) = A (inklusive Gleichheit der Definitions-
bereiche).

¢) Weitere wichtige Funktionen sind g(\) = v/A (falls alle Eigenwerte von A nicht-
negativ sind) sowie g(\) = cos(v/At) und g(\) = Mf‘(’“ fiir festes t € R. Es gilt

D(cos VAt) = D(24At) = H.

Die Bedeutung dieser beiden Funktionen liegt darin, dass die Losung des Anfangs-
wertproblems

OPu(t) + Au(t) =0 (t >0),
U|t:0 = Uo,

at”’t:o = U

gegeben ist durch u(t, -) = cos(v/At)(ug) + Sin—\/‘%Zt(ul), wie wir spéter sehen werden.
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1.15 Beispiel. a) Wir kommen zuriick auf die Situation von Beispiel 1.2, d.h. wir
betrachten einen elliptischen Operator zweiter Ordnung mit Dirichlet-Randbedingun-
gen.Wie oben erwéhnt, sind alle Voraussetzungen (V1)-(V3) erfiillt, und alle obigen
Aussagen gelten fiir dieses Beispiel. Falls G = (0,27) C R und Au = —u”, so erhélt
man die klassischen Fourierreihen.

b) In der Situation von a) betrachten wir nun (verallgemeinerte) Neumann-Rand-
bedingungen, welche (bei hinreichend glattem G) die Form

n

> vil@)aw(@)Opu(z) =0 (x € OG)

ik=1

haben, wobei v(z) = (v1(x),...,v,(x))" der duBere Normalenvektor an OG ist. Bei
diesen Randbedingungen besitzt der zugehorige Operator A den Definitionsbereich

D(A):={uec HY(G): 3f, € L*(G)Vv € H(G) : B(u,v) = (fu,v)},

und die Bilinearform B wird nun auf H'(G) x H'(G) betrachtet. Wieder sind alle
Voraussetzungen (V1)-(V3) erfiillt, und wir erhalten die Ergebnisse der Sdtze 1.10-
1.13. Man beachte, dass jetzt stets 0 € o(A) gilt, da die konstanten Funktionen in
D(A) liegen.

Im Fall von Beispiel 1.2, d.h. bei Dirichlet-Randbedingungen, lasst sich noch eine
Monotonie der Eigenwerte als Funktion des Gebietes zeigen:

1.16 Satz. In der Situation von Beispiel 1.2 seien G und G beschrinkte Gebiete
mit G C G, und seien A, bzw. /\ die jeweils n-ten Eigenwerte des Operators A.
Dann gilt )\ > A\,

Beweis. Sei eg: L2(G) — L2(@) die triviale Fortsetzung durch Null von G auf G. Fiir
u € H}(G) gilt dann u := eyu € H}(G). Denn es existiert eine Folge (@, )neny € Z2(G)
mit @, — u in HY(G), und fiir ¢, := eyp, gilt ¢, € 2(G) und ¢, — u in

H'(G). Offensichtlich gilt ||ul|z2q) = [all 25 und B(u,u) = B(u, ), wobei B
die Einschrinkung von B auf H}(G) x H}(G) bezeichne.
Damit folgt
Ay = inf {B(@,7) : & € Hy(G), [l 25 = 1}
= inf { B(eou, egtt) : & € Hy(G 3), HU||L2(G) =1}
2 inf {B(U, U) U € Hol(G), ||u||L2(G) = 1} = )\1.

Sei nun n > 2, und seien hy, ..., ho_1 € L*(G). Sei @ € L2(G) mit ]| o) = 1

und (@, hy) = -+ = (@, hy_1) = 0. Wie oben definieren wir u := eoi. Dann gilt
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12 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

|ullr2(g) = 1, und w ist orthogonal zu Ay, ..., h,_1, wobei h; € L*(G) eine beliebige
Fortsetzung von h; sei. Nimmt man das Infimum iiber alle u, so erhélt man

ljn(ﬁla ceey hn—l) Z Nn(h17 ey hn—l)‘

Mit dem Courantschen Minimax-Prinzip folgt

)\n :~ ~Sup ~ ﬁn(hla-.-,hn—l) Z sup /“Ln(hla-“,hn_l) — )\n

b) Anwendung des Spektralsatzes

Im Folgenden sei H wieder ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) und Norm |||
und A: H D D(A) — H ein selbstadjungierter Operator. In diesem Abschnitt wollen
wir den Spektralsatz anwenden, um Cauchyprobleme erster und zweiter Ordnung
zu 16sen.

In der Anwendung des Spektralsatzes ist es oft wichtig, das Spektrum zu lokalisieren,
da z.B. Funktionen wie v/ auf o(A) wohldefiniert sein sollen. (Die Werte von f auf
der Resolventenmenge haben keinen Einfluss auf das Integral.) Eine Méglichkeit der
Lokalisierung liefert folgendes Resultat:

1.17 Lemma. Man definiert den numerischen Wertebereich von A durch

W(A) == {(Az,2) : = € D(A), ||z|| = 1}

Dann gilt o(A) C W(A).

~—~—

Beweis. Falls A € 0,(A), folgt A\ € W(A). Sei also A € 0.(A). Dann ist R(A — )
nicht abgeschlossen, d.h. es existiert eine Folge (y,)nen € R(A — ) mit y, — y €
H\ R(A — \). Wir nehmen an, dass gilt:

3C >0V € D(A) : (A - Nz|| > Clz]]. (1-8)

Wir setzen in (1-8) y, = (A— A)z, mit z,, € D(A) ein und erhalten, dass (2, )neny C
H eine Cauchyfolge ist. Sei x := lim,,_, . Dann gilt (x,,y,) — (z,y), und da
A — X abgeschlossen ist, folgt = € D(A) sowie y = (A — Az, im Widerspruch zu
y & R(A— ).

Also gilt (1-8) nicht, d.h. es existiert eine Folge (2, )neny € D(A) mit ||(A—X)z,|| = 0
und ||z, || = 1. Damit gilt (A — )z, 2n) = (A2, 2,) = A = 0, d.h. A e W(A). O
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Wir betrachten nun das abstrakte (parabolische) Cauchyproblem

Owu(t) + Au(t) =0 (¢t > 0),

U\t:o = Ug

(1-9)

Man beachte fiir die Aussage des nichsten Satzes, dass D(A) mit der Graphennorm
versehen wird, ||z||pca) := v/||z]|% + | Az|%. Da A abgeschlossen ist, ist (D(A),]| -
|pcay) ein Hilbertraum. Im Folgenden sei stets E: %(0(A)) — L(H) (oder die
triviale Fortsetzung E: #(R) — L(H)) das zu A gehorige Spektralmaf.

1.18 Satz. In obiger Situation gelte zusdtzlich o(A) C [0,00). Zu ug € D(A) defi-
niert man

u(t) == e Mgy = / e MdE (N )up.
0

Dann st
ue C'([0,00), H) N C([0,00), D(A)),

und u ist eine Losung von (1-9).

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst: Fiir alle vy € H ist v(t) := e 4wy € H wohldefi-
niert und v € C([0, 00), H). Die Wohldefiniertheit folgt aus A — e=* € L>([0, 00)).
Fiir fy()\) := e+ mit h € R und f()\) := e gilt f, — f punktweise sowie
supjp<1 [[fallo < o0. Nach Satz A.10 (iv) folgt v(t + h) = fu(A)ve — f(A)vy =
v(t) (h — 0).

(ii) Nach (i) ist Au(t) = Ae Auy = e MAuy = e Aoy mit vy := Auy wohlde-
finiert, und es gilt u € C([0,00), H) sowie Au € C([0,00),H) und damit u €
C([0,00), D(A)).

(iii) Nun sei fr(A) = 3-(e ) — e sowie f(A) := —e ™. Dann gilt f, —

f (h — 0) punktweise sowie sup,<; || fnllc < 00. Nach Satz A.10 (iv) folgt wieder
fr(A)vg — f(A)v fur alle vy € H. Damit folgt mit den Eigenschaften des Funktio-
nalkalkiils fur vy := Aug

Llu(t + h) — u(t)) = /0 T R OOMEN o = fiu(A) Aug

— Fu(A)eo — F(A)o = F(A)Aug = / " FOVAEN g
= —e " Aug = —Ae ug = —Au(t) (b —0).

Dies zeigt u € C'([0,00), H) und dyu(t) = —Au(t) (t > 0). O
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14 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1.19 Korollar. Falls in der Situation von Satz 1.18 sogar ug € D(A¥) fiir ein k € N
qgilt, so gqilt fir die oben konstruierte Lisung

u € () C([0,00), D(A*)).

=0

Beweis. Fiiralle j € {0, ...k} gilt A¥Ju(t) = A Jeyy = et (A Jug), und wie
im Beweis von Satz 1.18 gesehen, folgt A*=7u € C([0,00), H). Wihlt man j = 0,
folgt insbesondere v € C([0,00), D(A¥)). Wegen du = —Au erhalten wir auch
Olu= (=1 Alu € C([0,00), D(A*7)). O

Wir betrachten nun das abstrakte (hyperbolische) Cauchyproblem zweiter Ordnung

OFu(t) + Au(t) = 0,
ule=o = uo, (1-10)

8tu|t:0 = Ux.

1.20 Satz. In obiger Situation gelte wieder o(A) C [0,00). Zu uy € D(A) und
uy; € D(VA) definiert man

u(t) := cos(vVAt)ug + (M

7 )ul (t > 0).
Dann gilt
u € C*([0,00), H) N C*([0, 0), D(\/Z)) N C([0,00), D(A)),

und u ist eine Losung von (1-10).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 1.18. Wir schreiben

Au(t) = cos(VAt) Aug + <Smi/\/__t>>Au1 = cos(VAt)vy + sin(v/At)v,

mit vy 1= Aug und vy := v Auy. Da A — cos(v/At) und A — sin(v/At) beschrinkt
sind, ist u(t) € D(A) wohldefiniert fiir alle ¢ > 0, und es gilt u € C([0, 00), D(A)).

Fiir die Ableitung von t ~ cos(v/At)ug betrachtet man analog zum obigen Beweis
die Funktion f,(\) := fh(cos(\/X(t + h)) — cos(VAt)) und f(A) := —sin(v/At).
Dann gilt wieder f;, — f punktweise und gleichméflig beschrinkt, und mit dem
Funktionalkalkiil folgt

\/Z(%(u(t +h) - “(t)» = \/th(A)\/Zuo = fn(A)vyg — f(A)vy=—-A sin(\/Zt)uo

© Robert Denk 04.02.2019



1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 15

Damit ist u € C"(]0,00), D(v/A)). Analog geht man fiir den sin-Term in der De-
finition von w(t) vor. Leitet man dies noch einmal ab, sieht man genauso, dass
u € C?(]0,00), H) gilt und dass u eine Losung von (1-10) ist. O

1.21 Korollar. Fulls in der Situation von Satz 1.20 sogar ug € D(A¥) und u; €
D(Ak*%) mit einem k € N gilt, so folgt fiir die obige Lisung

u € () C/([0,00), D(APF9)/2)),

J=0

Beweis. Dies sieht man genauso wie in Korollar 1.19 wegen

ACKD/24,(1) — cos(v/AL) AR 2y 4 (M) ACED/2y (> 0).

1 el
VA 0
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16 2. Operatorhalbgruppen

2. Operatorhalbgruppen

2.1 Worum geht’s? Wir betrachten wieder das abstrakte Cauchyproblem
Oru = Au, u(0) = uy.

Allerdings wird jetzt nicht mehr vorausgesetzt, dass der Operator A selbstadjungiert
ist, d.h. der Spektralsatz ist nicht anwendbar. In diesem Fall ist es auch sinnvoll, die-
se Gleichung in Banachrdumen zu betrachten, was in den Anwendungen manchmal
von Vorteil ist (z.B. LP-Theorie mit p # 2). Ein zentraler Begriff fiir die Behandlung
derartiger Evolutionsgleichungen ist der der Operatorhalbgruppe. Dieser fasst die
wesentlichen Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen
Fall bekannte Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewohnlichen Differentialgleichung
Yy’ = Ay mit einer konstanten Matrix A € C"*™ besitzt. Dabei werden die Halb-
gruppen, welche im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten,
nicht normstetig sein, sondern nur stark stetig.

Es zeigt sich, dass das obige Cauchyproblem genau dann wohlgestellt ist, wenn der
Operator A eine Cy-Halbgruppe erzeugt. Damit wird die Losbarkeit von Gleichungen
zuriickgefiihrt auf Eigenschaften des in der Gleichung auftretenden Operators. In
Anwendungen, in welchen etwa A ein Differentialoperator (im Ort) ist, sind diese
Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als die Losbarkeit selbst.

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

a) Generatoren von Halbgruppen

Eine Zusammenfassung einiger Bezeichnungen sowie grundlegender Begriffe und
Aussage aus der Theorie linearer Operatoren findet sich in Anhang A. Wir beginnen
mit dem zentralen Begriff der Operatorhalbgruppen.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition fiir Operatorhalbgruppen einfiihren,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n € N,
k
A e CY" und T(t) :=exp(tA) == > o, %. Es gilt
(i) T(0) =1,
(ii) T(t+s)=T()T(s) (t,s > 0) (Halbgruppeneigenschaft),
(iii) 7€ C([0,00), L(C™)).
Ferner sieht man schnell, dass A = 77(0) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn.

2.3 Bemerkung. Sei T': [0,00) — L(C"), so dass (i), (i2) und (éiz) erfiillt sind.
Dann gilt T'(t) = exp(tA) mit A = T"(0). Insbesondere gilt T" € C**((0, 00), L(C")).
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2. Operatorhalbgruppen 17

t
Um dies zu beweisen, betrachtet man V' (¢) := {T(s)ds und zeigt, dass lim o @ =

I gilt. Insbesondere ist V(t) fiir kleine ¢ invertierbar, und unter Verwendung von
T(t) = V7 (to)V(to)T(t) fiir kleines to kann man zeigen, dass u := T'(-)z die An-
fangswertaufgabe

Ou(t) — Au(t)

0 (t>0),
u(0) =z,

mit A := T"(0) 16st. Die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen besagt aber,
dass die eindeutige Losung dieser Anfangswertaufgabe als T'(t)z = exp(tA)x gegeben
ist.

Die Eigenschaften (i), (i7) und (zii) geniigen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Abbildung T": [0, 00) — L(X) wird Cy-Halbgruppe oder stark
stetige Halbgruppe genannt, falls

(i) T(0) =1,
(i) T(t+s)=T(t)T(s),
(i) T ist stark stetig, d.h. fiir alle z € X ist [0,00) — X, t — T'(t)x stetig.

Héufig schreibt man Halbgruppen auch in der Form (7'(¢)):>0

Fiir eine Cy-Halbgruppe setzen wir

T _
D::{zeX:hm (t)o — =

t—0

existiert } .

Im allgemeinen ist D # X. Wir werden spéter sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Sei T: [0,00) — L(X) eine Cy-Halbgruppe. Dann definiert man
den Generator oder Erzeuger von T als den linearen Operator A, gegeben durch
D(A) := D und
A o= fim LT =@
t—0
Falls A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (7°(t)):>0 ist, schreibt man auch oft T'(¢) =
e in Analogie zum endlich-dimensionalen Fall.

(z € D(A)).

2.6 Beispiel. (exp(tA))
A.

o mit A € C"™ ist Co-Halbgruppe auf C" mit Generator
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18 2. Operatorhalbgruppen

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere (T(t)f)(z) = f(z + ), t > 0.
Dann ist (T'(t))s>0 eine Cy - Halbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, mit Generator

A= D(4)= {f € I’(R) : d%f e LP(R)} — W (R).

Beweis. Zunéchst ist T'(t) beschrankt wegen

1) fllp = (/R If(t+w)lpdl’>p =[fly = ITOlo@r@) <1.

Bekannt ist, dass Z(R) 2 LP(R). Fur f € Z2(R) gilt

t—0

700 = £l = ([ 15+ 0) = FaPde)” < K] -sup o 1) = f@)] S50

reK
fir kompakte Intervalle K := {z +y : x € supp(f),y € [—1,+1]}. Aus Bemerkung
A2 b) und Lemma A.3 folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaf-
ten (i) und (ii) sind trivial. Damit ist 7" eine Cy-Halbgruppe auf LP(R). Sei B der
Generator von 7. Aus der Gleichheit

TS ~f _ JC+0) - ()
t t

fir f € LP(R) ergibt sich

D(B) = {f € LP(R) : nm% existiert in LP(R)} Z WYR) = D(A).

t—0

Dabei ist (x) noch zu zeigen (Ubungsaufgabe 5.1). Wegen

Bf:lim—T(t)f_f _ 4

t—0 t dx

f=Af.

folgt A = B, d.h. A erzeugt T. ]

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaufkern

6o = o (L),

Dann definiert T'(t) := Gy * f eine Cj - Halbgruppe auf L*(R™) mit Generator A = A
und D(A) = H?*(R™). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.
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2. Operatorhalbgruppen 19

b) Sei A € L(X). Dann ist

T(t) = exp(tA) := Z (tA)*

k!
k=0

eine Cp-Halbgruppe auf X mit Generator A. AuBerdem ist T gleichméBig stetig
wegen

> tA
I7() — I < 3 ” ” —exp(t]A]) — 1 =% 0.
k=1

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel 2.8 b): Sei (T'(t)) 150 €ine
Co-Halbgruppe mit Generator A : D(A) — X, so dass

IT(t) = Il cx) = 0.
Dann gilt A € L(X). Dies sicht man wie in Bemerkung 2.3 (Ubungsaufgabe 3.2).

Im Folgenden werden wir Integrale der Form fo s)ds betrachten, d.h. es wird iiber
Funktionen integriert, welche in einen Banachraum abbllden (in diesem Fall L(X)).
Der zugehorige Integralbegriff ist das Bochner-Integral, die Banachraum-wertige
Version des Lebesgue-Integrals. Im Wesentlichen bleiben alle bekannten Sétze aus
der Lebesgueschen Integrationstheorie erhalten. Wir fassen die wichtigsten Defini-
tionen und Sétze in Anhang B zusammen.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere iiber reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass stetige Funktionen auf kompakten reellen Intervallen
Bochner-integrierbar sind. Wir zeigen einige Aussagen, die spéter noch niitzlich sein
werden.

2.10 Lemma. Sei A: X D D(A) — X ein abgeschlossener linearer Operator und
fe C([O 00), X) mit f(t) € D(A) firt > 0 und Af € C([0,00),X). Dann gilt

fo s)ds € D(A) und
A/f(s)dS:/Af(S)dS (t>0).

Beweis. Sei t > 0 fest. Fiir n € N setzen wir t;, = tk (k = 0,...,n) und de-
finieren die Stufenfunktionen f,, g, durch f, = > ;_, f(tk) X(te_1,t,) 10d g, =
Y oret ALf ()X (b1 t4]- Als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [0,¢]
sind f und Af gleichméiﬁig stetig, und daher gilt f,, — f und g, — Af gleichméfig
auf dem Intervall (0,¢]. Somit folgt

/fn ds—>/f und /Otgn(s)d5—> OtAf(s)ds (n — c0)
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20 2. Operatorhalbgruppen

(Konvergenz in der Norm von X). Aufgrund der Linearitdt von A, der Definition
des Integrals iiber Stufenfunktionen und der Voraussetzung f(s) € D(A) (s > 0)
gilt [ fn(s)ds € D(A) und

A(/tfn(s)ds> :/tAfn(s)ds:/otgn(s)ds.

Da A abgeschlossen ist, erhalten wir fo s)ds € D(A) und

A(/O f(s)ds) :/OtAf(s)ds

]

2.11 Bemerkung. Die Aussage des obigen Lemmas gilt allgemeiner: Falls f €
LY(p; X) mit f(s) € D(A) und Af € L'(p; X) fiir einen abgeschlossener Operator
A, so folgt bereits [ fdu € D(A) und A( [ fdu) = [ Afdp.

2.12 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f € C([O, oo),X) heift
differenzierbar in ¢y € [0, 00) genau dann, wenn der Grenzwert

flto + hf)L — f(t) =: f'(to)

in X existiert. Man schreibt f € C’k([O, 00), X ), falls f k-mal stetig differenzierbar
ist.

lim

h—0

2.13 Bemerkung. a) Sei f € C'(]0,00), X). Dann gilt

Pfolt/f

Fir F(t fo s)ds (t > 0) gilt F € C*([0,00),X) und F’ = f.
b) Falls f € C*([0, ), X), so gilt

t
—l—/ f'(s)ds (t €10,00)).
0
2.14 Satz. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X mit Generator A : D(A) — X.
a) Fir alle x € D(A) gilt T(t)x € D(A) und
d

ZT(t)e = T(t)Az = AT(t)x (¢ = 0).
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2. Operatorhalbgruppen 21

¢
b) Fiir alle x € X gilt [ T(s)xzds € D(A) und
0
¢
Tt —z = A / T(s)zds (z € X) (2-1)
0

c) (Allerweltsformel). Sei x € X. Dann gilt x € D(A) genau dann, wenn einy € X
existiert mit

T(t)r -z = /0 T(syyds (t>0). (2:2)

In diesem Fall ist y = Ax.

Beweis. a) Sei x € D(A) und h > 0. Dann ergibt sich

T(t+ h>z —TOT 129 pyae (¢ 0).

Damit existiert auch der Grenzwert
T _
T ~ ()
h—0 h

L AT

und stimmt mit dem obigen iiberein. Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrankt-
heit folgt die Abschétzung ||T(s)||Lx) < My, s € [0,¢], fiir beliebiges ¢ > 0. Damit
folgt fiir t >0 und h <t

T(t—h)x —T(t)x x—T(h)x hso
— — T(t)Ax,

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen {iber-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

— —T(t—h)

b) Sei z € X und t > 0. Dann gilt
l<T(h) /tT(s)xds - /tT(s)a:ds) 1 /tT(s + h)xds — 1 /t T(s)xds
h 0 0 h Jo h Jo
1 t+h 1 t
= E/h T(s)xds — E/o T(s)xds

1 t+h 1 h
= E/t T(s)xds — E/o T(s)xds

b9 Tt)r —x

nach Bemerkung 2.13 a). Also gilt fot T(s)ds € D(A) und die Gleichheit (2-1).
c) Sei x € D(A). Mit der Abschétzung ||T'(s)||r(x) < My, s € [0, 1], folgt

T(h)xr —x ho

T(s) h — T(s)Ax gleichmaBig fur s € [0, 1],
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22 2. Operatorhalbgruppen

was schliefSlich

. T(h)y—1 (* L T(hye—z, [
ilzl—%T/o T(s)xds = ;lzli% i T(S)Tds —/O T(s)Axds

impliziert.

Nun gelte (2-2). Es folgt

 Tx—a . 4 [ B B
lim ———— =lim i T(s)yds =T0)y =y
und damit z € D(A) sowie Ax = y. O

2.15 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X. Dann existieren M > 1 und w € R
so, dass qilt
IT(®) o < Mexp(t) (> 0). (29

Hierzu zunichst

2.16 Definition. Sei 7" eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X.
a) Die Zahl

w(T) := inf{w € R: Es existiert ein M, > 1 so, dass (2-3) gilt}

heifit die Wachstumsschranke von T.
b) Falls die Abschétzung (2-3) mit w = 0 gilt, so heifit 7" beschrankt.

c¢) Falls die Abschétzung (2-3) mit w = 0 und M = 1 gilt, so heiBt T eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschétzung (2-3) mit w < 0 gilt, so heifit T ezponentiell stabil.

Beweis von Lemma 2.15. Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit folgt
|T(t)||rxy < M fiir t € [0,1], setze w = logM. Fiir t € [0,00) und m € N mit
t<m<t+1gilt
t\™ t||™
s = [r(2) < (I 230 0 < st
m m

]

2.17 Satz. Der Generator A : D(A) — X einer Cy - Halbgruppe T auf X ist
ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die Cy-Halbgruppe T eindeutig
bestimmt.
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Beweis. Abgeschlossenheit: Seien (xy)reny C D(A) mit zp — 2 und Az — y in X.
Nach Satz 2.14 b) gilt

t
T(t)xy — xp = / T(s)Azgds.
0

Die gleichméBige Konvergenz von T'(s)Azy in [0, ] impliziert

Tt)r —x= /Ot T(s)yds.

Mit der Allerweltsformel folgt € D(A) und Az = y.
Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung 2.13 a) gilt fiir z € X,
¢
D(A) > Z/ T(s)xds i
0

Eindeutigkeit von T: Seien S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, x €
D(A), und t > 0. Setze

u(s) :=T(s)S(t — s)x 0<s<t.

Dann folgt
du(s)
ds
Nach Bemerkung 2.13 b) ist u konstant auf [0, ], also

= AT (s)S(t — s)x +T(s)(—A)S(t — s)z = 0.

T(t)x =u(t) =u(0) = S({t)r (t>0,z€ D(A)),

d.h.esgilt T=S5. O

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zuriickkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die urspriingliche Motivation fiir die Einfithrung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Losung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunachst folgende

2.18 Definition. Sei A : X D D(A) — X ein abgeschlossener Operator mit
D(A) = X. Das Cauchyproblem

ou—Au = 0, t>0,
(CP) { u(0) = =

heifit (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Losung existiert, d.h. fiir alle x € D(A) existiert
genau eine Losung u € C'([0, 00), X) von (CP) mit u(t) € D(A) (t > 0).
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(ii) w stetig von den Daten abhéngt, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Konstante
Cy > 0 mit ||u(t)]] < Cyl|z|| (z € D(A)).

2.19 Satz. Sei A : X D D(A) — X abgeschlossen mit D(A) = X. Das Cauchy-
problem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer Cy-Halbgruppe
T auf X ist.

Beweis. (i) Sei A Generator der Cy-Halbgruppe T', und sei z € D(A). Wir setzen
u(t) == T(t)z. Nach Satz 2.14 a) ist u € C'([0,00),X) Loésung von (CP), u(t) €
D(A) (t > 0) und u(t) 28 ¢ € X. AuBerdem stellt Lemma 2.15 fiir ¢ > 0 sicher,

dass
[u@®)|| = T (t)z| < M exp(wt)|zl],

d.h. u héngt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Losung von (CP), x € D(A), und
t > 0. Wir setzen
w(s) =T (s)v(t—s) (0<s<t).

dw(s)

7o~ = 0 und daher w = const. Dies impliziert

Wie im Beweis von Satz 2.17 folgt

Tt)r =w(t) =w(0)=v(t) (t>0,2ec D(A)).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei x € D(A). Diesmal setzen wir T'(t)x = u(t,x),
wobei u(-, ) die eindeutige Losung von (CP) zum Anfangswert x sei. Aus (ii) folgt

T(t) € L(X), t > 0. Klar sind die Eigenschaften T(0) = I sowie T'(t)x 28 2, dh
T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s,t > 0. Man
beachte, dass u(t+s, z) und u (¢, u(s, z)) beides Lésungen von (CP) zum Anfangswert
u(s, x) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

u(t + s,x) = u(t, u(s,z)),
was zeigt, dass
T+ s)z =u(t+s,z) =u(t,u(s,z)) =Tt)u(s,z) = T(t)T(s)z.

Damit ist 7" eine Cy - Halbgruppe. Sei B der Generator von T'. Fiir x € D(A) erhilt
man
Au(t, z) = du(t,z) =3 y = 0u(0,z) € X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit
Ax =y = 9u(0,z) = T'(0)x.

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bz iibereinstimmt folgt also x € D(B) und

Az = Bz fir x € D(A). Sei umgekehrt z € D(B). Wegen D(A) = X koénnen
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wir (xg)gen € D(A) wihlen mit z;, — x. Da T'(s)zr = u(s, zx) sowie AT (s)zy =
Au(s,zr) = u'(s, z) stetig sind, folgt mit Lemma 2.10

t t ¢
A/ T(s)xpds = / AT (s)xpds = / u' (s, xp)ds = T(t)xy — oy, oy T(t)xr —x
0 0 0
und wegen Abgeschlossenheit von A, dass fot T(s)zds € D(A) sowie

1 [ T(t)x —
A;/T(s)xds:w, t>0.
0

Da die rechte Seite fiir t — 0 gegen Bz konvergiert, sehen wir unter erneuter Aus-
nutzung der Abgeschlossenheit von A, dass

t
x = lim l/ T(s)xds € D(A).
0
Somit haben wir D(A) = D(B) und deshalb A = B. O

Mit Satz 2.19 reduziert sich das Losen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme kénnen mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden spéter bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzufiihren ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

du(t) — Au(t) = f(t) (> 0)
(ICP) { u(0) = x.

Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Losung

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s,u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u-V)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fizpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Losung nach sich, d.h. es existiert
ein 7> 0 und ein u : [0,7) — X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne 16st.
Wir méchten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Losung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

u — Au = |ul®

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Losung in LP(Q2) fiir gewisse Werte von p
und o existiert.
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b) Die Sitze von Hille-Yosida und von Lumer-Phillips

Um zu zeigen, dass ein Operator der Generator einer Cy-Halbgruppe ist, gibt es
zwel wesentliche Sétze: den Satz von Hille-Yosida (und seine Varianten) und den
Satz von Lumer-Phillips.

2.20 Bemerkung. Sei A € R. Dann sind &dquivalent:

(T ) ist Co-Halbgruppe auf X mit Generator A und w(7T") = wy.

exp(—At)T'(t) ) 10 ist Co-Halbgruppe auf X mit Generator A — AI und
w(exp( A)T) =wo— A

2.21 Satz (Satz von Hille-Yosida; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Fir einen linea-
ren Operator A : X D D(A) — X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist der Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe T auf X .
(ii) Es gilt D(A) = X, (0,00) C p(A) und |[AN(A—A) " rx) < 1 fir X > 0.

In diesem Fall gilt

(A= A)! = /0 " exp(—As)T(s)ds (A > 0). (2-4)

2.22 Bemerkung. a) Die rechte Seite von (2-4) ist gerade die (vektorwertige)
Laplace-Transformation von 7T, welche somit die Verbindung zwischen der Halb-
gruppe und der Resolvente des Operators A herstellt.

b) Die rechte Seite von (2-4) ist holomorph im Gebiet {A € C: Re A > 0} und kann
dort durch gz~ abgeschétzt werden. Da die Resolvente eines Operators am Rand der
Resolventenmenge in der Operatornorm unbeschrénkt wird, folgt aus der Gleichheit
(2-4) und der Holomorphie, dass p(A) D {A € C: Re X > 0} und dass fur alle recC
mit Re A > 0 die Gleichheit (2-4) sowie die Abschitzung [[(A — A)7"|| < g5 gilt.

Beweis von Satz 2.21, (i) = (ii) . Nach Bemerkung 2.20 generiert A — I die Cj -
Halbgruppe (exp(—/\t )T'( t)) fiir festes A > 0. Aus Satz 2.14 folgt

exp(—=A)T(t)r —x=(A—-N) /t exp(—As)T'(s)xds, falls z € X (2-5)
und

exp(—A\)T(t)x —x = /Ot exp(—As)T'(s)(A — Nads, falls x € D(A)  (2-6)
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Es gilt
/ llexp(=As)T'(s)x| ds < / exp(—As)ds||z| < @ (2-7)
0 0

Somit existiert das Integral [;° exp(—As)T'(s)ds. Weiterhin erhélt man

H /000 exp(—As)T(s)xds — /Ot exp(—)\s)T(s)zdsH
_ /0 T Nty () exp(—As) || T (s)z| ds
< [ xum@en-rgaslal o

wobei im letzten Schritt der Satz von Lebesgue angewendet wurde. Die Abgeschlos-
senheit von A und ¢ — oo liefern dann in (2-5) bzw. (2-6),

r=(A—A) /000 exp(—As)T(s)xds =: (A — A) RNz (z € X),
r=RANA\—-Az, (xe€DA).

Folglich ist (A—A) : D(A) — X beschréinkt und bijektiv. Nach dem Satz der stetigen
Inversen gilt A € p(A) und

M—Ay‘_RMy_/ exp(—\s)T(s)ds,
0
und schliefllich impliziert (2-7)

AN =AMy =1 (A>0).

]

Um der Idee von Yosida zu folgen bendtigen wir eine Folge von beschrankten Ope-
ratoren die in einem gewissen Sinne gegen A konvergiert. Hierzu hilft das

2.23 Lemma (Yosida-Approximation). Sei A: D(A) — X mit D(A) = X gegeben,
und seien w € R, M > 0 so, dass [w,00) C p(A) und [[AA—A) " |px) < M, A > w.
Dann gilt

() MA—A) 22 (z e X),
(il) M= A) "z =AA— A) Az 2F Az (x € D(A)).

Beweis. Ubungsaufgabe. m
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Beweis von Satz 2.21 (ii) = (1). Lemma 2.23 (ii) motiviert die Approximation von
exp(tA) durch

(exp(tAr)) ey Ar=kA(k— A =K (k- A~ — kL

Dann gilt Ay € L(X),k € Nund Az — Az in X fiir + € D(A). Nach Beispiel 2.8
b) ist

Ti(t) = Z (til:>n

fiir alle k& € N eine Cy-Halbgruppe auf X. Weiterhin gilt A, A,, = A,,Ai, womit

1. Schritt: Definition der Halbgruppe. Obiges T}, ist kontraktiv fiir alle k£ € N,
denn

T(t) = exp(tAy) = exp(—kt) exp(tk*(k — A)~"),

also
| exp(tA)||r(x) < exp(—tk) exp(tk”k(k — A)_lH) < 1.

Fiir € D(A) gilt nun T} (-)z € C*([0, 00), X). Mit Bemerkung 2.13 b) folgt

d

Ti()x — T, (t)r = /0 E(Tm(t — 5)Ti(s)x)ds

t
= [ Tult = T(s) (A~ Ap)ads,
0
d.h.
| Te(t)z — Tu(t)z|| < t]|(Ax — Ap)z||, >0, (2-8)
was bedeutet, dass Tj(t)x eine Cauchyfolge ist. Deshalb konnen wir 7" definieren als

T(t)x == lim Ty(t)x , r e D(A),t>0. (2-9)

k—o0

2. Schritt: T ist Cy-Kontraktionshalbgruppe. Wegen ||T}|5x) < 1 und (2-7)
sind die Voraussetzungen von Bemerkung A.2 erfiillt, d.h. (2-9) gilt nicht nur fir
x € D(A), sondern fiir alle z € X und man hat ||7(¢)||z(x) < 1. Klar ist T'(0) = I.
Als néchstes ist

T+ s)x = klim Ti(t + s)x
— 00
= klim T (t)Ti(s)x = T(t)T(s)x,
—00

wobei die letzte Gleichheit gilt wegen

1T (t)Ti(s)x = T ()T (s)zl| = | T () T (s)x — Ti(t)T(s)x + Ti(t)T(s)z — T(1)T(s)x]|
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< NTu(8) T (s)z — Th(8) T (s) ||
+ | TK(8) T (s)x — T(@)T(s)z|]
— 0.

Was die starke Stetigkeit angeht, nehme 2 € D(A). Dann gilt unter erneuter Benut-
zung von Satz 2.14

Tt —x= ]}gilo(Tk(t)x — 1)

¢
= lim Tk(s)Akxds:/ T(s)Axds. (2-10)
0

k—o0 0

Also folgt T'(t)r — x fiir alle x € D(A), was sich nach Bemerkung A.2 wegen
T ()| <1 iibertriagt auf T'(t)z — = fir alle x € X.

3. Schritt: A generiert T'. Sei B der Generator von T. Mit der Allerweltsformel
folgt
D(A) c D(B) und Az = Bx (xz € D(A)).

Nach Voraussetzung ist 1 € p(A), die Richtung (i) = (¢i) des Beweises besagt aber,
dass auch 1 € p(B) gilt. Damit folgt A = B. O

2.24 Beispiele. (a) Schrodinger - Halbgruppe auf L*(R™).
Betrachte das zur Schrodingergleichung gehorige Resolventenproblem
(A —iA)u(z) = f(x) , r €R™ f € L*(R™). (2-11)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum .#”/(R™) der temperier-
ten Distributionen ist, ist die obige Gleichung dquivalent zur Gleichung

(A+ileP)aE) = f&), €eR*,  feL*R). (2-12)

Als Losungsansatz fiir u wéhle

1 .
=F M=F " |+—0 e L*(R").
Man benutzt die Abschétzungen
1 1 1
. S R = 1 A > 07
‘)\+Z|f|2 [Re{X+il¢]2}] A
P 2
‘ IE K,
A+ ‘Im{A—i—z]fP}‘
und die Plancherelsche Formel, um
ful = < 1202 W72 -y g (213)
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liulls = ||~ - [a

o < Ml A>0, (2-14)

zu erhalten. Klar ist, dass 4 eindeutige Losung von (2-12) in L*(R™) ist, d.h. wegen
der Unitaritidt von .Z ist also u eindeutige Losung von (2-11) in L*(R"). Als L*(R™)
- Realisierung des Schrodingeroperators definiere A u := iAu mit
D(4,) = {veL*®"): 7 'gPo e L3R}

- {v e LAR") : Av € LQ(R")}

= H*R").
SR <L L2(R?) und #(R") C D(A,) implizieren D(A,) <% L2(R"), also ist A,
dicht definiert.

Weiterhin setzen wir R(\)f := uy, wobei uy die Losung zu (2-11) mit rechter Seite
f bezeichnet. Aus (2-14) folgt fiir A > 0, dass R()\) : L*(R") — D(A,) und wir
erhalten

(A—iA)RO)f = (= id)uy = f € LA(R"),

sowie

: _ 1 :
R()\)()\ — ZA)’U = U(,\,iA)U =7 ! |:TZ|§‘2:| ﬂ()\ — ZA)U = .
— R\ =(\— A", A> 0.
Mit (2-13) folgt ferner (0,00) C p(As), sowie
AN = A) 7 fll2 = AR fll2 = [Augllz < [Ifll2, A >0, f € L*(R").

Nach Theorem 2.21 generiert A, also eine C - Kontraktionshalbgruppe auf L?(R").
Diese ist gegeben durch

exp(tAs) = F exp(il¢’t).F t>0.

b) Wirmeleitungs - Halbgruppe auf L?(R™).

Das zugehorige Resolventenproblem lautet

(A= Au(z) = f(z), xeR" feLl’*R"Y,
EL (At [eP)ale) = f(€) . EeR"fe LARY).
Setze u = F~! [le} . Analog zu (a) folgt, dass A eine Cy - Kontraktionshalb-

gruppe (exp(tA)) 1> auf L?(R™) generiert, die gegeben ist durch
exp(tA) = F ! exp(—t|§]2)ﬂ
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Speziell fiir Hilbertrdume gibt es ein in Anwendungen sehr niitzliches Kriterium fiir
die Erzeugung einer Cy-Halbgruppe, den Satz von Lumer-Phillips. Der entscheidende
Begriff dafiir ist der des dissipativen Operators.

2.25 Definition. Seien X ein Hilbertraum und A : X D D(A) — X ein linearer
Operator. A heifit dissipativ, falls gilt:

Re(Az,z) <0 (z € D(A)).

2.26 Bemerkung. Sei X ein Hilbertraum und A: X D D(A) — X ein dissipativer
Operator. Dann gilt

IA = A)zl| = Alz|| - (z € D(A), A > 0).
Denn fiir z € D(A) mit ||| =1 und A > 0 gilt mit dem Satz von Riesz

|(A = A)z| = sup
ks

> Re(z, (A — A)x) = A — Re(Azx, z) > A

(A= A))| = sup [{y, (A = A)z)| > |(z,(A — A)z)]

2.27 Satz (Satz von Lumer-Phillips). Sei X ein Hilbertraum und A : X D D(A) —
X linear. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein A\g > 0 mit R(A—Xp) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe.

Beweis. (i)=-(ii). (a) Wir zeigen zunéchst, dass A abschliefbar ist, d.h. dass der
Abschluss des Graphen von A selbst wieder der Graph eines Operators ist (welcher
dann Abschluss A von A genannt wird). Dazu ist zu zeigen: Falls (z3)reny C D(A)
eine Folge mit x;, — 0 und Axy, — vy ist, so gilt y = 0.

Seien (xy), y wie oben, A > 0 und w € D(A). Dann folgt aus der Dissipativitit und
Bemerkung 2.26

Q)
IAA = A)zy + (A= A)w|| > M| Azg + w||.

Fir £ — oo erhalt man
A
[=vs (1-5) ] =t

und fiir A — oo ergibt sich

=y +wl=wl,  weD(A).
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Wegen D(A) = X wihle (wg)reny C D(A) mit wy, — y. Damit ist
0= lim [ly —wl| > lim [lwg| = [[yl;
—00 k—o0

also y = 0.

(b) Wir zeigen, dass \g € p(A) gilt. Mit A ist offensichtlich auch A dissipativ und
damit (Bemerkung 2.26) ist \g — A injektiv. Da A C A gilt, \y — A: D(A) — X
surjektiv und \g — A: D(A) — X injektiv ist, folgt bereits D(A) = D(A), d.h.
A = A. Somit ist \g — A: D(A) — X bijektiv und abgeschlossen, und nach dem
Satz vom stetigen Inversen ist (A\g — A)~! stetig. Somit ist Ay € p(A).

(c) Wir zeigen (0,00) C p(A). Die Menge p(A) N (0,00) ist nichtleer und relativ
offen in (0, 00). Sei A € (0, 00) ein Haufungspunkt von p(A) N (0, 00). Dann existiert
eine Folge (Ag)ken C (0,00) N p(A) mit A, — A > 0. Wegen

o=\ = (=5 Aeo@} . nepa)
folgt fiir den Spektralradius r((x — A)™) :== max{|A| : A € o((n — A)7') }, dass
Ty 1
(e =A)7) = dist (p, o(A4))
Somit gilt
: 1 —1-1
it (e () = 7y = I = 40 Lty

Dies bedeutet A € p(A). Damit ist die Menge (0, 00) N p(A) auch relativ abgeschlos-
sen. Da (0, c0) zusammenhéngend ist, erhalten wir (0,00) C p(A).

(d) Da A dissipativ ist, folgt aus Bemerkung 2.26 die Ungleichung
A= A) a0 < o)l (@€ XA >0)
Aus dem Theorem 2.21 von Hille-Yosida folgt (ii).

(ii)=(i). Wir verwenden die Yosida-Approximation kA(k—A) 'z = k*(k—A) 'z —
kx — Az (k — oo, x € D(A)) und erhalten fiir x € D(A) die Abschétzung

Re(Az,z) = klim Re((k*(k — A)"'w — kx, )
—00

— lim Re ((k*(k — A) "'z, z) — k||z|?)
k—o00
< lim sup k:(||k‘(k’ — A) x| [=]| - ||I||2) <0
k—ro0

wobei im letzten Schritt der Satz von Hille-Yosida angewendet wurde, nach welchem
15(k — A)~af| < [l gilt. O
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2.28 Bemerkung. Wir haben den Satz von Lumer-Phillips nur fiir Hilbertrdume
formuliert, da er in diesem Fall am h&ufigsten anwendbar ist. Der Satz gilt aber in
gleicher Weise in Banachridumen, falls man den Begriff der Dissipativitat entspre-
chend verallgemeinert: Ein Operator A: X D D(A) — X in einem Banachraum
X heiBt dissipativ, falls fir jedes © € D(A) ein Funktional ¢, € X’ existiert mit
lozll% = l|z]]? = ¢v(x) und Rep,(Ax) < 0. (Im Hilbertraum-Fall ist ¢, = (z,-)
ein solches Funktional.)

2.29 Bemerkung. Wegen ‘ﬁw} < ﬁ fiir alle A € R\ {0}, gilt fiir den Schrodin-

geroperator Ag = 1A die Ungleichung
IMNA = A9 lpe@e <1 (A € RA{0}),

d.h. auch —A, erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L?*(R™). Man spricht
insgesamt von der Schridingergruppe

(exp(iAt))ier C L(L*(R™)).
Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp (iA(t+s)) = exp(iAt) exp(iAs) (s,t € R).

Bemerkung 2.29 motiviert die folgende allgemeine Definition.

2.30 Definition. Eine stark stetige Abbildung 7: R — L(X) mit

(i) T(0) =1,
(i) T(s+t)=T(s)T(t), tseR,

heifit Cy-Gruppe auf X.

2.31 Satz (Hille-Yosida fiir Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A) — X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A generiert eine Cy-Kontraktionsgruppe auf X,
(ii) A und —A generieren Cy-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iii) D(A) = X, R\ {0} C p(A) und [AA = A) Vo) < 1, A € R\ {0},

Beweis. Klar sind (ii) < (i74) nach Theorem 2.21 sowie (i) = (i7) nach Definiti-
on 2.30. Es bleibt (i) = (i) zu zeigen. Definiere dazu

| T(t) t>0,
() = { T_+(—t) (<0,

wobei T von £A generiert werden. Sind (7} ); und (7-), die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem 2.21, dann gilt Ax(—A),, = (—A),Ar und somit auch
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(TO)e(T ) = (T2)(Ty)g. Fiir k,m — oo erhdlt man T (6)T_(t) = T_ ()T (t).
Setze nun

S(t) =Ty () T-(¢) , t>0.
Dann gilt S(0) = I und (S(t))tzo C L(X). Fiir die Ableitung ergibt sich
%S(t)x = AT, () T-(t)xr — AT, ()T-(t)x =0 (x € D(A)).

Aus Bemerkung 2.13 b) folgt S(t)x = S(0)xr = = (t > 0,2 € D(A)) und nach
Bemerkung A.2 b) weiter S = I. Damit existiert 7, (¢)~! und ist gegeben durch
T_(t).
Seien t,s € R mit £ > 0, s < 0 und 0.B.d.A. t + s > 0. Dann gilt
T(t + )T () T(s) ™) = Ty (t + )T+ (6) T (—s))
STyt )T ()T () = 1

und damit
T(t+s)=T)T(s) (t,s€R).

Weiterhin ist in t, > 0 die Gruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt. O

2.32 Bemerkung. Da %IEP singulér ist fiir A < 0, generiert A keine Cy-Gruppe
auf L?(R").

Aus Bemerkung 2.20 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Um-
gekehrt erhélt man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschrinkte Cy - Halb-
gruppe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

2.33 Satz (Satz von Hille-Yosida, allgemeine Form). Seien A : X D D(A) — X
linear, w € R und M > 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist Generator einer Co-Halbgruppe T mit | T(t)||r(x) < M exp(wt) (t > 0).

(i) Fs gilt D(A) = X, (w,00) C p(A) und
A= w)* A= A) ¥y <M (A >w,keN).

Beweis. O.B.d.A. setzen wir w = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung 2.20 moglich.

» (i) = (i1)“: Nach Voraussetzung gilt ||T'(¢)||rx) < M fiir alle ¢ > 0. Wir definieren
uns eine neue Norm durch

ll#|l| :==sup [T(s)z|| ,  z€X.
s>0
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Fiir diese gelten die Abschitzungen
[l < ]} < Ml @€ X,
T @l = sup [T+ s)zlf < [ll=llf , =€ X2=0.
Also ist T kontraktiv auf (X, ||| - |||). Nach Theorem 2.21 folgt schliefilich

A=Azl <zl . 2 € X,A>0,
= [N =A) Tl < lz]] . 2€X,A>0keN,
= N -A) | < Mzl ,  zeX,A>0keN

»(11) = (1)“: Voraussetzung ist |\*(A — A)7™||x) < M, X > 0,k € N. Auch hier
definiert man sich fiir u > 0,

2]l = sup |u (= A)F2l . zeX.
keN

Es gilt das Umnormierungslemma:

(1) ezl < llzfl, < Mllz]], =€ X,

2) Npp =) el <zl 2 € X,

(3) IMA=A) "2l < 2l zeX,0<A<p,

4) INO=A) 2| <zl € X,0< A<, k€N,
B) zlly < llzfl,, zeX,0<A< p

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Ubungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung
A=A (=A== NA-A) " (p—-A4)"
folgt fiir x € X,
(A= A) = (= A= A) (= A+ (- A)

Damit erhélt man

_ W= A _ 1

I =A) el < ——=ll = A allu + =[],
I u

und somit

(1—“—”) - A el < el = )
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Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

llz|l| := sup [|lz]|,, z€X.
n>0

Es ist einfach einzusehen, dass
]| < [[lzll] < Mlz]], =€ X.
und man erhélt

A = A)~ af[| = sup []A(A = A) 'z,
u>0

- max{ sup A — A) "zl sup AN — A) 7z, }
0<)\§/L\ ~"~ 4 p<A ~~ o
<Nzl <=l <IAA=A) "Lz | [z <[z A<l []]]

<|lzlll, =€ X,A>0.

Bei der Abschétzung des 0 < A < p - Supremums wurde (3), und fiir 4 < X erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem 2.21 generiert A eine Cy - Kontraktions-
halbgruppe auf (X, ||| -|||), damit auch eine Cy - Halbgruppe auf (X, || - ||) und man
hat

lexp(tA)z]| < [[|exp(tA)z|]| < [[[«]l| < Mlz]|, 2z e X, t>0.

]

2.34 Bemerkung. a) Entsprechend zu Satz 2.31 gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz 2.33 auch fiir Cy-Gruppen.

b) Aus Satz 2.33 folgt insbesondere, dass fiir zwei Generatoren A und B von Cy-
Halbgruppen mit A C B bereits A = B folgt. Denn fiir hinreichend grofles A > 0
gilt A € p(A) N p(B), und damit kann B keine echte Fortsetzung von A sein.
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3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher
Funktionalkalkiil

3.1 Worum geht’s? In einer Reihe von Beispielen, insbesondere in der parabo-
lischen Theorie, hat man nicht nur eine Cy-Halbgruppe, sondern sogar eine holo-
morphe Halbgruppe. Dabei handelt es sich um die Holomorphie einer Banachraum-
wertigen Abbildung (némlich in den Banachraum der beschrankten linearen Opera-
toren). Beschrénkte holomorphe Halbgruppen sind durch Abschétzungen der Resol-
vente charakterisiert.

Holomorphe Halbgruppen besitzen eine Glattungseigenschaft. Fiir derartige Proble-
me lédsst sich die klassische Losbarkeit beweisen, wobei fiir inhomogene Probleme
die Variation der Konstanten verwendet wird, welche schon aus dem endlichdimen-
sionalen Fall bekannt ist.

Zunichst miissen in diesem Abschnitt einige Grundlagen iiber holomorphe Banachraum-
wertige Funktionen bereitgestellt werden. Insbesondere wird der Dunford-Kalkiil
diskutiert, welcher etwa auch fiir die Spektraltheorie in Banachrdumen wesentlich
ist.

a) Holomorpher Funktionalkalkiil fiir sektorielle Operatoren
Im folgenden sei stets X ein komplexer Banachraum.

3.2 Bemerkung. Sei X ein Banachraum, G C C offen und f : G — L(X). Aqui-
valent sind

(i) f:G — L(X) ist holomorph (d.h. in G komplex differenzierbar),
(i) fur jedes z € X ist f(-)x : G — X holomorph,

(iii) fiir jedes z € X und jedes 2’ € X" ist (f(-)z,2) : G — C holomorph.

Dies sieht man unter Verwendung der Cauchy-Integralformel und des Prinzips der
gleichméfBigen Beschrinktheit. Wir schreiben im Folgenden 57 (G; X) fiir die Menge
aller in G holomorphen X-wertigen Funktionen und J#(G) := (G, C).

Fiir holomorphe Banachraumwertige Funktionen gelten die bekannten Sétze der
Funktionentheorie. So gilt zum Beispiel der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-
Integralformel

fe)ind, () = o [ fw)de (2 € GARM)

21 wW— 2
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38 3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil

fir G C C offen, f € (G; X) und ~ ein nullhomologer Zyklus in G.

3.3 Definition. Eine Cj-Halbgruppe T auf dem Banachraum X heifit beschrdinkte
holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel p € (0,7/2], falls T': [0,00) — L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf

¥, = {z e C\ {0} : |arg(2)| < go}
besitzt, so dass fiir alle ¢ € (0, ¢) ein My existiert mit

1T ()|l < Mg, z € Xg.

3.4 Lemma. Sei T beschrankte holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel .
(i) Es gilt T(z1 + 20) = T(21)T(22) (21,22 € Xy).
(i) Es gilt fur alle p < ¢ die Gleichheit lim T(z)z =z (v € X).

E@BZ—)O
(iii) Fir ¢ < ¢ existiert der Limes
T(h)x —
i L=
£53h—0 h

genau dann, wenn x € D(A). In diesem Fall stimmt dieser Limes mit Az iberein.

Beweis. Ubung. [

3.5 Definition (beschrankter Dunford-Kalkiil, holomorpher Funktionalkalkiil). Sei
Q2 C C ein beschréinktes Gebiet und A € L(X) mit 0(A) C Q. Sei +y eine geschlossene
Kurve in C, welche o(A) einschlieBt. Zu f € J#(Q2) definiere

!
Comi

£(4) / SO — A) A,

3.6 Satz. In der Situation von Definition 7.11 ist f — f(A), H(Q) — L(X) ein
Algebren-Homomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung mit

(f9)(A) = f(A)g(A) (f,9 € H(2)).

Beweis. Wegen supycr(,) | f(A)] < 0o ist f(A) € L(X) wohldefiniert. Die Linearitét
von f— f(A) ist klar.
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Seien f,g € () und seien 71,7, zwei Kurven in Q, welche o(A) einschliefien, so
dass 1 im Inneren von v, liegt. Dann gilt unter Verwendung der Resolventenglei-
chung (Bemerkung A.7)

s = (5) (] SO0 A7) ([ = ) 1)
I

<2m /%/72 Ng(p) A = A) " — A) " dpdA
:<271m /7/7 LAQ(AM (A =A)" = (u— A) ] dpdA

Hierbei ist

(2i 2// (A — A)LdudA
_ %/ / FOVOL — A)~1d

1
- — — A)"ldx
= / )

da ind,,(A) =1 fiir A € R(y) gilt. Mit ind,, (1) = 0 fiir p € R(y2) folgt analog

T, = (%)2/ﬂ 5 % (n— A) tdupd\ = 0.

3.7 Bemerkung. In der Situation von Definition 7.11 sei f(z) =1 (2 € G). Dann
gilt f(A) = idy, d.h.

1
=_— — A)tdA.
1dX o ()\ ) d\

Fiir f(z) = z (z € G) erhélt man f(A) = A, d.h.

A= [ap—a)an

271 ~

Der Beweis verwendet die sogenannte Riesz-Projektion und ist in Anhang E aus-
gefithrt (Lemma E.3 und Lemma E.4). Mit Satz 7.12 erhélt man, dass fiir Polynome
p der Operator p(A) (definiert iiber den Funktionalkalkiil) mit der iiblichen Defini-
tion iibereinstimmt.
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Nun ist es das Ziel, auch fiir unbeschréinkte Operatoren einen Funktionalkalkiil zu
entwickeln. Dabei werden sektorielle Operatoren betrachtet.

3.8 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer abgeschlossener Operator mit
D(A) = X. Dann heiit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A) D X,
und

sup A — A) 7| px) < oo
AES,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heifit

pa=sup{p: p(A) D Xy, sup AN — A) |z < oo}
AES,
der spektrale Winkel von A.

3.9 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator in X mit spektralem Winkel @ 4. Zu
e > 0 definiere
A= (A—-e)(1—-cA)™"

a) Es gilt A. € L(X), und A. ist invertierbar mit A;' = Ay ..

b) Es gilt p(A:) D Xy, und fir A € ¥, ist

PA

1— &2 ()\+5 >—1+ €

A—A) = — :
( ) (I+eA)?2\1+eA 1+eA

c) Fir alle ¢ € (0,p4) existiert eine Konstante C' = C(p), welche nicht von
abhdngt, mait
INA—A)H <C (AeD,, e>0).

d) Fiir e — 0 erhdlt man (A — A.)™' — (A= A7 in L(X) und A.x — Az (v €
D(A)).
Beweis. a) und b): Man verwendet die Identitét

a(A+B)(A+7) " =a+a(B-y)(A+7)"

und erhalt

U TP B RO T

9 9

und damit

r-a= S (a- 5 (a-2)
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sowie

(A= A € <A—1>(A 5+)\>1

:a)\+1 € e+ 1
€ e —1 e+ A\ 1!
- - 5
eA+1  (ed+1)2 ex+1

¢) Sei [AA=A)"Y| <M (XeX,). Dann folgt unter Verwendung der Darstellung
in b) die Abschéitzung

1—¢&? 1—|—€)\}+‘ 5 ‘

14+eX)? A+e L+eA
M(1—¢e?) N 1

T+eX-1+5 1+

= 47 < v

1

RY

Da ¢ < m, existiert eine Konstante K, so, dass fiir alle y € X, die Abschitzung
|1+ p| > K, gilt. Angewendet auf y = e\, p = £ € X, bzw. u = é € X, erhalt
man

1 [M 1 } C

[0 = A7 < o [+ ] = o
R n

+
KK,

d) Die Konvergenz der Resolventen sieht man an der Darstellung in b). Fiir die
Konvergenz von A.x verwende

Acx — Ar = —e(1 —cA) 'z (z € D(A)).

Wegen [le(1 —eA) || =[|(2 — A)7!|| < Ce folgt Acx — A, (z € D(A)). O

Wir wollen zu einem sektoriellen Operator A die Funktion f(A) durch einen Dunford-
Kalkiil definieren. Da nun {iber einen unendlich langen Weg integriert werden muss,
muss man die Menge der Funktionen einschréanken. Beachte in folgender Definition,
dass C\ S, = {A € C\ {0} : |arg\| > ¢} = —%, .

3.10 Definition. Sei p € (0,7]. Zu a, 3 € Rund f € #(C\ X,) definiere
1117 5 := sup{[A®f(N)] : A € C\E, [A] < 1} +sup{[AT7f(A)] - A € C\E,, [A] > 1}

Man setzt o o
Haps(C\Ey) :={f € H(C\Zy) : || fll75 < o0}

und

H(C\T,) = | Has(C\T,).

a,3<0
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3.11 Satz (Ein Dunford-Kalkiil fiir sektorielle Operatoren). Sei A ein sektorieller
Operator mit spektralem Winkel pa, und sei ¢ < pa. Fiziere ¥ € (p,pa) und
betrachte die Kurve

Yo i={re ™ 00> >0 U {re” : 0 <r < oo}
Dann definiert

1

o

£(A) /’ﬂ»@—AVWA<fe%ﬂC\Em

einen Algebren-Homomorphismus ®4: f — f(A), s4(C\ X,) — L(X). Die Abbil-
dung ® 4 ist stetig im Sinn, dass fiir alle o, B < 0 ein Cyp > 0 existiert mit

1f (Dl < Caplfllts (f € H#ap(C\Ty)).

Falls A sektoriell, beschrdankt und invertierbar ist, stimmt die obige Definition mit
dem Dunford-Kalkil aus Definition 7.11 diberein.

Fiir f € #(C\X,) gilt ferner f(A.) — f(A) in L(X) fir e — 0, und die Menge
{f(A:) 1€ > 0} C L(X) ist beschrankt.

Beweis. (1) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wegen 1) < @4 existiert ein
M4 > 0 mit

nu—ArWS%% (A € R(3)). (3-1)

Nach Lemma 7.15 ¢) gilt diese Abschitzung (nach eventueller VergroBerung von

M) auch fiir A, anstelle von A.

Sei f € 4 (C\X,), d.h. es existieren o, 8 < 0 mit f € 5, 5(C\X,). Fiir A € R(vy)
gilt dann
MallFIEslA 2 A< T,

M= A7 <
PACYIRLI I {MAHf|’Z”B|)\|—1+57 Al > 1.

Somit ist

he(A) == Mall FI1Z 5 (I x <y ) + AP x gz (V)

eine integrierbare Majorante von f(\)(A—A)~! auf y,. Da A, ebenfalls der Abschitzung
(3-1) geniigt, ist iy auch eine simultane Majorante von f(A)(A—A.)~" fiir alle e > 0.

(ii) Sei zunéchst A sektoriell, beschrankt und invertierbar. Dann ist o(A) C C\ X,
kompakt. Wegen 0 ¢ o(A) existieren » > 0 und R > 0 so, dass o(A) von der Kurve
Y¢.r.r eingeschlossen wird, wobei vy, p = re'l=¥1 U [r, Rl U Re!® VI U [R, r]e~™.
Dies gilt z.B. fiir R > ||A]| und r < [J[A7!]|7L.

© Robert Denk 04.02.2019



3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil 43

Fiir f € #4(C\ X,) gilt nach dem beschréinkten Dunford-Kalkiil

) = [ F0 =)

- omi

Nach dem Cauchy-Integralsatz héngt der Wert des Integrals nicht von r und R ab,
falls 7 hinreichend klein und R hinreichend grof ist. Nach Teil (i) des Beweises ist
f()(- = A)~! auf ~, integrierbar, und wir erhalten im Limes » — 0 und R — oo die
Darstellung

F) =5 [ T =)

(iii) Sei nun A unbeschrénkt. Wir wenden Teil (ii) auf die Approximationen A, an
und erhalten

fA) =5 [ V= 49

Nach Lemma 7.15 d) gilt (A—A.)™" — (A—A)"!in L(X) fiir £ \, 0. Nach Teil (i) des
Beweises existiert eine integrierbare Majorante hy, d.h. das Integral f(A) € L(X)
ist wohldefiniert, und mit majorisierter Konvergenz folgt f(A.) — f(A4) (¢ — 0) in
L(X). Die Definition von h; zeigt auBerdem, dass [|f(A)| < Copllf|7 5 wie auch
[ f(A)]l < Capllflls 5 gilt. Insbesondere ist @4 stetig und die Familie {f(A.) : ¢ >
0} C L(X) beschrénkt.

SchlieBlich gilt (fg)(A:) = f(A:)g(A:) nach Satz 7.12, und fiir ¢ — 0 erhalten wir
(f9)(A) = f(A)g(A), d.h. 4 ist ein Algebren-Homomorphismus. O

3.12 Definition und Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel
©wA, und sei p < py. Sei

H(C\X,) = {f € U H55(C\'S,) : f holomorph an der Stelle Ofortsetzbar}.
B8<0

Zu f € #,(C\S,) definiere
Jo(A) == f(A) = -—-
Dann gilt fo € H(C\ ). Definiere
f(A) = fo(A) + f(0)1 — A~

Beweis. Wie etwa der Mittelwertsatz der Differentialrechnung zeigt, ist eine Funk-
tion f € J,(C\ X,) genau dann in JG(C \ X,), wenn f(0) = 0 ist. Dies ist fiir f,
der Fall, also ist fy(A) nach Satz 3.11 definiert. O

© Robert Denk 04.02.2019



44 3. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher Funktionalkalkiil

3.13 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ¢ 4, und sei p <
wa. Betrachte fir ) € (p,pa) und 6 > 0 die Kurve

Vo5 1= (00,0]e”™ U de=¥¥ U [5, 00)e™
( ,Schliissellochweg®). Dann gilt fiir hinreichend kleines 6 > 0 die Gleichheit

fA) == [ fA—A) N (f e AC\E,).

211 Yo.s

Die Abbildung ®: #,(C\ X,) — L(X), f w f(A) ist wohldefiniert und ein
Algebren-Homomorphismus. Die Konvergenzaussagen von Satz 3.11 gelten analog.

Beweis. Wir approximieren wieder den Operator A durch A.. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt fiir hinreichend kleines 6 > 0

A = 5z [ 10— A

1
27”/ FOON = A)~tdr

=55 /ms Jo)(A = A)HdA + QLM /W FO)(1 = XY\ — A~

= / FoNA = A) 1A+ F(0)(1 — A~
)

= fo(A) + f(0)(1 — A~

Wir nehmen den Grenzwert e — 0: Nach Lemma 7.15 gilt (1 — A.)™! — (1 — A)~7,
nach Satz 3.11 gilt fo(A:) = fo(A), und mit majorisierter Konvergenz erhalten wir

1 _ _
5= [ TG =A)TTdA = fo(A) + F0)(1 = A7 = f(A).
T J g5
Beachte hierbei, dass f(-)(- — A)~! auf 7, integrierbar ist. Wie im Beweis von
Satz 3.11 folgen die Konvergenzaussagen von f(A.) gegen f(A) und damit die Mul-

tiplikativitat von ® aus der Gleichheit (fg)(A:) = f(A)g(As). O

3.14 Korollar. a) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ¢4 > 0. Fir p € ¥,,
qgilt
( At ! ! (A —A)"tdA
w— — — A\ = :
T omi o AT H

b) Sei A sektorieller Operator mit Winkel 4 € (5,7, und sei ¥ € (0,904 — 7).
Dann ist fiir z € ¥y der Operator

1
exp(zA) == 5
Ve, 8

AN = A) AN € L(X)
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wohldefiniert. Es gilt
exp(z14) exp(z24) = exp((z1 + 22)A) (21, 22 € Xy).

Die Abbildung z — exp(zA), Xy — L(X) ist holomorph.

Beweis. a) Die Funktion A /\Tlu gehort zu 7, (C\ 3,), wobei ¢ < 4 so grofi
gewihlt wird, dass p € X, gilt. Damit folgt die Aussage aus Satz 3.13 (beachte, dass

(u—A)t = (n—A)~! fiir e — 0).

b) Wihle ¢ € (0 + Z,¢4). Fiir z € &y gilt dann A — e** € #,(C\ ), und die
Wohldefiniertheit und die Multiplikativitéat folgen aus Satz 3.13. Zum Nachweis der
Holomorphie beachte man, dass A — Ae**(A — A)~! {iber v, s integrierbar ist. Nach
dem Satz iiber parameterabhédngige Integrale existiert also die komplexe Ableitung
4 exp(zA) € L(X) fiir alle z € By, d.h. exp(-A) ist holomorph. O

3.15 Bemerkung. a) Wir haben den Dunford-Kalkiil fiir Funktionen f € J4(C\
3,) sowie fiir f € ,(C\ ;) definiert. Eine weitere Verallgemeinerung ist (unter
der Zusatzbedingung, dass R(A) dicht in X ist) moglich auf alle Funktionen f,
welche holomorph im Sektor C \ ¥, und polynomial beschriinkt an der Stelle 0
und bei Unendlich sind. Der dadurch definierte Operator ist nicht notwendigerweise
beschrankt, man spricht von einem erweiterten Dunford-Kalkiil.

b) Ein Operator A: X D D(A) — X besitzt einen beschrankten H>-Kalkiil (mit
Winkel p,), falls A sektoriell mit spektralem Winkel ¢4 ist, R(A) dicht in X ist
und fiir alle ¢ < @4 die Abschétzung

If (Dl < Collfllee (f € HB(C\Ey)
gilt. In diesem Fall ist f(A) fiir alle f € #>(C\X,) = {f € A(C\%,) :
f beschriankt} definiert, und die obige Abschétzung gilt fiir alle f € J2(C\ X,).

c) Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ¢4 > 7. Seien weiter R(A)
dicht in X, s € R und hy(\) := (—A)*. Dann kann im erweiterten Dunford-Kalkiil
der Operator A” := h,(A) definiert werden. Falls eine Konstante C' > 0 existiert
mit A € L(X) und '

[A% ) <€ ([s] < 1),

so sagt man, dass A beschrinkte imaginédre Potenzen besitzt, kurz A € BIP(X).

b) Generatoren holomorpher Halbgruppen

3.16 Lemma. Sei T eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung (0,00) —
X, t — T(t)z sei differenzierbar fir alle x € X. Sei A der Generator von T'. Dann
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gilt T(t)x € D(A") fir allen € N, und t — T(t)x € C*((0,00), X') mit
T () = ATtz (t> 0,z € X).
Es gilt weiter AT (t) € L(X) fir alle n € N.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n.

(i) n =1: Sei z € X. Da t — T'(t)x differenzierbar ist, folgt T'(t)z € D(A) fiir alle
t > 0 (denn fir y := T'(¢t)zx existiert 7"(0)y = T"(t)z) sowie T"(t)x = AT (t)xz. Da A
abgeschlossen ist und T'(t) € L(X), ist auch AT'(t) abgeschlossen mit Definitionsbe-
reich X. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen gilt AT'(¢) € L(X).

(ii)) n — n+ 1: Sei s > 0. Dann ist
(5,00) = X, t = T (t)x = AT (t)x = T(t — s)A"T(s)x

nach Schritt (i) differenzierbar mit Ableitung
T () = %T(t — 8)A"T(s)x = AT(t — s)A"T(s)x = A" ™' T(t)x.
Wegen A™T'(t) € L(X) nach (i) folgt wie oben AT (t) = A(A"T(t)) € L(X). O

Man erhélt folgende Charakterisierung fiir holomorphe Halbgruppen.
3.17 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:
(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v € (0,5].

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 > + 5.

Beweis. (i) = (ii). Sei 9 € (0,9). Fiir a € (=0, ) definiere S(t) := T (exp(ia)t) (t >
0). Nach Lemma 7.5 (i) und (ii) ist S eine Cp-Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger, dann
gilt z € D(B) genau dann, wenn lim,_,q S(t)f_m
T (exp(ia)t)z—x

dazu, dass lim;_, oxp i)t existiert. Nach Lemma 7.5 (iii) ist dies genau dann

der Fall, wenn z € D(A). Also ist D(A) = D(B) und B = exp(ia)A.
Aus Theorem 2.21 folgt (0, 00) C p(exp(ic)A) und

existiert. Dies ist aber dquivalent

(A —eA) ! = /000 exp(—At)T(e"t)dt (A > 0). (3-2)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M () mit

1T () |loexy <M (2 € Xy).
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Wegen
/ lexp(—A0)| [T(e*0)dt < 2L (Re > 0) (3-3)
0 Re A

ist das Integral auf der rechten Seite von (3-2) sogar fiir alle A € X/, konvergent
und dort eine holomorphe Funktion von A.

Da beide Seiten von (3-2) holomorph in A sind, folgt p(e’*A) D ¥, /5 und (3-2) fiir
alle A € X2 N p(e"*A) (siche Bemerkung 2.22 b)).

Insgesamt haben wir e\ € p(A) fiir alle || < ¢ und alle A € Ers2, dh. B, p D
p(A).
Wiihle & > 0 mit 9 + ¢ < . Fiir 2 € 25+7r/2 existiert ein A € Xy /5_. und ein o mit
o] <9+ ¢eund z = e\, Aus (3-2) folgt

M M

— A =A== =|A-B) <~ <
I = A7 = ™A= A7 = 0= B < o < g

wobei wir die Abschitzung Re A > C|A| (A € X;/5_.) verwendet haben. Fiir alle

A€ 25+7r/2 folgt somit

™

sup{||>\()\—A)71H TAEXy <o (Ye (075+ 9

))-

Da d <9 beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel o4 > 9 + 7.
(ii) = (i). Sei z € Xy. Wihle ¢, mit § + [arg 2| < ¢ < ¥ < 4 und definiere

1
271

T(z) :=exp(zA) := (A — A7l

Y, 5

Da A — e** in ganz C holomorph ist, kann man hier § > 0 beliebig wihlen. Nach
Korollar 3.14 ist T': ¥y — L(X) holomorph und erfiillt die Funktionalgleichung. Da
A = Ce™ max{|A\|7%, 1} mit einer Konstanten C' > 0 ein integrierbare Majorante
von e*(\ — A)~! auf vy 5 ist, folgt

sup{||T(2)] : z € 85} <00 (U € (0,9)).
Wir zeigen nun, dass T stark stetig ist. Seien x € D(A) und z > 0. Es gilt A\(A —
Atz =z + (A= A1 Az, also

1 e)\z 1 6/\z

T = — d\ + — A — A)"tAxd)
(=5 D S L R MDY (A=A
1 6)\z 1
=r+— (A —A)" Azd.
21 )y, s A
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Wir schitzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir § := % wahlen.
Mit der Parametrisierung A = re'’, r € [4, 00), erhalten wir

)\z o0 i)
H/ —(A—A4)" 1AdiH / M (e — A)~ Az||dr.
[2—1,00)ei¥

Wegen ¢ > 7 existiert eine positive Konstante ¢ mit Re(Az) < —c|A|z (arg A = ¥).
Damit erhalten wir | exp(rze™)| < exp(—crz) (r > 0). Eingesetzt erhalten wir unter
Verwendung der Resolventenabschitzung ||(A — A)7'|| < M|\|~! die Abschiitzung

- i 00 —czr )
ey aytastar < [T e 4 asln

-1 T

gM/QQHmWT
,—1 T

:Mz/ " ds | Az] =0 (2 0).
1S
Bei der letzten Gleichheit wurde s = zr substituiert. Analog erhalten wir

Az
/ ‘} (A= A) T Azd\ =0 (2 — 0).
(c0,8]e~ ¥

Fiir den Bogen 2~ 'el=% wihlen wir die Parametrisierung A = 2~ 'e’®, o € [—1, ).
Damit ist

H / e/\z (
z—lel—iv,iy]

%
;s < [ Jep(eten) e - ) Arldo

¥ .
< Mz/ |exp(e")|da || Az|| =0 (2 —0).
—
Insgesamt erhalten wir 7'(z)x —x — 0 (z — 0) fiir alle € D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T' eine Cy-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T' von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir fiir z € D(A)

1
iT(z)x = — A\ — A) "l ad)
dz 2mi J, 5
1 1
= — eMad\ +— (N — AT Azd\ = T(2) Az
21 )y, 5 21 S, s
: . :
und damit J
d—zT(z)x =T(z)Ax — 20 A,
Sei B der Generator von 7. Dann folgt D(A) C D(B) und Ax = Buz fiir alle
xz € D(A). Wegen 1 € p(A) N p(B) ist deshalb A = B. O
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3.18 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L*(R™) hat nach Beispiel 2.24 die Re-
solvente

1
A=At =g | —— | 7.
A o]
Fiir Winkel ¢ € (0, 7) konnen wir abschétzen
1 1 C
= <2 (AeX,EERY).
A+ 1EP] \/(Re)\+]£\2)2+(1m)\)2 A

Aus dem Satz von Plancherel (Unitaritit von %) folgt
IAMA=A)Hx) <Cp (AEX,),

also ist A der Generator einer beschriinkten holomorphen Cy-Halbgruppe auf L?(R")
vom Winkel 7.

b) Der Schriédingeroperator A in L?(R") erzeugt nach Bemerkung 2.29 eine Cp-
Gruppe, insbesondere sind alle T'(¢) invertierbar mit Inversem 7'(—t). Daher kann
es nicht sein, dass

T(tyu € D(A) (ue LAR"),t > 0).

Das bedeutet T' ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum o (iA) gerade durch Rotation um ¢ = exp(im/2)
aus 0(A) = {x € R : z < 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in p(iA) liegen.

Wir wollen auch noch die folgende, fiir Anwendungen wichtige, reelle Carakterisie-
rung holomorpher Halbgruppen zeigen.

3.19 Satz. Sei A der Generator einer beschrinkten Cy-Halbgruppe T auf dem Ba-
nachraum X . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe,

(ii) T ist differenzierbar und sup, |[tAT(t)||L(x) < oo.

Beweis. (i) = (ii). Nach Definition ist 7" differenzierbar mit 7"(t) = AT(t) €
L(X) (siche Lemma 3.16). Wie im Beweis von Satz 3.17 wéhlen wir ¢, mit § <
@ < 1 < pa. Fiir festes t > 0 gilt dann f()) := XM € H(C\ X,), und wegen
f(A:) = f(A) (¢ — 0) folgt
AT (t) = i/ AeM(\N — A)7ld.
V6.

- 2mi
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Wieder kénnen wir § > 0 beliebig withlen, da ¢ — \e* eine ganze Funktion ist. Wir
setzen 0 := t~! und erhalten mit Konstanten ¢, C' > 0 die Abschitzung

) . 1 W )
||AT(t>||L(X) S C(/ e_c Td’f’ + _/ |eXp<eza)|da>
t

' —

<C( 2we>t<p( )) _%_

Daraus folgt sup,. [|[tAT(t)||L(x) < 0o.

(ii) = (i). Nach Lemma 3.16 gilt T®)(t) = A*T(¢) (t > 0, k € N). Die Taylor-
Formel mit Integraldarstellung des Restgliedes Ry liefert fiir £ > 0 und h € R mit
|h| <t

1 t+h
T(t+h) Z 1 T(k N' / (t+h—s)NTWH) (5)ds.

Mit der Voraussetzung |[tAT(t)||rx) < M und der Stirlingschen Formel k¥ < ek!
folgt

k k
T9Wlc = 14Tl = (5)

MENF® Me\"”
s\ ) =)™

In obiges Integral eingesetzt erhilt man

1 t+h
| / (14 h— ) T (5)ds|
s Jt

N+1
_N"/ |t+h—s|N< ) (N +1)! ds

<oven (i 2)

Sei nun ¢ < 1 und h € R mit || < MQt+1

Me qtMe B qtMe Me

I < = =q
t—1h] = (Me+1)(t - Met +1 —qt Me+1—g¢q

<q,

Me+1)

und somit konvergiert das Restglied der Taylorreihe gegen 0. Fiir solche h existiert
daher die Taylorreihe und es gilt

T(t+h)= Zle(k
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Wegen ||[T®) ()] < (%)k k! konvergiert die Reihe aber auch fiir h € C mit |h| <
Mitﬂ. Daher besitzt T eine analytische Fortsetzung auf den Sektor X, mit ¢ =
arctan (g727). Sei nun ¢ € (0, ¢). Fiir z € ¥ gilt (mit einem ¢ € (0,1)),
Im 2 < tan 3 ; q
_— 1n = =
Re =l = grtany Me+1
und damit I
mz
ReZ(Me—l— 1)<g<1l (z€Xy).
Wir schreiben z = Rez + ¢Im 2 = ¢ 4+ ¢h und erhalten
, - Me\k - 1 ,
1T () ) = HT(t+m)H < th(T) <3 ¢ = T, (=trihesy)
k=0 k=0
Also ist T': ¥, — L(X) beschriankte holomorphe Cj-Halbgruppe. ]
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4. Anwendungen auf partielle
Differentialgleichungen im Hilbertraum

4.1 Worum geht’s? Inzwischen kennen wir wichtige Charakterisierungen fiir Ge-
neratoren von Cy-Halbgruppen. Da ein Operator genau dann eine Cy-Halbgruppe
erzeugt, wenn das zugehorige Cauchy-Problem klassisch wohlgestellt ist, sind die
Eigenschaften konkreter Operatoren wesentlich fiir das Losen partieller Differential-
gleichungen. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele partieller Differentialglei-
chungen aus der Sichtweise der Halbgruppentheorie diskutiert.

a) Die Wirmeleitungsgleichung und die
Schrédingergleichung

Der Laplace-Operator ist im Ganzraum iiber die Fouriertransformation einfach zu
analysieren.

4.2 Satz. a) Sei p € (1,00). Betrachte den Laplace-Operator A in LP(R™) mit
Definitionsbereich D(A) := WZ(R™) C LP(R"). Dann erzeugt A eine holomorphe
Halbgruppe in LP(R™).

b) Der Schrédingeroperator i\ mit Definitionsbereich D(iA) := H?*(R") C L*(R")
erzeugt eine Cy-Kontraktionsgruppe, aber keine holomorphe Halbgruppe in L?(R™).

Beweis. Fiir p = 2 finden sich die Aussagen in Beispiel 3.18. Die Aussagen iiber den
Laplace-Operator fiir den Fall p # 2 wurden in Aufgabe 7.3 gezeigt. m

4.3 Bemerkung. a) Wir werden spéter sehen, dass wesentlich allgemeinere Ope-
ratoren ebenfalls eine holomorphe Halbgruppe in L? erzeugen. Dazu muss man aber
einen Ersatz fiir den Satz von Plancherel finden.

b) Sei p € (1,00) \ {2}. Dann erzeugt der Schrodingeroperator keine Cyp-Halbgruppe
auf LP(R™). Insbesondere ist die Schrodingergleichung fiir p # 2 nicht wohlgestellt.
Diese Aussage ist bekannt als Satz von Hormander, ein Beweis findet sich z.B. in
[5], p. 176.

Falls der Laplace-Operator in einem Gebiet betrachtet wird, kann die Fouriertrans-
formation nicht direkt angewendet werden. Fiir den Hilbertraumfall p = 2 kénnen
aber die Methoden aus Kapitel 1 angewendet werden, um die Erzeugung einer Cy-
Kontraktionshalbgruppe und sogar einer holomorphen Halbgruppe zu zeigen. Dafiir
konnen wir deutlich allgemeinere Operatoren betrachten.
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Sei im Folgenden G C R" ein Gebiet, und sei A(D) ein formaler Differentialoperator

de Form .
= Z alalk(x)aj

ik=1

Dabei sei a := (ay)ip—; € L2(G,C™"). Es gelte aj, = @x;, und die Matrix a sei
gleichméfig positiv definit, d.h. es gilt

n

Y an(@)6& > Gl (req e

ik=1

mit einer Konstanten C, > 0. Das einfachste Beispiel eines solchen Operators ist
A = A. In Kurzschreibweise schreibt man auch A(D) = diva(x)V.

Die zu A(D) und Dirichlet-Randbedingungen gegebene Sesquilinearform B ist ge-
geben durch

B: H)(G) x Hy(G) — C, (u,v) — B(u,v) := —(aVu, V) r2(g.cn).- (4-1)
Der Operator A: H}(G) — H~'(G) sei wie in Kapitel 1 definiert durch (Au)(y) :=
B(u,®) (¢ € Hy(G)).
Zu A(D) definiert man die Dirichlet-Realisierung Ap durch

D(Ap) :={u € H)(G) : Au € L*(G)}, Apu:= Au.

Fiir den Laplace-Operator erhiilt man D(Ap) = {u € H}(G) : Au € L*(G)}. Man
beachte, dass GG hier nicht notwendig beschrénkt ist und auch der Fall G = R"
eingeschlossen ist (in diesem Fall ist H}(G) = H'(G)).

4.4 Bemerkung. Falls a;, nicht von z abhingt, gilt fiir alle u € H?(G) N HY(G)
die Gleichheit

Apu = divaVu = Z a;1,0; 0.

i,k=1

Denn in diesem Fall gilt fiir ¢ € HZ(G) mit partieller Integration

(Au)(p) = ,p) = —(aVu, VS0>L2 (G;Cn)
/ Z a;0ju(x)Opp(x)dx
/ Z aikOpOu(x)p(z)da

—/G(diVCLVu)(I)go(ac)dx.
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Das lineare Funktional Au auf Hj(G) ist somit gegeben durch [, (divaVu)edz.
Wegen divaVu € L?(G) fiir u € H*(G) erhalten wir

H*(G)NHY(G) c D(Ap) sowie Apu = divaVu (u € H*(G) N Hy(G)).

Wir betrachten die verallgemeinerte Wéarmeleitungsgleichung mit Dirichlet-Randbedingungen
auf G:
u—Apu =0 in (0,00) x G,
(WLG) u=0 auf R, x 9G,

Ul = up in G.

Dabei ist uyp € L*(G) gegeben.

4.5 Satz. Der Operator Ap erzeugt eine beschrdankte holomorphe Co-Halbgruppe
mit Winkel 5 von Kontraktionen auf L*(Q). Insbesondere ist (WLG) klassisch wohl-
gestellt, und besitzt sogar fiir jeden Anfangswert ug € L*(G) eine eindeutige Lésung
ue C®((0,00); L*(G)) mit u(t, ) € ey D(AR).

Beweis. Da H}(G) C L*(G) € H Y(G) auch fiir unbeschriinktes G ein Gelfand-
Tripel ist, konnen wir die Ergebnisse aus Kapitel 1 anwenden. Die positive Definitheit
von a liefert

—B(u,u) = /G Z a;r(x)0u(z)Opu(z)de

ik=1

> C, /G Vu(@)2ds > CollullZn e — CallulZ-

Also ist —B koerzitiv. Da die durch (4-1) gegebene Bilinearform symmetrisch ist,
ist Ap nach Lemma 1.7 selbstadjungiert (und insbesondere dicht definiert). Fir
(Apu,u) 2y = B(u,u) <O0. (4-2)

Somit gilt fiir den numerischen Wertebereich von Ap die Inklusion W(Ap) C (—o0, 0].
Nach Lemma 1.17 folgt o(Ap) C (—o0,0].

Da Ap nach (4-2) dissipativ ist und 1 € p(Ap), folgt mit dem Satz von Lumer-
Phillips, dass A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe erzeugt. Wir zeigen, dass Ap sek-
toriell mit Winkel ¢4, = 7 ist, wobei wegen p(Ap) D X, = C\ (—o0,0] nur die
Resolventenabschétzung zu zeigen ist.

Sei 0 < m, und sei A € ¥y. Nach dem Spektralsatz und dem zugehorigen Funktio-
nalkalkiil (der eine Isometrie ist), gilt

B 1 S 1 C
~dist(\, 0(Ap)) T [Im )|

|(A = Ap) Hzix) =sup{|s5] : t € 0(Ap)}
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fiir alle A € C mit |arg A| € [r/4, 0], wobei die Konstante C' = C'(f) unabhéngig von
A gewéhlt werden kann. Da fiir A € 3/, (und damit Re A > |Im A|) trivialerweise
dist(A, (—o0,0]) > Re A > \/Li|/\|, erhalten wir fiir alle A € £y die Abschétzung

mit einer Konstanten Cy > 0.

Also ist Ap sektoriell mit Winkel 7 und erzeugt damit eine holomorphe beschriankte
Co-Halbgruppe mit maximalem Winkel . ]

4.6 Bemerkung. a) Falls a hinreichend glatt (z.B. @ € BUC'(G) und falls der
Rand des Gebietes G hinreichend glatt ist (z.B. geniigt bei beschriankten Gebieten
die Bedingung C'*!), dann gilt

D(Ap) = H}(G) N H*(Q).

Bei glatten (z.B. konstanten) Koeffizienten und Gebieten gilt (), .y D(A},) € C=(R"),
und die Losung ist C* in ¢ und x fiir alle ¢ > 0.

Diese Aussagen sind wesentlich schwerer zu beweisen und werden in einer allgemei-
nen Theorie von Randwertproblemen in L? und LP mitbewiesen.

b) Wir haben hier Dirichlet-Randbedingungen betrachtet. Im Falle von Neumann-
Randbedingungen betrachtet man die Bilinearform

By: H'(G) x H'(G) = C, B(u,v) := —(aVu, Vo) r2(G.on).-

Dieselben Rechnungen wie im Dirichlet-Fall zeigen, dass der zugehorige Operator
Apn ebenfalls selbstadjungiert mit o(Ay) C (—o0,0] ist und daher ebenfalls eine
holomorphe Cp-Halbgruppe von Kontraktionen mit maximalem Winkel 7 erzeugt.

Die Verallgemeinerung der Schrédinger-Gleichung w; — iAu = 0 mit Dirichlet-
Randbedingungen ist gegeben durch Sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir betrachten

uy —tApu=0 in R, x G,
(SG) u=0 auf Ry x 0G,
Uljm=o = up in G.
Die L2-Realisierung des allgemeinen Schrédingeroperators ist gegeben durch

AS,D = iAD, D(A&D) = D(AD)

Dabei ist Ap wie oben die Realisierung von A(D) = diva(z)V mit Dirichlet-
Randbedingungen.
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4.7 Satz. Der Schridinger-Operator As p erzeugt in L*(G) eine starkstetige unitire
Gruppe. Insbesondere ist (SG) wohlgestellt, d.h. besitzt fir jedes ug € D(Asp) eine
klassische Losung. Der Operator Agp erzeugt keine holomorphe Halbgruppe.

Dieselben Aussagen gelten fiir den allgemeinen Schrodingeroperator mit Neumann-
Randbedingungen Agn := tAn.

Beweis. Wegen Agp = iAp gilt Ay, = —Agp, d.h. der Schrédinger-Operator ist
schief-selbstadjungiert. Insbesondere gilt o0(Agsp) = i0(Ap) C {iz : = < 0} sowie
fiir den numerischen Wertebereich W (Agp) C {iz : z < 0}.

Somit ist Agp dicht definiert und wegen Re(Ag pu, u) 2y = 0 dissipativ. Da auch
Ay p = —Asp dissipativ ist, erzeugt Agp eine Kontraktionshalbgruppe auf L*(G)
nach Ubungsaufgabe 5.3. Dasselbe gilt fiir —Ag p, d.h. Ag p erzeugt eine Cp-Gruppe
von Kontraktionen.

Wegen 0(Ag p) C iR existiert kein Sektor X, mit ¢ > 7 so, dass Ag p in X, sektoriell
ist. Nach Satz 3.17 erzeugt Ag p keine holomorphe Halbgruppe in L?(G).

Dieselben Argumente zeigen auch die Aussage fiir die Neumann-Randbedingungen.

[]

b) Die Wellengleichung: L*-Theorie

Sei G C R™ ein Gebiet. Wir betrachten zunéchst die um 1 verschobene Wellenglei-
chung
wy —(A—1w=0 inR, xG,
w= 0 auf R, x 0G,

Wli—o = wp in G,

Weli—=o = wy in G.
Dabei sei wg € Hi(G,R) und w; € L*(G,R). Man transformiert (WG) auf ein
System erster Ordnung in der Zeit durch die Definitionen u; := w und uy := w;.
Das zugehérige System erster Ordnung lautet somit

= ()= (o) = Can ) = (a2 0 )

Dies gibt Anlass zur Definition des Operators

0 1
Au'_<A—1 O)u

im Hilbertraum H := H}(G;R) x L*(G;R) mit dem Skalarprodukt

(WG)

(o= Codmer) + () 2er),
wobei der Definitionsbereich durch D(A) := D(Ap) x H}(G;R) C H gegeben ist.
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4.8 Satz. Der oben definierte Operator A erzeugt eine Cy-Gruppe von Kontraktio-
nen auf H} (G;R) x L*(G;R). Insbesondere besitzt (WG) fiir jedes (Z}“?) € D(A) eine
ewndeutige klassische Lésung.

Beweis. (i) Es gilt

= (a1 5 ) (00) (i),

= (ug,ur) g + ((A — D)ug, ug) g2
= (ug,u1)r2 + (Vua, Vuy) 2 — (Vuy, Vug) 2 — (uy, ug) 2 = 0.

Daher ist A ist dissipativ. Wir rechnen nach, dass 1— A surjektiv ist. Dazu sei f € H
gegeben. Wir suchen u mit

(1—Au= (m _“ng“ml) B (ﬁ) '

Dies ist dquivalent zu den Bedingungen
uy =uy — f1, 2u1 — Auy = fi + fo.

Da Ap Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe ist (Satz 4.25), folgt 2 €
p(Ap). Daher existiert genau ein uy € D(Ap) mit 2u; — Aug = f1 + fo. Mit ug :=
up — f1 € Hy (4 R) gilt (1 — A)u = f, d.h. 1 — A ist surjektiv. Nach dem Satz von
Lumer-Phillips erzeugt A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe T auf H}(G) x L*(G).
Insbesondere ist die erste Komponente des Vektors T'(t) (Z?) die eindeutige klassische
Losung zu (WG).

(ii)) Wegen (Au,u)y = 0 ist auch —A dissipativ. Die Gleichung (1 + A)u = f fiihrt
jetzt auf uy + uo = f1 und (A — 1)uy + us = fo. Dies liefert u; = f; — us und damit
(A =2)uy = fo — fi.

Wieder ist dies eindeutig 16sbar, und mit us := fo — u; erhélt man eine Losung von
(1 4+ A)u = f. Somit ist 1 + A surjektiv, und nach dem Satz von Lumer-Phillips
erzeugt auch — A eine Cy-Kontraktionshalbgruppe. Damit erzeugt A eine Cp-Gruppe
von Kontraktionen. O

Fiir die Behandlung der eigentlichen Wellengleichung verwenden wir folgendes Stérungs-
resultat, das spéater bewiesen wird.

4.9 Satz. Sei A Generator einer Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B €
L(X). Dann ist A+ B Erzeuger einer Co-Halbgruppe auf X .
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4.10 Korollar (Wellengleichung). Sei @ C R" ein Gebiet. Der Operator A :=
2 (1) mit Definitionsbereich D(A) :== D(Ap) X H3(Q) erzeugt eine Co-Halbgruppe
auf H} (G) x L*(G). Insbesondere ist die Wellengleichung

wy —Aw =0 nR, xG,
w= 0 auf R, xIG,
Wl=o = wy in G,
Weli=o = w1 in G.

(WG)

wohlgestellt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.8 gilt A=A+ B mit

B = ( - ) e L(HL(G) x L*(@)).

Damit folgt die Behauptung aus Satz 4.9. O]

c) Die Stokesgleichung

Sei G C R"™ ein Gebiet. Die Stokesgleichung ist gegeben durch das System

u—Au+Vp=0 inR; xG,
divu=0 inR, x G,
u=0 auf R, x0G,
Ulj—o = uwo in G.

(5G)

Unbekannt ist hier nicht nur das Geschwindigkeitsfeld u : G — R"™, sondern auch der
Druck p : G — R. Um Resultate der Halbgruppentheorie anwenden zu kénnen, muss
zunéchst (SG) ein Grundraum sowie ein geeigneter Operator zugeordnet werden.
Unter der Annahme, dass eine geniigend glatte Losung existiert, ergibt sich

0 = (divu)|i=o = div (u|s=0) = div uo.

Um die Wohlgestelltheit zu garantieren, muss also a priori schon divug = 0 vor-
ausgesetzt werden. Diese Bedingung nimmt man daher schon in die Definition des
Grundraums auf. Dies ist die Motivation der folgenden Definition.

4.11 Definition. a) Sei #'(G;R) := {v € L, (G;R) : Vv € L*(G;R")}. Definiere
auf A L(G;R) die Aquivalenzrelation u ~ v :< u—v = const. Dann heifit die Menge
der Aquivalenzklassen H'(G;R) := #'(G;R)/ ~ der homogene L2-Sobolevraum

der Ordnung 1. Auf H'(G) wird das Skalarprodukt

(U, V) i (am) = / VuVoudz (u,v € HY(G;R))
G
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erklart.
b) Die Menge

Ly (G;R") := {u € L*(G5R") : (u, Voleerny =0 (p € HI(G; R))}

heiBt der Unterraum der divergenzfreien L2-Vektorfelder auf G.

4.12 Bemerkung. Der Raum H'(G;R) ist ein Hilbertraum. Dies wird hier nicht
bewiesen.

4.13 Lemma. a) Die Teilriume L2(G;R"™) und Go(G;R™) := {Vq: q € H(G;R)}
sind beide abgeschlossen in L?(G;R™).

b) Fiir u € L2(G;R") gilt divu = 0 in 2'(G;R").

c) Sei G ein C’l—Gebie_t und v: 0G — R" das dufSere Finheits-Normalenvektorfeld.
Dann gilt fir u € CY(G;R™) N L2(G;R") die Gleichheit u-v =0 auf 0G.

Beweis. a) Die Abbildung T: H'(G;R) — L*(G;R"), ¢ — Vg ist nach Definition
der Normen eine Isometrie zwischen zwei Hilbertrdumen. Daher ist Gy(G;R") =
R(T) abgeschlossen. Wegen L2(G;R") = (Go(G;R"))* ist auch L2(G;R") abge-
schlossen.

b) Wegen 2(G;R) C #1(QG) folgt fiir u € L2(G;R") insbesondere (u, Vo) =0 (¢ €
2(G;R)), d.h. divu =0 in 2'(G;R").

c¢) Nach dem Satz von GauB gilt fiir u € C'(G;R") N L2(G;R") und ¢ € 2(G;R)
die Gleichheit

/ o(u-v)dS(x / -vdS(x
oG oG
:/dIV /apdlvudfn—l—/quodl':O,
G G G

d.h. u-v =0 auf 9G. O

Allgemein erfiillen die Funktionen in L2(G) die Bedingung aus Teil ¢) des vorigen
Lemmas in einem schwachen Sinne. Dies kann rigoros definiert werden, auf was wir
hier allerdings nicht weiter eingehen wollen. Beachte, dass die plausible physikali-
sche Interpretation dieser Bedingung darin besteht, dass in Normalenrichtung keine
Fliissigkeit durch den festen Rand treten kann.

4.14 Definition (Helmholtz-Zerlegung). Die orthogonale Zerlegung
L*(G;R") = L3(G;R") © G,(G; R™) (4-3)
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heifit die Helmholtz-Zerlegung von L?*(G;R"). Die zu (4-3) gehérende orthogonale
Projektion Py : L*(G;R"™) — L2(G;R") mit N(Pg) = Go(G) heiBit Helmholtz-
Projektion.

4.15 Bemerkung. (4-3) ist die aus der Physik bekannte Tatsache, dass gewisse
Vektorfelder f eine eindeutige Zerlegung f = f; + fo besitzen mit div f; = 0 und
rot fo = 0. Beispielsweise gilt (4-3) fiir LY(G) fiir 1 < ¢ < oo, wenn G beschrankt
der Klasse C* ist, nicht jedoch z.B. in L}(R"), L>°(R"), C*(G).

Die Anwendung von Py auf die erste Zeile von (SG) ergibt
0 = Pg(0wu — Au+ Vp) = Oyu — PgAu.
Damit reduziert sich (SG) zum Cauchyproblem
{ W —Au=0 inR, x G,

Um0 =up in G
mit up € L2(G) und dem Operator

A=PeA,  D(A) = {u € HY(G)NLA(G) : PeAu € Lg(a)}.

4.16 Satz. Der Stokesoperator A = PgA ist der Generator einer Cy-Kontraktions-
halbgruppe auf L2(G).

Beweis. Fiir u € D(A) gilt unter Verwendung der Orthogonalitéit von Pg
(Au,u)p2 = (PeAu,u) 2 = (Au, Pgu)rz = (Au,u)p2 = —||Vul[zz < 0.

Somit ist A ist dissipativ. Um die Voraussetzung des Satzes von Lumer-Phillips
nachzuweisen, wendet man den Satz von Lax-Milgram im Raum H}(G) N L2(G)
an. Dies erfolgt analog zu den vorherigen Abschnitten und sei deshalb dem Leser
iiberlassen. N

d) Elastizitiatsgleichungen

Elastizitéatsgleichungen beschreiben das Verhalten elastischer Korper. Wir beschrén-
ken uns hier nur auf den physikalisch interessanten dreidimensionalen Fall. Sei G C
R? ein Gebiet. Dann betrachten wir zu z € G und ¢t > 0 den Positionsvektor X (¢, z)
des Teilchens, welches zur Zeit ¢ = 0 an der Stelle x ist (d.h. es gilt nach Definition
X(0,z) = z). Sei u(t,r) := X(t,r) —x € R? der Verschiebungsvektor (Auslenkung).

In der linearen Elastizitéatstheorie sind unter anderem die folgenden Gréflen relevant:
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Die Massendichtematrix m = (my;); j—123 € L=(G; R3*®) beschreibt die Mas-
senverteilung im Korper. Wir nehmen an, dass m(z) fiir fast alle x € G eine
symmetrische Matrix ist, und dass m gleichméfig positiv definit ist, d.h. es
existiert ein m; > 0 so, dass

3
Z mij(2)&E > mal€)* (€ € R?)

ij=1
fiir fast alle x € G gilt.

Der Spannungstensor 7 = (73;)ij=123: (0,00) X G — R**3 beschreibt die
mechanischen Spannungen im Korper, d.h. 7(¢, z) beschreibt die Spannungen
an der Stelle z zur Zeit t und ist ebenfalls symmetrisch. Eine andere {ibliche
Schreibweise ist o. Es handelt sich um einen Tensor zweiter Ordnung, der
durch eine Matrix beschrieben werden kann. Die durch den Spannungstensor
induzierte Kraft ist gegeben durch

3

diVFf: ( E (%Tij) .
- =1,2,3
J=1

Der Dehnungstensor (Verzerrungstensor) € = (g;;);j=123: (0,00) x G — R3*3
ist im linearisierten Modell gegeben durch

&= §(Vut (Vu)") 1= § (O + Oyu;)

i,j=1,2,3"

Der Elastizititstensor C = (Cyjne)ijri=1.23 € L(G;R¥>*3¥3%3) ist ein Tensor
vierter Stufe und tritt im Hookeschen Gesetz auf, welches

T=C¢
besagt. In Koordinaten geschrieben, lautet das Hookesche Gesetz
3
Tij = Z Cijregre (1,7 =1,2,3).
k=1
Aufgrund der Symmetrien von 7 und € kann man o.E. annehmen, dass
Cijee = Creij = Cjige (1,7, k, 0 =1,2,3).

Wir setzen weiter im Folgenden voraus, dass C gleichmiifig positiv definit ist,
d.h. dass ein ¢; > 0 existiert mit

3 3
Z Cijke(2)&iike > 1 Z &7 (€ € RP?)

1,5,k 0=1 1,j=1

fiir fast alle z € G.
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Die Elastizitétsgleichungen selbst ergeben sich nun aus dem zweiten Newtonschen
Gesetz (die Kraft ist gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung) und lauten

wobei F': (0,00) x G — R3 eine gegebene #ufere Kraft sei. Durch die Symmetrien in
(4-4) ergibt sich in dieser Gleichung eine gewisse Redundanz, welche in der folgenden
Schreibweise vermieden wird (nach Sommerfeld, auch bekannt als Voigt-Notation).

4.17 Definition. a) Den obigen Matrizen 7 und € mit jeweils 6 Freiheitsgraden

m(z)0?u(t, z) — divT(t,z) = F(t, )

((t,z) €

wird ein Vektor 7 und € in folgender Weise zugeordnet:

Man beachte den Faktor 2 bei €. Die Komponenten werden wie iiblich mit 7 =:
,g6) | bezeichnet. Man verwendet somit die Zuordnung

(717..
der Indizes

7 (1,1) = 1,(2,2) — 2,(3,3) = 3,(2,3) > 4,(3,1) = 5, (1,2) —

b) Dem Tensor C wird die Matrix S = (8ij)iyj=1,...6 zugeordnet durch s.¢ jy (ke =

ml

T11

(symm.)

., 7e) und € =: (g4, . ..

Cijke. Ausgeschrieben bedeutet dies

Aufgrund der Symmetrien von C ist auch die Matrix S symmetrisch.

CY1111
C12211

(71122
C12222
(73322
C’2322
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T22

€22

713
T23
733

€13
€23
€33

= T

= £

T11
T22
733
T23
731
T12

€11

€22

€33
2623
2831
2812

(0,00) x G),
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c¢) Der verallgemeinerte Gradient D wird definiert durch

9 0 0
0 8 0
o 0 s
P=10 8 o,
9, 0 o
9 0 0

4.18 Lemma. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Es gilt das Hookesche Gesetz T = C€ genau dann, wenn T = Se. Die Matrix
S ist gleichmdflig positiv definit, d.h. es existiert ein s; > 0 mit Z?,j:l sij(x)&&5 >
c1|€f? (€ € R?) fiir fast alle x € G.

b) Es gilt Du=¢€ und divT =D'r.

Beweis. Direktes Nachrechnen. O

Mit diesen Bezeichnungen erhélt man
divF=D'r =D"Se =D'SDu,
also lauten die Elastizitdatsgleichungen
m(x)0tu(t, z) — D' S(x)Dult,z) = F(t,z) ((t,x) € (0,00) x Q) (4-5)

mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen.

4.19 Bemerkung. Die Matrix S besitzt als symmetrische 6 x 6-Matrix 21 un-
abhéangige Koeffizienten, welche durch die Materialeigenschaften bestimmt sind.
Héufig treten zuséitzliche Symmetrien auf, z.B. anisotrope Medien mit

(i) kubischer Symmetrie (3 unabhéngige Koeffizienten),
(ii) rhombischer Symmetrie (9 unabhéngige Koeffizienten),

(iii) monoklinische Symmetrie (13 unabhéngige Koeffizienten)

Im Fall eines isotropen Mediums hat S die Gestalt

2u+ K K K 0 0 0

20+ K K 0 0 0

g_ 2u+rx 0 0 O
w 0 0

(symm.) w0

I
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Dabei sind u, k € R die sogenannten Lamé-Konstanten und erfiillen o > 0, 2u+3x >
0.

Wir werden nun die Elastizitdtsgleichungen in einem geeigneten Hilbertraum for-
mulieren. Dabei betrachten wir simultan zwei Fiille: G = R? (Ganzraumfall) oder G
ein beschrianktes Gebiet mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten also unter
den oben formulierten Voraussetzungen an die Koeffizienten

m(z)uy(t,z) — D' S(x)Du(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x G),
u(t,x) =0 ((¢t,z) € (0,00) x 0G),
u(z,0) =up(xz) (z€q), (4-6)
Owu(z,0) =w(x) (z€q).

Man beachte, dass im Ganzraumfall die zweite Zeile eine leere Bedingung ist. Wir
wihlen als Hilbertraum H := L?(G;C?) mit dem Skalarprodukt

(u, V) == (u, mv) 23y (u,v € H).

Da m € L°(G;R**3) gleichmiBig positiv definit ist, ist || - ||z fAquivalent zum
Standard-Skalarprodukt || - || z2(q;cs).-

Wir wenden die Ergebnisse des ersten Kapitels an, wobei wir das Gelfand-Tripel
V C H C V' betrachten mit V := Hj(G; C?). Man beachte, dass H}(R?) = H'(R?)
gilt.

Der Operator A € L(V, V") ist definiert durch
(Au)(p) := —(m™'D"SDu, o)y = —(m DT SDu, mp) 12(c.c5) = (SDu, Do) 12(Gc6).-

Wie in Kapitel 1 ist damit die Bilinearform B: Hj(G; C?) x H}(G; C?) — C definiert
durch
B(u,v) := (Au)(v) (u,v € Hy(G;C?).

Wir zeigen zunéchst eine Abschétzung fiir den verallgemeinerten Gradienten.

4.20 Lemma (Erste Kornsche Ungleichung). Sei G = R?® oder G ein beschrinktes
Gebiet. Dann gilt fiir alle p € Hy(G; C?) die Abschitzung

HD@H%%G;@) = %HVSOH%?(G;O””)?
wobei Vi := (0;0;)i j=123 und als Norm in C¥*3 die Hilbert-Schmidt-Norm
3 1/2
||(aij)i,j:1,2,3H = (Z |aij’2>
ij=1

verwendet wird.
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Beweis. Sei p € C5°(G; C?). Wir verwenden die Definition von D und multiplizieren
die Terme ||0;¢p; + 8j90i||%2(G) aus und erhalten mit partieller Integration

3
4Dl 72 oy = Z 1005 + D501l 22 ()

ij=1

3
= 3" (19sllEs(c) + 1053 6, + 2 Re(Dis, diodizca))

ijfl
3
=2 Z 10051172 () + 2Re > (ipi, 0505) 12
i,j=1 i,j=1

= 2Vl e + 2| zaﬁol > 2| Vellzaacoms)

L*(@G)

Da C§°(G) dicht in H}(G) ist, folgt die Behauptung. O

4.21 Lemma. Die oben definierte Bilinearform B ist symmetrisch und koerzitiv
mit B(u,u) > 0 (u € HYG;C?)). Falls G ein beschrinktes Gebiet ist, so ist B

streng koerzitiv.

Beweis. Wegen B(u,v) = (SDu, Dv)2g,cs) und der Symmetrie von S ist B sym-
metrisch. Da S positiv definit ist (Lemma 4.18), gilt mit der ersten Kornschen Un-
gleichung
B(u,u) = <SDU,'DU>L2(G;CG) > 51HDU/||%2(G;C6)
2 %Hvu||%2(G;(C3X3) > 871||UHJ2L11(G;C3) - %HUH%?(G;@)-
Also ist B koerzitiv. Falls G ein beschrinktes Gebiet ist, so verwenden wir anstelle
der letzten Abschitzung die erste Poincaré-Ungleichung und erhalten

B(u,u) > %”VUH%Q(G;C?’X?’) > Cp||“||%11(c;<cs)

mit einer vom Gebiet abhédngigen Konstante ¢, > 0. Also ist B in diesem Fall streng
koerzitiv. In beiden Fillen haben wir B(u,u) > 0 (u € H}(G; C?)) erhalten. O

Wir betrachten nun die L?(G; C3?)-Realisierung A, welche gegeben ist durch D(A) :=
{u € HYG;C?) : Au € L*(G;C?)} = {u € H}G;C3) : DT SDu € L*(G;C?)} und
Au = Au = —m D" SDu (u € D(A)). Die Elastizitiitsgleichungen schreiben sich
damit als

OFu(t) + Au(t) (t >0),

0
U (4-7)

=
SN—
I
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4.22 Satz. Der oben definierte Operator A ist selbstadjungiert mit o(A) C [0, 00).
Fualls G beschrankt ist, besitzt A diskretes Spektrum, und es existiert ein ¢ > 0 mit

o(A) C [e,00).
Fiir jedes ug € L*(G;C?) und uy € D(V/A) ist durch

u(t) == cos(VAt)ug + (%)ul (t >0)

ewne Losung
u € C*([0,00), L*(G; C*) N C*([o, oo),D(\/Z)) N C([0,00), D(A))

gegeben.

Beweis. Das folgt direkt aus den Ergebnissen des ersten Kapitels, speziell Satz 1.20.
Fiir beschréankte Gebiete folgt die Aussage wieder aus dem Satz von Rellich-Kondra-
chov und aus der Poincaré-Ungleichung. ]

4.23 Definition. Sei G C R? beschrinkt und hinreichend glatt (z.B. ein C'-
Gebiet). Dann definiert man die (verallgemeinerten) Neumann-Randbedingungen
fiir die Elastizitéitsgleichungen durch N'T.SDu|se = 0 mit

141 0 0
0 Vo 0
N — 0 0 V3 7
0 v3 1y
Vs 0 %1
Vo U7 0

wobei v = (v1,15,153)" der #@uBere Normalenvektor ist. Der zugehoérige Operator
An: H D D(Ay) — H ist definiert durch
D(Ay) == {u € H)(G;C?) : D' SDu € H,
(D" SDu,v)12cc5) = —(SDu, D) r2(gesy (v € H'(G; C?))},
Ayu:=—m'D'SDu (u € D(Ay)).

Dies verallgemeinert die Neumann-Randbedingungen auch fiir nichtglatte Gebiete.

4.24 Bemerkung. Wie bei Dirichlet-Randbedingungen kann man zeigen, dass auch
Ap selbstadjungiert ist, und bei beschranktem Gebiet ist das Spektrum von Ay dis-
kret und eine Teilmenge von [0, 00). Zum Beweis verwendet man die zweite Korn-
sche Ungleichung, welche komplizierter zu beweisen ist. Im Gegensatz zum Fall der
Dirichlet-Randbedingungen ist hier allerdings 0 ein Eigenwert von Ay, da die kon-
stante Funktion im Kern liegt.
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e) Die Plattengleichung

Bei einer schwingenden Platte wird die potentielle Energie proportional zur Kriim-
mung der Platte angesetzt. Wir betrachten die Gleichung wieder im R?, um die
Analogie zur Elastistizititsgleichung zu zeigen (obwohl diesmal G' C R? physikalisch
am relevantesten ist). Man erhélt d&hnlich wie bei den Elastizitétsgleichungen folgen-
des Anfangswertproblem in G C R?, wobei die gesuchte Funktion u: (0,00) xG — C
jetzt skalar ist.

m(z)uy(t,z) — divD ' S(2)DVu(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x G),
u(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x 0G),
du(t,z) =0 ((t,x) € (0,00) x 9G), (4-8)
w(0,z) =uy (x € Q),

Hierbei seien die GroBen m, D, S, N wie oben definiert mit denselben Voraussetzun-
gen (m ist jetzt skalar.) Man beachte, dass die Gleichung jetzt von vierter Ordnung
in x ist und daher zwei Randbedingungen gestellt werden miissen. In diesem Fall
spricht man bei

uloc =0, Oyulse =0

wieder von (verallgemeinerten) Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten wieder
die beiden Fille G = R? (ohne Randbedingungen) und G C R? beschriinktes Gebiet
(mit obigen Randbedingungen).

Die operatortheoretische Formulierung ist gegeben durch H := L*(G) mit dem Ska-
larprodukt (u,v)g = (u, mv)r2(q),

Vi={ue H*G):u=0 auf G, ,u =0 auf 9G},
B:V xV = C, B(u,v) := (DVu, SDVu,) 12(¢ccs)-
Der Operator A: L?*(G) D D(A) — L*(G) ist wieder definiert durch
D(A) :={ucV:—-m'VID'SDVu € L*(G)},
Au:=—m 'V D'SDVu (ue D(A)).

4.25 Satz. a) Die Bilinearform B ist symmetrisch, koerzitiv und positiv semidefinit.

b) Der Operator A ist selbstajdungiert mit o(A) C [0,00). Falls G beschrinkt ist, so
besitzt A diskretes Spektrum und es gilt o(A) C [c,00) mit ¢ > 0. Die Lisungsdar-
stellung von Satz 4.22 gelten analog.

Beweis. Offensichtlich ist B symmetrisch. Fiir u € V' gilt mit partieller Integration

3 3
IVulfaen = D 10ulliae < D [0, du) )]
i=1

ij=1
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3
Z }<@iajuu u>L2(G)‘
J=1

i

“

< > 3(10:05ullie ) + lullZaq))
j:
IV2ull 2 ey + 5 lull7z(),

—_

.

N |+

wobei in C**3 wieder die Hilbert-Schmidt-Norm verwendet wird. Mit

||u”12112(G) = ||U||%2(G) + ||vu||%2(c;<c3) + ||V2u|‘%2(a;c3x3)
erhalten wir

||U||%{2(G) < %(HUH%Q(G) + ||V2U||%2(G;<c3x3))-
Direktes Einsetzen liefert || DVul|72(g.co) = | VUl 22 coxs)- Damit folgt
B(u,u) > CS’leu’|%2(G;CG) = CS|’v2uH%2(G;C3X3)
> pllulliree) — cllullzz ).

Somit ist B symmetrisch, koerzitiv, und es gilt B(u,u) >0 (u € V).

b) folgt nun aus a) wie bei den Elastizitétsgleichungen (Satz 4.22).
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5. [’-Theorie: Parabolische Operatoren im
Ganzraum

5.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits dquivalente Kriterien dafiir, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehorigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschétzung (a priori-Abschétzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt wer-
den, wie man dies fiir eine grofie Klasse von Differentialoperatoren im R™ nachweisen
kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische Operatoren.

Der ,Konigsweg®, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,
liegt in der Fouriertransformation. Wihrend in L? der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in LP den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := —i(0,,,...,0,,). Mit C,C1,Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Groflien abhéngt.

5.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R™) mit maximalem
Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R™) : Au € L?(R")}. Offensichtlich ist D(A) D
W2 (R™). Wir wollen zeigen, dass tatséchlich Gleichheit gilt. Sei dazu v € D(A) und
fi=u—Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt
Du=F 1" Fu=F" & F
SR e

als Gleichheit in ./(R"). Um D%u € LP(R") zu zeigen, muss also # 'm,(§)Z f €
LP(R") gelten, wobei m, (€) := —. Die Frage lautet also: Wird durch

THEE-
f— cy@’lma(f)a@f

ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

5.3 Definition. Sei 1 < p < co. Eine Funktion m € L>°(R") heifit Fouriermultipli-
kator in L?, falls f — Z 'm.Z f einen stetigen linearen Operator M € L(LP(R"))

definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn fiir die Abbildung M : . (R") —

SR, o F 'mFp gilt R(M) C LP(R") und

Mol r@ny < Cllllr@ny (v € L (RY),

© Robert Denk 04.02.2019



70 5. LP-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum

d.h. wenn M eine eindeutige Fortsetzung M € L(LP(R")) besitzt. Die Funktion
m heiflt in diesem Fall das Symbol des Operators M. Wir schreiben op(m) :=
F'mF = M und symb(M) :=m.

5.4 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) €
L(L*(R™)), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L?(R") ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m € L*°(R™) gilt. Denn falls m € L>*(R"™), so folgt
Mgl 2@ny < ||| Loe®n)]|g]|L2(mny- Falls andererseits m ¢ L*°(R™), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ay)ren und (cx)ren, 0 < ¢ — oo, mit 0 < A(Ag) < o0
und |m| > ¢; auf A,,. Fiir g, := x4, gilt dann g; € L?(R") und

Imgelegeey = [ Im€)gu(OPdE 2 EAAL) = Hlulqany
d.h. op(m) ist kein beschréinkter Operator in L*(R").

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwindig. Hier bezeichnet [7] die grofite ganze
Zahl kleiner gleich 7. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

5.5 Satz (Michlin). Seil < p < oo und m: R*\ {0} — C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY R\ {0}) und
€¥DPm ()] < Cur (€ € R*\ {0}, |B] < [5]+ 1),
(ii) m € C™"(R™\ {0}) und
€7 DPm(§)] < Cur (€ € R"\ {0}, B € {0,1}")
mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mait
lop(m)[zen) < (n, p)Cr,y
wobei die Konstante c¢(n,p) nur von n und p abhdngt.
5.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird hiufig als die Michlin-

Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wahrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zuriickgeht. Eine iibliche Schreibweise ist auch Mikhlin.

b) Sei die Funktion m: R™\ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte
m(ps) = p'm(&) (& €R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R" \ {0}), so ist D’m(&) homogen in & vom Grad d — |f] fiir alle
B < k.
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Denn z.B. fiir 8 = (1,0,...,0) gilt

m(p€ + hey) —m(pf)
h h—0 p;

(06,m)(p€) = lim

= pd—laflm(g).
Fiir beliebige 3 folgt die Aussage dann iterativ.

¢) Sei m € CEIFY(R™\ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Michlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := |¢[P1DPm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil b). Damit folgt

T nl=1

mof6)] = | (157)| < maxlma)] < o0 (€ € B {0}).

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 5.2
beantwortet.

5.7 Korollar. Sei 1l < p < co. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = W2(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 5.2 die Funktion m,(§) := % fir |of < 2.

Sei 3 € No. Fiir |¢] < 1 ist DPm,, als stetige Funktion beschriinkt, fiir |£] > 1
konnen wir bei Berechnung von D?m,, den Nenner 1 + [£|? durch |£]? abschitzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|g|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrankt ist. Somit erfiillt m, die Michlin-Bedingung. O

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren
Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet.

5.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m € N
und A = A(z, D) = ), <;n @a(z)D® ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten a,: Q2 — C.

a) Der Operator Ag(z, D) = 37, _,, @a(x)D" heiit der Hauptteil des Operators
A(z, D).

b) Die Abbildung a: Q@ x R" — C, a(z,§) = ngm ()€ heifit das Symbol von
A(x, D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol ag := symb(A)
heifit das Hauptsymbol von A(x, D).

¢) Der Operator A heift elliptisch in €, falls
aO(xvg)%O ($€§7§€Rn\{0})
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M C Q, z.B. elliptisch an der Stelle
z € Q.

d) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heifit der Operator
A(z, D) parameterelliptisch im Sektor .2, falls

ap(z,§) = A#0 (z€Q, (§A) € (R" xZ)\{(0,0)}).

e¢) Der Operator 0; — A(x, D) heiit parabolisch, falls A(z, D) — A parameterelliptisch
im Sektor X, /o ist.

5.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := 0,, + i0,, ist elliptisch in
R2.

b) Der Laplace-Operator A := A ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (—oo,0) nicht enthélt, und insbesondere parabolisch.

¢) Der Operator A(z, D) := 0,, + 0y, + (iz1 — 2)0,, ist nicht elliptisch in R?, denn
ao(r,§) =i — & +i(izy — 12)6 = 0 fiir § = (22, —21,1).

Fiir diesen Operator existieren C'°°-Funktionen f, fiir welche Au = f nicht einmal
in 2'(R3) losbar ist.

5.10 Definition. Sei n > 2 und A(x, D) ein elliptischer Differentialoperator in 2.
Dann heifit A(x, D) eigentlich elliptisch in €, falls das Polynom P := Ay(z,¢’,-)
fiir jedes € Q und jedes & € R"™!\ {0} genauso viele Nullstellen in der oberen
komplexen Halbebene {z € C : Im z > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene
{z € C:Imz < 0} besitzt.

5.11 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(z, D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in €. Falls A elliptisch ist, enthélt ag(z, &) einen Term der Form a(x)£", denn sonst
wiare ag(z,£) = 0 fir & = (&,...,&-1) = 0 und &, = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A eigentlich elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls a,, fiir |a| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(x, D) elliptisch ist, so ist
A auch eigentlich elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

5.12 Satz. Sei A(x, D) elliptisch in Q und n > 3. Dann ist A eigentlich elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.
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Beweis. Sei z € Q und ¢ € R*" '\ {0}. Wegen n > 3 existiert ein stetiger Weg
v:[0,1] = R\ {0} mit v(0) = & und (1) = —¢&. Sei n,(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Imz > 0 des Polynoms p; := ao(x, (7(t),-)). Dann ist n, () un-
abhéangig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhéngen, gibe es sonst ein t € (0,1), fiir welches p; eine reelle Nullstelle besitzt,
was wegen (t) # 0 einen Widerspruch zur Elliptizitat darstellt.

Daher gilt ny(0) = ny(1), d.h. die Polynome ag(x,’,-) und ao(z, —&',-) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C; := {z € C: Imz > 0}. Wegen

ao(z, =€ 2) = (—=1)™ap(z, &', —2)

ist aber n (1) auch die Anzahl der Nullstellen von ay(z,¢’,-) in C_ := —C,, d.h. A
ist eigentlich elliptisch. O]

5.13 Definition. Sei A = A(z, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in 2. Dann heifit A gleichméfig elliptisch in €, falls

lao(2,§)| > ClEI™  ((x,€) € Ax R"),
und gleichmé&Big in Q) parameterelliptisch in einem Sektor .#, falls
lao(2,6) = AL = C(IE"" + 1A (z € Q, (£, A) € (R" x £2)\ {0}).
Der Operator A heiit gleichmiBig stark elliptisch in €, falls

Reao(z,€) > Clg|™  ((z,€) € @ x R").

5.14 Lemma. Sei () beschrinkt und A = A(z,D) = 3, <9, @Ga(x)D* mit aq €
C(Q). Falls A elliptisch in Q ist, so ist A dort auch gleichmdfig elliptisch.

Beweis. Fiir ¢ € R™\ {0} und x € Q gilt

m 5 m

(e )] = Ie1" oo (. )| = Mgl
wobei M := min{|ag(z, )| : (x,€) € Q x S" 71} > 0. Hier wurde verwendet, dass
ao(z,§) als stetige Funktion auf der kompakten Menge € x S"~! ihr Minimum an-
nimmt. [l

5.15 Definition. Sei A(x, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m und
sei 1 < p < 0.
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a) Sei £ C C ein geschlossener Sektor und s € [0,2m]. Dann definiert man die
parameterabhéngigen Normen || - ||5 . durch

lullspe = lullws@ + A Nl (A €2, uwe WE™Q)).

b) Die LP-Realisierung A, des Differentialoperators A(z, D) ist gegeben durch D(A,) :
W) und Apu = A(z, D)u  (u € D(4,)).

5.16 Satz (Modellproblem fiir parameterelliptische Operatoren). Seien a, € C fiir
|af = 2m und A(D) = 37, _s,, @a D parameterelliptisch im %, mit ¢ € [0,7]. Dann
gilt fiir die LP-Realisierung p(A,) D S, und A, ist sektoriell mit Winkel pa, > ¢.
Falls ¢ > %, so erzeugt A, eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe mit Winkel
> o — 5. Zu jedem \g > 0 existiert ein C, > 0 mit

[llzmprn < Cxol[(A = Ap)ullo@ny (A€ 25 Al = Ao). (5-1)

Beweis. Setze A = ¢*™ mit ¢ € 3,3, und definiere fiir festes a mit || < 2m die
Funktion

qu—|a\£a
a(§) —¢*"
Dann ist m, € C®(R™ x y/2,, \ {0}) homogen in (£, ¢) vom Grad 0 und erfiillt
nach Bemerkung 5.6 die Michlin-Bedingung bzgl. £&. Nach dem Satz von Michlin ist

| op(ma(, @)l Lzr@n)) < Ca.
Sei f € LP(R"), q € Sy jom \ {0} und u := ﬁ_lmyf. Dann gilt

ma(€,q) = ((&,q) € R" X Ty jam \ {0}).

|q|2m_‘a|HDaUHLP(Rn) = || Op(ma('7Q))f||Lp(R”) < Oa||f||LP(R”)- (5_2)

Insbesondere ist u € W)™(R") = D(A4,) und (A, — Nu = f, dh. A, — X ist
surjektiv. Falls andererseits (A4, — Nu; = (4, — Nug = f mit w1 o € D(A4,) gilt,
so folgt u; = ﬁ’lA(El)_/\ﬁf = uy als Gleichheit in .’/(R™) und damit u; = us in
LP(R™). Somit ist A, — A auch injektiv, d.h. p(4,) D X, \ {0}. Aus (5-2) folgt mit

a = 0 die Resolventenabschétzung

IMA = Ap) Ml zze@ny < Co - (A € B, \ {0}).

Damit ist A, sektoriell mit Winkel ¢4, > ¢, und fiir ¢ > 7 erzeugt A, eine be-

schréinkte holomorphe Cy-Halbgruppe mit Winkel > ¢ — 7.

Zu zeigen ist noch die Abschitzung (5-1). Sei qo > 0. Dann folgt aus (5-2) fiir
q € Xy/2ms 4] > qo, die Abschétzung

lellzm pr = llullwzn@ny + [Alllull 2o @ny

© Robert Denk 04.02.2019



5. LP-Theorie: Parabolische Operatoren im Ganzraum 75

S L P ey

la|<2m

< min{l,qo}_2m< Z Ca)”fHLP(R")

|| <2m

< C>\0||f||LP(R")7

wobei \g = ¢2™. O

5.17 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenitéit von m,(§,q) ver-
wendet, wobei ¢ = A/?™_ In diesem Fall sagt man, m,, ist quasi-homogen von (£, \)
ab. Im allgemeinen heifit eine Funktion m = m(§, A) quasi-homogen mit Gewicht
r € Rin (§,\) vom Grad d, falls

m(p€, p'A) = pm(E, X)) ((§,A) # 0, p > 0).

Die Zahl r heifit das relative Gewicht von A bzgl. £. In obigem Beweis hat A\ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund fiir das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Warmeleitungsgleichung 0; — A die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen (man spricht von parabolischer
Skalierung).

5.18 Korollar. Fualls in der Situation von Satz 5.16 der Operator 0, — A(D) parabo-
lisch ist, so erzeugt die LP-Realisierung A, eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe
in LP(R™).

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in 3, 5, d.h. es gilt a(&) —
A # 0 fiir alle (§,A) € R" x 3.5 \ {0}. Wegen a(p) = p*™a(€) ist der Wertebe-
reich R(a) := {a(§) : £ € R"} ein Kegel, und da {a(§) : |¢| = 1} kompakt ist,
ist dieser Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {a €
(—m,7]) : € & R(a)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [-7/2,7/2] C W, und
somit existiert ein € > 0 mit [—7/2 — e, 7/2+¢] C W. Fiir alle A € C\ {0} mit
arg A\ € [—m/2 —e,m/2 + €] folgt damit A € R(a), d.h. a(§) —=A#0 (£ € R").

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor ¥, /2. ist. Nach
Satz 5.16 ist A, sektoriell mit einem Winkel ¢ > 7/2, und nach Satz 3.17 erzeugt
A, eine holomorphe Halbgruppe. n

5.19 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel a € (—m, 7| offen ist, fiir welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizitét
auf dem Halbstrahl {pe'® : p > 0} erfiillt.
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5.20 Lemma. Sei 1 < p < oo und A(x, D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten a, € L>(2) (la| < m). Dann ist A, € L(W"(Q), LP(£2))
mat

S C' max Haa“Loo(Q).
laj<m

||Ap||L(W;;”(Q),LP(Q))

Beweis. Das folgt sofort aus ||D%l[rr) < |ullwme) fiir o] < m und aus der
Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u — aqu in LP(€2) die Norm ||aq ||z (q)
besitzt. O]

5.21 Satz (Hauptsatz iiber parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(x, D) =
Z|a|§2m ao(x)D® ein linearer Differentialoperator in R™ mit Koeffizienten

c C(R™), |a| =2m,

“ L>*R"™), |a| < 2m.
Ferner existiere a,(00) 1= lim|g| 00 aa () fiir alle || = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor £ C C fir x € R"U{oo} ist, so existiert ein \g > 0 so, dass

fiir die LP-Realisierung von A die Inklusion p(A,) D {\ € L |\ > \o} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschdtzung

Fallampr < Cll(Ap — Nuillinany (A€ 2, 1Al = M.

Falls & = iw so ist A— \g sektoriell mit Winkel o; falls ¢ > 7, so erzeugt A— A
eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe auf LP(R™).

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (,Freezing the coefficients®): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle zy € R™U {00} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
Ap(xg, D). Nach Satz 5.16 ist Ag(xg, D) — A invertierbar fiir alle A € £\ {0}, und
es existiert eine Konstante C; > 0 mit

lullamprn < Cill(Ao(xo, D) = Nullo@ny  (uw € WP™(R™), A€ Z,|A] > 1).

Wie man im Beweis von Satz 5.16 sieht, kann die Konstante C; unabhéngig von z
gewahlt werden.

Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

laa(z) — an(c0)| < e (Jz| > R, |a| =2m).

Da B(0,R) C R™ kompakt ist und die Koeffizienten a,, fiir |a] = 2m stetig sind,

existieren endlich viele z1,...,zy € B(0, R) und offene Umgebungen U; von z; mit
B(0,R) c UY, U; und
laa(z) — an(z;)| <e (x €U, laj=2m,i=0,...,N) (5-3)
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Setze hierbei Uy := R™\ B(0, R) und x¢ := 0.

(ii) Beweis der a priori-Abschdtzung: Wir wihlen ¢ := Q—él in (5-3) und zugehorige

Umgebungen U;. Dann gilt fiir alle u € ng(R”) mit suppu C U; die Abschiatzung
ltll2mpen < Cull (Ao(xi, D) = Aul| oy
< Cill(Ao(2, D) = Mullpo@ny + Ci| (Ao (2, D) = Ao(i, D))ul| Lo(en

1
< Cill(Aofz, D) = Moy + Cr - G- ellampee

Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma 5.20 verwendet. Damit erhalten wir
lllzm.p e < 2C1[[(Ao(z, D) = A)ull Lo @)
Wiéhle nun eine zu U; gehorige C*°-Partition der Eins, d.h. ¢; € C®°(R™) mit 0 <

;i <1, Zi]\io wi =1 und suppp; C U; (1 =0,...,N). Dann gilt fiir u € Wme(R”)
die Abschétzung

N N
lllomprn < Mpstullomprn < 201 ) - [(Ao(z, D) = Npiul| ogen).

i=0 i=0
Es ist
(AO(% D) - >\)<Pz‘u = %(Ao($7 D) - )\)U + Ru%

wobei R;; ein Differentialoperator mit Ordnung nicht gréfler als 2m — 1 ist.

Nach Wahl der Umgebungen U; und wegen 0 < ¢ < 1 gilt fir w € LP(R") die
Abschétzung

N
lpiwll Lo@n < lwllr@n < liwlle@ey < NollwlLon).
=0

Damit ist
N

lullomper < 2C10)  (llpi(Ao(z, D) = Nl po@ny + | Ryt ozn)
=0

< Ca(I(Ao(, D) = Nul| Loy + [ Ryul| 1o gy )

mit Cy :=2(N + 1)Cy und R; := Zi]\io R, ;. Wir schreiben weiter Ry := A(x, D) —
Ap(z, D) und erhalten

lullzmpre < Co(||(A(z, D) — Nul|on) + | Riu||Lo@n) + | Row||Lo@n)) -

Da Ry, Ry Differentialoperatoren von Ordnung nicht grofler als 2m — 1 sind, gilt
| Riul| Loy < Csllullyyzm-1(n) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun
die Interpolationsungleichung (Satz C.8) und erhalten

< L C < L
||U||wgm*1(Rn) = m”uﬂwgmmﬂ + Caflu| o @ny < m"W”bm,p,Rn?
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falls |A| > A\ := 4C2C3C}. Eingesetzt ergibt sich

1
l[ullzmp i < Coll(A(z, D) = Aullzoeny + 5 llullom pze,

d.h. die a priori-Abschitzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C5 fiir alle u €
W™ (R") und alle A € & mit [A] > Ay

1

wov n (i) und zugehérige

(iii) Ewistenz der Resolvente: Wir wihlen ¢ :=

YP; € C*(R™) mit 0 < ¢; < 1, suppey; C U; und ¢; = 1 auf supp @;. Sei A, ; die
LP-Realisierung von Ag(x;, D). Wir definieren

N

RONF =Y @A, = N7f (fFELPRY), XeZ, A >N,

J=0

Sei f € LP(R™). Dann gilt

(Ap = VRO F = (Ap = Npj(Apj — N) ' f
=0
N
=3 (0 (A = V(A = N+ T1(Ap — X)),
=0

wobei T ; ein Differentialoperator der Ordnung < 2m — 1 ist. Wir schreiben weiter

0i(Ap = N (A = N5 f = (Ao, D) = M)(Apy = N) 1 f
+ ©j (A(I, D) - Ao(xjﬁ D)) (APJ o A)ilef
=@;f +Ta,f

mlt ngf = 90] (A(.Z', D) — A0($], D))<Ap,] — )\>_1wa
Fiir v; := (A,; — A\) "', f gilt nach Teil (i) des Beweises

[sllwam@ny + [AH[vs]] o eny < Cul[40;fl o).

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen U; und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschétzung

[(A(z, D) — Ao(zj, D))vjl| o rn [[vjlwzm @y + Cs ||vs]| e (rn)

1
< - -
)= RCH (N +1)

mit einer Konstanten C5 > 0. Fiir den Operator 15 := Z;V:O T, ; erhalten wir daher
N
IToflleeny < 1T fllony
§=0
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[
WE

lo; (A(x, D) — Ao(z;, D)) vl o @n)

0

.
Il

NE

I(A(z, D) = Ao(;, D)) v oy
0

.
|

WE

<

<

falls [A\| > A2 := max{\;,8C5C1Ny}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

1 Cs - Cy
(5o, Olaflen + =

C5C1 Ny 1
S )l < e

45 v )

<.
Il
o

0| =
+

N

_ 1
S T (Apg = X fl @y < 71 lzgen,
7=0

falls A € £, |A| > A3 mit geeignetem A3 > 0 ist. Wir setzen \g := max{Ay, A3} und
erhalten insgesamt

(Ap = MR =F+TNf AeZ, A=),

wobei T'(\) f = Tgf—i—Z;.V:O T1,;(Ap;—X)"14; f ein beschrinkter Operator in LP(R™)
ist mit Norm || T(A)||r(rer@ny) < 5. Somit gilt

(4 = VRO +T(N) ™ = id e,

d.h. A, — X ist surjektiv. Nach der a priori-Abschétzung aus Teil (i) des Beweises
ist A, — A auch injektiv und abgeschlossen, d.h. es gilt

p(A,) D Ihe 2L A= Mo}

Die a priori-Abschitzung des Satzes wurde bereits in Teil (ii) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem. O]
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6. Energiemethoden fiir nichtautonome
Evolutionsgleichungen

6.1 Worum geht’s? Nichtautonome Evolutionsgleichungen haben die Form dyu(t)—
A(t)u(t) = 0, d.h. jetzt hingt der Operator selbst von der Zeit ab. Hier greift die
Halbgruppentheorie nicht mehr. Mégliche Ansétze zur Behandlung derartiger Glei-
chungen sind etwa die Lokalisierung (bzgl. t), die Theorie der Pseudodifferentialope-
ratoren (in ¢ und z simultan) sowie Energiemethoden, auch variationelle Methoden
genannt. Die Hauptidee ist es, schwache Hilbertraumwertige Losungen zu betrach-
ten. Eine dhnliche alternative Methode, derartige Gleichungen zu behandeln, ist die
Theorie der CD-Systeme von Kato, welche hier aber nicht betrachtet wird.

a) Parabolische Gleichungen

Im Folgenden seien T > 0 und V. C H C V' ein Gelfand-Tripel mit separablen
reellen Hilbertrdumen V und H (siehe Definition 1.4). Mit C' werde eine generische
Konstante bezeichnet, d.h. der Wert von C' kann sich bei jedem Auftreten d&ndern.

Wir betrachten eine abstrakte nichtautonome Evolutionsgleichung

Opu(t) — A(t)u(t) = f(t) (t € (0,T)),

u(0) = up. (6-1)

Dabei ist A: [0,7] — L(V,V’) eine zeitabhéingige Familie von Operatoren, und
f:10,T] — V' und ug € H sind gegeben.

6.2 Satz (Ein Interpolationssatz). Falls u € L*((0,T); V)N H'((0,T); V'), so gilt
(nach eventueller Anderung auf einer Nullmenge) v € C([0,T), H). Die Einbettung
H

L*((0,7); V)N HY((0,T); V') € C([0,T], H)

15t stetig.

Beweis. Wir setzen Z := L*((0,T); V) N H*((0,T); V') mit Norm

1/2
Jullz :== (HUH%Q((O,T);V) + Hu\ﬁfl((o,mv'))

Sei zunéichst u € Z N CY([0,T], H). Wegen 2 |lu(t)||3; = 2(u(t), dyu(t))y folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir alle ¢, ¢, € [0, T

lu(®)1% = Jutto) |3 +2 / (u(s), Dyu(s)) ds.

to
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Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein tg mit

2 e 2
Juto) B =7 [ u(s) Bras.
0
Mit diesem tq und der Abschéitzung

[(u(s), suls)) | = [(u(s), Osu(s))vxv| < [[Osuls)|lv-[u(s)llv (s € [0,T])
erhélt man fiir alle ¢ € [0, 7]

s < 7 [ Tlds+2 [ 1ol lu)vds

< Sllullzaqomym + 2wl mpvy lullzoryv).

Wegen ||ullr2(or).m) < Cllullr2orvy gilt also fir alle uw € Z N CY([0,T], H) die
Abschétzung
1/2

lulleqorm < ClullZzomyvy + lullm o lullzomvy) < Cllullz. (6-2)

Sei nun u € Z allgemein. Da Z N C'([0,T]; H) dicht in Z ist, existiert eine Folge
(tn)nen € ZNCH([0,T]; H) mit ||u, —ul|z — 0. Nach (6-2) gilt ||wn, —wm||cqo,r),m) —
0, d.h. (uy), ist eine Cauchyfolge in C([0,T], H) und damit konvergent gegen ein
Element uw € C([0,7], H). Da u,, — u in Z, folgt u = w fast iiberall. Die Stetigkeit
der Einbettung Z C C([0,T], H) folgt aus (6-2). O

In Verallgemeinerung des autonomen Falls (Definition 1.5) definiert man:

6.3 Definition. Die zur Operatorfamilie (A(t))¢cpo,r) gehorige parametrisierte Bili-
nearform (quadratische Form) a: (0,7) x V x V — K ist definiert durch

a(t,u,v) = —(A(t)u, v)vixy = —(At)u)v (¢ € (0,T), u,v € V).

Die Form (und die Operatorfamilie) heifit koerzitiv, falls positive Konstanten «,
existieren mit

a(t,u,u) > allully, — Bllully (¢ €[0,T], ueV). (6-3)

Die Form und die Operatorfamilie heiflen streng koerzitiv oder V-elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit 5 = 0 gilt.

6.4 Satz (A priori-Abschitzung). Sei A € C([0,T], L(V, V")) koerzitiv. Dann exi-
stiert eine Konstante Cy > 0 so, dass fiir allew € Z := L*((0,T); V)NH((0,T); V")
die Abschdtzung

lull2(oz).v) < Callluolle + 11 £l 220y ) (6-4)

gilt, wobei f(t) := Owu(t) — A(t)u(t) und ug := u(0) gesetzt wurde. Insbesondere ist
die Losung von (6-1) eindeutig und hingt stetig von den Daten ab.
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Beweis. O.E. sei A streng koerzitiv, sonst betrachte v(t) := e Ptu(t), welches das
Cauchyproblem

O (t) — A(t)v(t) + Bu(t) = e P (1),
v(0) = ug

erfiillt, mit zugehoriger Bilinearform a(t, u,u) + B||ul/%.

Man beachte, dass ug € H nach Satz 6.2 wohldefiniert ist und f € L*((0,7),V")
wegen u € Z gilt. Fiir u € Z N CY([0,T), H) folgt fiir alle t € [0,T]

0 2 B
el = 200pu(t), u(t)) n = 2(0pu(t), u(t))vxv

= 2(A()u(t) + f(t), u(t))vixy = —2a(t, u(t), u(t)) + 2(f(t), u(t))vixv.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

Ju(T) [ +2 / aft, u(t), u(t))dt = [luol +2 / CF(E), () vt

Wir niitzen die Koerzitivitét aus, schéitzen den rechten Integranden ab und erhalten

T T
la(T) % + 20 / la(®) 2t < [[uo]% + 2 / LF ) vl vt

Auf der linken Seite lassen wir den ersten Term weg, auf der rechten Seite verwenden
wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Youngsche Ungleichung ab < ea® +
C.b? (mit frei wihlbarem ¢ > 0). Es ergibt sich

204HU||%2((0,T);V) < Juoll3 + 25HU||2L2((0,T);V) + QCEHfH%?((O,T)J/’)'

Wiéhlt man e klein genug (etwa ¢ = %), so erhélt man (6-4) fiir alle u € Z N

C([0,T], H). Fiir allgemeine u € Z folgt (6-4) wieder mit einem Dichtheitsargu-
ment.

Da die Gleichung linear ist, folgt aus (6-4) die Eindeutigkeit der Losung, da die
Differenz zweier Losungen die Gleichung mit f = 0 und ug = 0 erfiillt. O

6.5 Satz. Sei A € C([0,T], L(V, V")) koerzitiv. Dann existiert zu jedem ug € H und
f € L*(0,T); V") genau eine Lisung uw € L*((0,T); V)N H*((0,T); V') von (6-1).

Der Beweis verwendet das sogenannte Faedo-Galerkin-Verfahren, welches auf einer
Projektion auf endlich-dimensionale Unterrdume basiert.

Beweis. (i) Eindeutige Losbarkeit der endlich-dimensionalen Systeme:
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Sei (v,)nen C V eine Orthonormalbasis von V' (bzgl. der Topologie von V'). Man defi-
niert V,, := span{vy, ..., v,} und betrachtet die orthogonalen Projektionen P, : H —
V,, (orthogonal in H).

Die Funktion u, = Y"1 | ¢;n(t)v; sei definiert als die Losung von

(Orun(t), vi)vixy — (A)un(t), vi)vixy = (f(t), v))vixvy  (G=1,...,n),

U, (0) = Pyuo. (6-5)

Fiir die Koeffizienten (c;,,(t))i=1,..» erhélt man ein System gewohnlicher Differenti-
algleichungen. Setzt man die obige Entwicklung von u,, ein, erhélt man das System

MOicn(t) = At)en(t) + F(t)  (t € (0,7)),

n(0) = Co. (6-6)

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:

.....

Co == ((Pauo,vi)v),_, , € R",

A) = ((A®)vi, , vihvixr); oy, ERT,
M = (<U“’Uj>H)i’j:1 ..... » € RV,

F(t) = () odvn) oy, € R

=l,...

Es gilt A € C([0,T],R"") und F € L*((0,T);R") C L'((0,T);R™), und die Matrix
M ist invertierbar. Fiir das homogene System ist daher der Satz von Picard-Lindelof
in der globalen Version anwendbar, fiir das inhomogene System die Variation der
Konstanten. Daher existiert eine eindeutige Losung ¢, € C([0,T],R") mit dsc, €
L*((0,T); R™) von (6-6), und somit eine eindeutige Losung

u, € C([0,T],V) mit dyu, € L*((0,T); V)
von (6-5).

(ii) GleichméBige Abschitzung fiir die Losungen und Konvergenz einer Teilfolge:

Da u, die Losung von (6-5) ist und duu, € L*((0,T);V) sowie u,(t) € V, gilt,
erhalten wir

(Opun(t), un(t)) i — (A un(t), un(t))vrxv = (f (1), un(t))vrxv-
Nur diese schwache Formulierung der Differentialgleichung wurde im Beweis von
Satz 6.4 benotigt. Es gilt also (mit derselben Konstante wie in Satz 6.4, welche
somit nicht von n abhéngt)

lunllz2qomyvy < Calllfllzzqom vy + lluollm),
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wobei || Pyuo|lg < ||uo||lg verwendet wurde.

Somit ist die Folge (u,)nen € L2*((0,7);V) beschrinkt und besitzt daher eine
schwach konvergente Teilfolge (Satz D.5), welche wieder mit (u,),en bezeichnet sei.
Es sei u, — u € L*((0,T); V).

(iii) Der schwache Grenzwert 16st die urspriingliche Gleichung:

Zu zeigen ist, dass u eine Losung von (6-1) ist. Dazu sei ¢ € 2((0,7")) und v € Vx.
Da u,, eine Losung von (6-5) ist, folgt fiir n > N und fiir fast alle ¢ € [0, T]

P(0)(Orun(t), v)m = @(E)(AE)un(t), V)vruv + @) (f (1), v)vrcy.

Integration bzgl. t und partielle Integration liefert

- / (1)t (£), 0) et = / D) (A (), V) et + / S0 F(1), vyt

Da u, — win L*((0,7T); V) und damit auch u,, — win L*((0,T), H) sowie Au,, — Au
in L?((0,T),V’) gilt (Lemma D.7), kénnen wir den Grenzwert n — oo betrachten
und erhalten

- / & (£) ult), v) et = / S0 (A(L)u(t), v)yrerdi + / PO (F (1), ) yrevt.

Dies gilt fiir alle v € Viy mit beliebigem N € N. Da (v,)nen eine Orthonormalbasis
von V ist, ist (Jyey Vv dicht in V', und somit gilt

_/O gpf(t)u(t)dt:/o <p(t)A(t)u(t)dt+/0 () f(t)dt

fir alle p € 2((0,T)) als Gleichheit in V’. Also gilt fir die distributionelle Ableitung
dyu die Gleichheit Oyu = Au+ f € L*((0,T); V’). Insbesondere ist

u€ HY((0,T); V') n L*((0,T); V) € C([0,T], H).
Zu zeigen ist noch u(0) = ug. Sei dazu ¢ € C*([0,T]) mit ¢(7) = 0 und v € Vy.

Dann gilt wieder fiir n > N mit partieller Integration

- / & (1) (un(t), o)t + 9(0) (un(0), )1 / SO A@unlt) + F(),0)yrevdt.

(6-7)
Fir n > N gilt wegen v € Vy und da P, eine orthogonale Projektion und damit
selbstadjungiert ist,

(un(0),v)g = (Paug, vy g = (ug, Pov)g = (uo,v) .

Fiir n — oo erhalten wir daher aus (6-7)
- /0 o' (8) (u(t), ) rdt + o(0) (ug, v) iy = /0 p(t)(At)u(t) + f (), v)vrxvdt. (6-8)
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Andererseits gilt du = Au+ f € L*((0,T),V’). Multiplikation mit ¢ und Anwen-
dung auf v, Integration iiber (0,7) und partielle Integration liefert

—/0 90/<t)<u(t)7v>Hdt+90(0><u(0)7v>H:/0 p(t)(AB)ult) + f(1), v)vxvdt.

Der Vergleich mit (6-8) liefert ¢(0)(ug — u(0),v)y = 0. Fiir ¢(0) # 0 folgt (up —
u(0),v)g = 0 fiir alle v € Vy. Da (Jyy Va dicht in V' und damit auch in H ist,
folgt u(0) = ug € H. O

6.6 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist somit die Ab-
bildung

L*((0,T); V)N H*((0,T); V') — L*((0,T); V') x H, u+ (Ou — Au, u(0))

ein Isomorphismus von Hilbertrdumen, insbesondere ist die Umkehrabbildung, d.h.
die Losung der Gleichung, ebenfalls stetig. Diese Stetigkeit konnte auch mit dem
Satz vom stetigen Inversen bewiesen werden, allerdings wird in obigem Beweis die a
priori-Abschéatzung sowohl fiir die Eindeutigkeit der Losung als auch fiir die Existenz
des schwachen Grenzwerts beim Galerkin-Ansatz benotigt.

Der Isomorphismus zeigt auch, dass die Losung so glatt ist, wie es aufgrund der
Gleichung erwartet werden kann; man verliert also keine Regularitét. Dies ist typisch
fiir parabolische Gleichung und wird auch als maximale Regularitdt oder optimale
Regularitéit bezeichnet.

6.7 Beispiel. Sei Q2 C R” ein beliebiges Gebiet, und sei A = A(z,t) ein Differen-
tialoperator der Form

Az, t)u = Z O, (aij(x, 1) 0p,u) + Z bi(x, )0y, u + c(z, t)u.
igj=1 i=1

Dabei seien die Koeffizienten reellwertig, stetig in z und ¢ und beschréankt, und die
Matrix (a;;);; sei strikt positiv definit, d.h. es gelte

> ai(@, )68 > qlé® (E€R™, zeQ, te0,T]).
i,j=1

Dann sind die Bedingungen von Satz 6.5 erfiillt, wobei V := HJ(Q), H := L*(Q)
und damit V' = H~1(Q) gewiihlt wird. Somit besitzt das Anfangs-Randwertproblem

atu(l‘,t) - A(xjt)u(x,t) = f(x7t> (l‘ € Q: t € [O7T])a
u(z,t) =0 (x €0, te|0,T)),
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u(z,0) =up(x) (ze€)
fiir jedes ug € L*(Q) und f € L*((0,T), H *(2)) eine eindeutige Losung
u € L*((0,7); Hy () NV H((0,T); H™(R)).
Man spricht hier auch von einer schwachen Losung.

Wir werden im Folgenden eine Aussage fiir hohere Regularitdt der Losung zeigen.
Dafiir betrachtet man den Operator A(t) als unbeschrankten Operator in H (vgl.
Definition 1.5).

6.8 Definition. Sei A: [0,7] — L(V,V’) eine Operatorfamilie. Dann definiert man
die Familie (Ag(t))icp,r) unbeschrénkter Operatoren in H, wobei Ay(t) die H-
Realisierung von A(t) sei, gegeben durch D(Ag(t)) :={u eV : At)u e H} C H
und Ay (t)u == A(t)u (u € D(Ag(t))).

6.9 Satz (Hohere Regularitiit). Sei A € C([0,T], L(V,V")) koerzitiv, und seien
up € D(Ag(0)) und

feZ:=L*0,T):V)nHY(0,T);V").

Dann gilt fir die (nach Satz 0.5 existierende und eindeutige) Losung u von (6-1)
die hohere Regularitdt

u € H'((0,T);V)n H*((0,T); V") c C*([0,T], H),
Au € L*((0,7); V)N H((0,T); V") c C([0,T], H).

Beweis. Wieder sei 0.E. A koerzitiv mit Konstante 5 = 0 in (6-3). Formales Diffe-
renzieren der Gleichung (6-1) liefert

Ofu(t) — A(t)du(t) — (2. A)(tu(t) = 0.f(t) (t € (0,T)),
Nach Satz 6.2 ist f € C([0,7T], H) und damit f(0) € H, nach Voraussetzung gilt uy €
D(Ag(0)) und damit A(0)ug € H sowie t — (0, A(t))u(t) + 0. f(t) € L*((0,T); V).
(Man beachte, dass v € L*((0,7);V) und 9;A € C([0,T], L(V,V")) gilt.) Somit
existiert nach Satz 6.5 eine eindeutige Losung v € Z von
Oru(t) — A()u(t) = (A(L))u(t) + (0.f)(E)  (t € (0,T)),
v(0) = A(0)uo + f(0).

Wir zeigen nun d,u = v. Dazu sei

(6-9)

z(t) :==up —i—/o v(s)ds (t €[0,77).
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Dann gilt z € H'((0,7); V) mit d;2 = v und fiir alle ¢ € [0, T] als Gleichheit in V’
t
A(t)z(t) = A(t)uo +/ A(t)v(s)ds
0

= A(t)ug —|—/0 A(s)v(s)ds —i—/o (A(t) — A(s))v(s)ds.

Da v (6-9) lost, gilt fiir fast alle s € [0,7] die Gleichheit A(s)v(s) = Osv(s) —
(0sA(s))u(s) — 0sf(s) und damit

A(t)z(t) = A(t)uo + v(t) — v(0) — f(£) + f(0) — /O (0:A(s))u(s)ds
+/0 (A(t) — A(s))v(s)ds.

Mit v(s) = 9,2(s) und partieller Integration erhéilt man
AW=(E) = Ao + 220 —00) = 10+ F0) ~ [ @A o)uls)ds
v f (0.A(3))=(s)ds — (A(1) — A0)=(0)
= 02(0) = 10+ [ @A) (=(5) — u(s))ds,

wobei v(0) = A(0)ug + f(0) verwendet wurde. Fiir die Differenz w := z —u € Z
erhéilt man also die Gleichung

Oyw — A(t)w = —/0 (0sA)(s)w(s)ds (t € (0,T)),
w(0) =0

als Gleichheit in V' fiir fast alle t. Wendet man dies auf w(t) € V an, so erhélt man
fiir fast alle ¢

%@(Hw(t)!\?{) — (AWw(t), w(t))vrxv = /0 (0. A(s)w(s), w(t))yrxyds.

Integriert man tiber ¢ € [0, 7] mit 7 € [0, 7], so ergibt sich

1

Sl == [ ottt v+ [ [ (@A, w@dsd. (610

Fiir Cl = maXt€[07T] H@tA(t)HL(V’V/) gllt

‘/OT/;((8514)(5)20(8),w(t)>V'xvdsdt‘ <Oy /0 /OtHw(S)HVHw(t)HVdsdt.
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Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

t T
&/W@W%Z/MM@W@M%SWWMWWMQMWMWM
0 0

und damit

T t T
uAAHMWMW@M%ﬁSmemmAmewﬁﬁ

= R (A B
- LQ((07T)7V) 0 \/5 LQ((O,T),V)
Da A koerzitiv mit § = 0 ist, gilt andererseits
| attwo). wi)d = alwlxg
0

In (6-10) eingesetzt erhilt man fiir alle 7 € [0, T]

1 Ct
Il < (S5 = o) lwliagony)

Fir 7 € [0, 70) mit 7 := %a ist die rechte Seite nichtpositiv, und es folgt w(7) = 0.
Eine Wiederholung dieses Arguments in den Intervallen |7y, 27|, [270, 370], . .. liefert

schliefllich w = 0 und damit 0 = dyw = 0,z — dyu = v — dyu, d.h. es gilt dyu = v.

Wegen v € Z folgt damit O,u € Z und wegen Au = dyu — f auch Au € Z. Nach
dem Einbettungssatz gilt Z C C([0,T], H) und damit u € C*([0,T], H) sowie Au €
C([0,T], H). O

b) Nichtlineare Gleichungen

Im Folgenden sei X ein reflexiver Banachraum und X’ sein topologischer Dualraum.
Unter einem Operator A: X — X' ist ab sofort nicht notwendigerweise eine lineare
Abbildung gemeint. Man schreibt {iblicherweise auch fiir nichtlineare Operatoren

Au = A(u).
6.10 Definition. Sei A: X — X', u — Au ein Operator.
a) A heifit monoton, falls
(Au— Av,u —v)xivx >0 (u,v € X).

Falls fiir u # v sogar ,,>“ gilt, so heiflit A strikt monoton. Der Operator A heifit
stark monoton, falls ein ¢ > 0 existiert mit

(Au— Av,u — v)xinx > cllu—v||%  (u,v € X).
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b) A heifit maximal monoton, falls A monoton ist und falls gilt: Wenn u € X und
b € X' die Ungleichung (b — Av,u — v) x/xx > 0 (v € X) erfiillen, so ist Au = b.

c¢) A heiit koerzitiv, falls

. (AU, u)X’XX
lim ——22 =0
lullx—oo  JJul|lx

d) A heiit beschrénkt, falls beschrinkte Mengen in X auf beschrinkte Mengen in
X' abgebildet werden.

e) A heiit hemistetig, falls fiir alle u,v,w € X die Abbildung
s+ (A(u+ sv),w)xxx, R >R

stetig ist.

In vielen Anwendungsfillen ist ein nichtlinearer Operator mengenwertig, d.h. eine
Abbildung A: X — Z(X’), wobei Z(X’) die Potenzmenge von X’ ist. Man beachte,
dass mengenwertige Abbildung mit Teilmengen G4 C X x X' identifiziert werden
konnen (dabei ist G4 = {(u,u’) : v € Au} der Graph von A). Fir A, A: X —
P (X') heifit A eine Fortsetzung von A, falls G3D Ga, dh. falls Au> Au (u € X)
gilt.

6.11 Definition. Sei A: X — Z(X’) ein mengenwertiger Operator. Dann heifit A
monoton, falls

(W =0 u—v)xxx >0 (u,v€ X, u € Au, v € Av)
gilt. Der Operator A heift maximal monoton, falls es keine monotone echte Fortset-
zung A: X — Z(X’) von A gibt.
6.12 Satz. Sei A: X — X' ein Operator.
a) Falls A stark monoton ist, so ist A koerzitiv.

b) Sei A monoton und hemistetig. Dann gilt:

(i) A ist mazimal monoton.

(ii) Sei (up), C X eine Folge mit u, — u in X und Au, — b in X' sowie
lim sup,,_, o (A, Un) xrxx < (b,u) x1xx. Dann gilt Au = b.

Beweis. a) Es gilt (Au,u)xxx = (Au — A(0),u)xrwx + (A(0), u)xrxx > c|lull3k —
I|A(0) || x||w||x und damit
(Au, u) xxx

> dlullx = [AQO)]x = oo ([lullx = o0).
[[ullx
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b) Sei A monoton und hemistetig, und seien u, b wie in (i) gegeben. Fiir festes w € X
setzt man v := u — sw (s > 0) und erhélt

0<(b—Av,u—v)xxx =8b— A(u — sw),w) xr«x-

Fiir s N\ 0 folgt unter Verwendung der Hemistetigkeit (b — Au,w)x/«xx > 0. Ersetzt
man w durch —w, erhélt man analog (b — Au, w)x/xx < 0. Somit gilt Au=bin X',
d.h. A ist maximal monoton.

Sei nun (uy,,), C X eine Folge wie in (ii). Dann gilt fiir alle v € X
(A, Un) x5 x — (Av,up) xrxx — (Auy, — Av,v) xrvx = (Auy, — Av,uy, — v) xiex > 0.
Man nimmt von dieser Gleichung den limsup,, ,., und erhélt

(b, u)xrxx — (Av,u)xrxx — (b — Av,v) xivx >0

und damit (b — Av,u —v)x/xx >0 (v € X). Nach (i) gilt Au =b.
[l

Im Folgenden sei wieder V' C H C V' ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen
Hilbertraumen V, H. Gegeben sei jetzt eine Familie (A(Z, -))scjo,r] von nicht notwen-
digerweise linearen Abbildungen A(t,-): V' — V’. Wir betrachten die parabolische
nichtlineare Gleichung

Oru(t) — A(t, u(t)) = f(t) (t€(0,T)),
u(0) = up.

(6-11)

Wieder werden wir die erste Gleichung dabei als Gleichheit in V' fiir fast alle ¢t €
(0,7T") auffassen.

Zur Operatorfamilie (A(%,-))cjo,r] betrachtet man den Operator

A: L*((0,7); V) — L*((0,T); V'), u > A(-,u("))

6.13 Satz. Gegeben sei eine Familie nichtlinearer Operatoren (A(t,-))icjo.r)- Fol-
gende Voraussetzungen seien erfillt:

(i) Beschrinktheit: Es existiert ein y € L*((0,T)) mit

[A( v)lv: < Cy(8) + [lvllv) (£ € (0,T), veV).

(i1) Hemistetigkeit: Die Abbildung [0,T] x R — R, (t,s) — (A(t,u + sv), w)yrxy
ist stetig fiir alle u,v,w € V.
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(i1i) Koerzitivitit: Es gibt o, > 0 so, dass fir alle t € [0,T] und alle u € V
—(A(t, u), w)vicy = allullf — Bllull gilt.

(iv) Monotonie: Fir alle t € [0,T] ist der Operator —A(t,-): V. — V' monoton.

Dann eistiert zu jedem f € L*((0,T); V') und zu jedem ug € H genau eine Lisung
we LA((0,T); V)N HY((0,T); V') von (6-11).

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass der Operator —A: L*((0,T); V) — L*((0,T); V")
beschriinkt, hemistetig und monoton ist. Fiir u,v € L?((0,T); V) gilt

/0 (At u(t)), o(t))yrxvdt < C / ((t) + [l o (6) vt

<O(||7||L2(0T) Jr||U||L2 (0,7); )||U||L2(OT)V)7

also ist A beschriankt. Die Hemistetigkeit ergibt sich analog mit majorisierter Kon-
vergenz aus der Hemistetigkeit von A(t, -). Die Positivitdt von —A folgt sofort aus

—/0 (A(t,u(t)) — At,v(t)), u(t) — v(t))yrxydt >0 (u,v € L*((0,T);V).

(ii) Galerkin-Approximation:

Sei {vy, fnen C V eine Orthonormalbasis von V', V,, := span{vy,...,v,} und P,: H —
V., die orthogonale Projektion in H auf V. Sei ferner (fy,)nen € C([0,7],V’) eine
Folge mit f,, — f in L?((0,T);V"). Wir betrachten die Differentialgleichung in V},

(Ortin, vj)vicy — (At un(t)), vi) vy = (fu(t), vi)vixy  (E€(0,T)),

1, (0) = Pyuy. (6-12)

Fur u,(t) = Y i, cn(t)vs, cu(t) = (cm(t))i:1 ,, erhélt man folgendes System

-----

gewohnlicher Differentialgleichungen:

Mdyen(t) — G(t, Cc%i z gz<t> (t€(0,1)), (6-13)
mit

M :

G(t,ca(t)) :

Fo(t) -

Nach Voraussetzung ist G: [0,7] x R" — R" stetig, ebenso F,: [0,7] — R™. Die
Matrix M € R™" ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von Peano

I
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existiert eine maximale Losung ¢, € C([0,t,), R™) mit ¢, > 0. Fiir die zugehorige
Funktion u, gilt u,, € C'([0,t,),V;,) € C([0,t,), V).

(iii) Energieabschitzung und schwache Konvergenz:

Setzt man in (6-12) punktweise u,(t) € V,, statt v; ein, erhélt man

%atllun(t)lﬁf — (A, un (), un () vy = (fa(t), un(®))vixy (£ € (0,80)). (6-14)

Unter Verwendung der Koerzivitéit erhélt man

%&:Ilun(t)llif +allun ()5 < Blun®l + (falt), un®)viy (¢ € (0,t)).

Wie im Beweis von Satz 6.4 folgt daraus fur alle 7 € (0,,)

[[un (7)1 % +/ [[un (8)[[3-dE < C(HUOH%I + ||fn||%2((0,T);V’)>' (6-15)
0

Die rechte Seite hidngt nicht von 7 ab. Da M positiv definit ist, gilt
(TP < Cen(r) Men(r) = C Y cinlT)ejn(T) (vs 0501 = Cllun(T)[IFr-
ij=1

Also ist |c,(7)| durch eine von 7 unabhéingige Grofle beschrankt. Damit folgt ¢, > T
und damit u,, € C*([0,T], V).

Wegen (6-15) sind (ty, )nexy € L2((0,T); V) und (,,(T))neny C H beschriinkt. Da nach
Voraussetzung A ein beschréinkter Operator ist, ist auch (Auy)nen C L2((0,T); V")
beschrankt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt also

u, — u in L*((0,T); V),
un(T) — uy in H,
Au,, — w in L*((0,T); V').

(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Losung der Gleichung:

Analog zum Beweis von Satz 6.5, Teil (iii), betrachtet man ¢ € D((0, 7)) und v € Viy
und erhalt fiir n > N

- / & (£) n(£), 0) eyt — / DA 1 (£)), o)yt
- / o(B)(fu(t), vvrvt.

Fiir n — oo erhilt man aufgrund der obigen schwachen Konvergenzen und der
Konvergenz f, — f in L*((0,7); V")

- /0 S () ult), vy dt — /0 S0 (w(t), V)t = /0 F(1), 0wt
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Dies zeigt dyu = w + f € L*((0,T); V") sowie u,, — w in H'((0,7); V') und damit
un(T) — u(T) in H. Genauso wie im Beweis von Satz 6.5 sieht man u(0) = wy.

Zu zeigen ist noch w = Au. Integriert man (6-14) tiber (0,7’), so erhélt man

— [ At ). )it = SO Dt [ 00D,

Es gilt u,(0) — u(0) in H, u,(T) = «(T") in H und damit liminf, . ||u,(T)] >
|u(T)|| (siehe Lemma D.4 ¢)). Mit Lemma D.4 d) folgt

Aamm%wwwﬁﬁlammmmmm (n — o).

Damit erhalt man

n—o0

lim sup ( . /0 T(A(t, un(t)), un(mwvdt)

<

DN | —

IOl = 5T+ [ (O, )

:—/O (w(t), u(t))y«vdt.

Dabei gilt die letzte Gleichheit wegen w = Oyu — f. Der Operator —A ist nach
(1) monoton und hemistetig, und die Folge (uy,)nen erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 6.12 b) (ii). Nach diesem Satz gilt Au = w, d.h. u ist eine Losung der Gleichung.

(v) Eindeutigkeit: Seien uy, us Losungen von (6-11). Dann folgt
Orllus (t) = w2 (Bl = (At ua(t)) = At uz(t), ur () — wa(t))viv <0 (¢ € (0,7))

sowie u1(0) = u9(0) und damit u; = us. O
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7. Maximale Regularitéit

7.1 Worum geht’s? Bei der Behandlung nichtlinearer Gleichungen stellt die Me-
thode der maximalen Regularitéit eine Alternative zur Theorie monotoner Opera-
toren dar. Hier geht es vor allem um semilineare und quasilineare Gleichungen.
Die Idee ist es, Funktionenrdume in Ort und Zeit zu definieren, in welchen durch
die Gleichung ein Isomorphismus induziert wird. Dieses Konzept war in den letzten
Jahrzehnten sehr erfolgreich und wird heute vor allem in Hoélder- und Sobolevraumen
(bzgl. der Zeitvariablen) angewendet. Wir diskutieren hier insbesondere die Sobo-
levraumtheorie.

a) Der Begriff der maximalen Regularitit und die Losung
quasilinearer Gleichungen

Im Folgenden werden wir semilineare und quasilineare Gleichungen betrachten, wel-
che abstrakt geschrieben werden kénnen in der Form

Ou — A(u)u = F(u) in (0,Tp),

u(0) = wo. (1)

Dabei ist Ty € (0, 0o]. Wir fixieren folgende Situation: Es sei p € (1,00), Xy und X,
seien Banachriume mit X; C Xy, d.h. die Identitéit auf X, ist stetig. Weiter sei X;
dicht in Xy. Fiir festes T' € (0, Tp] wihlen wir als Grundraum

F:= FT<X0) = Lp((O,T), X())

Der passende Raum fiir die Lésung wird dann

E :=Er(Xy, Xo) := LP((0,7); X1) N Wpl((O,T);XO).

7.2 Definition. Wir definieren den Spurraum voE := {you : u € E}, wobei v: u +—
u(0) die Zeitspur von u an der Stelle 0 bezeichne. Der Raum v E = v E(X;, Xo)
wird mit der kanonischen Norm

[uolroe := inf{{|ulle - v € E, u(0) = uo}
versehen. Wir setzen noch

oE := oEr (X1, Xo) := {u € Ep(Xy, Xo) : you = 0},

das ist der Raum aller Losungen, welche an der Stelle ¢t = 0 den Wert 0 annehmen.
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7.3 Lemma. a) Der Spurraum ist gleich dem reellen Interpolationsraum mit Para-
metern 1 — }D und p, d.h. es gilt vE = (Xo, X1)1-1/pp. Es gilt die stetige Inklusion
E c BUC([0,T];%E). Insbesondere ist die Spur vo: E — %E, u — u(0) wohldefi-
niert, und Yol ist unabhdngig von T .

b) Die Norm der stetigen Einbettung E C BUC([0, T']; v0E) héingt von T ab, sie wird
im Allgemeinen grofler fir kleinere Zeitintervalle. Auf dem Teilraum oE kann diese
Norm jedoch unabhdingig von T > 0 abgeschditzt werden, d.h. es existiert eine von
T > 0 unabhdngige Konstante Cy mit

1u(0)[lco,m1m0E) < Cillulles(xi,x0) (w0 € oEr (X1, Xo)).

Dies sieht man, indem man u durch 0 auf das Intervall t € (—1,0) fortsetzt und
damit mindestens die Intervalllinge 1 erzielt.

b) Der Spurraum ist ein Banachraum mit X; C yE C X (jeweils stetige Inklusion,).

Beweis. Diese Aussage ist Teil der Interpolationstheorie von Banachrdumen. O]

Fiir den zentralen Begriff der maximalen Regularitit betrachten wir eine lineare
Version von (7-1):
Owu—Bu=f in (0,7),
u(0) = up.
Dabei sei B € L*((0,7); L(X1, Xp)). Wir identifizieren die Funktion B: (0,7) —
L(Xy, Xp) mit einer Funktion auf E vermége der Definition

(7-2)

(Bu)(t) := B(t)u(t) (t€(0,7), ueE).
Wir werden diese beiden Interpretationen von B nicht in der Notation unterscheiden.

7.4 Definition. a) Seien f € F und uy € yE. Dann heifit eine Funktion u: (0,7) —
Xy eine starke (LP)-Losung von (7-2), falls u € E gilt und falls (7-2) fiir fast alle
t € (0,7) als Gleichheit in L*((0,7"); Xo) gilt.

b) Die Abbildung B € L*>°((0,T"); L(X1, X)) besitzt maximale (LP-)Regularitit auf
(0,T), falls fur alle f € F und ug € E genau eine starke Losung u € E von (7-2)
existiert. Man definiert MR (X7, Xj) als die Menge aller B € L>((0,7T); L(X1, Xo)),
welche maximale Regularitét in (0,7) besitzen. Der Raum MRy (X7, Xo) wird mit
der Spurtopologie von L*>((0,7"); L(X1, X)) versehen.

c) Man definiert MR(X7, Xy) als die Menge aller Operatoren C' € L(X7, Xj), fiir
welche die konstante Abbildung (0,7) — L(X;, Xo), t — C maximale Regularitét
besitzt. Der Raum MR(X;, X() wird wieder mit der Spurtopologie, d.h. mit der
Norm auf L(X;, Xy) versehen.
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7.5 Bemerkung. Sei T < oo, und sei H(X;, Xy) die Menge aller abgeschlossener
Operatoren B: Xy D D(B) = X; — X, welche eine holomorphe Cy-Halbgruppe in
X erzeugen.

Falls B € H(X;, Xy) und ug € YE, dann ist u(t) := e "Buq die eindeutige Losung
des Anfangswertproblems
Owu(t) — Bu(t) =0 (t € (0,7)),

u(0) = up.

Es gilt u € E.

7.6 Lemma. SeiT < oo, und es gelte H(X1, Xg) # (0. Fiir B € L>((0,T); L(X1, Xo))
sind dquivalent:

(Z) B e MRT(Xl,X()),
(ii) Oy — B € Lisom(0E, F),
(ZZZ) (at — B,’Y(]) c LIsom(E;-F X ’YoE)

Beweis. (1)=(ii). Nach Definition von MRy (X1, Xy) ist die Abbildung 0, — B: ¢E —
F eine Bijektion von Banachrdumen. Da B € L*((0,7); L(X;, Xo)) und 0, €
L(oE, F), ist diese Abbildung stetig. Nach dem Satz vom stetigen Inversen ist
(0; + B)~! ebenfalls stetig, d.h. 9, — B ist ein Isomorphismus von Banachrium-
en.

(ii)=>(iii). Sei (f,uo) € F X yE. Wir wihlen einen festen Operator By € H (X, Xo)
und setzen v := e"*Boyy. Dann gilt v € E und damit (9, — B)v € F. Eine Funktion
u € E ist genau dann eine Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

(0 — B(t))u(t) = f(t) (t€(0,T)),
u(0) = uyp,
wenn w = u — v eine Losung von
(0r — B(t))w(t) = f(t) = (9 = B(t))v(t) (t €(0,T)),
w(0) =0

ist. Nach (ii) existiert aber eine eindeutige Losung w € E dieser Gleichung. Also ist
auch die Abbildung
((9t — B,’)/())Z E— F x ’)/OE

eine stetige Bijektion von Banachrdumen und damit wie oben ein Isomorphismus
von Banachrdumen.

(iii)=-(i). Diese Richtung ist trivial. O
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Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen. Im Folgenden sei stets T € (0, 00), d.h.
wir betrachten nur ein endliches Zeitintervall.

7.7 Satz. Sei B € C([0,T], L(X1,Xo)). Dann gilt B € MRy (X1, Xo) genau dann,
wenn B(t) € MR(Xy, Xo) fir alle t € [0,T] gilt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [3], Theorem 7.1. Hier werden insbesondere Stérungs-

argumente fiir Erzeuger holomorpher Halbgruppen verwendet.

In Abschnitt 6 a) haben wir bereits ein Beispiel maximaler Regularitdt kennenge-
lernt, wobei der Losungsraum dort E = L2((0,7); V)N HY((0,T), V") war.

Wir wollen nun mit der Methode der maximalen Regularitdt quasilineare Evoluti-
onsgleichungen behandeln. Wir betrachten Gleichungen der Form

Oyu(t) — A(t,u(t))u(t) = F(t,u(t)) (t € (0,Tp)), (7.3)
u(0) = g

Dabei sei Ty € (0,00), ug € YE. An die Nichtlinearitdten A und F' wird folgendes
vorausgesetzt:

(A1) Es gilt A € C([0,To] x wE, L(X1, Xp)), und fiir alle R > 0 existiert eine
Lipschitz-Konstante L(R) > 0 mit

At w)v — A(t, u)v|[x, < L(R)|lu = al|5ee[lv]x,
fur alle t € [0,T}], v € X; und alle u,u € yE mit |[ull,g < R und |||,e < R.
(A2) Fir die Abbildung F': [0,Tp) x vE — X gilt:
(i) F(-,u) ist messbar fiir jedes u € VE,
(i) F(t,-) € C(yE, Xo) fiir fast jedes t € [0, Ty],
(iii) f(-) == F(-,0) € LP((0, To); Xo),
(iv) fiir jedes R > 0 existiert ein pg € LP((0,Tp)) mit
[E(t,u) — F(t,w)|x, < er(t)]lu—ull e
fiir fast alle t € [0, Tp] und alle u, @ € E mit ||ull,,g < R, ||t]r < R.
Bis auf kanonische Messbarkeits- und Stetigkeitsbedingungen, die die Wohldefiniert-
heit der Terme in der Gleichung sicherstellen, bedeuten diese Bedingungen im We-

sentlichen, dass die Funktionen F(¢,-) und F(¢,-) auf beschriankten Teilmengen von
YoE Lipschitz-stetig sind.

7.8 Satz. Es gelte (A1) und (A2) sowie Ay := A(0,up) € MR(X1, Xy). Dann

existiert ein T € (0,Ty] so, dass (7-3) im Intervall (0,T) eine eindeutige Losung
u € Ep(Xy, Xo) besitzt.

© Robert Denk 04.02.2019



98 7. Maximale Regularitdt

Beweis. (i) Im Zeitintervall (0,7") mit T' < T verwenden wir die maximale Regu-
laritét von Ay := A(0,up), um Losungen der linearisierten Gleichung abzuschétzen.
Dabei betrachten wir zum einen die Gleichung mit Anfangswert 0,

Gpw(t) — Agw(t) = g(t) (¢ €(0,7)),

w(0) = 0. (7-4)

Wir setzen wieder E := Er (X3, Xo) und F := Fr(Xp).

Da Ay € MR(X7, Xj), existiert zu jedem g € F genau eine Losung w € E, und es
existiert ein von 7" und w unabhéngiges Cy > 0 mit

lwlle < Collgll

(Lemma 7.6). Nach Lemma 7.3 b) existiert eine ebenfalls von 7" > 0 und w un-
abhéangige Konstante C; > 0 mit

[wllcor)mee < Cilwlle
(beachte, dass w(0) = 0 gilt).
Zum anderen definiert man die Referenzlosung u* € E als eindeutige Losung von

Opw(t) — Aqw(t) = f(t) (¢t <(0,T)),

w(0) = up. (7-5)
Dabei ist f := F(-,0) € F nach Bedingung (A2) (iii).
(ii) Zu r € (0, 1] setze
B, :={veE:v—u" €k, [[v—u'|g <r}.
Zu v € B, sei ®(v) := u die eindeutige Losung von
du(t) — Agu(t) = F(t,v(t)) — (A(0,up) — A(t, v(t))v(t) (¢t € (0,T)), (7-6)

Wir werden zeigen, dass ®(B,) C B, gilt und ® in B, eine Kontraktion ist, falls
sowohl T als auch r hinreichend klein sind.

(iii) Wir zeigen ®(B,) C B, fiir hinreichend kleines 7" und r. Dazu schreiben wir
[®(v) =" ||e = [lu—u|[e < Co(HF(',U)—f(')l\f+H(A(O,uo)—A(wv))UHf)- (7-7)

Wir setzen yr 1= supepo 7 [|A(0, uo) — A(t, uo)|L(x, . x0) und erhalten mit Vorausset-
zung (A1) fiir festes R := C1 + ||u*|| oo ((0,1):70E)

A0, ug)v = A w)vl| 7 = [|A(0, uo)v = A, v)ol Lr(0.1):x0)
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< [JA(0, uo) — A(+ v) [ o< 0,721, x0)) |10l 2o (0,7 x0)
< (1140, 10) = A o)l om31051, %00

FIAC 10) = AL, oD (o myzxa,xan ) ol
< (3 + LBl = toll<orynm ) lolle
< (yr+ LB v = wlls ) o]
Wir verwenden fiir 7 < 1 die Abschéatzungen
v —wolle < [lv— vl + [[u* — wolle <7+ [[u* — wollg

und
vl < v —ullg + [[u]le <7+ |lu|e

Damit erhilt man

140, u0)v = A v)ollx < (92 + LIR)C(r + |[u = wolle) ) (r + ).

Ahnlich folgt mit (A2)
1ECov) = fllr < IFCv) = FCun)lz+ G u) = F(0)2
< llerllzro,m) (Hv = |z (01)m0m) + Hu*HLw((o,T);»mJE))
< llerlzromy (Cillo = wlle + 1o 308
< lerlleomn i (r + 1w llz=(0.1)70m)-

Eingesetzt in (7-7) erhélt man

[2(v) = w’lle < Co|lerllsory (Crr + 4 20 ry0m)
+ (v + LIRYCH (7 + [[u” = olls)) (7 + ")

< Co(Cr + [[u™ || o0, m)0E)) | PR || Lo ((0,7))
+ Co(r + [Ju*[|g) (vr + L(R)Cir + L(R)Ch [|[u* — uol|g).

Fiir T — 0 gilt
o vr — 0, da A(-, up) stetig ist,
* [|orllzror) — 0, da pr € LP((0,Ty)),
[ ||u* — uOH]E — 0, da u* — Ug € ETO(Xl,Xo),

° ||u*||]E — 0, da u* € ETO(XLXO)‘
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Man wahlt zunéchst » > 0 so klein, dass
C()L(R)Cﬂ“ < %
gilt. Danach wéhlt man T" > 0 so klein, dass die folgenden Abschétzungen gelten:

|ulle <7
Co(C1 + [[u™ |z (01)708)) |0R || Lo ((0.1)) <
Co(vr + L(R)Ch||lu* — uolg) <

= N3

Dies in (7-8) eingesetzt, ergibt
[2(v) —u'le <5+ (r+r)(5+5) ="

d.h. ®(B,) C B,.

(iv) Genauso wie in (iii) zeigt man, dass fiir hinreichend kleines » > 0 und 7" > 0
die Abschéitzung
12(v) = (@)l < 3llv -l

fir alle v,v € B, gilt. Damit ist ®: B, — B, eine Kontraktion, und nach dem
Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt u von ®. Nach Definition
von ® sind die Fixpunkte von ® genau die Losungen der nichtlinearen Gleichung
(7-3), woraus die Behauptung folgt. O

7.9 Satz. Es gelte (A1) und (A2), und A(t,v) € MR(Xy, Xo) fir alle t € [0,Tp)
mit Ty € (0, 00]. Dann existiert zu jedem ug € yE genau eine mazimale Lisung von
(7-3) mit dem maximalen Ezxistenzintervall [0, T (ug)) C [0,Tp). Falls T (ug) < Ty,
d.h. falls keine globale Liosung existiert, so ist T (ug) charakterisiert durch eine der
beiden dquivalenten Bedingungen

(i) limy s+ () u(t) existiert nicht in K,

(i) Ji ) (lu(®)|%, + |9ru(t) |5, ) dt = oo.

Beweis. Falls u € Ep (X7, Xo) eine lokale Losung auf dem Intervall (0, T) ist, so gilt
u € BUC([0,T];v%E). Daher kann man Satz E.2 anwenden im Intervall (7, 7y) mit
der Anfangsbedingung u; = u(T") € yE. Dies zeigt die Existenz und Eindeutigkeit
einer maximalen Losung.

Falls lim; 7+ (4 u(t) € YE existiert, kann man dies als Anfangswert nehmen und
wie oben u fiir ein kleines Zeitintervall (T (ug), T (ug) + €) fortsetzen, was der
Maximalitdat von T (ug) widerspricht. Also ist T (ug) durch die Bedingung (i) cha-
rakterisiert.

© Robert Denk 04.02.2019



7. Maximale Regularitdt 101

ZuT < T*(up) gilt nach Definition einer Losung fOT(Hu(t)Hg(1 + (| 0u(t) |, )dt < oc.
Falls dies auch noch fiir ' = T+ (u) gelten wiirde, wére wieder u € Eq+ () (X1, Xo) C
BUC([0,T" (uo)]; v0E), d.h. limy sy u(t) existiert in yE im Widerspruch zu
(i). O

Als Anwendung der obigen Sétze erhalten wir ein Resultat iiber Storungen niedri-
gerer Ordnung (die Abbildung B im nachfolgenden Lemma).

7.10 Lemma. Sei A € C([0,T], L(X,, Xo)) mit A(t) € MR(X,, Xo) (t € [0,T)),
und sei B € LP((0,T); L(WE, Xo)). Dann besitzt das Anfangswertproblem

Opu(t) — A(t)u(t) = B(t)u(t) + f(t) (t €[0,T1),
u(0) = g

fiir jedes f € F und ug € HE genau eine Losung u € E.

Beweis. Hier ist A(t,u(t)) = A(t) und F(t,u(t)) = B(t)u(t) + f(t). Offensicht-
lich sind die Bedingungen (Al), (A2) erfiillt mit ¢gr(t) = ||B(t)| r(yE x0)- Der
Beweis von Satz E.2 zeigt, dass die Linge des Existenzintervalls nur von ug und
den Konstanten L(R), Cy, C; und 7 abhingt. Da A € C([0,T], L(X1, Xp)) und
A= |0+ A) ) Fzm) = Co(A) stetig ist, konnen alle Konstanten global im Inter-
vall [0, 7] gewéhlt werden, d.h. die Losung existiert global. O

b) Hohere Regularitit

Wir betrachten dieselbe Situation wie im letzten Abschnitt und untersuchen die
autonome quasilineare Differentialgleichung

Au(t) — A(u(t))u(t) = F(u(t)) (t€(0,7)), (7-9)

Dabei sei T € (0,00), up € YE(X1, Xo), A: %E — L(X;, Xo) sowie F': nE — F.

Parabolische Gleichungen sind , gldttend“, wobei in vielen Anwendungen auch reell
analytische Funktionen auftreten. Dazu zunéchst eine Definition.

7.11 Definition. Seien X,Y Banachrdume, U C X offen und T: U — Y eine
Abbildung. Dann heifit T" reell analytisch, falls fiir alle ug € U ein r > 0 existiert
mit B(ug,7) C U und

T(u) = Z %!(uo) (u — uy, - u—ug) (u€ Blug,r)).

k—mal

© Robert Denk 04.02.2019



102 7. Mazimale Regularitdt

Dabei ist D¥T'(ug) € L(X x ... x X, F) die k-fache Fréchetableitung von T and der
Stelle ug. In diesem Fall schreibt man 7" € C¥(U,Y).

Eine wesentliche Zutat im Beweis der Glattungseigenschaft ist der Satz iiber impli-
zite Funktionen, der analog zum endlich-dimensionalen Fall bewiesen werden kann.

7.12 Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien X,Y,Z Banachriume, U C
X XY offen und T € CYU,Z). Sei ferner (zo,y0) € U mit T(xo,90) = 0 und
D,T((z0,y0)) € Lisom(Y,Z), wobei D,T die Fréchet-Ableitung nach der zweiten
Komponente bezeichnet. Dann existieren Umgebungen Ux von xy und Uy von yg
mit Ux x Uy C U und eine eindeutige Abbildung 1 € C*(Ux,Uy) so, dass

T(z,¢(x)) =0 (z € Ux)

und Y(xg) = yo gilt. Somit ist die Gleichung T(x,y) = 0 lokal nach y auflosbar.
Dabei hat die Funktion 1 die gleiche Regularitit wie T, d.h. gilt T € C*(U, Z) fiir
k € NU {oo,w}, so gilt auch ¢ € C*(Uyx, Uy).

Damit konnen wir folgende Glattungseigenschaft beziiglich der Zeit beweisen:

7.13 Satz. Sei k € N U {oo,w}, und seien A € CF(yE; L(X1, X)) und F €
C*(yE, Xo). Sei u € Ep(Xy, Xo) eine Lésung von (7-9), und es gelte A(u(t)) €
MR(Xy, Xo) fir alle t € [0,T]. Dann gilt

t = tolu(t) € Wy (J; Xo) N LP(J; X1)
fiir alle 7 € Ng mit j < k. Insbesondere folgt
ue WHY((e,T); Xo) NWE((e,T); X1)
fiir jedes € > 0 sowie
u e C*((0,T);7E) N CH=1P((0,T); Xo) N C*12((0,T); X1).
Hier bezeichnet C*T1=Y/P ynd C*=1/P den entsprechenden Holderraum. Falls k = oo,

so ist u € C*((0,7); X1), und falls k = w, so ist u € C¥((0,7T); X31).

Beweis. Wir fixieren ¢ € (0,1) und setzen T(e) := {—. Zu A € (1 —¢,1+¢)
betrachten wir die Funktion wy: [0,T(¢)] — 70E, definiert durch wuy(t) := u(At) (t €
[0,T(¢)]). Dann gilt dyux(t) = A(Opu)(At) und damit

drur(t) — AA(ux(t))ua(t) = AF(ua(t)) (t € (0,T(e))),
ux(0) = up.

Man definiert sich die Abbildung
H: (1 — g, 1+ 8) X ET(E)(X17 X()) — fT(6)<XO) X ’YoE(Xl, X())
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durch
Orw(t) — MA(w(t)w(t) — AF

w(t
HOVw0) = ( e ARRON e 0,1e)
fir A€ (1—¢,1+¢) und w € Ep)(X1, Xp). Da A und F von Klasse C* sind, gilt

dies auch fiir H. Weiter gilt H(1,u) = 0 und

D)\H()\,w) — (_A(w)ua_ F(U})) ’
Oth — AMA(w)h — AA'(w)hw — AF’(w)h)

Dy,H(M\w)h = ( h(0)

fir h € Epe) (X1, Xo). Dabei ist A'(u) die Fréchet-Ableitung von A an der Stelle u.
Insbesondere erhalten wir fir A =1 und w =u

Oh + A(u)h + A’ (u)hu — F’(u)h) .

D,H(1,u)h = ( h(0)

Fiir t € [0,7T(¢)] und v € E definieren wir B(t)v := —A’(u(t))vu(t) — F'(u(t))v.
Da A € CL(oE, L(X1, Xo)) und F € CY(yE, Xo), folgt B € L?((0,T); L(vE, Xo)).
Wir sind daher in der Situation von Lemma E.4 (wobei hier A(t) durch A(u(t))
zu ersetzen ist). Man beachte, dass ¢ — A(u(t)) € C([0,T], L(X1, X)) gilt, da
t — u(t) € C([0,T(e)];0E). Nach Voraussetzung gilt A(u(t)) € MR(Xy, Xo) fur
jedes t € [0,7], und damit gilt ¢t — A(u(t)) € MRp(X1, Xo) nach Satz E.1. Wir
wenden Lemma .4 an und sehen, dass t — A(u(t)) + B(t) € MRy (X1, Xo) gilt.
Somit ist

DwH(lau) c LISOHI(ET(E)(X17X0)7‘FT(E)(XO) X VOE<X17XO))-

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz 7.12, existiert ein 6 > 0 und eine C*-
Abbildung v: (1 — 6,14 6) = Eq¢) (X1, Xo) mit H(A, (X)) =0 (A€ (1-4,1+0))
und ¥ (1) = u.

Nach Definition von H und wegen der Eindeutigkeit der Losung gilt ¢)(\) = uy, d.h.
A= uy € CF((1—6,146), Ep) (X1, Xo)). Wegen Ery (X3, Xo) C C([0,T(e)], v0E)
ist A = uy(t) = u(At) € CF((1—6,145), YE). Dies heifit aber u € C*((0,T(¢)), E).

Wir verwenden nun Zux(t)[x=1 = tdu(t) (t € (0,T(c)). Wegen ¢ € C*((1 — 6,1+
), Ere)(X1, Xo) ist t — t0u(t) € Er)(Xy, Xo). Iterativ sieht man t — t*9fu(t) €
ET(E) (Xla Xo) und damit

u € W (6, T(€)); Xo) NWH((8.T(¢)); X1)

fiir jedes 6 > 0 und € > 0. Unter Verwendung des Sobolevschen Einbettungssatzes
WE((8,T()) € C*1/7([8,T(€)]) erhélt man, da e > 0 und 6 > 0 beliebig sind,

u e CH=VP((0,T); Xo) N CH=YP((0,T); X4).
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Im Fall £ = oo erhélt man u € C*((0,7); X;). Falls k = w, ist die Funktion v reell
analytisch. Da die oben genannten Einbettungen als lineare Abbildungen ebenfalls
reell analytisch sind, ist auch v € C¥((0,7), X). O

7.14 Bemerkung. Diese Beweismethode ist als ,,Parametertrick“ oder auch , Me-
thode von Angenent* bekannt. Man beachte die beiden wesentlichen Zutaten dieses
Beweises, der in dhnlicher Form bei vielen nichtlinearen Differentialgleichungen ver-
wendet werden kann: Zum einen der Satz iiber implizite Funktionen in Banachraum-
en, zum anderen (um diesen Satz anwenden zu kénnen) die Tatsache, dass Dy, H(1, u)
ein Isomorphismus ist. Dies ist aber gerade die maximale Regularitit dieser Linea-
risierung.

Als Beispiel betrachten wir die quasilineare autonome Gleichung zweiter Ordnung
im R"
Ou(t,z) — tr (a(u(t, z), Vu(t,z))Vu(t,z)) = f(ult,z), Vu(t,z))
((t,x) € (0,T) x R™), (7-10)
u(0,z) = ug(x)

Fiir die Behandlung des nichtlinearen Problems verwenden wir folgendes Resultat
aus der linearen Theorie:

7.15 Lemma. Sei b € BUC(R™;R<") mit b(x) > cl,, fir eine Konstante ¢ > 0.

sym

Definiere den Operator B durch D(B) := W}(R") C LP(R"),

(Bu)(z) := — tr (b(z)V? Z bi;(2)0:0;u(x) (z € R", u € D(B)).

1,7=1

Dann gilt B € MR(W}2(R™), LP(R™)).

Wir erhalten folgenden Satz.

7.16 Satz. Seien p € (n+2,00) und k € NU{oo,w}. Es gelte a € C*(R" RX1),

sym

f € C*R" R) mit f(0) = 0. Fiir alle (r,p) € R x R™ sei die Matriz a(r,p)
positiv definit. Dann besitzt die Gleichung (7-10) fir alle uy € WpQ_wp(R”) eine
eindeutige mazimale Losung w € LP((0,TF); WZ2(R®)) N W, ((0,77); LP(R™)) im
Intervall J = (0,T) mit Tt = T (ug) > 0. Weiter gilt

w € CH(J, W2 2/P(R™)) 0 CHHI1P(J; LP(R™) N CFHP (T W2(R™)).

Beweis. Fiir XO = Lp(Rn) und Xl = WPQ(RH) gllt ’YoE(Xo, Xl) = (Xo, Xl)l—l/p,p =
W, 2 (R™). Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt

YE = W;—Q/p(]R") C Cy(R") := {u e C'(R"): ‘llim 10%u(z)] =0 (Jof < 1)}
x|—00

© Robert Denk 04.02.2019



7. Maximale Regularitdt 105

Wir definieren die Abbildungen A: v0E — L(Xy, X7) und F': yE — X durch

(A(v)w)(z) == —tr (a(v(z), Vo(z))Vw(z)),
(F(v)(x) == [f(v(z), Vo(z))
fiir 2 € R", v € E, w € W7 (R").
Sei v € YE. Wegen v € C3(R") ist die Menge {(v(x), Vu(x)) : x € R"} C R™™!
beschrénkt. Da a nach Voraussetzung stetig ist, ist
b, :=a(v(-), Vu(:)) € BUC(R")
sowie b,(z) > ¢, I, (x € R™) mit ¢, > 0. Nach Lemma 7.15 folgt A(v) € MR(X1, Xo)
fiir alle v € yE.

Um die Voraussetzungen (Al) und (A2) nachzuweisen, verwenden wir, dass a als
C!-Funktion auf beschrinkten Mengen Lipschitz ist. Wir erhalten fiir v,7 € YE
und w € X mit ||v|,g < R, ||7]|,0r < R

[A()Yw—A@)w|| 1o@n) = || tr (a(v, Vo)w — a(T, VO)w) ||LP(]R”)
< C’”a(v, Vo) — a(0, V0)|| oo mnroxn || V20| Lo g g xny
< CL(R)|lv = vller@m lwl x,
< OL(R)|Jv = vllyellwllx, -

Dies zeigt Voraussetzung (Al), insbesondere auch die Stetigkeit von A: yE —
L(Xy, X1). Ahnlich zeigt man Voraussetzung (A2), wobei die Stetigkeit von F': yoE —
X verwendet wird, dass I’ eine Variante eines sogenannten Nemyckii—-Operators ist,
d.h.

F: W2P(R™Y) — LP(R™), F(v) := f(u(-), Vo()) (ve W2 P(RM).

Hier wird auch f(0) = 0 verwendet. Die Theorie von Nemyckii-Operatoren zeigt auch
A€ C*(yE, L(X1, Xo)) und F € C*(y[E, X;). Damit sind alle Voraussetzungen von
Satz 7.13 erfiillt, und wir erhalten die hohere Regularitédt der Losung w. O]
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A. Grundlagen der Operatortheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Begriffe und wichtige Aussagen aus der Ope-
ratortheorie zusammen.

Seien X, Y Banachrdume. Im Folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X,Y) fiir die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y. Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X,Y") selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) = L(X,X) und X’ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

A.1 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
raume, (Tk>k€N C L(X, Y)

a) Die Folge T} konvergiert gegen T gleichméBig oder in der Operatornorm, falls
||Tk — T”L(X,Y) — 0 (k’ — OO)

Die Folge T}, konvergiert gegen T in der starken Operatortopologie oder stark, falls
fiir alle v € X gilt: | Thx — Tx|ly — 0. Man schreibt T, = Tj.

Die Folge T}, konvergiert gegen 1" in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls fiir alle z € X und fiir alle f € Y gilt: f(Tpx—T2x) — 0. Man schreibt T}, — T,

b) Eine operatorwertige Abbildung 7': [0,00) — L(X,Y’) heifit gleichméBig stetig,
falls T' € C([0,00), L(X,Y)), wobei L(X,Y) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heifit stark stetig, falls fiir alle x € X gilt: ¢ — T'(t)x € C(]0,00),Y).
Sie heifit schwach stetig, falls fiir alle z € X und alle f € Y’ gilt: t — f(T(t)x) €
C([0,00)).

A.2 Bemerkung. a) Aus gleichméBiger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
Allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten fiir die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachrdume, D C X dicht, und seien A, B € L(X,Y) mit Ax = Bz
fiir alle x € D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X,Y).

¢) Seien X,Y Banachrdume, D C X dichter Untervektorraum und B: D — Y
eine lineare und beschriankte Abbildung (d.h. es existiert ein C' > 0 mit || Bz|ly <
Cl|z||x (z € D). Dann existiert genau eine Fortsetzung B € L(X,Y’) von B. Es gilt
1Bllexy) < C.

A.3 Lemma. Seien X,Y Banachraume und (Ty)ren C L(X,Y) beschrinkt (bzgl.
Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D C X so, dass fir alle x € D die
Folge (Tyx)reny C Y eine Cauchyfolge ist. Dann existiert genau ein T € L(X,Y)
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mat Tk —8> T. Es gllt ||THL(X,Y) S lim infk_mo ||Tk||L(X,Y)’

Beweis. Ubung. O

Fiir die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine fiir viele Zwecke hinreichend
grofle Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

A.4 Definition. Seien X,Y Banachrdume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A: D(A) — Y, dessen Definitionsbereich D(A) C X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A: X D D(A) — Y oder auch nur
A: X — Y. Ein linearer Operator heifit dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist. Wir setzen ker A := {z € D(A) : Ax = 0}.

Ein linearer Operator A: X D D(A) — Y heifit abgeschlossen, falls der Graph
G(T) = {(z,Tz) : « € D(T)} eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y ist. Dies
ist gleichbedeutend zu: Gilt (zg)reny € D(A) mit 25 — z in X und Azy -y in Y,
dann folgt © € D(A) und Az = y.

A.5 Satz (Wichtige Satze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachriume, T : X =
D(A) — Y ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichméfligen Beschrinktheit)Sei 7 C L(X,Y). Es existiere
fiir jedes x € X ein Cp > 0, so dass ||Tz|ly < C, fir oll T € T. Dann gilt bereits
T x,vy < C fiir alle T € T mit einer universellen Konstante C > 0.

c¢) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachriume, T : X D D(A) —
Y linear, abgeschlossen und bijektiv. Dann ist T~ : Y — X stetig.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Se: X ein Banachraum und
z € X\ {0}. Dann existiert ein f € X' mit ||f||x» =1 und f(x) = ||z|x.

A.6 Definition. Sei X Banachraum und A : X — X linearer Operator, dann heift
p(A) :={\ € C:A— \bijektivund (4 - )" € L(X)}
die Resolventenmenge von A und
a(A) = C\ p(4)

das Spektrum von A. Fiir A € p(A) heiit Ry\(A) := (A — \)~! die Resolvente von
A. Die Menge 0,(A) :={\ € C: ker(A — \) # {0}} heiit das Punktspektrum von
A oder die Menge aller Eigenwerte von A, die Menge 0.(A) := {\ € 0(A4) \ 0,(A) :
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R(A— X)) = X} heifit das kontinuierliche Spektrum von A und o,.(A) := o(A4) \
(0p(A) Uo.(A)) heifit das Restspektrum von A.

A.7 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung Ry(A) € L(X)
bereits aus der Bijektivitdt von A — A. Es gilt die Resolventengleichung

A=A = (=A== NA=A) (= A"

fiir A, 1 € p(A).

A.8 Definition. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und A: H D
D(A) — H ein dicht definierter linearer Operator. Dann wird der adjungierte Opera-
tor A* definiert durch D(A*) :={y € H: Jy* € HYxz € D(A) : (Az,y) = (x,y*)}
und A*y = y* (y € D(A*)). Man beachte, dass A* in diesem Fall wohldefiniert ist,
da D(A) dicht in H ist und daher y* eindeutig bestimmt ist.

Ein dicht definierter Operator A heifit symmetrisch, falls A C A* gilt (d.h. falls
D(A) € D(A*) und A*|pay = A gilt), und selbstadjungiert, falls A = A* gilt
(inklusive Gleichheit der Definitionsbereiche).

A.9 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und A: H D D(A) — H ein symmetrischer
Operator. Falls ein A € C\ R existiert mit R(A — X) = R(A—\X) = H, so ist A
selbstadjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A C A*, d.h. es ist nur noch D(A*) C D(A)
zu zeigen. Sei © € D(A*). Da A — X surjektiv ist, existiert ein y € D(A) mit
(A= XNy = (A" — XN)z. Wegen A C A* folgt v — y € ker(A* — \). Nach Definition
von A* bedeutet dies, dass ((A — A)z,z — y) = 0 fiir alle z € D(A) gilt. Also ist
r—y € (R(A—-N)*+=H'= {0} und damit = = y € D(A). O

Im Folgenden sei H wieder ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm
| |l und A: H D D(A) — H ein selbstadjungierter Operator. Mit #(c(A)) wird
die Borel-o-Algebra auf o(A) bezeichnet.

A.10 Satz (Spektralsatz). a) Zu A existiert genau ein PV-Maf (Spektralmajs)
E: %B(c(A)) — L(H) mit

Az = /U(A) MENz (z € D(A)).

Es gilt
D(A) = {a: €X: / IN2d| EO)z||? < oo}.
o(A)
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b) Zu jeder messbaren Funktion f: R — C wird durch
D) = {rex: [ rOPalEQ? < oo},
Az = / FOMEN) (€ D(F(4)
o(A)

ein normaler Operator definiert.
c¢) Die Abbildung f — f(A) (ein sogenannter Funktionalkalkil) besitzt folgende Ei-

genschaften:

(i) Fir Polynome f stimmt f(A) mit der tiblichen Definition iberein.

(ii) Falls f: R — C messbar und beschrinkt ist, so ist f(A) € L(H) und || f(A)| L) =
£l

(iii) Sei f: R — C messbar und beschrinkt und g: R — C messbar. Dann gilt
(9(A))* =7(A), f(A) +g(A) = (f + 9)(A) und f(A)g(A) = (fg)(A).

(iv) Sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen mit f,(A) — f(A) (A € R) und
SUPpen || fulle < 00. Dann gilt f,(T)x — f(T)x (x € H).

(v) Sei f: R — C eine messbare Funktion mit f|sa) = 0. Dann ist f(A) = 0.
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B. Das Bochner-Integral

Im Folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-o-Algebra,
und (2, A, 1) ein (o.E. vollstandiger) Mafiraum.

B.1 Definition. Eine Stufenfunktion (Treppenfunktion) ist eine Funktion s: Q —
X der Form s = Y"1 xa,a; mit A; € A,und ¢; € X (i =1,...,n). Falls u(4;) <
oo (i = 1,...,n) gilt, heiit s integrierbare Stufenfunktion. In diesem Fall ist das
Bochner-Integral von s definiert durch

/ sdp = Zu(Ai)ai € X.
Q i=1

Ein metrischer Raum heiﬁ‘i.: separabel, falls er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Man kann folgende Aquivalenzen zeigen:

B.2 Satz. Fir eine Abbildung f: Q) — X sind dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen f,: Q — X mit f,(z) —
f(z) (in X) fiir alle z € Q.

(i) f ist messbar und f(2) ist separabel.

B.3 Satz. Sei f: Q — X messbar und f(2) separabel. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)nen von integrierbaren Stufenfunktionen f,: Q — X mat
fu(z) = f(2) (2€9Q) und

/an—f||du—> 0 (n— o).
(i) [ 1 lldp < oo.

Bei stetigen Funktionen ist die Bedingung der Separabilitit automatisch erfiillt, wie
das folgende Lemma zeigt.

B.4 Lemma. Sei ) ein separabler topologischer Raum und sei f: Q0 — X stetig.
Dann ist f(Q) separabel.

Beweis. Sei €y C  abzéhlbar und dicht. Dann ist X, := f(€)y) abzdhlbar, und es
gilt o
A= f71(Xo) D f7H(Xo0) D Q.
Da f stetig ist, ist A abgeschlossen, und es folgt Q = Qq C A = A, also
F(Q) = f(A) = F(f (X)) € Xo
und damit f(Q) = X,. Also ist f(Q) separabel. O
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B.5 Definition. a) Eine Funktion f: 2 — X heift stark messbar (oder y-messbar),
falls eine p-Nullmenge N € A existiert so, dass f|q\n messbar ist und f(Q\ N)
separabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f: Q — X heifit (u-)integrierbar, falls [ || f|ldp <
oo. In diesem Fall wihle eine Folge (f,)nen von integrierbaren Treppenfunktionen
mit f, — f p-fast tberall und [|f, — flldu — 0 (n — o0) und definiert das
Bochner-Integral von f iiber €2 bzgl. u durch

[ fdn =t [ g

[ sdu= [t dn (e,
Man setzt £ (p, X) := {f: @ — X | f ist integrierbar} und £ (u) := £ (u, K).

Wie iiblich sei

Die vektorwertigen LP-Réume LP(u; X') werden wie iiblich definiert als Quotienten-
raum LP(u; X) := ZP(u; X)/N. Hierbei ist ZP(u; X) die Menge aller stark messba-
ren f, fiir welche ||f|zrgux) == (f |f]|Pdp)'/? endlich ist, und N die Menge aller
fe L (p; X) mit || f]|1x) = 0. Fiir p = oo hat man die iiblichen Modifikationen.

Falls Q@ € #A(R™) und p das Lebesgue-MaB ist, so schreibt man iiblicherweise
LY X) =LY (pw; X).

Fiir Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsatze.

B.6 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,: Q@ — X

stark messbar mit f,, — [ p-fast iberall. Sei g: Q — [0, 00] messbar mit [ gdu < 0o
und || fn(2)]] < g(2) p-fast dberall fir alle n € N, und || f(2)|| < g(2) p-fast dberall.

Dann ist f, € L*(p; X), f € L'(u; X) und
/fndu — /fd,u in X (n— o0).
b) Sei fr,: Q — X stark messbar mit Y o~ [ || fulldp < 0o. Dann ist f, € L*(p; X)

und >0 | fn(2) konvergiert in X fiir p-fast alle z € Q.
Die Funktion

0, sonst

N {Zifl fu(2),  falls Y~ fu(2) konvergiert,

st integrierbar, und es gilt
S [ fudu= [ 3 fudn
n=1 n=1
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c)Sei f € L'(pu; X) und A = U A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

AfduziAnfdu-

d) Pir f € L\ X) gilt || [ fdpllx < [ |17]xdp.

15t
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C. Elemente der Sobolevraumtheorie

C.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevrdaume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Glattheitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wéhlen.

Im Folgenden sei G C R" ein Gebiet. Zu m € N ist C"™((G) definiert als die Menge
aller stetigen Funktionen f: G — C, welche eine Fortsetzung f € C™(U) mit ei-
ner offenen Teilmenge U O G besitzen. Die Konstanten C, C;, Cs in den folgenden
Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunéachst zitieren wir noch eine Variante der Holderschen Ungleichung.

C.2 Satz (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q,r < oo mit %—l—% = % Dann ist fir
f € LP(G) und g € LY(G) das Produkt fg € L"(G) und

1 fallzr@) < 1flleellgllze)-

C.3 Definition. Sei 1 < p < oo und m € N. Dann ist der Sobolevraum W;"(G)
definiert als die Menge aller Distributionen v € Z'(G) mit D € LP(G) (|a| < m).
Die Norm auf W)"(() ist gegeben durch

1/p
ellm = llhwgiey = (3 1D%ulluy)

la|<m
Man definiert auch noch die Seminorm
1/p
[ty = ulpie) = (D 1D"ullugy) -
|a|=m
Im Fall p = oo modifiziert man wie iiblich. Man beachte, dass || - [op.c = || - [|zr(c)-

Wir definieren W], (G) als den Abschluss von Cg°(G) in W(G).

C.4 Satz. a) Der Sobolevraum W*(G) ist ein Banachraum.

b) Die Menge {u € C™(G) : ||u|lmpc < oo} liegt dicht in W(G).
c¢) Falls 0G die Segmentbedingung erfillt, so ist die Menge {u|g : u € Z(R™)} dicht
in WyH(G).

Im folgenden Satz bezeichne BUCY(G) die Menge aller j-fach stetig differenzierbaren
Funktionen auf G, deren Ableitungen bis zur Ordnung j beschrinkt und gleichméfig
stetig sind. Mit C77(G) fiir j € Ny und v € (0,1) wird der Raum der j-fach stetig
differenzierbaren Funktionen bezeichnet, deren j-fache Ableitungen Holderstetig mit
Koeffizient v sind.
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C.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls G der Kegelbedingung geniigt,
so gilt fir m € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny die Einbettung

WH(G) — BUCY(G),
d.h. jedes u € Wg””(G) ist nach Anderung auf einer Nullmenge eine Funktion in
BUCY(G), und die Abbildung u— w, W;"(G) — BUCY(G) ist stetig.

b) Falls G die starke lokale Lipschitzbedingung erfillt (z.B. falls G ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet ist), so gilt sogar W)*™(G) — C(G) fir alle X € (0,1) mit
A<m-—=2

= p

Beim folgenden Satz beachte man, dass ein Operator T € L(X,Y) kompakt heifit,
falls fiir jede beschrankte Folge (z,,)neny C X eine Teilfolge (z,, )ren existiert, fur
welche (T, )ren C Y konvergiert.

C.6 Satz (Satz von Rellich-Kondrachov). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, und
seien m € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny.

a) Falls G die Kegelbedingung erfillt, dann sind die Einbettungen

WH(G) — BUCY(G),
W (G) — WH(G)

kompakt.
b) Falls G ein Lipschitz-Gebiet ist, so ist die Einbettung

WIt™(@) = C97(G)

fiir alle A € (0,1) mit A < m — % kompakt.

c¢) Ohne Zusatzbedingung an G (aufer der Beschrinktheit) sind die Einbettungen in
a) und b) kompakt, wenn man W(G) durch W, (G) ersetzt.

C.7 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei G ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
enm € N und p,p; € (1,00) gegeben mit

n /1 1
0<7‘::—<———><1.
m\p N

Dann gilt W) (G) — Ly, (G) und

lullopc < Cllullhpellulloye  (we WH(G)).
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C.8 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei 1 < p < oo, sei G ein Gebiet, welches

die Kegelbedingung erfiillt, und seien m,k € N mit 0 < k < m. Dann gilt mit 7 := =

die Abschdtzung
[ulipc < Cllullypcllullope  (u€ W)
Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine Konstante C'(g) > 0 mit
[ulkp < elulmp.c + C@)lullopae

[ullepe < ellullmpe + CE)llullope

Beweis. Siehe z.B. [1], Theorem 5.2.

C.9 Satz (Dritte Poincaré-Ungleichung). Firu € H'(R?) gilt (x —

und

oo 32

]

L2(R3) S 2||VUHL2(R3)-

Beweis. Siehe z.B. [7], Lemma 3.16.

© Robert Denk 04.02.2019

k

]

s € 2(R)

||



116 D. Anmerkungen zur schwachen Konvergenz

D. Anmerkungen zur schwachen Konvergenz

D.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen iiber schwache
Konvergenz in Banachrdumen wiederholt und zusammengefasst.

Im Folgenden sei (X, || - ||) ein Banachraum. Fiir x € X und ¢ € X’ schreibt man
(0, 1) xrex = ().

D.2 Definition. a) Eine Folge (z,,)nen € X heifit schwach konvergent gegen x € X,
falls (o, Zn)x'xx = (p, ) x'xx (¢ € X') gilt. Man schreibt z,, — .

b) Eine Folge (¢ )neny € X' heifit schwach-*-konvergent gegen ¢ € X', falls fiir alle
r € X gilt: (o, ) xxx — (0, 2) x7xx. Man schreibt ¢, — .

D.3 Bemerkung. Aus Normkonvergenz folgt schwache Konvergenz in X, aus schwa-
cher Konvergenz folgt schwach-*-Konvergenz in X’. In endlich-dimensionalen Raum-

en stimmen die Normtopologie und die schwache Topologie iiberein, und eine Folge

konvergiert genau dann in der Norm, wenn sie schwach konvergiert.

D.4 Lemma. a) Falls z,, — x in X, s0 ist (z)neny C X beschrankt.

b) Falls z, — x in X und x, —y in X, so gilt x = y.

c¢) Falls x, — x in X, so gilt ||z|| <liminf, . ||z,]-

d) Falls x,, = x in X und @, — ¢ in X', so gilt {(on, Tn)x'xx — (£, ) x1xx-

e) Falls z,, — x in X und @, = ¢ in X', 50 gilt (On, Tn)xrxx — (0, 2) x1xx-

Beweis. Siehe z.B. [9], Abschnitt 15.2. O

D.5 Satz. Sei X reflexiv. Dann ist die Menge B(0,1) := {z € X : |z| < 1}
schwach folgenkompakt. Falls (x,,)nen C X eine beschrinkte Folge ist , dann existiert
eine Teilfolge (xp, )ken und ein x € X mit x,, — x (k — 00).

Beweis. Siehe [9], Satz 15.26. O

D.6 Lemma. Sei X reflexiv und (x,)neny C X beschrankt. Falls alle schwach kon-
vergenten Teilfolgen von (z,), schwach gegen denselben Grenzwert x konvergieren,
so konvergiert die gesamte Folge (z,), schwach gegen x.
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Beweis. Falls x,, nicht schwach gegen x konvergiert, dann existiert ein ¢ € X', ein
e > 0 und eine Teilfolge (2, )reny mit |(@, z,, — ) x'xx| > € (k € N). Nach Satz D.5
besitzt aber (z,, ), wieder eine schwach konvergente Teilfolge, welche nach Voraus-
setzung schwach gegen x konvergiert, im Widerspruch zur obigen Ungleichung. [

D.7 Lemma. Seien X und Y Banachridume und F € L(X,Y). Dann ist F' auch
schwach stetig, d.h. aus x, — x in X folgt auch Fx, — Fx inY.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Stetigkeit des adjungierten Operators F' € L(X',Y”),
da damit fiir alle ¢ € Y’ wegen F'yp € X' gilt:

<S0,F£En - F$>Y'xY = <S0 ol x, — x)X/xX = <F/f7 Tn — -’E>X/xX — 0 (n — OO)~

O
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E. Erginzungen zum holomorphen
Funktionalkalkiil

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

E.1 Definition (Riesz-Projektion). Sei A € L(X) und o C o(A) eine isolierte
Teilmenge von o(A), d.h. eine in der Relativtopologie von o(A) offene und abge-
schlossene Teilmenge. Sei v eine geschlossene Kurve mit Werten in p(A), welche o

umschliefft. Dann heif3t .

A — A7t
27rz ( )

o -

die zu o gehorige Riesz-Projektion von A.
E.2 Lemma. Der Operator P, ist eine Projektion, d.h. es gilt P, = P2.

Beweis. Seien 71,7y, zwei geschlossene Kurven, welche ¢ umschliefen und o von
7 := 0(A) \ o trennen. Dabei sei der Wertebereich R(7;) im Inneren von ~,. Dann

folgt
F= (Qfm / -y (5 [ - arn)

// (A=A — A rdud
27rz o

Mit der Resolventengleichung (Bemerkung A.7) kénnen wir den letzten Ausdruck
in der Form ) — R schreiben, wobei

Q= LdpdA
()" ] [

1 1 1
= A—A idx dp ) dA
21 ( ) <2m Lz w— A 1 M)

7
1

= (>\ A)7YdA =P,

T omi

R:= YdpdA
27” /Yl [m M= )

1 1 1
= — —A — idx d\)d
211 (,u )" (27rz /nM_A 1 ) a

=0.

und

Beachte hier, dass R(71) im Inneren von v, liegt, so dass Ind,, (z) = 0 fiir z € R(72)
und Ind,,(z) =1 fiir z € R(y) gilt. O
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E.3 Lemma. a) Sei o ein isolierter Teil von o(A). Dann sind Wertebereich R(P,)
und Kern N(P,) beide abgeschlossen, und es gilt die Zerlequng

X = R(P,) ® N(F,).
Beide Rdaume sind invariant unter A, und es gilt

o(Alrp,)) = 0, 0(Alnep,)) = 0(A)\ 0.
b) Es g’ilt Po(A) = idX.

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von N(P,) ist klar, da P, stetig ist. Die Abge-
schlossenheit von R(P,) folgt aus R(P,) = N(1—P,). Aus AA—A)"' = (A-A)"1A
fir A € p(A) folgt durch Integration AP, = P, A und damit AP, = P,AP,. Somit
ist AR(P,) C R(P,), d.h. R(P,) ist A-invariant. Dieselbe Uberlegung mit 1 — P,
zeigt, dass auch N(P,) invariant unter A ist. Wegen x = P,x 4+ (1 — B,)z (z € X)
und P,(1 — P,) = 0 erhélt man die direkte Zerlegung in a).

Sei v eine geschlossene Kurve, welche o von 7 := 0(A) \ o trennt. Fiir u ¢ R(7y)

definiere
1 1

— [ (A=At
500 = g7 | 3 A=A
Da P, mit A und somit mit (A — A)~! vertauscht, gilt auch S(u)P, = P,S(u), und
die Rdume R(P,) und N(P,) sind S(u)-invariant. Wir erhalten

S(p)(p—A) = (p—A)S(w)

1 1
= — [ —— (n—=A)\ = A)d\
i |y B A0
1 1 1
= — idx d\ +— [ (A= A)"'d\
2mi W/VL—AIX +2m’/7( )

{—1 + P,, falls g im Inneren von R(7) liegt,

P, sonst.

Sei nun pu € C\ ¢ und o.E. sei g aulerhalb von R(7). Dann folgt (1 — A)S(p)x =
S(p)(p—A)x = x fir v € R(P,), d.h. (1t — A)|gp,) ist invertierbar. Damit erhalten
wir 0(A|gp,)) C 0. Analog folgt o(A|n(p,)) C 7. Falls andererseits € p(A|gep,)) N
p(Aln(p,)), so ist i — A auf jedem der beiden Teilrdume N(F,) und R(F,) eine
Bijektion und somit auf ganz X bijektiv, d.h. u € p(A). Insgesamt erhalten wir

o(A) C o(Alnp,)) Uo(Alrep,)) CoUT =0(A).
Also muss iiberall Gleichheit stehen.

b) Wir wenden Teil a) auf o := o(A) an und erhalten o(A|y(p,)) = o(A) \ o0 = 0.
Dies ist aber nur moglich, falls N(P,) = {0}, d.h. fir P, = idx. O
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E.4 Lemma. Sei A € L(X) und v eine geschlossene Kurve, fir welche o(A) im
Inneren von ~y liegt. Dann gilt fir jedes komplexe Polynom p die Gleichheit

o) =5 [0 ) 1an

211 .

Beweis. Es geniigt, die Gleichheit fiir p(z) = 2™ nachzuweisen. Dazu verwende die
Identitét

n—1
AN = AT =AM A= AT =) A
=0

Sei 7 eine geschlossene Kurve, welche o(A) einschlieBt. Dann ist das Integral iiber
die obige Summe gleich Null, da der Integrand holomorph von A abhéingt. Unter
Verwendung von Lemma E.3 b) erhdlt man daher

An = An(% [y(/\ - A)‘ldA)

1
1 /A"()\ — A)yld
2mi ),
1
=— [ A"(A = A)"ld),
2mi ),
was zu zeigen war. O
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