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1. Motivation und funktionalanalytische

Grundlagen

1.1 Worum geht’s? Evolutionsgleichungen und der operatortheoretische Zugang
zu ihrer Lösung stehen im Mittelpunkt dieser Vorlesung. Daher werden in diesem
einleitenden Abschnitt einige wichtige partielle Differentialgleichungen als abstrak-
te Evolutionsgleichungen geschrieben, d.h. als Cauchy-Probleme. Dabei handelt es
sich um parabolische wie auch hyperbolische Gleichungen. Weiter werden hier eini-
ge wichtige Begriffe und Grundlagen aus der Operatortheorie zitiert, welche in den
folgenden Abschnitten verwendet werden. Schreibt man eine partielle Differential-
gleichung als abstraktes Cauchyproblem, tauchen in natürlicher Weise Integrale und
Ableitungen Banachraum-wertiger Funktionen auf. Der zugehörige (Lebesguesche)
Integralbegriff ist der des Bochner-Integrals, welches ebenfalls kurz vorgestellt wird.

a) Partielle Differentialgleichungen als Cauchyprobleme

Was verstehen wir unter Evolutionsgleichungen? Prinzipiell sind dies Gleichungen,
die zeitabhängige Prozesse beschreiben. Wir starten mit einigen einführenden Bei-
spielen aus verschiedenen Bereichen.

1.2 Beispiele. Im folgenden werden einige parabolische Gleichungen vorgestellt
bzw. wiederholt, welche zum Teil bereits im ersten Teil der Vorlesung ausführlich
behandelt wurden.

a) Die Wärmeleitungsgleichung aus der allgemeineren Klasse der Diffusionsglei-
chungen lautet

ut −∆u = 0 ,

u|t=0 = u0 .

Die Zielfunktion u(t, x) beschreibt eine Temperaturverteilung. Auch die Black-Scholes-
Gleichung, welche etwa den Wert einer Option beschreibt, lässt sich auf die Wärme-
leitungsgleichung zurückführen.

b) Die Populationsgleichung (Lotka-Volterra Räuber-Beute-Modell) ist gegeben
durch

Ḃ = a1B − a2R,

Ṙ = −a3R + a4B

(B , R)|t=0 = (B0, R0).

Im allgemeinen sind die Koeffizienten Funktionen von B und R, also aj = aj(B,R).
Dadurch wird das System nichtlinear.
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2 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c) Die Navier-Stokes-Gleichung aus der Strömungsmechanik lautet

ut −∆u+ (u · ∇)u+∇p = 0,

divu = 0,

u
∣∣∣
t=0

= u0.

Wenn wir durch Vernachlässigung des (u · ∇)u - Terms linearisieren, dann spricht
man von der Stokesgleichung. Der Vektor u(t, x) steht für das Geschwindigkeitsfeld,
p(t, x) für die Druckverteilung eines Fluids.

Die Navier-Stokes-Gleichung ist Gegenstand eines der Millennium-Probleme, deren
Lösung mit jeweils einer Million Dollar dotiert sind. Folgendes ist bekannt:

• Falls u0 ∈ L2(R3), so existiert eine global schwache Lösung v der Navier-
Stokes-Gleichung.

• Falls u0 ∈ L3(R3), so existiert eine (zeitlich) lokale klassische Lösung w zur
Navier-Stokes-Gleichung.

Es bleiben zwei Fragen, die unmittelbar zusammenhängen, seit über 70 Jahren un-
beantwortet:

• Ist v eindeutig?

• Existiert w global?

1.3 Beispiel. Die Wellengleichung ist der typische Vertreter hyperbolischer Glei-
chungen. Sie lautet

vtt −∆v = 0,

v|t=0 = v0,

vt|t=0 = v1.

Hier beschreibt v(t, x) etwa die Auslenkung der Welle.

1.4 Beispiel. Die Schrödingergleichung spielt eine wichtige Rolle in der Quan-
tenmechanik. Sie ist gegeben durch

ut − i∆u = 0,

u|t=0 = u0.

Dabei gibt |u|2(t, x) die Wahrscheinlichkeitsdichte an, ein Teilchen zur Zeit t bei x
anzutreffen.
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 3

Es gibt viele weitere Beispiele von Evolutionsgleichungen, darunter

• Maxwell - Gleichungen,

• Einstein’sche Feldgleichungen,

• freie Randwertprobleme, wie z.B. das Stefanproblem, welches ein Modell für
einen im Wasser schwimmenden, schmelzenden Eisblock darstellt.

1.5 Bemerkung. Bei der Behandlung von partiellen Differentialgleichungen inter-
essieren uns folgende Fragen:

(i) Die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen,

(ii) die stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Daten,

(iii) das qualitative Lösungsverhalten: Existiert die Lösung global; hat man Stabi-
lität, d.h. konvergiert u(t) für t→∞ oder bleibt u zumindest beschränkt?

Der klassische Zugang zu den obigen Gleichungen besteht in der Standardtheorie
partieller Differentialgleichungen, jedoch ist meist eine separate Theorie für jede
Gleichung notwendig. Ein alternativer Zugang, der die gemeinsame Struktur der
Gleichungen ausnutzt, ist die Identifikation der obigen Beispiele als Cauchy-Problem,
d.h. ein abstraktes Anfangswertproblem der Form

u̇− Au = 0 , t > 0,

u|t=0 = u0.

In den obigen Beispielen entspricht der Operator A bzw. die Zielfunktion u folgenden
Größen:

• Wärmeleitungsgleichung: A = ∆;

• Populationsgleichung: u = (B,R) und A =

(
a1 −a2

a3 −a4

)
;

• Navier - Stokes - Gleichung: A = P∆ mit Projektionsopertor P, der Gradien-
tenfelder auf 0 abbildet, sprich P∇p = 0;

• Wellengleichung: u = (v, v̇) und A =

(
0 1
∆ 0

)
;

• Schrödingergleichung: A = i∆;
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4 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

Hier sei an die Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen erinnert: Sind u0 ∈ Cn

und A ∈ Cn×n, dann ist die Lösung des oben gestellten Cauchy - Problems gegeben
durch u(t) = exp(tA)u0. Wir können T : [0,∞) → L(Cn) mit T (t) = exp(tA) als
Lösungsoperator auffassen.

Die Idee, die hier diskutiert werden soll, ist eine Erweiterung dieses Lösungsansat-
zes auf ’allgemeinere lineare Operatoren’, wie z.B. A = ∆ in der Wärmeleitungs-
gleichung. Die formale Lösung wäre dann gegeben durch u(t) = exp(t∆)u0. Hierbei
ist u0 Element eines normierten Funktionenraums X wie z.B. X = L2, C, H1, Cα,
BUC. Dann ist T (t) = exp(t∆) eine Familie von beschränkten Operatoren auf X,
d.h. eine Abbildung

T : [0,∞) −→ L(X) := {B : X → X | B linear und stetig}.

Beachte jedoch, dass ∆ i.a. ein unbeschränkter Operator auf X ist!

Unser Ziel wird sein, exp(t∆) oder allgemeiner exp(tA) einen Sinn für eine möglichst
große Klasse von unbeschränkten Operatoren A zu geben. Der Vorteil dieses Zugangs
liegt in einer allgemeineren Theorie, die sich auf eine große Klasse von partiellen
DGL anwenden lässt, und in der Tatsache, dass man es beim Cauchy - Problem
mit einer gewöhnliche Differentialgleichung zu tun hat. Das hat jedoch den Preis,
dass diese gewöhnliche Differentialgleichung in einem Banachraum lebt, d.h., dass
die Funktionen X-wertig zu betrachten sind und dass vorhandene Randbedingungen
in den Definitionsbereich D(A) von A verarbeitet werden müssen.

b) Grundlagen der Operatortheorie

1.6 Bezeichnung (Wichtige Funktionenräume). a) Sei B(Rn) die σ-Algebra der
Borelmengen in Rn. Für eine Menge A ∈ B(Rn) und 1 < p <∞ setzen wir Lp(A) :=
Lp(λ|A;C) mit dem n-dimensionalen Lebesgue-Maß λ. Wir schreiben häufig

∫
f(y)dy

statt
∫
fdλ. In der Literatur ist auch die Schreibweise Lp(A) üblich. Für p = ∞

definiert man

L∞(A) :=
{
u : A→ C | u messbar, ess supx∈Ω|u(x)| <∞

}
.

b) Sei U ⊂ Rn eine offene Menge. Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

B(U) := {f : U → C|f messbar und beschränkt},
C(U) := {f : U → C|f stetig},

BC(U) := Cb(U) := {f : U → C|f stetig und beschränkt},
BUC(U) := {f : U → C|f gleichmäßig stetig und beschränkt},

Cc(U) := {f : U → C|f stetig mit kompaktem Träger},
Ck(U) := {f : U → C|f k-mal stetig differenzierbar} (k ∈ N ∪ {∞}),
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 5

Ck
c (U) := Ck(U) ∩ Cc(U),

C0(Rn) := {f : Rn → C|f stetig , lim
|x|→∞

f(x) = 0},

c) Für eine offene Menge U ⊂ Rn und k ∈ N0 definiert man Ck(U) als die Menge

aller Funktionen f : U → C, welche eine Fortsetzung g : Ũ → C auf eine offene
Menge Ũ ⊃ U besitzen mit g ∈ Ck(Ũ).

d) Sei U ⊂ Rn offen. Dann heißt D(U) := C∞c (U) auch der Raum der Testfunktionen
auf U . Auf D(U) kann eine lokalkonvexe Topologie definiert werden, welche D(U) zu
einem vollständigen (aber nicht metrisierbaren) topologischen Vektorraum macht. In
dieser Topologie konvergiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ D(U) von Testfunktionen genau
dann gegen 0, falls ein Kompaktum K ⊂ U existiert mit suppϕn ⊂ K (n ∈ N)
und für die Halbnormen

pK,N(ϕ) := sup
x∈K

sup
|α|≤N

|Dαϕ(x)| (ϕ ∈ D(U))

gilt: pK,N(ϕn)→ 0 (n→∞).

e) Der Schwartz-Raum S (Rn) ist definiert als die Menge aller Funktionen f ∈
C∞(Rn), für welche gilt:

pN(f) := sup{(1 + |x|)N |Dαf(x)| : |α| ≤ N, x ∈ Rn} <∞ (N ∈ N).

Durch die Familie L := {pN : N ∈ N} von Normen auf S (Rn) wird eine lokalkonvexe
Topologie auf S (Rn) erzeugt, durch welche S (Rn) zu einem Fréchetraum (d.h.
einem vollständigen metrisierbaren topologischen Vektorraum) wird. Der Schwartz-
Raum heißt auch der Raum der schnell fallenden Funktionen.

1.7 Definition (Räume von Distributionen). Für eine offene Menge U ⊂ Rn besteht
der Raum D ′(U) aller Distributionen auf U aus allen stetigen linearen Abbildungen
u : D(U) → C. Der Raum aller temperierten Distributionen S ′(Rn) in Rn besteht
aus allen linearen stetigen Abbildungen u : S (Rn) → C. In beiden Fällen ist die
Topologie auf D(U) bzw. S (Rn) durch die oben angegebene lokalkonvexe Topologie
definiert.

Seien X, Y Banachräume. Im folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X, Y ) für die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y . Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X, Y ) selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) := L(X,X) und X ′ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

1.8 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
räume, (Tk)k∈N ⊂ L(X, Y ).

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



6 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

a) Die Folge Tk konvergiert gegen T gleichmäßig oder in der Operatornorm, falls
‖Tk − T‖L(X,Y ) → 0 (k →∞).

Die Folge Tk konvergiert gegen T in der starken Operatortopologie oder stark, falls
für alle x ∈ X gilt: ‖Tkx− Tx‖Y → 0. Man schreibt Tk

s→ Tk.

Die Folge Tk konvergiert gegen T in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls für alle x ∈ X und für alle f ∈ Y ′ gilt: f(Tkx−Tx)→ 0. Man schreibt Tk

w→ Tk.

b) Eine operatorwertige Abbildung T : [0,∞) → L(X, Y ) heißt gleichmäßig stetig,
falls T ∈ C([0,∞), L(X, Y )), wobei L(X, Y ) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heißt stark stetig, falls für alle x ∈ X gilt: t 7→ T (t)x ∈ C([0,∞), Y ).
Sie heißt schwach stetig, falls für alle x ∈ X und alle f ∈ Y ′ gilt: t 7→ f(T (t)x) ∈
C([0,∞)).

1.9 Bemerkung. a) Aus gleichmäßiger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten für die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachräume, D ⊂ X dicht, und seien A,B ∈ L(X, Y ) mit Ax = Bx
für alle x ∈ D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X, Y ).

c) Seien X, Y Banachräume, D ⊂ X dichter Untervektorraum und B : D → Y
eine lineare und beschränkte Abbildung (d.h. es existiert ein C > 0 mit ‖Bx‖Y ≤
C‖x‖X (x ∈ D). Dann existiert genau eine Fortsetzung B̃ ∈ L(X, Y ) von B. Es gilt

‖B̃‖L(X,Y ) ≤ C.

1.10 Lemma. Seien X, Y Banachräume und (Tk)k∈N ⊂ L(X, Y ) beschränkt (bzgl.
Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D ⊂ X so, dass für alle x ∈ D die
Folge (Tkx)k∈N ⊂ Y eine Cauchyfolge ist. Dann existiert genau ein T ∈ L(X, Y )
mit Tk

s→ T . Es gilt ‖T‖L(X,Y ) ≤ lim infk→∞ ‖Tk‖L(X,Y ).

Beweis. Übung.

Für die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine für viele Zwecke hinreichend
große Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

1.11 Definition. Seien X, Y Banachräume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A : D(A) → Y , dessen Definitionsbereich D(A) ⊂ X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A : X ⊃ D(A) → Y oder auch nur
A : X → Y . Ein linearer Operator heißt dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist.

Ein linearer Operator A : X ⊃ D(A) → Y heißt abgeschlossen, falls der Graph

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 7

G(T ) =
{

(x, Tx) : x ∈ D(T )
}

abgeschlossene Teilmenge von X × Y ist. Dies ist
gleichbedeutend zu: Gilt (xk)k∈N ⊂ D(A) mit xk → x in X und Axk → y in Y , dann
folgt x ∈ D(A) und Ax = y.

1.12 Beispiele. a) Der Differentialoperator d
dx

in C
(
[0, 1]

)
besitzt den (dichten)

Definitionsbereich D
(
d
dx

)
= C1

(
[0, 1]

)
, d.h.

d

dx
: C1

(
[0, 1]

)
→ C

(
[0, 1]

)
.

Wie man am Beispiel der C1 - Funktionen f(x) = xn mit Supremumsnorm ‖.‖∞
in C1

(
[0, 1]

)
bzw. C

(
[0, 1]

)
sieht, ist d

dx
unbeschränkt. Anhand der Definition prüft

man leicht nach, dass d
dx

abgeschlossen ist.

b) Der Laplaceoperator ∆ in Lp(Rn) mit D(∆) := {u ∈ Lp(Rn) : ∆u ∈ Lp(Rn)} ist

abgeschlossen und dicht definiert, d.h. D(∆)
d
↪→ Lp(Rn).

1.13 Satz (Wichtige Sätze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachräume, T : X → Y
ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit)Sei T ⊂ L(X, Y ). Es existiere
für jedes x ∈ X ein Cx > 0, so dass ‖Tx‖Y ≤ Cx für all T ∈ T . Dann gilt bereits
‖T‖L(X,Y ) ≤ C für alle T ∈ T mit einer universellen Konstante C > 0.

c) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachräume, T : X → Y
linear, stetig und bijektiv. Dann ist T−1 : Y → X stetig.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Sei X ein Banachraum und
x ∈ X \ {0}. Dann existiert ein f ∈ X ′ mit ‖f‖X′ = 1 und f(x) = ‖x‖X .

1.14 Definition. Sei X Banachraum und A : X → X linearer Operator, dann
heißt

ρ(A) := {λ ∈ C : λ− A bijektiv und (λ− A)−1 ∈ L(X)}
die Resolventenmenge von A und

σ(A) := C \ ρ(A)

das Spektrum von A. Für λ ∈ ρ(A) heißt Rλ(A) := (λ−A)−1 die Resolvente von A.

1.15 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung Rλ(A) ∈ L(X)
bereits aus der Bijektivität von λ− A. Es gilt die Resolventengleichung

(λ− A)−1 − (µ− A)−1 = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1

für λ, µ ∈ ρ(A).

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



8 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

c) Das Bochner-Integral

Im folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-σ-Algebra,
und (Ω,A, µ) ein (o.E. vollständiger) Maßraum.

1.16 Definition. Sei s =
∑n

i=1 χAiai eine Stufenfunktion mit Ai ∈ A, µ(Ai) < ∞
und ai ∈ X (i = 1, . . . , n). Definiere das (Bochner-)Integral∫

sdµ :=
n∑
i=1

µ(Ai)ai ∈ X.

Die Menge aller Stufenfunktionen s : Ω → X mit µ(s−1({x})) < ∞ für alle x ∈
X \ {0} wird als T (µ;X) bezeichnet. Eine Stufenfunktion s heißt integrierbar, falls
s ∈ T (µ;X) gilt.

1.17 Bemerkung. a) Offensichtlich ist T (µ;X) ein linearer Vektorraum. Falls s ∈
T (µ;X), so ist ‖s(·)‖X ∈ T (µ;R).

b) Es gilt ∥∥∥∫ sdµ
∥∥∥
X
≤
∫
‖s‖Xdµ (s ∈ T (µ;X)).

c) Durch ‖s‖T (µ;X) :=
∫
‖s‖Xdµ wird eine Seminorm auf T (µ;X) definiert.

Ein metrischer Raum heißt separabel, falls er eine abzählbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Im folgenden werden wir öfter Folgen und Reihen von Funktionen mit endli-
chem oder separablem Wertebereich betrachten. Um zu sehen, dass die Separabilität
des Wertebereichs erhalten bleibt, verwenden wir folgende Aussage.

1.18 Lemma. a) Sei (Y, d) ein separabler metrischer Raum und Ω ⊂ Y . Dann ist
(X, d|X) separabel.

b) Sei X ein Banachraum, Ω eine Menge, fn : Ω → X mit fn(Ω) separabel. Die
Reihe f(z) :=

∑∞
n=1 fn(z) konvergiere für alle z ∈ Ω. Dann ist f(Ω) separabel.

c) Sei Ω ein topologischer Raum, welcher als abzählbare Vereinigung kompakter Men-
gen darstellbar ist, und f ∈ C(Ω;X). Dann ist f(Ω) separabel. Insbesondere gilt dies
für Ω = [0,∞) oder Ω ⊂ C offen.

Beweis. a) Sei Y = {yn : n ∈ N}. Definiere

U := {Ur,n := B(yn, r) ∩ Ω : r > 0, r ∈ Q, n ∈ N},

wobei B(y0, r) := {y ∈ Y : d(y, y0) < r}. Zu jedem Ur,n 6= ∅ wähle ein xr,n ∈ Ur,n.
Dann ist A := {xr,n : r, n} abzählbar.

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 9

Sei z ∈ Ω und ε > 0. Wähle r ∈ Q, r < ε und yn mit d(z, yn) < r
2
. Wegen z ∈

B(yn, r/2) ist Ω∩B(yn, r/2) 6= ∅, d.h. es existiert ein z0 ∈ A mit z0 ∈ Ω∩B(yn, r/2).
Es folgt d(z, z0) ≤ d(z, yn) + d(yn, z0) < r < ε.

b) Sei fn(Ω) = {yn,k : k ∈ N} und

Z :=
{ N∑

i=1

yni,ki : ni, ki ∈ N, N ∈ N
}
.

Dann ist Z abzählbar. Sei z ∈ Ω. Zu n ∈ N wähle ein kn mit ‖fn(z)−yn,kn‖ < ε ·2−n.
Dann ist für alle N ∈ N

∥∥∥ N∑
n=1

fn(z)−
N∑
n=1

yn,kn︸ ︷︷ ︸
∈Z

∥∥∥ < ε,

d.h.
∑N

n=1 fn(z) ∈ Z. Da die Partialsummen gegen f(z) konvergieren, ist auch f(z) ∈
Z.

Also gilt f(Ω) ⊂ Z, und nach Teil a) ist f(Ω) separabel.

c) Falls Ω selbst kompakt ist, so ist f(Ω) kompakt und metrisierbar und damit
separabel. Falls Ω =

⋃
k∈NAk mit Ak ⊂ Ω kompakt, so existiert eine abzählbare

dichte Teilmenge {xn,k : n ∈ N} von f(Ak). Die Vereinigung all dieser Teilmengen
ist eine abzählbare dichte Teilmenge von f(Ω).

1.19 Satz. Sei (Ω,A) Messraum, f : Ω→ X Abbildung. Dann sind äquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (fn)n∈N von Stufenfunktionen fn : Ω → X mit fn(z) →
f(z) (in X) für alle z ∈ Ω.

(ii) f ist messbar und f(Ω) ist separabel.

Man kann in (i) ‖fn(z)‖ ≤ 2‖f(z)‖ (n ∈ N, z ∈ Ω) wählen.

Beweis. (i)⇒ (ii) Wie im Beweis von Lemma 1.18 sieht man, dass f(Ω) separabel
ist. Wir zeigen, dass f als punktweiser Limes messbarer Funktionen messbar ist. Sei
U ⊂ X offen. Definiere

Un :=
{
y ∈ U : dist(y,X \ U) >

1

n

}
.

Dann ist Un offen mit Un ⊂ U . Wegen fn → f punktweise gilt f(z) ∈ U genau
dann, wenn n,m ∈ N existieren mit fj(z) ∈ Un (j ≥ m). Also ist f−1(U) =⋃
n,m∈N

⋂
j≥m f

−1
j (Un) offen, und f ist messbar.
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10 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

(ii)⇒(i). Sei {xn : n ∈ N} ⊂ f(Ω) dicht. Ohne Einschränkung seien alle xn verschie-
den von 0. Setze für n,N ∈ N

ÃNn :=
{
z ∈ Ω : ‖f(z)‖ ≥ 1

N
, ‖f(z)− xn‖ <

1

N

}
.

Dann gilt ⋃
n∈N

ÃNn =
{
z ∈ Ω : ‖f(z)‖ ≥ 1

N

}
,

da {xn}n dicht ist. Sei

ANn := ÃNn \
n−1⋃
k=1

ÃNk (n ∈ N)

(disjunkte Version), und für N ∈ N und M = 1, . . . , N definiere

gN,M(z) :=
N∑
n=1

χAMn (z)xn.

Dann ist gN,M Stufenfunktion und es gilt ‖gN,M(z)‖ ≤ 2‖f(z)‖ (z ∈ Ω) wegen

‖gN,M(z)‖ = ‖xn‖ ≤
1

M
+ ‖f(z)‖ ≤ 2‖f(z)‖ (z ∈ AMn ).

Für N ∈ N setze nun fN(z) := 0, falls gN,M(z) = 0 (M = 1, . . . , N) und fN(z) :=
gN,M(z) sonst, wobei

M := max{k = 1, . . . , N : gN,k(z) 6= 0}.

Dann ist auch fN Stufenfunktion, und ‖fN(z)‖ ≤ 2‖f(z)‖ (z ∈ Ω). Aufgrund der
Definition von gN,M und fN gilt außerdem für N ∈ N:

(*) Falls z ∈
⋃N
M=1

⋃N
n=1A

M
n , so ist fN(z) 6= 0 und

‖fN(z)− f(z)‖ ≤ 1

MN
0

mit MN
0 := max{M = 1, . . . , N : z ∈

⋃N
n=1A

M
n }.

Sei nun ε > 0 und z ∈ Ω. Falls f(z) = 0, so folgt χAMn (z) = 0 für alle M,n ∈ N
und damit fN(z) = 0 für alle N ∈ N. Sei also f(z) 6= 0. Wähle N0 ∈ N mit 1

N0
<

min{‖f(z)‖, ε}. Dann existiert genau ein n0 ∈ N mit z ∈ AN0
n0

. Für N ≥ max{N0, n0}
folgt z ∈

⋃N
M=1

⋃N
n=1 A

M
n und MN

0 ≥ N0. Nach (*) erhalten wir

‖fN(z)− f(z)‖ < 1

MN
0

≤ 1

N0

< ε (N ≥ max{N0, n0}).

Somit konvergiert fN(z) gegen f(z).
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1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen 11

1.20 Satz. Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum, f : Ω → X messbar und f(Ω) separabel.
Dann sind äquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)n∈N von Stufenfunktionen fn : Ω→ X mit fn integrierbar,
fn(z)→ f(z) (z ∈ Ω), und∫

‖fn − f‖dµ→ 0 (n→∞).

(ii)
∫
‖f‖dµ <∞.

Beweis. (i)⇒(ii). Es gilt∫
‖f‖dµ ≤

∫
‖fn − f‖dµ+

∫
‖fn‖dµ <∞

mit n ∈ N beliebig.

(ii)⇒(i). Wähle eine Folge (fn)n von Stufenfunktionen wie in Satz 1.19, wobei
‖fn(z)‖ ≤ 2‖f(z)‖ (z ∈ Ω). Insbesondere ist fn integrierbar. Damit gilt

gn(z) := ‖fn(z)− f(z)‖ → 0, n→∞ (z ∈ Ω)

und gn(z) ≤ 3‖f(z)‖ (z ∈ Ω), d.h. gn → 0 punktweise, und nach dem Satz über
majorisierte Konvergenz folgt∫

gndµ→ 0 (n→∞).

1.21 Lemma. Sei f messbar, f(Ω) separabel,
∫
‖f‖dµ <∞. Seien (fn)n und (gn)n

Folgen wie in Satz 1.20 (i). Falls X Banachraum ist, so existieren limn→∞
∫
fndµ ∈

X und limn→∞
∫
gndµ ∈ X, und beide Limiten sind gleich.

Beweis. Es gilt mit Bemerkung 1.17∥∥∥∫ fndµ−
∫
gndµ

∥∥∥ =
∥∥∥∫ (fn − gn)dµ

∥∥∥
≤
∫
‖fn − gn‖dµ

≤
∫ (
‖fn − f‖+ ‖f − gn‖

)
dµ

→ 0 (n→∞).

Die gleiche Rechnung mit fn, fm statt fn, gn zeigt, dass (
∫
fndµ)n∈N ⊂ X eine

Cauchyfolge und damit konvergent ist.
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12 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

1.22 Definition. Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum,X ein Banachraum. Dann heißt f : Ω→
X integrierbar, falls f messbar ist, f(Ω) separabel ist und

∫
‖f‖dµ <∞. In diesem

Fall heißt ∫
fdµ := lim

n→∞

∫
fndµ,

mit (fn)n∈N wie in Satz 1.20, das Bochner-Integral von f über Ω bzgl. µ. Wie üblich
setzt man ∫

A

fdµ :=

∫
(χA · f)dµ (A ∈ A).

Die vektorwertigen Lp-Räume Lp(µ;X) werden wie üblich definiert als Quotienten-
raum Lp(µ;X) := Lp(µ;X)/N . Hierbei ist Lp(µ;X) die Menge aller messbaren f
mit separablem Wertebereich ist, für welche ‖f‖Lp(µ;X) := (

∫
‖f‖pdµ)1/p endlich ist,

und N die Menge aller f ∈ L1(µ;X) mit ‖f‖L1(µ;X) = 0. Für p = ∞ hat man die
üblichen Modifikationen.

Falls Ω ∈ B(Rn) und µ das Lebesgue-Maß ist, so schreibt man üblicherweise
L1(Ω;X) := L1(µ;X).

Für Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsätze.

1.23 Satz. Sei (Ω,A, µ) Maßraum, X Banachraum.

a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien fn : Ω→ X messbar, fn(Ω)
separabel, fn → f µ-fast überall. Sei g : Ω → [0,∞] messbar mit

∫
gdµ < ∞ und

‖fn(z)‖ ≤ g(z) µ-fast überall für alle n ∈ N, und ‖f(z)‖ ≤ g(z) µ-fast überall.

Dann ist fn ∈ L1(µ;X), f ∈ L1(µ;X) und∫
fndµ→

∫
fdµ in X (n→∞).

b) Sei fn : Ω → X messbar, fn(Ω) separabel,
∑∞

n=1

∫
‖fn‖dµ < ∞. Dann ist fn ∈

L1(µ;X) und
∑∞

n=1 fn(z) konvergiert in X für µ-fast alle z ∈ Ω.

Die Funktion

z 7→

{∑∞
n=1 fn(z), falls

∑
n fn(z) konvergiert,

0, sonst

ist integrierbar, und es gilt

∞∑
n=1

∫
fndµ =

∫ ∞∑
n=1

fndµ.
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c) Sei f ∈ L1(µ;X) und A =
⋃̇
n∈N

An (d.h. disjunkte Vereinigung) mit An ∈ A. Dann

ist ∫
A

fdµ =
∞∑
n=1

∫
An

fdµ.

d) Für f ∈ L1(µ;X) gilt ‖
∫
fdµ‖X ≤

∫
‖f‖Xdµ.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere über reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass nach Lemma 1.18 stetige Funktionen darauf separa-
blen Wertebereich besitzen und integrierbar sind.

1.24 Lemma. Sei X ein Banachraum, der lineare Operator A : D(A) ⊂ X →
X abgeschlossen und f ∈ C

(
[0,∞), X

)
mit f(t) ∈ D(A) für t ≥ 0 und Af ∈

C
(
[0,∞), X

)
. Dann gilt

t∫
0

f(s)ds ∈ D(A) und

A

t∫
0

f(s)ds =

t∫
0

Af(s)ds (t ≥ 0).

Beweis. Für alle Stufenfunktionen s gilt die Behauptung aufgrund der Linearität
von A und nach Definition des Integrals. Als stetige Funktionen sind f und Af
auf jedem kompakten Intervall integrierbar. Da das Integral nach Definition der
Grenzwert (in X) von Integralen von Stufenfunktionen sind, folgt die Behauptung
aus der Abgeschlossenheit von A.

1.25 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f ∈ C
(
[0,∞), X

)
heißt

differenzierbar in t0 ∈ [0,∞) genau dann, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h
=: f ′(t0)

in X existiert. Man schreibt f ∈ Ck
(
[0,∞), X

)
, falls f k-mal stetig differenzierbar

ist.

1.26 Bemerkung. a) Sei X Banachraum und f ∈ C([0,∞), X). Dann gilt

lim
t→0

1

t

t∫
0

f(s)ds = f(0).
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14 1. Motivation und funktionalanalytische Grundlagen

b) Falls X Banachraum ist und f ∈ C1([0,∞), X), so gilt

f(t) = f(0) +

∫ t

0

f ′(s)ds (t ∈ [0,∞)).
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

2.1 Worum geht’s? Der Begriff der Operatorhalbgruppe fasst die wesentlichen
Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen Fall bekannte
Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewöhnlichen Differentialgleichung y′ = Ay mit
einer konstanten Matrix A ∈ Cn×n besitzt. Dabei werden die Halbgruppen, welche
im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten, nicht normstetig
sein, sondern nur stark stetig.

Es stellt sich heraus, dass das Cauchyproblem

u̇ = Au, u(0) = x

genau dann wohlgestellt ist, wenn der Operator A eine C0-Halbgruppe erzeugt. Da-
mit wird die Lösbarkeit von Gleichungen zurückgeführt auf Eigenschaften des in der
Gleichung auftretenden Operators. In Anwendungen, in welchen etwa A ein Diffe-
rentialoperator (im Ort) ist, sind diese Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als
die Lösbarkeit selbst.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition für Operatorhalbgruppen einführen,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n ∈ N,
A ∈ Cn×n, und T (t) := exp(tA). Es gilt

(i) T (0) = I,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) (t, s ≥ 0) (Halbgruppeneigenschaft),

(iii) T ∈ C([0,∞), L(Cn)).

Ferner sieht man schnell, dass A = Ṫ (0) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn. Aus Gründen der
Konsistenz zum endlichdimensionalen Fall stellt sich deshalb die Frage, ob aus (i),
(ii) und (iii) bereits T (t) = exp(tA) gefolgert werden kann.

2.3 Satz. Sei T : [0,∞) → L(Cn×n), so dass (i), (ii) und (iii) erfüllt sind. Dann
gilt T (t) = exp(tA) mit A = Ṫ (0). Insbesondere gilt T ∈ C∞

(
(0,∞), L(Cn)

)
.

Beweis. Setze

V (t) :=

t∫
0

T (s)ds,

dann ist V wegen (iii) differenzierbar und V̇ (t) = T (t) für t ≥ 0. Damit gilt

lim
t→0

V (t)

t
= V̇ (0) = T (0)

(i)
= I.

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



16 2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

Mit dieser Ableitung muß V (t) für kleine t > 0 bereits invertierbar sein, d.h. es gibt
ein t0 > 0, so dass V (t0) invertierbar ist. Damit erhält man

T (t) = V −1(t0)V (t0)T (t)
(ii)
= V −1(t0)

t0∫
0

T (t+ s)ds

= V −1(t0)

t+t0∫
t

T (s)ds = V −1(t0)
(
V (t+ t0)− V (t)

)
,

Damit gilt

lim
t→0

T (t)− I
t

= V −1(t0) lim
t→0

V (t+ t0)− V (t)− V (t0)

t
= V −1(t0)

(
V̇ (t0)− V̇ (0)

)
.

Aus der Differenzierbarkeit von T (t) an der Stelle t = 0 folgt jene für alle t ≥ 0,
denn T (t+ s)− T (s) = T (s)

(
T (t)− I

)
, also

d

dt
T (t) = lim

h→0

T (t+ h)− T (t)

h
= T (t)Ṫ (0).

Damit löst T (t)x die Anfangswertaufgabe

u̇− Au = 0,

u(0) = x,

mit A = Ṫ (0), deren eindeutige Lösung wir in der Theorie gewöhnlicher Differenti-
algleichungen als

T (t)x = exp(tA)x

kennengelernt haben.

Die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) genügen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Familie
(
T (t)

)
t≥0

von linearen, beschränkten Operatoren auf
einem Banachraum X wird C0-Halbgruppe oder stark stetige Halbgruppe genannt,
falls

(i) T (0) = I,

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s),

(iii) T ist stark stetig, d.h. für alle x ∈ X ist [0,∞)→ X, t 7→ T (t)x stetig.
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2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften 17

Für eine C0-Halbgruppe setzen wir

D :=

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existiert

}
.

Im allgemeinen ist D 6= X. Wir werden später sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Der lineare, eindeutig bestimmte Operator A : D → X definiert
durch

Ax := lim
t→0

T (t)x− x
t

heißt Generator oder Erzeuger von T , und D(A) := D heißt Definitionsbereich von
A.

2.6 Beispiel.
(
exp(tA)

)
t≥0

mit A ∈ Cn×n ist C0-Halbgruppe auf Cn.

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere
(
T (t)f

)
(x) := f(x + t), t ≥ 0.

Dann ist (T (t))t≥0 eine C0 - Halbgruppe auf Lp(R), 1 ≤ p <∞, mit Generator

A =
d

dx
, D(A) =

{
f ∈ Lp(R) :

d

dx
f ∈ Lp(R)

}
= W 1,p(R).

Beweis. Zunächst ist T (t) beschränkt wegen

‖T (t)f‖p =

(∫
R
|f(t+ x)|pdx

) 1
p

= ‖f‖p =⇒ ‖T (t)‖L(Lp(R)) ≤ 1.

Bekannt ist, dass Cc(R)
d
↪→ Lp(R). Für f ∈ Cc(R) gilt

‖T (t)f − f‖p =

(∫
R
|f(t+ x)− f(x)|pdx

) 1
p

< |K|
1
p · sup

x∈K
|f(x+ t)− f(x)| t→0−→ 0

für kompakte IntervalleK := {x+ y : x ∈ supp(f), y ∈ [−1,+1]}. Aus Bemerkung 1.9
b) und Lemma 1.10 folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaften
(i) und (ii) sind trivial. Damit ist T eine C0-Halbgruppe auf Lp(R). Sei B der Ge-
nerator von T . Aus der Gleichheit

T (t)f − f
t

=
f(·+ t)− f(·)

t

für f ∈ Lp(R) ergibt sich

D(B) =

{
f ∈ Lp(R) : lim

t→0

T (t)f − f
t

existiert

}
= W 1,p(R) = D(A),
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18 2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

Bf = lim
t→0

T (t)f − f
t

=
d

dx
f = Af.

Also gilt A = B, d.h. A erzeugt T .

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaußkern

Gt(x) :=
1

(2πt)
n
2

exp

(
−‖x‖

2

4t

)
.

Dann definiert T (t) := Gt∗f eine C0 - Halbgruppe auf L2(Rn) mit Generator A = ∆
und D(A) = H2(Rn). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.

b) Sei A ∈ L(X) und X ein Banachraum. Dann ist

T (t) = exp(tA) :=
∞∑
k=0

(tA)k

k!

eine C0-Halbgruppe auf X mit Generator A. Außerdem ist T gleichmäßig stetig
wegen

‖T (t)− I‖L(X) ≤
∞∑
k=1

(
t‖A‖

)k
k!

= exp
(
t‖A‖

)
− 1

t→0−→ 0.

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel 2.8 b): Sei
(
T (t)

)
t≥0

eine

C0-Halbgruppe mit Generator A : D(A)→ X, so dass

‖T (t)− I‖L(X) → 0.

Dann gilt A ∈ L(X). Dies sieht man, indem man den Beweis zu Satz 2.3 kopiert.

2.10 Lemma. Sei T eine C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X mit Generator
A : D(A)→ X.

a) Es gilt T (t)x ∈ D(A) für alle x ∈ D(A) und

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x.

b) Es gilt
t∫

0

T (s)xds ∈ D(A) für alle x ∈ X, und

T (t)x− x = A

∫ t

0

T (s)xds (x ∈ X) (2-1)

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)Axds (x ∈ D(A)) (2-2)
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Beweis. a) Sei x ∈ D(A) und h ≥ 0. Dann ergibt sich

T (t+ h)x− T (t)x

h

h→0−→ T (t)Ax (t ≥ 0).

Damit existiert auch der Grenzwert

lim
h→0

T (h)T (t)x− T (t)x

h
= AT (t)x

und stimmt mit dem obigen überein. Aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränkt-
heit folgt die Abschätzung ‖T (s)‖L(X) ≤ Mt, s ∈ [0, t], für beliebiges t > 0. Damit
folgt für t > 0 und h ≤ t

T (t− h)x− T (t)x

−h
= −T (t− h)

x− T (h)x

h

h→0−→ T (t)Ax,

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen über-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

b) Sei x ∈ X und t ≥ 0. Dann gilt

1

h

(
T (h)

∫ t

0

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds
)

=
1

h

∫ t

0

T (s+ h)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

h

T (s)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds

h→0−→ T (t)x− x

nach Bemerkung 1.26 a). Also gilt
∫ t

0
T (s)ds ∈ D(A) und die Gleichheit (2-1). Mit

der Abschätzung ‖T (s)‖L(X) ≤M , s ∈ [0, t], folgt für x ∈ D(A)

T (s)
T (h)x− x

h

h→0−→ T (s)Ax gleichmäßig für s ∈ [0, t],

was schließlich

lim
h→0

T (h)− 1

h

∫ t

0

T (s)xds = lim
h→0

∫ t

0

T (s)
T (h)x− x

h
ds =

∫ t

0

T (s)Axds

impliziert.

2.11 Lemma. Sei T eine C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X. Dann existieren
M ≥ 1 und ω ∈ R so, dass gilt

‖T (t)‖L(X) ≤M exp(ωt) (t ≥ 0). (2-3)
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20 2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

Hierzu zunächst

2.12 Definition. Sei T eine C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X.

a) Die Zahl

ω(T ) := inf
{
ω ∈ R : Es existiert ein Mω ≥ 1 so, dass(2-3) gilt

}
heißt die Wachstumsschranke von T .

b) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω = 0 gilt, so heißt T beschränkt.

c) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω = 0 und M = 1 gilt, so heißt T eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschätzung (2-3) mit ω < 0 gilt, so heißt T exponentiell stabil.

Beweis von Lemma 2.11. Aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit folgt
‖T (t)‖L(X) ≤ M für t ∈ [0, 1], setze ω = logM . Für t ∈ [0,∞) und m ∈ N mit
t ≤ m ≤ t+ 1 gilt

‖T (t)‖L(X) =
∥∥∥T( t

m

)m∥∥∥ ≤ ∥∥∥T( t
m

)∥∥∥m ≤Mm ≤M t+1 = M exp(ωt).

2.13 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann ist der Generator A : D(A) → X einer
C0 - Halbgruppe T auf X ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die
C0-Halbgruppe T eindeutig bestimmt.

Beweis. Abgeschlossenheit: Sei (xk)k∈N ⊂ D(A) mit xk → x und Axk → y in X.
Nach Bemerkung 1.26 b) gilt

T (t)xk − xk =

∫ t

0

T (s)Axkds,

wobei T ′(s)x = T (s)Ax (Lemma 2.10 a) verwendet wurde. Die gleichmäßige Kon-
vergenz von T (s)Axk in [0, t] impliziert

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)yds.

Damit erhält man

T (t)x− x
t

=
1

t

∫ t

0

T (s)yds −→ y ∈ X für t→ 0.
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Daher existiert der Grenzwert links, d.h x ∈ D(A) und Ax = y.

Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung 1.26 a) gilt für x ∈ X,

D(A) 3 1

t

∫ t

0

T (s)xds
t→0−→ x.

Eindeutigkeit von T : Sei S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, x ∈ D(A),
und t > 0. Setze

u(s) := T (s)S(t− s)x , 0 ≤ s ≤ t.

Dann folgt
du(s)

ds
= AT (s)S(t− s)x+ T (s)(−A)S(t− s)x = 0.

Nach Bemerkung 1.26 b) ist u konstant auf [0, t], also

T (t)x = u(t) = u(0) = S(t)x (t > 0, x ∈ D(A)),

d.h. es gilt T = S.

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zurückkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die ursprüngliche Motivation für die Einführung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Lösung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunächst folgende

2.14 Definition. SeiX ein Banachraum, A : D(A)→ X abgeschlossen mitD(A) =
X. Das Cauchyproblem

(CP)

{
∂tu− Au = 0, t > 0,

u(0) = x,

heißt (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Lösung existiert, d.h. für alle x ∈ D(A) existiert
genau eine Lösung u ∈ C1

(
[0,∞), X

)
von (CP) mit u(t) ∈ D(A) (t ≥ 0).

(ii) u stetig von den Daten abhängt, d.h. für alle t > 0 existiert eine Konstante
Ct > 0 mit ‖u(t)‖ ≤ Ct‖x‖ (x ∈ D(A)).

2.15 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) → X abgeschlossen mit D(A) = X.
Das Cauchyproblem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer C0-
Halbgruppe T auf X ist.
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22 2. Operatorhalbgruppen: Erste Eigenschaften

Beweis. (i) Sei A Generator der C0-Halbgruppe T , und sei x ∈ D(A). Wir setzen
u(t) := T (t)x. Nach Lemma 2.10 a) ist u ∈ C1

(
[0,∞), X

)
Lösung von (CP), u(t) ∈

D(A); (t ≥ 0) und u(t)
t→0−→ x ∈ X. Außerdem stellt Lemma 2.11 für t > 0 sicher,

dass
‖u(t)‖ = ‖T (t)x‖ ≤M exp(ωt)‖x‖,

d.h. u hängt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Lösung von (CP), x ∈ D(A), und
t ≥ 0. Wir setzen

w(s) := T (s)v(t− s) (0 ≤ s ≤ t).

Wie im Beweis von Satz 2.13 folgt dw(s)
ds

= 0 und daher w = const. Dies impliziert

T (t)x = w(t) = w(0) = v(t) (t > 0, x ∈ D(A)).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei x ∈ D(A). Diesmal setzen wir T (t)x := u(t, x),
wobei u(·, x) die eindeutige Lösung von (CP) zum Anfangswert x sei. Aus (ii) folgt

T (t) ∈ L(X), t ≥ 0. Klar sind die Eigenschaften T (0) = I sowie T (t)x
t→0−→ x, d.h.

T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s, t ≥ 0. Man
beachte, dass u(t+s, x) und u

(
t, u(s, x)

)
beides Lösungen von (CP) zum Anfangswert

u(s, x) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

u(t+ s, x) = u
(
t, u(s, x)

)
,

was zeigt, dass

T (t+ s)x = u(t+ s, x) = u
(
t, u(s, x)

)
= T (t)u(s, x) = T (t)T (s)x.

Damit ist T eine C0 - Halbgruppe. Sei B der Generator von T . Für x ∈ D(A) erhält
man

Au(t, x) = u̇(t, x)
t→0−→ y := u̇(0, x) ∈ X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit

Ax = y = u̇(0, x) = lim
t→0

d

dt
T (t)x.

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bx übereinstimmt folgt also x ∈ D(B) und
Ax = Bx für x ∈ D(A). Sei umgekehrt x ∈ D(B), d.h. limt→0

d
dt
T (t)x existiert. We-

gen D(A) = X können wir (xk)k∈N ⊂ D(A) wählen mit xk → x. Nach Lemma 1.24
gilt

∫ t
0
T (s)xkds ∈ D(A). Mit Lemma 2.10 b) folgt weiter

A

∫ t

0

T (s)xkds = B

∫ t

0

T (s)xkds = T (t)xk − xk
k→∞−→ Tx− x

und wegen Abgeschlossenheit von A, dass

A
1

t

∫ t

0

T (s)xds =
T (t)x− x

t
, t > 0.
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Da die rechte Seite für t→ 0 gegen Bx konvergiert, sehen wir unter erneuter Ausnut-
zung der Abgeschlossenheit von A, dass x ∈ D(A). Somit haben wir D(A) = D(B)
und deshalb A = B.

Mit Satz 2.15 reduziert sich das Lösen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme können mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden später bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzuführen ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

(ICP)

{
u̇− Au = f, t > 0,
u(0) = x.

Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Lösung

u(t) = exp(tA)x+

∫ t

0

exp
(
(t− s)A

)
f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s, u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u·∇)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fixpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Lösung nach sich, d.h. es existiert
ein T > 0 und ein u : [0, T ) → X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne löst.
Wir möchten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Lösung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

ut −∆u = |u|α

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Lösung in Lp(Ω) für gewisse Werte von p
und α existiert.
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3. Generatoren von Halbgruppen

3.1 Worum geht’s? Satz 2.15 motiviert die Suche nach hinreichenden oder äqui-
valenten Bedingungen, so dass A eine C0 - Halbgruppe erzeugt. Die bisherige Dis-
kussion zeigt, dass eine C0 - Halbgruppe T mit Generator A als etwas wie exp(tA)
aufgefaßt werden kann. Die Idee, um zu einem abgeschlossenen Operator A eine
Halbgruppe zu gewinnen, ist, eine Approximation der Exponentialfunktion zu be-
nutzen. Wir kennen bereits die klassischen Methoden

(i) exp(tA) =
∞∑
k=0

(tA)k

k!
,

(ii) exp(tA) = lim
n→∞

(
1 +

t

n
A

)n
,

die den entscheidenden Nachteil haben, dass wir beliebig hohe Potenzen von unbe-
schränkten Operatoren erhalten. Hier gibt es keinen Weg Konvergenz sicherzustellen.
Verheißungsvollere Ansätze sind:

(iii) exp(tA) = lim
n→∞

(
1− t

n
A

)−n
(
”
Idee von Hille“),

(iv) exp(tA) = lim
n→∞

exp(tAk) mit Ak beschränkt (
”
Idee von Yosida“).

Diese Ansätze sollen im folgenden diskutiert werden.

a) Der Satz von Hille-Yosida

Im nächsten Abschnitt werden wir uns der Konstruktion von Halbgruppen widmen,
die auf (iv), d.h. auf der Idee von Yosida, beruht.

Hier wollen wir das Theorem von Hille und Yosida beweisen, welches die Grundlage
für alle folgenden Diskussionen sein wird.

3.2 Bemerkung. Sei X ein Banachraum und λ ∈ R. Dann sind äquivalent:

(i)
(
T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A und ω(T ) = ω0.

(ii)
(
exp(−λt)T (t)

)
t≥0

ist C0-Halbgruppe auf X mit Generator A− λI und

ω
(
exp(−λ)T

)
= ω0 − λ.

3.3 Satz (Hille-Yosida ’48; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Für einen linearen Ope-
rator A : D(A) → X auf dem Banachraum X sind die folgenden Aussagen äquiva-
lent:
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3. Generatoren von Halbgruppen 25

(i) A ist der Generator einer C0 - Kontraktionshalbgruppe T auf X.

(ii) Es gilt D(A) = X, (0,∞) ∈ ρ(A) und ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ 1 für λ > 0.

In diesem Fall gilt

(λ− A)−1 =

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)ds (λ > 0).

3.4 Bemerkung. Sei A ∈ Cn×n. Dann ist die Laplacetransformation von etA gege-
ben durch ∫ ∞

0

e−λtetAdt = (λ− A)−1,

wobei λ ∈ ρ(A) Bedingung für die Existenz ist. Die Laplacetransformation knüpft
also eine Verbindung zwischen Halbgruppe und Resolvente. Wir werden im Beweis
von Theorem 3.3 sehen, dass dies auch X-wertig der Fall ist.

Beweis von Satz 3.3, (i)⇒ (ii) . Nach Bemerkung 3.2 generiert A − λI die C0 -
Halbgruppe

(
exp(−λt)T (t)

)
t≥0

für festes λ > 0. Aus Lemma 2.10 b) folgt

exp(−λt)T (t)x− x = (A− λ)

∫ t

0

exp(−λs)T (s)xds, falls x ∈ X (3-1)

und

exp(−λt)T (t)x− x =

∫ t

0

exp(−λs)T (s)(A− λ)xds, falls x ∈ D(A) (3-2)

Es gilt ∫ ∞
0

‖exp(−λs)T (s)x‖ ds ≤
∫ ∞

0

exp(−λs)ds‖x‖ ≤ ‖x‖
λ
. (3-3)

Somit existiert das Integral
∫∞

0
exp(−λs)T (s)ds. Weiterhin erhält man∥∥∥∫ ∞

0

exp(−λs)T (s)xds−
∫ t

0

exp(−λs)T (s)xds
∥∥∥

=

∫ ∞
0

χ(t,∞)(s) exp(−λs)
∥∥T (s)x

∥∥ds
≤
∫ ∞

0

χ(t,∞)(s) exp(−λs)ds‖x‖ t→∞−→ 0,

wobei im letzten Schritt der Satz von Lebesgue angewendet wurde. Die Abgeschlos-
senheit von A und t→∞ liefern dann in (3-1) bzw. (3-2),

x = (λ− A)

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)xds =: (λ− A)R(λ)x (x ∈ X),
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26 3. Generatoren von Halbgruppen

x = R(λ)(λ− A)x, (x ∈ D(A)).

Folglich ist (λ−A) : D(A)→ X beschränkt und bijektiv. Nach dem Satz der stetigen
Inversen gilt λ ∈ ρ(A) und

(λ− A)−1 = R(λ) =

∫ ∞
0

exp(−λs)T (s)ds,

und schließlich impliziert (3-3)∥∥λ(λ− A)−1
∥∥
L(X)
≤ 1 (λ > 0).

Um der Idee von Yosida zu folgen benötigen wir eine Folge von beschränkten Ope-
ratoren die in einem gewissen Sinne gegen A konvergiert. Hierzu hilft das

3.5 Lemma. Sei A : D(A) → X mit D(A) = X gegeben, und seien ω ∈ R,M > 0
so, dass [ω,∞) ⊂ ρ(A) und ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤M,λ ≥ ω. Dann gilt

(i) λ(λ− A)−1x
λ→∞−→ x (x ∈ X),

(ii) λA(λ− A)−1x = λ(λ− A)−1Ax
λ→∞−→ Ax (x ∈ D(A)).

Beweis. Übungsaufgabe.

Beweis von Satz 3.3 (ii)⇒ (i). Lemma 3.5 (ii) motiviert die Approximation von
exp(tA) durch(

exp(tAk)
)
k∈N , Ak = kA(k − A)−1 = k2(k − A)−1 − kI.

Dann gilt Ak ∈ L(X), k ∈ N und Akx → Ax in X für x ∈ D(A). Nach Beispiel 2.8
b) ist

Tk(t) =
∞∑
n=0

(tAk)
n

n!

für alle k ∈ N eine C0-Halbgruppe auf X. Weiterhin gilt AkAm = AmAk, womit
TkTm = TmTk folgt.

1. Schritt: Definition der Halbgruppe. Obiges Tk ist kontraktiv für alle k ∈ N,
denn

Tk(t) = exp(tAk) = exp(−kt) exp
(
tk2(k − A)−1

)
,

also

‖ exp(tAk)‖L(X) ≤ exp(−tk) exp
(
tk‖k(k − A)−1‖

)
≤ 1.
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Für x ∈ D(A) gilt nun Tk(·)x ∈ C1
(
[0,∞), X

)
. Mit Bemerkung 1.26 b) folgt

Tk(t)x− Tm(t)x =

∫ t

0

d

ds

(
Tm(t− s)Tk(s)x

)
ds

=

∫ t

0

Tm(t− s)Tk(s)(Ak − Am)xds,

d.h. ∥∥Tk(t)x− Tm(t)x
∥∥ ≤ t

∥∥(Ak − Am)x
∥∥, t ≥ 0, (3-4)

was bedeutet, dass Tk(t)x eine Cauchyfolge ist. Deshalb können wir T definieren als

T (t)x := lim
k→∞

Tk(t)x , x ∈ D(A), t ≥ 0. (3-5)

2. Schritt: T ist C0-Kontraktionshalbgruppe. Wegen ‖Tk‖L(X) ≤ 1 und (3-3)
sind die Voraussetzungen von Bemerkung 1.9 erfüllt, d.h. (3-5) gilt nicht nur für
x ∈ D(A), sondern für alle x ∈ X und man hat ‖T (t)‖L(X) ≤ 1. Klar ist T (0) = I.
Als nächstes ist

T (t+ s)x = lim
k→∞

Tk(t+ s)x

= lim
k→∞

Tk(t)Tk(s)x = T (t)T (s)x,

wobei die letzte Gleichheit gilt wegen

‖Tk(t)Tk(s)x− T (t)T (s)x‖ = ‖Tk(t)Tk(s)x− Tk(t)T (s)x+ Tk(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖
≤ ‖Tk(t)Tk(s)x− Tk(t)T (s)x‖

+ ‖Tk(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖
−→ 0.

Was die starke Stetigkeit angeht, nehme x ∈ D(A). Dann gilt unter erneuter Benut-
zung von Lemma 2.10

T (t)x− x = lim
k→∞

(
Tk(t)x− x

)
= lim

k→∞

∫ t

0

Tk(s)Akxds =

∫ t

0

T (s)Axds. (3-6)

Also folgt T (t)x → x für alle x ∈ D(A), was sich nach Bemerkung 1.9 wegen
‖T (t)‖ ≤ 1 überträgt auf T (t)x→ x für alle x ∈ X.

3. Schritt: A generiert T . Sei B der Generator von T . Dividiert man (3-6) durch
t, dann erhält man durch den Grenzübergang t→ 0, dass

D(A) ⊂ D(B) und Ax = Bx (x ∈ D(A)).

Nach Voraussetzung ist 1 ∈ ρ(A), die Richtung (i)⇒ (ii) des Beweises besagt aber,
dass auch 1 ∈ ρ(B) gilt. Damit folgt A = B (siehe Übungsaufgabe).
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Wir wollen als nächstes demonstrieren, wie sich dieses Resultat auf zwei konkrete
Beispiele anwenden lässt. Da wir die Fouriertransformation anwenden wollen, zuvor
noch eine Bemerkung.

3.6 Beispiele. (a) Schrödinger - Halbgruppe auf L2(Rn).

Betrachte das zur Schrödingergleichung gehörige Resolventenproblem

(λ− i∆)u(x) = f(x) , x ∈ Rn, f ∈ L2(Rn). (3-7)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum S ′(Rn) der temperierten
Distributionen ist, ist die obige Gleichung äquivalent zur Gleichung(

λ+ i|ξ|2
)
û(ξ) = f̂(ξ) , ξ ∈ Rn , f ∈ L2(Rn). (3-8)

Als Lösungsansatz für u wähle

u = F−1û = F−1

[
1

λ+ i|ξ|2

]
f̂ , f ∈ L2(Rn).

Man benutzt die Abschätzungen∣∣∣∣ 1

λ+ i|ξ|2

∣∣∣∣ < 1∣∣Re
{
λ+ i|ξ|2

}∣∣ =
1

λ
, λ > 0,∣∣∣∣ i|ξ|2

λ+ i|ξ|2

∣∣∣∣ < |ξ|2∣∣Im{λ+ i|ξ|2
}∣∣ ≤ 1 , λ > 0,

und die Plancherelsche Formel, um

‖u‖2 = ‖û‖2 ≤
‖f̂‖2

λ
=
‖f‖2

λ
, λ > 0, (3-9)

‖i∆u‖2 =
∥∥−i| · |2û∥∥

2
≤ ‖f‖2, λ > 0, (3-10)

zu erhalten. Klar ist, dass û eindeutige Lösung von (3-8) in L2(Rn) ist, d.h. wegen
der Unitarität von F ist also u eindeutige Lösung von (3-7) in L2(Rn). Als L2(Rn)
- Realisierung des Schrödingeroperators definiere Asu := i∆u mit

D(As) =
{
v ∈ L2(Rn) : F−1|ξ|2v̂ ∈ L2(Rn)

}
=

{
v ∈ L2(Rn) : ∆v ∈ L2(Rn)

}
= H2(Rn).

S(Rn)
d
↪→ L2(Rn) und S(Rn) ⊂ D(As) implizieren D(As)

d
↪→ L2(Rn), also ist As

dicht definiert.
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Weiterhin setzen wir R(λ)f := uf , wobei uf die Lösung zu (3-7) mit rechter Seite
f bezeichnet. Aus (3-10) folgt für λ > 0, dass R(λ) : L2(Rn) → D(As) und wir
erhalten

(λ− i∆)R(λ)f = (λ− i∆)uf = f ∈ L2(Rn),

sowie

R(λ)(λ− i∆)v = u(λ−i∆)v = F−1

[
1

λ+ i|ξ|2

]
F (λ− i∆)v = v.

=⇒ R(λ) = (λ− As)−1 , λ > 0.

Mit (3-9) folgt ferner (0,∞) ⊂ ρ(As), sowie

‖λ(λ− As)−1f‖2 = ‖λR(λ)f‖2 = ‖λuf‖2 ≤ ‖f‖2 , λ > 0, f ∈ L2(Rn).

Nach Theorem 3.3 generiert As also eine C0 - Kontraktionshalbgruppe auf L2(Rn).
Diese ist gegeben durch

exp(tAs) = F−1 exp
(
i|ξ|2t

)
F , t ≥ 0.

b) Wärmeleitungs - Halbgruppe auf L2(Rn).

Das zugehörige Resolventenproblem lautet

(λ−∆)u(x) = f(x) , x ∈ Rn, f ∈ L2(Rn),

FT⇐⇒
(
λ+ |ξ|2

)
û(ξ) = f̂(ξ) , ξ ∈ Rn, f ∈ L2(Rn).

Setze u := F−1
[

1
λ+|ξ|2

]
f . Analog zu (a) folgt, dass ∆ eine C0 - Kontraktionshalb-

gruppe
(
exp(t∆)

)
t≥0

auf L2(Rn) generiert, die gegeben ist durch

exp(t∆) = F−1 exp
(
−t|ξ|2

)
F .

3.7 Bemerkung. Wegen
∣∣ 1
λ+i|ξ|2

∣∣ ≤ 1
|λ| für alle λ ∈ R \ {0}, gilt für den Schrödin-

geroperator As = i∆ die Ungleichung

‖λ(λ− As)−1‖L(L2(Rn)) ≤ 1 (λ ∈ R \ {0}),

d.h. auch −As erzeugt eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf L2(Rn). Man spricht
insgesamt von der Schrödingergruppe

(exp(i∆t))t≥0 ⊂ L
(
L2(Rn)

)
.

Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp
(
i∆(t+s)

)
= exp(i∆t) exp(i∆s) (s, t ∈ R).

Bemerkung (3.7) motiviert die folgende allgemeine Definition.
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3.8 Definition. Sei X Banachraum. Eine Familie
(
T (t)

)
t∈R ⊂ L(X) von stark

stetigen Operatoren mit

(i) T (0) = I,

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) , t, s ∈ R,

heißt C0-Gruppe auf X.

3.9 Satz (Hille-Yosida für Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A)→ X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) A generiert eine C0-Kontraktionsgruppe auf X,

(ii) A und −A generieren C0-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iii) D(A) = X, R \ {0} ⊂ ρ(A) und ‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ 1, λ ∈ R \ {0}.

Beweis. Klar sind (ii)⇔ (iii) nach Theorem 3.3 sowie (i)⇒ (ii) nach Definition 3.8.
Es bleibt (ii)⇒ (i) zu zeigen. Definiere dazu

T (t) :=

{
T+(t) : t ≥ 0,
T−(−t) : t < 0,

wobei T± von ±A generiert werden. Sind (T+)k und (T−)k die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem 3.3, dann gilt Ak(−A)m = (−A)mAk und somit auch
(T+)k(T−)m = (T−)m(T+)k. Setze nun

S(t) := T+(t)T−(t) , t ≥ 0.

Dann gilt S(0) = I und
(
S(t)

)
t≥0
⊂ L(X). Für die Ableitung ergibt sich

d

dt
S(t)x = AT+(t)T−(t)x− AT+(t)T−(t)x = 0 (x ∈ D(A)).

Aus Bemerkung 1.26 b) folgt S(t)x = S(0)x = x (t ≥ 0, x ∈ D(A)) und nach
Bemerkung 1.9 b) weiter S = I. Damit existiert T+(t)−1 und ist gegeben durch
T−(t).

Seien t, s ∈ R mit t > 0, s < 0 und o.B.d.A. t+ s ≥ 0. Dann gilt

T (t+ s)T (t)−1T (s)−1 = T+(t+ s)T+(t)−1T−(−s)−1

= T+(t+ s)T+(−s)T+(t)−1 = I

und damit
T (t+ s) = T (t)T (s) (t, s ∈ R).

Weiterhin ist in t0 > 0 die Halbgruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt.
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3.10 Bemerkung. Da 1
λ+|ξ|2 singulär ist für λ < 0, generiert ∆ keine C0-Gruppe

auf L2(Rn).

Aus Bemerkung 3.2 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Umge-
kehrt erhält man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschränkte C0 - Halbgrup-
pe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

3.11 Satz (Hille - Yosida, allgemeine Form). Sei X Banachraum, A : D(A) → X
linear, ω ∈ R, M ≥ 1, dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) A ist Generator einer C0 - Halbgruppe T auf X mit ‖T (t)‖L(X) ≤M exp(ωt),
t ≥ 0,

(ii) D(A) = X, (ω,∞) ⊂ ρ(A) und ‖(λ− ω)k(λ− A)k‖L(X) ≤M,λ > ω, k ∈ N.

Beweis. O.B.d.A. setzen wir ω = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung 3.2 möglich.

”
(i) =⇒ (ii)“: Nach Voraussetzung gilt ‖T (t)‖L(X) ≤ M∀t ≥ 0. Wir definieren uns

eine neue Norm durch

‖|x|‖ := sup
s≥0
‖T (s)x‖ , x ∈ X.

Für diese gelten die Abschätzungen

‖x‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X,
‖|T (t)x|‖ = sup

s≥0
‖T (t+ s)x‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X, t ≥ 0.

Also ist T kontraktiv auf (X, ‖| · |‖). Nach Theorem 3.3 folgt schließlich

‖|λ(λ− A)−1x|‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X,λ > 0,

=⇒ ‖|λk(λ− A)−kx|‖ ≤ ‖|x|‖ , x ∈ X,λ > 0, k ∈ N,
=⇒ ‖λk(λ− A)−kx‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X,λ > 0, k ∈ N.

”
(ii) =⇒ (i)“: Voraussetzung ist ‖λk(λ − A)−k‖L(X) ≤ M,λ > 0, k ∈ N. Auch hier

definiert man sich für µ > 0,

‖x‖µ := sup
k∈N
‖µk(µ− A)−kx‖ , x ∈ X.

Es gilt das Umnormierungslemma:

(1) ‖x‖ ≤ ‖x‖µ ≤M‖x‖, x ∈ X,
(2) ‖µ(µ− A)−1x‖µ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X,
(3) ‖λ(λ− A)−1x‖µ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ,
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(4) ‖λk(λ− A)−kx‖ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ,

(5) ‖x‖λ ≤ ‖x‖µ, x ∈ X, 0 < λ ≤ µ.

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Übungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung

(λ− A)−1 − (µ− A)−1 = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1

folgt für x ∈ X,

(λ− A)−1x = (µ− λ)(λ− A)−1(µ− A)−1x+ (µ− A)−1x.

Damit erhält man

‖(λ− A)−1x‖µ ≤
µ− λ
µ
‖(λ− A)−1x‖µ +

1

µ
‖x‖µ

und somit (
1− µ− λ

µ

)
︸ ︷︷ ︸

=λ/µ

‖(λ− A)−1x‖µ ≤
1

µ
‖x‖µ =⇒ (3).

Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

‖|x|‖ := sup
µ>0
‖x‖µ, x ∈ X.

Es ist einfach einzusehen, dass

‖x‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖, x ∈ X.
und man erhält

‖|λ(λ− A)−1x|‖ = sup
µ>0
‖λ(λ− A)−1x‖µ

= max
{

sup
0<λ≤µ

‖λ(λ− A)−1x‖µ︸ ︷︷ ︸
≤‖x‖µ≤‖|x|‖

, sup
µ<λ

‖λ(λ− A)−1x‖µ︸ ︷︷ ︸
≤‖λ(λ−A)−1x‖λ≤‖x‖λ≤‖|x|‖

}
≤ ‖|x|‖, x ∈ X,λ > 0.

Bei der Abschätzung des 0 < λ ≤ µ - Supremums wurde (3), und für µ < λ erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem 3.3 generiert A eine C0 - Kontraktionshalb-
gruppe auf (X, ‖| · |‖), damit auch eine C0 - Halbgruppe auf (X, ‖ · ‖) und man
hat

‖ exp(tA)x‖ ≤ ‖| exp(tA)x|‖ ≤ ‖|x|‖ ≤M‖x‖ , x ∈ X, t ≥ 0.

3.12 Bemerkung. Entsprechend zu Satz 3.9 gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz 3.11 auch für C0 - Gruppen.
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b) Dissipative Operatoren und der Satz von Lumer-Phillips

3.13 Definition. Sei X ein Banachraum. Für x ∈ X ist das Subdifferential J(x)
definiert durch

J(x) :=
{
ϕ ∈ X ′ : ‖ϕ‖2

X′ = ‖x‖2
X = 〈x, ϕ〉

}
.

3.14 Definition. Sei X ein Banachraum, A : D(A)→ X linear. A heißt dissipativ,
falls für jedes x ∈ D(A) ein j(x) ∈ J(x) existiert mit

Re〈Ax, j(x)〉 ≤ 0.

3.15 Bemerkung. a) Nach dem Satz von Hahn-Banach ist J(x) 6= ∅ für alle x ∈ X.

b) Sei
(
H, (·, ·)

)
ein Hilbertraum, x ∈ H, j(x) ∈ J(x). Aus dem Rieszschen Darstel-

lungssatz folgt

∃1yj(x) ∈ H :‖x‖2
H = 〈x, j(x)〉 = (x, yj(x)) = ‖yj(x)‖2

H

und damit yj(x) = x, d.h. J(x) = {x}. Somit ist in diesem Fall A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Ax, x) ≤ 0 (x ∈ D(A)).

c) Für f ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞, Ω ⊂ Rn Gebiet, setze

ϕf (x) :=

{
‖f‖2−p

p f(x)|f(x)|p−2 : f(x) 6= 0
0 : f(x) = 0

,

dann gilt J(x) = {ϕf}. Der Beweis ist Übungsaufgabe. D.h. hier ist A genau dann
dissipativ, wenn

Re(Af, ϕf ) ≤ 0 , f ∈ D(A).

d) Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Für f ∈ L1(Ω) oder f ∈ C0(Ω) enthält J(x) i.a. mehr
als ein Element. Auch dieser Beweis ist dem geneigten Leser als Übungsaufgabe
überlassen.

3.16 Lemma. Sei X Banachraum, A : D(A)→ X dissipativ. Dann gilt

(i) ‖(λ− A)x‖ ≥ λ‖x‖ , x ∈ D(A), λ > 0,

(ii) A ist abschließbar, d.h. es existiert eine eindeutige abgeschlossene Erweiterung
A mit D(A) ⊂ D(A) und Ax = Ax (x ∈ D(A)).
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Beweis. (i): Sei x ∈ D(A) mit ‖x‖ = 1 und j(x) ∈ J(x) mit Re〈Ax, j(x)〉 ≤ 0. Dann
gilt 〈x, j(x)〉 = ‖j(x)‖2 = 1 und

‖(λ− A)x‖ = sup
x′∈X′,‖x′‖=1

∣∣〈(λ− A)x, x′〉
∣∣ ≥ ∣∣〈(λ− A)x, j(x)〉

∣∣
≥ Re〈(λ− A)x, j(x)〉 ≥ λ− Re〈Ax, j(x)〉 ≥ λ

für λ > 0.

(ii): Abschließbarkeit von A ist gleichbedeutend mit: Für jede Folge (xk)k∈N ⊂ D(A)
mit xk → 0 und Axk → y ist zwingend y = 0. Seien (xk), y wie oben, λ > 0 und
w ∈ D(A). Dann

‖λ(λ− A)xk + (λ− A)w
(i)

≥ λ‖λxk − w‖, .‖

Für k →∞ erhält man ∥∥∥∥−y +

(
1− A

λ

)
w

∥∥∥∥ ≥ ‖w‖,
und für λ→∞ ergibt sich

‖ − y + w‖ ≥ ‖w‖ , w ∈ D(A).

Wegen D(A) = X wähle (wk)k∈N ⊂ D(A) mit wk → y. Damit ist

0 = lim
k→∞
‖y − wk‖ ≥ lim

k→∞
‖wk‖ = ‖y‖,

also y = 0.

3.17 Satz (Lumer-Phillips 1961). Sei X ein Banachraum und A : D(A) → X
linear.

a) Es sei A dissipativ mit D(A) = X. Weiter existiere ein λ0 > 0 mit R(A− λ0) =
X. Dann ist A Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf X.

b) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) A ist dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein λ0 > 0 mit R(A−λ0) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer C0-Kontraktionshalbgruppe

Beweis. a) Sei A der Abschluss von A (Existenz durch Lemma 3.16 sichergestellt).
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• 1. Schritt: λ0 ∈ ρ(A)

Sei x ∈ D(A), dann ∃ Folge (xk)k∈N ⊂ D(A) mit xk → x und Axk → Ax,

=⇒ ‖(λ0 − A)x‖ = lim
k→∞
‖(λ0 − A)xk‖ ≥ lim

k→∞
λ0‖xk‖ = λ0‖x‖

nach Lemma 3.16(i). Also ist (λ0 − A) injektiv.

Sei x ∈ X und yk ∈ D(A) mit (λ0 − A)yk → x. Wegen der Dissipativität von
A gilt

λ0‖yk − yl‖ ≤ ‖(λ0 − A)(yk − yl)‖
k,l→∞−→ 0,

damit ist yk Cauchyfolge in X. Sei y = limk→∞ yk. Aus der Abgeschlossenheit
von A folgt y ∈ D(A) und (λ0−A)y = x, d.h. der Operator (λ0−A) ist auch
surjektiv. Nach dem Satz von der stetigen Inversen gilt somit λ0 ∈ ρ(A).

• 2. Schritt: (0,∞) ⊂ ρ(A)

Klar ist, dass ∅ 6= (0,∞)∩ρ(A) offen in (0,∞) liegt. Sei (λk)k∈N ⊂ (0,∞)∩ρ(A)
mit λk → λ > 0. Wegen

σ
(
(µ− A)−1

)
\ {0} =

{
1

µ− λ
, λ ∈ σ(A)

}
, µ ∈ ρ(A),

folgt für den Spektralradius r
(
(λ0 − A)−1

)
:= max

{
|λ| : λ ∈ σ

(
(λ0 − A)−1

)}
,

dass

r
(
(λ0 − A)−1

)
=

1

dist
(
λ0, σ(A)

) .
Somit gilt

dist
(
λk, σ(A)

)
=

1

r
(
(λk − A)−1

) ≥ ‖(λk − A)−1‖−1
L(X)

≥ λk ≥ C > 0 (k ≥ k0).

Dies bedeutet λ ∈ ρ(A). Damit ist die Menge (0,∞)∩ρ(A) auch abgeschlossen.
Da (0,∞) zusammenhängend ist, erhalten wir (0,∞) ⊂ ρ(A).

• 3. Schritt: Hille-Yosida anwenden

Wegen der Dissipativität von A gilt

‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤ ‖x‖ , x ∈ X,λ > 0,

aus dem Theorem 3.3 von Hille - Yosida folgt die Behauptung.

b), (i) =⇒ (ii): Nach a) erzeugt A eine C0-Halbgruppe. Für λ0 > 0 ist (λ0 −
A) : D(A) → X surjektiv und (λ0 − A) : D(A) → X injektiv. Dann folgt aber
auch schon D(A) = D(A) und damit A = A.
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b), (ii) =⇒ (i): Sei x ∈ D(A), j(x) ∈ J(x). Mit Lemma 3.5 (i) erhält man

Re
{
〈Ax, j(x)〉

}
= lim

λ→∞
Reλ · 〈A(λ− A)−1x, j(x)〉

= lim
λ→∞

Reλ ·
(
〈λ(λ− A)−1x, j(x)〉 − 〈x, j(x)〉︸ ︷︷ ︸

‖x‖2

)
≤ lim sup

λ→∞
λ
(
‖λ(λ− A)−1x‖︸ ︷︷ ︸

≤‖x‖

·‖j(x)‖ − ‖x‖2
)
≤ 0,

wobei im letzten Schritt wiederum Theorem 3.3 ausgenutzt wurde.
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4. Holomorphe Halbgruppen und holomorpher

Funktionalkalkül

4.1 Worum geht’s? In einer Reihe von Beispielen, insbesondere in der parabo-
lischen Theorie, hat man nicht nur eine C0-Halbgruppe, sondern sogar eine holo-
morphe Halbgruppe. Dabei handelt es sich um die Holomorphie einer Banachraum-
wertigen Abbildung (nämlich in den Banachraum der beschränkten linearen Opera-
toren). Beschränkte holomorphe Halbgruppen sind durch Abschätzungen der Resol-
vente charakterisiert.

Holomorphe Halbgruppen besitzen eine Glättungseigenschaft. Für derartige Proble-
me lässt sich die klassische Lösbarkeit beweisen, wobei für inhomogene Probleme
die Variation der Konstanten verwendet wird, welche schon aus dem endlichdimen-
sionalen Fall bekannt ist.

Zunächst müssen in diesem Abschnitt einige Grundlagen über holomorphe Banachraum-
wertige Funktionen bereitgestellt werden. Insbesondere wird der Dunford-Kalkül
diskutiert, welcher etwa auch für die Spektraltheorie in Banachräumen wesentlich
ist.

a) Vektorwertige Funktionentheorie und Dunfordkalkül

Im folgenden sei stets X ein komplexer Banachraum.

4.2 Definition. Sei G ⊂ C offen. Eine Funktion f : G → X heißt komplex diffe-
renzierbar an der Stelle z0 ∈ G, falls der Limes

f ′(z0) := lim
C3h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
∈ X

existiert. Die Funktion f heißt holomorph in G, falls sie an jeder Stelle z0 ∈ G
komplex differenzierbar ist. Wir schreiben H (G;X) für die Menge aller in G holo-
morphen X-wertigen Funktionen und H (G) := H (G;C).

4.3 Bemerkung. Sei X ein Banachraum, G ⊂ C offen und f : G → L(X). Äqui-
valent sind

(i) f : G→ L(X) ist holomorph,

(ii) für jedes x ∈ X ist f(·)x : G→ X holomorph,

(iii) für jedes x ∈ X und jedes x′ ∈ X ′ ist 〈f(·)x, x′〉 : G→ C holomorph.
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Dies sieht man unter Verwendung der Cauchy-Integralformel und des Prinzips der
gleichmäßigen Beschränktheit.

4.4 Definition. Eine C0-Halbgruppe T auf dem Banachraum X heißt beschränkte
holomorphe C0-Halbgruppe auf X vom Winkel ϕ ∈ (0, π/2], falls T : [0,∞)→ L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf

Σϕ :=
{
z ∈ C \ {0} : | arg(z)| < ϕ

}
besitzt, so dass für alle ϕ̃ ∈ (0, ϕ) ein Mϕ̃ existiert mit

‖T (z)‖L(X) ≤Mϕ̃ , z ∈ Σϕ̃.

4.5 Lemma. Sei T beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe auf X vom Winkel ϕ.

(i) Es gilt T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) (z1, z2 ∈ Σϕ).

(ii) Es gilt für alle ϕ̃ < ϕ die Gleichheit lim
Σϕ̃3z→0

T (z)x = x (x ∈ X).

(iii) Für ϕ̃ < ϕ existiert der Limes

lim
Σϕ̃3h→0

T (h)x− x
h

genau dann, wenn x ∈ D(A). In diesem Fall stimmt dieser Limes mit Ax überein.

Beweis. Übung.

Für holomorphe Banachraumwertige Funktionen gelten die bekannten Sätze der
Funktionentheorie. So gilt zum Beispiel der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-
Integralformel.

4.6 Satz (Cauchy-Integralformel). Sei G ⊂ C offen und f ∈H (G;X). Falls γ ein
nullhomologer Zyklus in G ist, so gilt

f(z) indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

1

w − z
f(w)dw (z ∈ G \ R(γ)).

Beweis. Für jedes x′ ∈ X ′ ist x′ ◦ f eine holomorphe komplexwertige Funktion, also
gilt die skalare Cauchy-Integralformel

x′(f(z)) indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

1

w − z
x′(f(w))dw (z ∈ G \ R(γ)).
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Sei z ∈ G \ R(γ). Definiere

y :=
1

2πi

∫
γ

1

w − z
f(w)dw.

Nach Definition des Integrals als Grenzwert in X von Integralen von Stufenfunktio-
nen gilt für jedes x′ ∈ X ′ die Gleichheit

x′(y) = x′
( 1

2πi

∫
γ

1

w − z
f(w)dw

)
=

1

2πi

∫
γ

1

w − z
x′(f(w))dw.

Also erhalten wir x′(y) = x′(f(z)) für jedes x′ ∈ X ′. Nach dem Korollar zum Satz
von Hahn-Banach (Satz 1.13 d)) folgt y = f(z), was zu zeigen war.

4.7 Definition (Riesz-Projektion). Sei A ∈ L(X) und σ ⊂ σ(A) eine isolierte
Teilmenge von σ(A), d.h. eine in der Relativtopologie von σ(A) offene und abge-
schlossene Teilmenge. Sei γ eine geschlossene Kurve mit Werten in ρ(A), welche σ
umschließt. Dann heißt

Pσ :=
1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ

die zu σ gehörige Riesz-Projektion von A.

4.8 Lemma. Der Operator Pσ ist eine Projektion, d.h. es gilt Pσ = P 2
σ .

Beweis. Seien γ1, γ2 zwei geschlossene Kurven, welche σ umschließen und σ von
τ := σ(A) \ σ trennen. Dabei sei der Wertebereich R(γ1) im Inneren von γ2. Dann
folgt

P 2
σ =

( 1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1dλ
)( 1

2πi

∫
γ2

(λ− A)−1dλ
)

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

(λ− A)−1(µ− A)−1dµdλ

Mit der Resolventengleichung (Bemerkung 1.15) können wir den letzten Ausdruck
in der Form Q−R schreiben, wobei

Q :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

1

µ− λ
(λ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1
( 1

2πi

∫
γ2

1

µ− λ
idX dµ

)
dλ

=
1

2πi

∫
γ1

(λ− A)−1dλ = Pσ
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und

R :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

1

µ− λ
(µ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ2

(µ− A)−1
( 1

2πi

∫
γ1

1

µ− λ
idX dλ

)
dµ

= 0.

Beachte hier, dass R(γ1) im Inneren von γ2 liegt, so dass Indγ1(z) = 0 für z ∈ R(γ2)
und Indγ2(z) = 1 für z ∈ R(γ1) gilt.

4.9 Lemma. a) Sei σ ein isolierter Teil von σ(A). Dann sind Wertebereich R(Pσ)
und Kern N(Pσ) beide abgeschlossen, und es gilt die Zerlegung

X = R(Pσ)⊕N(Pσ).

Beide Räume sind invariant unter A, und es gilt

σ(A|R(Pσ)) = σ, σ(A|N(Pσ)) = σ(A) \ σ.

b) Es gilt Pσ(A) = idX .

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von N(Pσ) ist klar, da Pσ stetig ist. Die Abge-
schlossenheit von R(Pσ) folgt aus R(Pσ) = N(1−Pσ). Aus A(λ−A)−1 = (λ−A)−1A
für λ ∈ ρ(A) folgt durch Integration APσ = PσA und damit APσ = PσAPσ. Somit
ist AR(Pσ) ⊂ R(Pσ), d.h. R(Pσ) ist A-invariant. Dieselbe Überlegung mit 1 − Pσ
zeigt, dass auch N(Pσ) invariant unter A ist. Wegen x = Pσx + (1− Pσ)x (x ∈ X)
und Pσ(1− Pσ) = 0 erhält man die direkte Zerlegung in a).

Sei γ eine geschlossene Kurve, welche σ von τ := σ(A) \ σ trennt. Für µ 6∈ R(γ)
definiere

S(µ) :=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
(λ− A)−1dλ.

Da Pσ mit A und somit mit (λ−A)−1 vertauscht, gilt auch S(µ)Pσ = PσS(µ), und
die Räume R(Pσ) und N(Pσ) sind S(µ)-invariant. Wir erhalten

S(µ)(µ− A) = (µ− A)S(µ)

=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
(µ− A)(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ

1

µ− λ
idX dλ+

1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ

=

{
−1 + Pσ, falls µ im Inneren von R(γ) liegt,

Pσ, sonst.
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Sei nun µ ∈ C \ σ und o.E. sei µ außerhalb von R(γ). Dann folgt (µ − A)S(µ)x =
S(µ)(µ−A)x = x für x ∈ R(Pσ), d.h. (µ−A)|R(Pσ) ist invertierbar. Damit erhalten
wir σ(A|R(Pσ)) ⊂ σ. Analog folgt σ(A|N(Pσ)) ⊂ τ . Falls andererseits µ ∈ ρ(A|R(Pσ))∩
ρ(A|N(Pσ)), so ist µ − A auf jedem der beiden Teilräume N(Pσ) und R(Pσ) eine
Bijektion und somit auf ganz X bijektiv, d.h. µ ∈ ρ(A). Insgesamt erhalten wir

σ(A) ⊂ σ(A|N(Pσ)) ∪ σ(A|R(Pσ)) ⊂ σ ∪ τ = σ(A).

Also muss überall Gleichheit stehen.

b) Wir wenden Teil a) auf σ := σ(A) an und erhalten σ(A|N(Pσ)) = σ(A) \ σ = ∅.
Dies ist aber nur möglich, falls N(Pσ) = {0}, d.h. für Pσ = idX .

4.10 Lemma. Sei A ∈ L(X) und γ eine geschlossene Kurve, für welche σ(A) im
Inneren von γ liegt. Dann gilt für jedes komplexe Polynom p die Gleichheit

p(A) =
1

2πi

∫
γ

p(λ)(λ− A)−1dλ.

Beweis. Es genügt, die Gleichheit für p(z) = zn nachzuweisen. Dazu verwende die
Identität

An(λ− A)−1 = λn(λ− A)−1 −
n−1∑
j=0

λn−1−jAj.

Sei γ eine geschlossene Kurve, welche σ(A) einschließt. Dann ist das Integral über
die obige Summe gleich Null, da der Integrant holomorph von λ abhängt. Unter
Verwendung von Lemma 4.9 b) erhält man daher

An = An
( 1

2πi

∫
γ

(λ− A)−1dλ
)

=
1

2πi

∫
γ

An(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ

λn(λ− A)−1dλ,

was zu zeigen war.

4.11 Definition (beschränkter Dunford-Kalkül). Sei Ω ⊂ C ein beschränktes Ge-
biet und A ∈ L(X) mit σ(A) ⊂ Ω. Sei γ eine geschlossene Kurve in C mit Wertebe-
reich R(γ) ⊂ ρ(A), welche σ(A) einschließt. Zu f ∈H (Ω) definiere

f(A) :=
1

2πi

∫
γ

f(λ)(λ− A)−1dλ.
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4.12 Satz. In der Situation von Definition 4.11 ist f 7→ f(A), H (Ω)→ L(X) ein
Algebren-Homomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung mit

(fg)(A) = f(A)g(A) (f, g ∈H (Ω)).

Beweis. Wegen supλ∈R(γ) |f(λ)| <∞ ist f(A) ∈ L(X) wohldefiniert. Die Linearität
von f 7→ f(A) ist klar.

Seien f, g ∈ H (Ω) und seien γ1, γ2 zwei Kurven in Ω, welche σ(A) einschließen, so
dass R(γ1) im Inneren von γ2 liegt. Dann gilt unter Verwendung der Resolventen-
gleichung

f(A)g(A) =
( 1

2πi

)2(∫
γ1

f(λ)(λ− A)−1dλ
)(∫

γ2

g(µ)(µ− A)−1dµ
)

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λg(µ)(λ− A)−1(µ− A)−1dµdλ

=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
[
(λ− A)−1 − (µ− A)−1

]
dµdλ

=: T1 + T2.

Hierbei ist

T1 :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
(λ− A)−1dµdλ

=
1

2πi

∫
γ1

( 1

2πi

∫
γ2

g(µ)

µ− λ
dµ
)
f(λ)(λ− A)−1dλ

=
1

2πi

∫
γ1

g(λ)f(λ)(λ− A)−1dλ

= (f · g)(A),

da indγ2(λ) = 1 für λ ∈ R(γ1) gilt. Mit indγ1(µ) = 0 für µ ∈ R(γ2) folgt analog

T2 :=
( 1

2πi

)2
∫
γ1

∫
γ2

f(λ)g(µ)

µ− λ
(µ− A)−1dµdλ = 0.

b) Funktionalkalkül für sektorielle Operatoren

Nun ist es das Ziel, auch für unbeschränkte Operatoren einen Funktionalkalkül zu
entwickeln. Dabei werden sektorielle Operatoren betrachtet.
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4.13 Definition. Sei A : D(A) → X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heißt A sektoriell, falls ein Winkel ϕ > 0 existiert mit ρ(A) ⊃ Σϕ und

sup
λ∈Σϕ

‖λ(λ− A)−1‖L(X) <∞.

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heißt

ϕA := sup{ϕ : ρ(A) ⊃ Σϕ, sup
λ∈Σϕ

‖λ(λ− A)−1‖L(X) <∞}

der spektrale Winkel von A.

4.14 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator in X mit spektralem Winkel ϕA. Zu
ε > 0 definiere

Aε := (A− ε)(1− εA)−1.

a) Es gilt Aε ∈ L(X), und Aε ist invertierbar mit A−1
ε = A1/ε.

b) Es gilt ρ(Aε) ⊃ ΣϕA, und für λ ∈ ΣϕA ist

(λ− Aε)−1 =
1− ε2

(1 + ελ)2

( λ+ ε

1 + ελ
− A

)−1

+
ε

1 + ελ
.

c) Für alle ϕ ∈ (0, ϕA) existiert eine Konstante C = C(ϕ), welche nicht von ε
abhängt, mit

‖λ(λ− Aε)−1‖ ≤ C (λ ∈ Σϕ, ε > 0).

d) Für ε → 0 erhält man (λ − Aε)−1 → (λ − A)−1 in L(X) und Aεx → Ax (x ∈
D(A)).

Beweis. a) und b) folgen durch direktes Nachrechnen.

c) Sei ‖λ(λ−A)−1‖ ≤M (λ ∈ Σϕ). Dann folgt unter Verwendung der Darstellung
in b) die Abschätzung

‖(λ− Aε)−1‖ ≤M
∣∣∣ 1− ε2

(1 + ελ)2
· 1 + ελ

λ+ ε

∣∣∣+
∣∣∣ ε

1 + ελ

∣∣∣
=

1

|λ|

[
M(1− ε2)

|1 + ελ| · |1 + ε
λ
|

+
1

|1 + 1
ελ
|

]
.

Da ϕ < π, existiert eine Konstante Kϕ so, dass für alle µ ∈ Σϕ die Abschätzung
|1 + µ| ≥ Kϕ gilt. Angewendet auf µ = ελ, µ = ε

λ
∈ Σϕ bzw. µ = 1

λε
∈ Σϕ erhält

man

‖(λ− Aε)−1‖ ≤ 1

|λ|

[M
K2
ϕ

+
1

Kϕ

]
=

C

|λ|
.
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d) Die Konvergenz der Resolventen sieht man an der Darstellung in b). Für die
Konvergenz von Aεx verwende

Aεx− Ax = −ε(1− εA)−1x (x ∈ D(A)).

Wegen ‖ε(1− εA)−1‖ = ‖(1
ε
− A)−1‖ ≤ Cε folgt Aεx→ Ax (x ∈ D(A)).

Wir wollen zu einem sektoriellen OperatorA die Funktion f(A) durch einen Dunford-
Kalkül definieren. Da nun über einen unendlich langen Weg integriert werden muss,
muss man die Menge der Funktionen einschränken. Beachte in folgender Definition,
dass C \ Σϕ = {λ ∈ C \ {0} : | arg λ| > ϕ} = −Σπ−ϕ.

4.15 Definition. Sei ϕ ∈ (0, π]. Zu α, β ∈ R und f ∈H (C \ Σϕ) definiere

‖f‖ϕα,β := sup{|λαf(λ)| : λ ∈ C\Σϕ, |λ| ≤ 1}+sup{|λ−βf(λ)| : λ ∈ C\Σϕ, |λ| ≥ 1}.

Man setzt

Hα,β(C \ Σϕ) := {f ∈ H(C \ Σϕ) : ‖f‖ϕα,β <∞}

und

H0(C \ Σϕ) :=
⋃
α,β<0

Hα,β(C \ Σϕ).

4.16 Satz (Ein Dunford-Kalkül für sektorielle Operatoren). Sei A ein sektorieller
Operator mit spektralem Winkel ϕA, und sei ϕ < ϕA. Fixiere ψ ∈ (ϕ, ϕA) und
betrachte die Kurve

γψ := {re−iψ :∞ > r ≥ 0} ∪ {reiψ : 0 ≤ r <∞}.

Dann definiert

f(A) :=
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− A)−1dλ (f ∈H0(C \ Σϕ))

einen Algebren-Homomorphismus ΦA : f 7→ f(A), H0(C \ Σϕ)→ L(X). Die Abbil-
dung ΦA ist stetig im Sinn, dass für alle α, β < 0 ein Cα,β > 0 existiert mit

‖f(A)‖L(X) ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β (f ∈Hα,β(C \ Σϕ)).

Falls A sektoriell, beschränkt und invertierbar ist, stimmt die obige Definition mit
dem Dunford-Kalkül aus Definition 4.11 überein.

Für f ∈ H0(C \ Σϕ) gilt ferner f(Aε) → f(A) in L(X) für ε → 0, und die Menge
{f(Aε) : ε > 0} ⊂ L(X) ist beschränkt.
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Beweis. (i) Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Wegen ψ < ϕA existiert ein
MA > 0 mit

‖(λ− A)−1‖ ≤ MA

|λ|
(λ ∈ R(γψ)). (4-1)

Nach Lemma 4.14 c) gilt diese Abschätzung (nach eventueller Vergrößerung von
MA) auch für Aε anstelle von A.

Sei f ∈H0(C\Σϕ), d.h. es existieren α, β < 0 mit f ∈Hα,β(C\Σϕ). Für λ ∈ R(γψ)
gilt dann

|f(λ)| ‖(λ− A)−1‖ ≤

{
MA‖f‖ϕα,β|λ|−1−α, |λ| ≤ 1,

MA‖f‖ϕα,β|λ|−1+β, |λ| ≥ 1.

Somit ist

hf (λ) := MA‖f‖ϕα,β
(
|λ|−1−αχ{|λ|≤1}(λ) + |λ|−1+βχ{|λ|≥1}(λ)

)
eine integrierbare Majorante von f(λ)(λ−A)−1 auf γψ. DaAε ebenfalls der Abschätzung
(4-1) genügt, ist ϕf auch eine simultane Majorante von f(λ)(λ−Aε)−1 für alle ε > 0.

(ii) Sei zunächst A sektoriell, beschränkt und invertierbar. Dann ist σ(A) ⊂ C \Σϕ

kompakt. Wegen 0 6∈ σ(A) existieren r > 0 und R > 0 so, dass σ(A) von der Kurve
γψ,r,R eingeschlossen wird, wobei γψ,r,R := rei[−ψ,ψ] ∪ [r, R]eiψ ∪Rei[ψ,−ψ] ∪ [R, r]e−iψ.
Dies gilt z.B. für R > ‖A‖ und r < ‖A−1‖−1.

Für f ∈H0(C \ Σϕ) gilt nach dem beschränkten Dunford-Kalkül

f(A) =
1

2πi

∫
γψ,r,R

f(λ)(λ− A)−1dλ.

Nach dem Cauchy-Integralsatz hängt der Wert des Integrals nicht von r und R ab,
falls r hinreichend klein und R hinreichend groß ist. Nach Teil (i) des Beweises ist
f(·)(· −A)−1 auf γψ integrierbar, und wir erhalten im Limes r → 0 und R→∞ die
Darstellung

f(A) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− A)−1dλ.

(iii) Sei nun A unbeschränkt. Wir wenden Teil (ii) auf die Approximationen Aε an
und erhalten

f(Aε) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ.

Nach Lemma 4.14 d) gilt (λ−Aε)−1 → (λ−A)−1 in L(X) für ε > 0. Nach Teil (i) des
Beweises existiert eine integrierbare Majorante hf , d.h. das Integral f(A) ∈ L(X)
ist wohldefiniert, und mit majorisierter Konvergenz folgt f(Aε)→ f(A) (ε→ 0) in
L(X). Die Definition von hf zeigt außerdem, dass ‖f(A)‖ ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β wie auch
‖f(Aε)‖ ≤ Cα,β‖f‖ϕα,β gilt. Insbesondere ist ΦA stetig und die Familie {f(Aε) : ε >
0} ⊂ L(X) beschränkt.
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Schließlich gilt (fg)(Aε) = f(Aε)g(Aε) nach Satz 4.12, und für ε → 0 erhalten wir
(fg)(A) = f(A)g(A), d.h. ΦA ist ein Algebren-Homomorphismus.

4.17 Definition und Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel
ϕA, und sei ϕ < ϕA. Sei

Ha(C \ Σϕ) :=
{
f ∈

⋃
β<0

H0,β(C \ Σϕ) : f holomorph an der Stelle 0 fortsetzbar
}
.

Zu f ∈Ha(C \ Σϕ) definiere

f0(λ) := f(λ)− f(0)

1− λ
.

Dann gilt f0 ∈H0(C \ Σϕ). Definiere

f(A) := f0(A) + f(0)(1− A)−1.

Beweis. Wie etwa der Mittelwertsatz der Differentialrechnung zeigt, ist eine Funk-
tion f ∈ Ha(C \ Σϕ) genau dann in H0(C \ Σϕ), wenn f(0) = 0 ist. Dies ist für f0

der Fall, also ist f0(A) nach Satz 4.16 definiert.

4.18 Satz. Sei A ein sektorieller Operator mit spektralem Winkel ϕA, und sei ϕ <
ϕA. Betrachte für ψ ∈ (ϕ, ϕA) und δ > 0 die Kurve

γψ,δ := (∞, δ]e−iψ ∪ δe[−ψ,ψ] ∪ [δ,∞)eiψ

(
”

Schlüssellochweg“). Dann gilt für hinreichend kleines δ > 0 die Gleichheit

f(A) =
1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− A)−1dλ (f ∈Ha(C \ Σϕ)).

Die Abbildung Φ: Ha(C\Σϕ)→ L(X), f 7→ f(A) ist wohldefiniert und ein Algebra-
Homomorphismus. Die Konvergenzaussagen von Satz 4.16 gelten analog.

Beweis. Wir approximieren wieder den Operator A durch Aε. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt

f(Aε) =
1

2πi

∫
γψ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ

=
1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− Aε)−1dλ
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=
1

2πi

∫
γψ,δ

f0(λ)(λ− Aε)−1dλ+
1

2πi

∫
γψ,δ

f(0)(1− λ)−1(λ− Aε)−1dλ

=
1

2πi

∫
γψ

f0(λ)(λ− Aε)−1dλ+ f(0)(1− Aε)−1

= f0(Aε) + f(0)(1− Aε)−1.

Falls δ so klein ist, dass f in B(0, δ) holomorph (fortsetzbar) ist, so folgt durch
Grenzwert ε→ 0:

1

2πi

∫
γψ,δ

f(λ)(λ− A)−1dλ = f0(A) + f(0)(1− A)−1 = f(A).

Beachte hierbei, dass f(·)(· − A)−1 auf γψ,δ integrierbar ist. Wie im Beweis von
Satz 4.16 folgen die Konvergenzaussagen von f(Aε) gegen f(A) und damit die Mul-
tiplikativität von Φ aus der Gleichheit (fg)(Aε) = f(Aε)g(Aε).

4.19 Korollar. a) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ϕA > 0. Für µ ∈ ΣϕA

gilt

(µ− A)−1 =
1

2πi

∫
γψ,δ

1

λ− µ
(λ− A)−1dλ.

b) Sei A sektorieller Operator mit Winkel ϕA ∈ (π
2
, π], und sei ϑ ∈ (0, ϕA − π

2
).

Dann ist für z ∈ Σϑ der Operator

exp(zA) :=
1

2πi

∫
γψ,δ

ezλ(λ− A)−1dλ ∈ L(X)

wohldefiniert. Es gilt

exp(z1A) exp(z2A) = exp((z1 + z2)A) (z1, z2 ∈ Σϕ).

Die Abbildung z 7→ exp(zA), Σϑ → L(X) ist holomorph.

Beweis. a) Die Funktion λ 7→ 1
λ−µ gehört zu Ha(C \ Σϕ), wobei ϕ < ϕA so groß

gewählt wird, dass µ ∈ Σϕ gilt. Damit folgt die Aussage aus Satz 4.18 (beachte, dass
(µ− Aε)−1 → (µ− A)−1 für ε→ 0).

b) Wähle ϕ ∈ (ϑ + π
2
, ϕA). Für z ∈ Σϑ gilt dann λ 7→ eλz ∈ Ha(C \ Σϕ), und die

Wohldefiniertheit und die Multiplikativität folgen aus Satz 4.18. Zum Nachweis der
Holomorphie beachte man, dass λ 7→ λeλz(λ−A)−1 über γψ,δ integrierbar ist. Nach
dem Satz über parameterabhängige Integrale existiert also die komplexe Ableitung
d
dz

exp(zA) ∈ L(X) für alle z ∈ Σϑ, d.h. exp(·A) ist holomorph.
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c) Generatoren holomorpher Halbgruppen

4.20 Bemerkung. (i) Für holomorphe Halbgruppen gilt AT (t) = d
dt
T (t) ∈ L(X)

für alle t > 0. Dies impliziert

T (t)x ∈ D(A) , x ∈ X, t > 0. (4-2)

Damit folgt bereits T (t)x ∈ D(Ak) für alle x ∈ X, t > 0, k ∈ N, wegen

AkT (t)x = Ak
[
T

(
t

k

)]k
x =

[
AT

(
t

k

)]k
x.

(ii) Halbgruppen T mit der Eigenschaft (4-2) nennt man differenzierbar. Es gilt T
holomorph ⇒ T differenzierbar, i.a. jedoch nicht die Umkehrung. Differenzierbare
(und insbesondere holomorphe) Halbgruppen haben i.d.R. glättende Eigenschaften,
wie sie z.B. bei der Wärmeleitungsgleichung auftreten.

Man erhält folgende Charakterisierung für holomorphe Halbgruppen.

4.21 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A)→ X linear. Äquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe T auf X vom Winkel
ϑ ∈ (0, π

2
].

(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel ϕA ≥ ϑ+ π
2
.

Beweis. (i) =⇒ (ii). Sei ϑ̃ ∈ (0, ϑ). Für α ∈ (−ϑ̃, ϑ̃) definiere S(t) := T
(
exp(iα)t

)
(t ≥

0). Nach Lemma 4.5 (i) und (ii) ist S eine C0-Halbgruppe ist. Sei B ihr Erzeuger,

dann gilt x ∈ D(B) genau dann, wenn limt→0
S(t)x−x

t
existiert. Dies ist aber äqui-

valent dazu, dass limt→0
T (exp(iα)t)x−x

exp(iα)t
existiert. Nach Lemma 4.5 (iii) ist dies genau

dann der Fall, wenn x ∈ D(A). Also ist D(A) = D(B) und B = exp(iα)A.

Aus Theorem 3.3 folgt (0,∞) ⊂ ρ
(
exp(iα)A

)
und

(λ− eiαA)−1 =

∫ ∞
0

exp(−λt)T (eiαt)dt (λ > 0). (4-3)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M(ϑ̃) mit

‖T (z)‖L(X) ≤M (z ∈ Σϑ̃).

Wegen ∫ ∞
0

| exp(−λt)| ‖T (eiαt)‖dt ≤ M

Reλ
(Reλ > 0) (4-4)
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ist das Integral auf der rechten Seite von (4-3) sogar für alle λ ∈ Σπ/2 konvergent
und dort eine holomorphe Funktion von λ. Damit erhalten wir ρ(eiαA) ⊃ Σπ/2

(Übungsaufgabe).

Insgesamt haben wir e−iαλ ∈ ρ(A) für alle |α| < ϑ̃ und alle λ ∈ Σπ/2, d.h. Σϑ̃+π/2 ⊃
ρ(A). Für alle λ ∈ Σϑ̃+π/2 folgt wegen Reλ ≥ C|λ| und (4-4) die Abschätzung

sup{‖λ(λ− A)−1‖ : λ ∈ Σψ} <∞ (ψ ∈ (0, ϑ̃+
π

2
)).

Da ϑ̃ < ϑ beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel ϕA ≥ ϑ+ π
2
.

(ii) =⇒ (i). Sei z ∈ Σϑ. Wähle ϕ, ψ mit π
2

+ | arg z| < ϕ < ψ < ϕA und definiere

T (z) := exp(zA) :=
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz(λ− A)−1dλ.

Da λ 7→ eλz in ganz C holomorph ist, kann man hier δ > 0 beliebig wählen. Nach
Korollar 4.19 ist T : Σϑ → L(X) holomorph und erfüllt die Funktionalgleichung. Da
λ 7→ Ceλz max{|λ|−1, 1} mit einer Konstanten C > 0 ein integrierbare Majorante
von eλz(λ− A)−1 auf γψ,δ ist, folgt

sup{‖T (z)‖ : z ∈ Σψ} <∞ (ψ ∈ (0, ϑ)).

Wir zeigen nun, dass T stark stetig ist. Seien x ∈ D(A) und z > 0. Es gilt λ(λ −
A)−1 = I + A(λ− A)−1, also

T (z)x =
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ− 0
xdλ+

1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

= x+
1

2πi

∫
γψ,δ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ.

Wir schätzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir δ := 1
z

wählen.
Mit der Parametrisierung λ = reiψ, ψ ∈ [δ,∞), erhalten wir∥∥∥∫

[z−1,∞)eiψ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

∥∥∥ ≤ ∫ ∞
z−1

| exp(rzeiψ)|
r

‖(reiψ − A)−1Ax‖dr.

Wegen ψ > π
2

existiert eine positive Konstante c mit Re(λz) ≤ −c|λ|z (arg λ = ψ).
Damit erhalten wir | exp(rzeiψ)| ≤ exp(−crz) (r > 0). Eingesetzt erhalten wir unter
Verwendung der Resolventenabschätzung ‖(λ− A)−1‖ ≤M |λ|−1 die Abschätzung∫ ∞

z−1

| exp(rzeiψ)|
r

‖(reiψ − A)−1Ax‖dr ≤
∫ ∞
z−1

e−czr

r
‖(reiψ − A)−1Ax‖dr

≤M

∫ ∞
z−1

e−czr

r2
‖Ax‖dr
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= Mz

∫ ∞
1

e−cs

s2
ds ‖Ax‖ → 0 (z → 0).

Bei der letzten Gleichheit wurde s = zr substituiert. Analog erhalten wir∫
(∞,δ]e−iψ

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ→ 0 (z → 0).

Für den Bogen z−1e[−iψ,iψ] wählen wir die Parametrisierung λ = z−1eiα, α ∈ [−ψ, ψ].
Damit ist∥∥∥∫

z−1e[−iψ,iψ]

eλz

λ
(λ− A)−1Axdλ

∥∥∥ ≤ ∫ ψ

−ψ
| exp(z−1eiαz)| ‖(z−1eiα − A)−1Ax‖dα

≤Mz

∫ ψ

−ψ
| exp(eiα)|dα ‖Ax‖ → 0 (z → 0).

Insgesamt erhalten wir T (z)x− x→ 0 (z → 0) für alle x ∈ D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T eine C0-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir

d

dz
T (z)x =

1

2πi

∫
γψ,δ

eλzλ(λ− A)−1xdλ

=
1

2πi

∫
γψ,δ

eλzxdλ︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

2πi

∫
γψ,δ

eλzA(λ− A)−1xdλ

ergibt. Sei nun B der Generator von T . Ist x ∈ D(A), so folgt

d

dz
T (z)x = T (z)Ax

|z|→0−→ Ax.

Daher gilt D(A) ⊂ D(B) und Ax = Bx für alle x ∈ D(A). Wegen 1 ∈ ρ(A) ∩ ρ(B)
ist deshalb A = B.

4.22 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L2(Rn) hat nach Beispiel 3.6 die Resol-
vente

(λ−∆)−1 = F−1

[
1

λ+ |ξ|2

]
F .

Für Winkel ϕ ∈ (0, π) können wir abschätzen

1∣∣λ+ |ξ|2
∣∣ =

1√(
Reλ+ |ξ|2

)2
+
(
Imλ

)2
≤ Cϕ
|λ|

(λ ∈ Σϕ, ξ ∈ Rn).
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Aus dem Satz von Plancherel (Unitarität von F ) folgt

‖λ(λ−∆)−1‖L(X) ≤ Cϕ (λ ∈ Σϕ),

also ist ∆ der Generator einer beschränkten holomorphen C0-Halbgruppe auf L2(Rn)
vom Winkel π

2
.

b) Der Schrödingeroperator i∆ in L2(Rn) erzeugt nach Bemerkung 3.7 eine C0-
Gruppe, insbesondere sind alle T (t) invertierbar mit Inversem T (−t). Daher kann
es nicht sein, dass

T (t)u ∈ D(A) (u ∈ L2(Rn), t > 0).

Das bedeutet T ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum σ(i∆) gerade durch Rotation um i = exp(iπ/2)
aus σ(∆) = {x ∈ R : x ≤ 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in ρ(i∆) liegen.

Wir wollen auch noch die folgende, für Anwendungen wichtige, reelle Carakterisie-
rung holomorpher Halbgruppen zeigen.

4.23 Satz. Sei A der Generator einer beschränkten C0-Halbgruppe T auf dem Ba-
nachraum X. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) T ist beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe,

(ii) T ist differenzierbar und supt>0 ‖tAT (t)‖L(X) <∞.

Beweis. (i) =⇒ (ii). Nach Bemerkung 4.20 ist T differenzierbar mit T ′(t) =
AT (t) ∈ L(X). Wie im Beweis von Satz 4.21 wählen wir ϕ, ψ mit π

2
< ϕ < ψ < ϕA.

Für festes t > 0 gilt dann f(λ) := λeλt ∈Ha(C\Σϕ), und wegen f(Aε)→ f(A) (ε→
0) folgt

AT (t) =
1

2πi

∫
γψ,δ

λeλt(λ− A)−1dλ.

Wieder können wir δ > 0 beliebig wählen, da der Integrand eine ganze Funktion ist.
Wir setzen δ := t−1 und erhalten mit einer Konstanten c > 0 die Abschätzung

‖AT (t)‖L(X) ≤ C
(∫ ∞

t−1

e−ctrdr +
1

t

∫ ψ

−ψ
| exp(eiα)|dα

)
≤ C

(
1

t
+

2ψ exp(1)

t

)
=
C

t
.

Daraus folgt supt>0 ‖tAT (t)‖L(X) <∞.
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(ii) =⇒ (i). Wie in Bemerkung 4.20 sieht man T (t)X ⊂ D(Ak) (t > 0, k ∈ N).

Wegen T ′′ = (AT )′ = AT ′ = A2T ∈ L(X) existiert die Ableitung dk

dtk
T (t) in L(X),

und es gilt
dk

dtk
T (t) = AkT (t) (t > 0, k ∈ N).

Die Taylor-Formel mit Integraldarstellung des Restgliedes RN liefert für t > 0 und
h ∈ R mit |h| < t

T (t+ h) =
N∑
k=0

hk

k!
T (k)(t) +

1

N !

∫ t+h

t

(t+ h− s)NT (N+1)(s)ds.

Mit der Voraussetzung ‖tAT (t)‖L(X) ≤ M und der Stirlingschen Formel nn ≤
exp(n)n! folgt

‖T (k)(t)‖L(X) = ‖AkT (t)‖L(X) =

(
k

t

)k ∥∥∥∥∥
[
t

k
AT

(
t

k

)]k∥∥∥∥∥
L(X)

≤
(
Mk

t

)k
≤
(
Me

t

)k
k!.

In obiges Integral eingesetzt erhält man∥∥∥ 1

N !

∫ t+h

t

(t+ h− s)NT (N+1)(s)ds
∥∥∥

≤ 1

N !

∫ t+h

t

|t+ h− s|N
(
Me

s

)N+1

(N + 1)! ds

≤ (N + 1)

(
|h| Me

t− |h|

)N+1

.

Sei nun q < 1 und h ∈ R mit |h| ≤ qt
Me+1

. Dann gilt

|h| Me

t− |h|
≤ qtMe

(Me+ 1)(t− qt
Me+1

)
=

qtMe

Met+ t− qt
≤ q,

und somit konvergiert das Restglied der Taylorreihe gegen 0. Für solche h existiert
daher die Taylorreihe und es gilt

T (t+ h) =
∞∑
k=0

hk

k!
T (k)(t).

Wegen ‖T (k)(t)‖ ≤
(
Me
t

)k
k! konvergiert die Reihe aber auch für h ∈ C mit |h| ≤

qt
Me+1

. Daher besitzt T eine analytische Fortsetzung auf den Sektor Σϕ mit ϕ =

arctan
(

1
Me+1

)
. Sei nun ϕ̃ ∈ (0, ϕ). Für z ∈ Σϕ̃ gilt (mit einem q ∈ (0, 1)),

Im z

Re z
≤ tan ϕ̃ = q · tanϕ =

q

Me+ 1
.
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und damit
Im z

Re z
(Me+ 1) ≤ q < 1 (z ∈ Σϕ̃).

Wir schreiben z = Re z + i Im z = t+ ih und erhalten

‖T (z)‖L(X) =
∥∥∥T(t+ ih)

∥∥∥ ≤ ∞∑
k=0

hk
(Me

t

)k
≤

∞∑
k=0

qk =
1

1− q
(z = t+ ih ∈ Σϕ̃).

Also ist T : Σϕ → L(X) beschränkte holomorphe C0-Halbgruppe.

d) Das inhomogene Cauchy-Problem

Sei nun A der Generator einer beschränkten C0-Halbgruppe (exp(tA))t≥0 auf dem
Banachraum X. Betrachte das inhomogene Cauchy - Problem

(ICP)f,x

{
u̇(t)− Au(t) = f(t) , t ∈ (0, T ),

u(0) = x ∈ X,

Zunächst wollen wir geeignete Lösungsbegriffe einführen.

4.24 Definition. Sei T > 0, x ∈ X und f ∈ C
(
(0, T ), X

)
. Eine Funktion u :

[0, T )→ X heißt klassische Lösung von (ICP)f,x, falls

(i) u ∈ C
(
[0, T ), X

)
∩ C1

(
(0, T ), X

)
∩ C

(
(0, T ), D(A)

)
,

(ii) u löst (ICP)f,x.

4.25 Bemerkung. Gilt f = 0, dann folgt aus der Holomorphie von
(
exp(tA)

)
t≥0

sofort (i) für u(t) = exp(tA)x. Weiterhin gilt exp(tA)x → x für t → 0, und nach
Bemerkung 4.20 gilt AT (t) = T ′(t) ∈ L(X) für t > 0, d.h. u ist eine klassische
Lösung zu (ICP )0,x.

4.26 Satz (Variation der Konstanten-Formel). Sei x ∈ X, T > 0 und f ∈ L1
(
(0, T ), X

)
∩

C
(
(0, T ), X

)
. Ist u eine klassische Lösung zu (ICP )f,x, dann gilt

u(t) = exp(tA)x+

∫ t

0

exp
(
(t− s)A

)
f(s)ds , t ∈ (0, T ). (4-5)

Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion

v(s) := exp
(
(t− s)A

)
u(s) , 0 ≤ s ≤ t.
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Dann gilt v ∈ C
(
[0, T ), X

)
∩ C1

(
(0, T ), X

)
∩ C

(
(0, T ), D(A)

)
und

v̇(s) = −A exp
(
(t− s)A

)
u(s) + A exp

(
(t− s)A

)
u(s) + exp

(
(t− s)A

)
f(s)

= exp
(
(t− s)A

)
f(s).

Außerdem, v(0) = exp(tA)x und u(t) = v(t). Für ε > 0 egibt sich

u(t) = v(t) = v(ε) +

∫ t

ε

exp
(
(t− s)A

)
f(s)︸ ︷︷ ︸

∈L1
(

(0,T ),X
) ds

Der Grenzübergang ε→ 0 liefert die Behauptung.

4.27 Bemerkung. Ist f gegeben wie in Satz 4.26, impliziert dieser Satz auch die
Eindeutigkeit von klassischen Lösungen.

4.28 Definition. Sei X ein Banachraum, f ∈ L1
(
(0, T ), X

)
, x ∈ X. Dann heißt u

eine milde Lösung zu (ICP )f,x, falls u (4-5) erfüllt.

Für milde Lösungen gilt offensichtlich u ∈ C
(
[0, T ), X

)
, jedoch müssen milde Lösun-

gen i.a. keine klassischen Lösungen sein.

4.29 Satz. Sei X ein Banachraum, x ∈ X, f ∈ C
(
[0, T ), X

)
und u eine milde

Lösung zu (ICP )f,x. Dann sind äquivalent:

(i) u ist klassische Lösung.

(ii) u ∈ C
(
(0, T ), D(A)

)
.

(iii) u ∈ C1
(
(0, T ), X

)
.

Beweis. Klar sind (i) ⇒ (ii) sowie (i) ⇒ (iii).

(ii) =⇒ (i). Sei u eine milde Lösung. Man erhält∫ t

0

u(s)ds =

∫ t

0

exp(sA)xds+

∫ t

0

∫ s

0

exp
(
(s− r)A

)
f(r)drds

=

∫ t

0

exp(sA)xds+

∫ t

0

∫ t

r

exp
(
(s− r)A

)
f(r)dsdr

=

∫ t

0

exp(sA)xds+

∫ t

0

∫ t−r

0

exp(σA)f(r)dσdr

Wegen Lemma 2.10 (ii) gilt

A

∫ t−r

0

exp
(
σA
)
f(r)dσ = exp

(
(t− r)A

)
f(r)− f(r) ∈ C

(
[0, t], X

)
,
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letzteres bezüglich r. Nach Lemma 1.24 läßt sich der abgeschlossene Operator A ins
Integral ziehen, d.h. man hat

A

∫ t

0

∫ t−r

0

exp(σA)f(r)dσdr =

∫ t

0

exp
(
(t− r)A

)
f(r)dr −

∫ t

0

f(r)dr

Aus der obigen Formel ergibt sich somit
∫ t

0
u(s)ds ∈ D(A) und

A

∫ t

0

u(s)ds = −x+ exp(tA)x+

∫ t

0

exp
(
(t− r)A

)
f(r)dr −

∫ t

0

f(r)dr,

d.h. insgesamt

u(t) = x+ A

∫ t

0

u(s)ds+

∫ t

0

f(r)dr , 0 ≤ t ≤ T.

Ist nun u ∈ C
(
(0, T ), D(A)

)
, dann folgt aus Lemma 1.24, dass

u(t+ h)− u(t)

h
=

1

h

∫ t+h

t

Au(s)ds+
1

h

∫ t+h

t

f(r)dr
h→0−→ Au(t) + f(t). (4-6)

Also existiert u̇(t) und es gilt u̇(t) = Au(t) + f(t) für t ∈ [0, T ), d.h. u ist klassische
Lösung.

(iii) =⇒ (i). Gilt u ∈ C1
(
(0, T ), X

)
, dann existiert die linke Seite von (4-6) und

somit konvergiert A 1
h

∫ t+h
t

u(s)ds für h → 0 in X. Wiederum aus der Abgeschlos-
senheit von A folgt schließlich auch hier Au(t) = u̇(t)− f(t) für t ∈ (0, T ).

4.30 Korollar. Seien x ∈ X und f ∈ C
(
(0, T ), X

)
. Gilt zusätzlich f ∈ C

(
[0, T ), D(A)

)
,

dann ist

u(t) = exp(tA)x+

∫ t

0

exp
(
(t− s)A

)
f(s)ds

die eindeutige klassische Lösung zu (ICP )f,x.

Beweis. Es gilt (
s 7→ exp

(
(t− s)A

)
f(s)

)
∈ C

(
[0, t], D(A)

)
.

Mit Lemma 1.24 erhält man

A

∫ t

0

exp
(
(t−s)A

)
f(s)ds =

∫ t/2

0

A exp
(
(t−s)A

)
f(s)ds+

∫ t

t/2

exp
(
(t−s)A

)
Af(s)ds.

Daraus ergibt sich

A

∫ t

0

exp
(
(t− s)A

)
f(s)ds ∈ C((0, T ), X)

und somit u ∈ C
(
(0, T );D(A)

)
, d.h. u ist nach Satz 4.29 klassische Lösung.
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Auch die Voraussetzung f ∈ C([0, T ];X) reicht i.a. nicht um die Existenz einer
klassischen Lösung zu garantieren. Es genügt allerdings, wenn man z.B. minimal
stärkere Regularitätsvoraussetzungen in der Zeit annimmt. Der Vollständigkeit hal-
ber wollen zum Abschluss dieses Kapitels noch ein solches Resultat zitieren. Da wir
dies im folgenden nicht benötigen, verzichten wir hier auf den Beweis.

4.31 Satz. Sei X Banachraum, x ∈ X, α ∈ (0, 1) und f ∈ Cα
(
(0, T ), X

)
. Dann ist

die durch (4-5) definierte Funktion u die eindeutige klassische Lösung zu (ICP )f,x.

Ein Beweis findet sich z.B. in [4].
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5. Anwendungen auf lineare Gleichungen im

Hilbertraum

5.1 Worum geht’s? Inzwischen kennen wir wichtige Charakterisierungen für Ge-
neratoren von C0-Halbgruppen. Da ein Operator genau dann eine C0-Halbgruppe
erzeugt, wenn das zugehörige Cauchy-Problem klassisch wohlgestellt ist, sind die
Eigenschaften konkreter Operatoren wesentlich für das Lösen partieller Differential-
gleichungen. In diesem Abschnitt werden einige Beispiele partieller Differentialglei-
chungen aus der Sichtweise der Halbgruppentheorie diskutiert.

a) Adjungierte Operatoren und der Satz von Stone

Bevor wir zu konkreten Gleichungen kommen, lohnt es sich einige Resultate aus der
Hilbertraumtheorie bereitzustellen.

5.2 Bemerkung (adjungierte Operatoren). a) Wir wiederholen hier die Begriffe
des adjungierten Operators. Sei X ein Banachraum, A : D(A) → X linear mit
D(A) = X. Die Banachraum-Adjungierte A′ : D(A′)→ X ′ ist definiert durch

D(A′) :=
{
x′ ∈ X ′ : ∃ y′ ∈ X ′ ∀ x ∈ D(A) : x′(Ax) = y′(x)

}
, A′x′ := y′.

Man beachte, dass durch die Dichtheit von D(A) der Wert von A′x′ wohldefiniert
ist.

Falls H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉 ist, liefert der Satz von Riesz einen
isometrischen, konjugiert linearen Isomorphismus H → H ′. Damit definiert man die
Hilbertraum-Adjungierte A∗ : H ⊃ D(A∗)→ H eines dicht definierten Operators A
durch

D(A∗) :=
{
x∗ ∈ H : ∃ y∗ ∈ X ∀ x ∈ D(A) : 〈Ax, x∗〉 = 〈x, y∗〉

}
, A∗x∗ := y∗.

b) Ein dicht definierter Operator A in einem Hilbertraum H heißt

• selbstadjungiert, falls A = A∗,

• symmetrisch, falls A ⊂ A∗,

• schief-selbstadjungiert, falls A∗ = −A.

Man beachte, dass die Gleichheit von Operatoren insbesondere die Gleichheit der
Definitionsbereiche voraussetzt. Man sieht sofort, dass ein Operator A genau dann
schief-selbstadjungiert ist, falls iA selbstadjungiert ist.
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c) Ein beschränkter Operator B ∈ L(H) in einem Hilbertraum H heißt unitär,
falls B invertierbar ist und B∗ = B−1 gilt. Eine C0-Gruppe (T (t))t≥0 heißt unitäre
Gruppe, falls T (t) für jedes t ≥ 0 unitär ist. In diesem Fall gilt T (t)∗ = T (t)−1 =
T (−t), wobei die letzte Gleichheit aus der Gruppeneigenschaft folgt. Im Beweis von
Satz 3.8 haben wir gesehen, dass die C0-Halbgruppe (T (−t))t≥0 von −A erzeugt
wird.

5.3 Beispiel. Sei A gegeben durch A = d
dx

in Lp(R), 1 < p <∞, D(A) = W 1,p(R).

Dann ist der adjungierte Operator A′ gegeben durch A′ = −A in Lp
′
(R), wobei

1
p

+ 1
p′

= 1 und D(A′) = W 1,p′(R).

5.4 Beispiel. a) A = ∆ in L2(Rn) mit D(A) = H2(Rn) ist selbstadjungiert
(Übungsaufgabe).

b) Der Schrödingeroperator As = i∆ in L2(Rn) mit D(As) = H2(Rn) ist schief -
selbstadjungiert. Wegen

exp(i∆t)∗ =
(
F−1 exp(i|ξ|2t)F

)∗
= F−1 exp(−i|ξ|2t)F = exp(−i∆t) = exp(i∆t)−1

erzeugt As eine unitäre Gruppe.

Das letzte Beispiel lässt sich abstrakt verallgemeinern. Dazu brauchen wir noch
einige Aussagen über den adjungierten Operator.

5.5 Bemerkung. a) Falls X reflexiv ist und A ein dicht definierter und abgeschlos-
sener linearer Operator ist, so ist A′ ebenfalls dicht definiert.

b) Sei A der Generator einer C0-Halbgruppe T auf dem Banachraum X.

(i) Die Familie (T ′(t))t≥0 ⊂ L(X ′), definiert durch T ′(t) := (T (t))′ (t ≥ 0),
erfüllt die Halbgruppen-Eigenschaften bis auf die starke Stetigkeit.

(ii) Ist die Familie T ′ stark stetig, dann wird sie durch A′ generiert.

5.6 Satz (Stone ’32). Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) → H linear mit
D(A) = H. Dann ist A genau dann Generator einer unitären Gruppe, wenn A
schief-selbstadjungiert ist.

Beweis. (i) Sei A Generator einer unitären Gruppe. Es gilt

T (−t)x− x
t

=
T ∗(t)x− x

t
,

also existiert für t → 0 der linke Grenzwert genau dann, wenn der rechte existiert.
Nach Bemerkung 5.2 wird (T (−t))t≥0 von −A erzeugt. Wegen T ∗(t) = T (−t) ist T ∗
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ebenfalls stark stetig, und nach Bemerkung 5.5 (ii) wird T ∗ von A∗ erzeugt. Damit
ergibt sich D(A) = D(A∗) und −Ax = A∗x (x ∈ D(A)).

(ii) Sei nun A = −A∗. Dann folgt für alle x = D(A) die Gleichheit 〈Ax, x〉 =
−〈x,Ax〉 = −〈Ax, x〉 und damit

Re〈Ax, x〉 = −Re〈A∗x, x〉 = 0 (x ∈ D(A) = D(A∗)),

d.h. A und −A = A∗ sind beide dissipativ. Nach Lemma 3.16 (i) gilt ‖(I −A)x‖ ≥
‖x‖ (x ∈ D(A)), analog für A∗. Daher ist I − A injektiv und R(I − A) ist abge-
schlossen (vgl. Beweis von Satz 3.16). Wegen R(I−A) = N(I−A∗)⊥ folgt 1 ∈ ρ(A)
und analog 1 ∈ ρ(A∗). Damit erzeugen nach dem Satz von Lumer-Phillips sowohl A
als auch −A = A∗ eine C0-Kontraktionshalbgruppe, d.h. A erzeugt eine C0-Gruppe
T auf H.

Es bleibt noch T ∗(t) = T (−t) zu zeigen. Sei Tk(t) = exp(tAk) mit Yosida-Approximand

Ak = A
(
1− 1

k
A
)−1

. Dann ergibt sich

〈T ∗(t)x, y〉 = 〈x, T (t)y〉 = lim
k→∞
〈x, Tk(t)y〉 = lim

k→∞

∞∑
l=0

tl

l!
〈x,Alky〉

= lim
k→∞

∞∑
l=0

tl

l!
〈(A∗k)lx, y〉 = lim

k→∞

〈( ∞∑
l=0

tl

l!
Alk

)∗
x, y
〉

= lim
k→∞
〈T ∗(t)x, y〉 = lim

k→∞
〈Tk(−t)x, y〉 = 〈T (−t)x, y〉 (x, y ∈ H).

5.7 Bemerkung. a) Man könnte im Beweis des letzten Satzes, Teil (ii), auch ver-
suchen zu zeigen, dass T ∗ stark stetig ist. Dann folgt T ∗(t) = T (−t) nach Satz 2.13
und Bemerkung 5.5 (ii).

b) Eine äquivalente Formulierung des Satzes von Stone lautet: Sei (T (t))t≥0 eine
unitäre starkstetige Gruppe in einem Hilbertraum H. Dann existiert ein selbstad-
jungierter Operator A in H mit T (t) = exp(itA) (t ∈ R).

Ein nützliches Mittel, um die Range-Bedingung im Theorem von Lumer und Phillips
nachzurechnen, ist folgende Satz.

5.8 Satz (Lax und Milgram). Sei H ein separabler Hilbertraum und a : H×H → C
eine hermitesche Sesquilinearform. Weiterhin sei a beschränkt und streng koerzitiv,
d.h. es gelte

(i) Es existiert ein C > 0 mit |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ (u, v ∈ H).

(ii) Es existiert ein δ > 0 mit a(u, u) ≥ δ‖u‖2 (u ∈ H).

Dann existiert für alle f ∈ H ein eindeutiges uf ∈ H mit a(uf , v) = 〈f, v〉 (v ∈ H).
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b) Die Wärmeleitungsgleichung in L2(Ω,C)

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung mit Dirichlet-
Randbedingungen auf Ω:

(WLG)


ut −∆u = 0 in R+ × Ω,

u = 0 auf R+ × ∂Ω,
u|t=0 = u0 in Ω, u0 ∈ L2(Ω,C).

Dabei ist u0 ∈ L2(Ω;C) gegeben. Die L2 - Realisierung des Laplaceoperators mit
Dirichlet-Randbedingungen ist gegeben durch

∆D := ∆ , D(∆D) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)
}
.

5.9 Satz. Der Operator ∆D erzeugt eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf L2(Ω). Ins-
besondere ist (WLG) wohlgestellt, und somit existiert zu jedem u0 ∈ D(∆D) genau
eine klassische Lösung u.

Beweis. Wegen D(Ω) ⊂ D(∆D) ist ∆D dicht definiert. Ferner gilt

〈∆Du, u〉L2(Ω) =

∫
Ω

(∆u)udx = −
∫

Ω

∇u∇udx = −‖∇u‖2
L2(Ω) (u ∈ D(∆D)),

und somit ist ∆D dissipativ. Die zu 1−∆D assoziierte Sesquilinearform a : H1
0 (Ω)×

H1
0 (Ω)→ C ist gegeben durch

a(u, v) = 〈u, v〉L2(Ω) + 〈∇u,∇v〉L2(Ω) = 〈u, v〉H1 .

Zu f ∈ L2(Ω) betrachte die Abbildung

Ff : H1
0 (Ω)→ C, u 7→ 〈u, f〉L2(Ω).

Wegen ∣∣〈u, f〉L2(Ω)

∣∣ ≤ ‖u‖L2(Ω)‖f‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H1(Ω)‖u‖L2(Ω)

ist Ff ∈ (H1
0 (Ω))′. Nach dem Satz von Lax und Milgram (oder dem Satz von Riesz

über den Dualraum von Hilberträumen) folgt, dass zu jedem f ∈ H1
0 (Ω) genau ein

uf ∈ H1
0 (Ω) existiert mit

a(uf , v) = 〈f, v〉H1
0 (Ω) (v ∈ H1

0 (Ω)).

Wählt man hier speziell v ∈ D(Ω), so gilt nach Definition der distributionellen
Ableitung

(1−∆)uf = f in D ′(Ω).

Wegen u, f ∈ L2(Ω) folgt ∆uf ∈ L2(Ω) und damit uf ∈ D(∆D). Da f ∈ L2(Ω)
beliebig war, ist 1 − ∆D surjektiv. Nach dem Theorem von Lumer und Phillips
erzeugt ∆D somit eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf L2(Ω). Damit ist (WLG)
klassisch wohlgestellt.

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



5. Anwendungen auf lineare Gleichungen im Hilbertraum 61

5.10 Bemerkung. a) Wir werden dieses Ergebnis später noch deutlich verbessern.

b) Falls Falls ∂Ω genügend glatt ist (z.B. Lipschitz), dann gilt

D(∆D) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

5.11 Bemerkung. a) Das analoge Resultat gilt, wenn ∆ durch A := div(a∇)
ersetzt wird, wobei a ∈ C

(
R+, C

1(Ω)
)

mit a(t, x) > δ ((t, x) ∈ (0,∞) × Ω). Dies
zeigt man unter Verwendung des Satzes von Lax-Milgram.

b) Mit Verallgemeinerungen des Satzes von Lax und Milgram kann ein entsprechen-
des Resultat für gewisse nicht-symmetrische A erhalten werden.

c) Auch für Neumann-Randbedingungen, d.h. für den Operator ∆N = ∆ mitD(∆N) :={
u ∈ H2(Ω) : ∂νu

∣∣∣
∂Ω

= 0
}

, wobei ∂Ω glatt und ν äußeres Normalenfeld, kann ein

entsprechendes Resultat gezeigt werden. Hierbei ist ∂νu
∣∣∣
∂Ω

= 0 zu verstehen im

Sinne von
〈∆u, ϕ〉L2(Ω) = −〈∇u,∇ϕ〉 (ϕ ∈ H1(Ω)).

c) Die Schrödingergleichung in L2(Ω,C)

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten

(SG)


ut − i∆u = 0 in R+ × Ω,

u = 0 auf R+ × ∂Ω,
u|t=0 = u0 in Ω.

Die L2-Realisierung des Schrödingeroperators ist gegeben durch

As := i∆, D(As) = D(∆D).

5.12 Satz. Der Schrödinger-Operator As erzeugt in L2(Rn) eine starkstetige unitäre
Gruppe. Insbesondere ist (SG) wohlgestellt.

Beweis. Wegen 〈∆Du, v〉 = 〈u,∆Dv〉 für u, v ∈ D(∆D) ist ∆D symmetrisch. Aus
der Surjektivität von 1 − ∆D folgt die Injektivität von I − ∆∗D = (I − ∆D)∗. Wir
wissen bereits, dass 1−∆D surjektiv ist. Wegen N((1−∆D)∗) = [R(1−∆D)]⊥ folgt
die Injektivität von 1−∆∗D.

Wir haben somit 1−∆∗D ⊃ 1−∆D, der Operator 1−∆∗D ist injektiv und 1−∆D

surjektiv. Daraus folgt D(∆D) = D(∆∗D), d.h. ∆D ist selbstadjungiert. Somit ist As
schief-selbstadjungiert, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Stone.
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Der folgende Satz zeigt, dass überraschenderweise der Schrödinger-Operator in Lp(Rn)
keine C0-Halbgruppe erzeugt.

5.13 Satz (Hörmander ’60). Sei 1 < p <∞. Dann erzeugt der Schrödingeroperator
As genau dann eine C0-Halbgruppe auf Lp(Rn), wenn p = 2. Insbesondere ist (SG)
in Lp(Rn) für p 6= 2 nicht wohlgestellt.

Ein Beweis findet sich z.B. in [4].

d) Die Wellengleichung: L2-Theorie

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Wir betrachten zunächst die um 1 verschobene Wellenglei-
chung

(WG)


wtt − (∆− 1)w = 0 in R+ × Ω,

w = 0 auf R+ × ∂Ω,
w|t=0 = w0 in Ω,
wt|t=0 = w1 in Ω.

Dabei sei w0 ∈ H1
0 (Ω,R) und w1 ∈ L2(Ω,R). Man transformiert (WG) auf ein

System erster Ordnung in der Zeit durch die Definitionen u1 := w und u2 := wt.
Das zugehörige System erster Ordnung lautet somit

ut =

(
u1t

u2t

)
=

(
wt
wtt

)
=

(
wt

(∆− 1)w

)
=

(
0 1

∆− 1 0

)
u.

Dies gibt Anlass zur Definition des Operators

Au :=

(
0 1

∆− 1 0

)
u

im Hilbertraum H := H1
0 (Ω;R)× L2(Ω;R) mit dem Skalarprodukt

〈·, ·〉H := 〈·, ·〉H1(Ω;R) + 〈·, ·〉L2(Ω;R),

wobei der Definitionsbereich durch D(A) := D(∆D)×H1
0 (Ω;R) ⊂ H gegeben ist.

5.14 Satz. Der oben definierte Operator A erzeugt eine C0-Kontraktionshalbgruppe
auf H1

0 (Ω;R) × L2(Ω;R). Insbesondere besitzt (WG) für jedes
(
w0

w1

)
∈ D(A) eine

eindeutige klassische Lösung.

Beweis. Es gilt

〈Au, u〉H =

〈(
0 1

∆− 1 0

)(
u1

u2

)
,

(
u1

u2

)〉
H
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= 〈u2, u1〉H1 + 〈(∆− 1)u1, u2〉L2

= 〈u2, u1〉L2 + 〈∇u2,∇u1〉L2 − 〈∇u1,∇u2〉L2 − 〈u1, u2〉L2 = 0.

Daher ist A ist dissipativ. Wir rechnen nach, dass 1−A surjektiv ist. Dazu sei f ∈ H
gegeben. Wir suchen u mit

(1− A)u =

(
u1 − u2

u2 − (∆− 1)u1

)
=

(
f1

f2

)
.

Dies ist äquivalent zu den Bedingungen

u2 = u1 − f1, 2u1 −∆u1 = f1 + f2.

Da ∆D Generator einer C0 - Kontraktionshalbgruppe ist (Satz 5.9), folgt 2 ∈ ρ(∆D).
Daher existiert genau ein u1 ∈ D(∆D) mit 2u1−∆u1 = f1 + f2. Mit u2 := u1− f1 ∈
H1

0 (Ω;R) gilt (1 − A)u = f , d.h. 1 − A ist surjektiv. Nach dem Satz von Lumer-
Phillips erzeugt A eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf H1

0 (Ω)×L2(Ω). Also ist die
erste Komponente des Vektors exp(tA)

(
w0

w1

)
die eindeutige Lösung zu (WG).

5.15 Bemerkung. a) Der Operator −A ist ebenfalls dissipativ und −A − 1 ist
surjektiv. Daher erzeugt nach dem Satz von Lumer-Phillips auch −A eine C0-
Kontraktionshalbgruppe. Somit generiertA eine C0-Kontraktionsgruppe aufH1

0 (Ω)×
L2(Ω).

b) Die eigentliche Wellengleichung führt zum Operator Ã :=

(
0 1
∆ 0

)
. Dieser

erzeugt eine C0-Gruppe, die allerdings nicht kontraktiv ist. Hierauf werden wir später
im Kapitel über Störungstheorie zurückkommen.

e) Die Stokesgleichung in L2(Ω,Rn)

Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Die Stokesgleichung ist gegeben durch das System

(SG)


ut −∆u+∇p = 0 in R+ × Ω,

div u = 0 in R+ × Ω,
u = 0 auf R+ × ∂Ω,

u|t=0 = u0 in Ω.

Unbekannt ist hier nicht nur das Geschwindigkeitsfeld u : Ω→ Rn, sondern auch der
Druck p : Ω→ R. Um Resultate der Halbgruppentheorie anwenden zu können, muss
zunächst (SG) ein Grundraum sowie ein geeigneter Operator zugeordnet werden.
Unter der Annahme, dass eine genügend glatte Lösung existiert, ergibt sich

0 = (div u)|t=0 = div (u|t=0) = div u0.
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Um die Wohlgestelltheit zu garantieren, muss also a priori schon divu0 = 0 vor-
ausgesetzt werden. Diese Bedingung nimmt man daher schon in die Definition des
Grundraums auf. Dies ist die Motivation der folgenden Definition.

5.16 Definition. a) Sei H 1(Ω;R) := {v ∈ L1
loc(Ω;R) : ∇v ∈ L2(Ω;R)}. Definiere

auf H 1(Ω;R) die Äquivalenzrelation u ∼ v :⇔ u−v = const. Dann heißt die Menge
der Äquivalenzklassen Ḣ1(Ω;R) := H 1(Ω;R)/ ∼ der homogene L2-Sobolevraum
der Ordnung 1. Auf Ḣ1(Ω) wird das Skalarprodukt

〈u, v〉Ḣ1(Ω;R) =

∫
Ω

∇u∇vdx (u, v ∈ Ḣ1(Ω;R))

erklärt.

b) Die Menge

L2
σ(Ω;Rn) := {u ∈ L2(Ω;Rn) : 〈u,∇ϕ〉L2(Ω;Rn) = 0 (ϕ ∈ Ḣ1(Ω;R))}

heißt der Unterraum der divergenzfreien L2-Vektorfelder auf Ω.

5.17 Bemerkung. Der Raum Ḣ1(Ω;R) ist ein Hilbertraum. Dies wird hier nicht
bewiesen.

5.18 Lemma. a) Die Teilräume L2
σ(Ω;Rn) und G2(Ω;Rn) := {∇q : q ∈ Ḣ1(Ω;R)}

sind beide abgeschlossen in L2(Ω;Rn).

b) Für u ∈ L2
σ(Ω;Rn) gilt div u = 0 in D ′(Ω;Rn).

c) Sei Ω ein C1-Gebiet und ν : ∂Ω → Rn das äußere Einheits-Normalenvektorfeld.
Dann gilt für u ∈ C1(Ω;Rn) ∩ L2

σ(Ω;Rn) die Gleichheit u · ν = 0 auf ∂Ω.

Beweis. a) Die Abbildung T : Ḣ1(Ω;R) → L2(Ω;Rn), q 7→ ∇q ist nach Definition
der Normen eine Isometrie zwischen zwei Hilberträumen. Daher ist G2(Ω;Rn) =
R(T ) abgeschlossen. Wegen L2

σ(Ω;Rn) = (G2(Ω;Rn))⊥ ist auch L2
σ(Ω;Rn) abge-

schlossen.

b) Wegen D(Ω;R) ⊂H 1(Ω) folgt für u ∈ L2
σ(Ω;Rn) insbesondere 〈u,∇ϕ〉 = 0 (ϕ ∈

D(Ω;R)), d.h. div u = 0 in D ′(Ω;Rn).

c) Nach dem Satz von Gauß gilt für u ∈ C1(Ω;Rn) ∩ L2
σ(Ω;Rn) und ϕ ∈ D(Ω;R)

die Gleichheit∫
∂Ω

ϕ(u · ν)dS(x) =

∫
∂Ω

(ϕu) · ν)dS(x)

=

∫
Ω

div(ϕu)dx =

∫
Ω

ϕ div u dx+

∫
Ω

u∇ϕ dx = 0,

d.h. u · ν = 0 auf ∂Ω.
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Allgemein erfüllen die Funktionen in L2
σ(Ω) die Bedingung aus Teil c) des vorigen

Lemmas in einem schwachen Sinne. Dies kann rigoros definiert werden, auf was wir
hier allerdings nicht weiter eingehen wollen. Beachte, dass die plausible physikali-
sche Interpretation dieser Bedingung darin besteht, dass in Normalenrichtung keine
Flüssigkeit durch den festen Rand treten kann.

5.19 Definition (Helmholtz-Zerlegung). Die orthogonale Zerlegung

L2(Ω;Rn) = L2
σ(Ω;Rn)⊕G2(Ω;Rn) (5-1)

heißt die Helmholtz-Zerlegung von L2(Ω;Rn). Die zu (5-1) gehörende orthogona-
le Projektion PΩ : L2(Ω;Rn) → L2

σ(Ω;Rn) mit N(PΩ) = G2(Ω) heißt Helmholtz-
Projektion.

5.20 Bemerkung. (5-1) ist die aus der Physik bekannte Tatsache, dass gewisse
Vektorfelder f eine eindeutige Zerlegung f = f1 + f2 besitzen mit div f1 = 0 und
rot f2 = 0. Beispielsweise gilt (5-1) für Lq(Ω) für 1 < q < ∞, wenn Ω beschränkt
der Klasse C1 ist, nicht jedoch z.B. in L1(Rn), L∞(Rn), Ck(Ω).

Die Anwendung von PΩ auf die erste Zeile von (SG) ergibt

0 = PΩ(∂tu−∆u+∇p) = ∂tu− PΩ∆u.

Damit reduziert sich (SG) zum Cauchyproblem{
u̇− Au = 0 in R+ × Ω,
u|t=0 = u0 in Ω

mit u0 ∈ L2
σ(Ω) und dem Operator

A := PΩ∆ , D(A) =
{
u ∈ H1

0 (Ω) ∩ L2
σ(Ω) : PΩ∆u ∈ L2

σ(Ω)
}
.

5.21 Satz. Der Stokesoperator A = PΩ∆ ist der Generator einer C0-Kontraktions-
halbgruppe auf L2

σ(Ω).

Beweis. Für u ∈ D(A) gilt unter Verwendung der Orthogonalität von PΩ

〈Au, u〉L2 = 〈PΩ∆u, u〉L2 = 〈∆u, PΩu〉L2 = 〈∆u, u〉L2 = −‖∇u‖L2 ≤ 0.

Somit ist A ist dissipativ. Um die Voraussetzung des Satzes von Lumer-Phillips
nachzuweisen, wendet man den Satz von Lax-Milgram im Raum H1

0 (Ω) ∩ L2
σ(Ω)

an. Dies erfolgt analog zu den vorherigen Abschnitten und sei deshalb dem Leser
überlassen.
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6. Störungstheorie und Anwendungen

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt soll der Grundgedanke der Störungs-
theorie am Beispiel von Generatoren von C0-Halbgruppen diskutiert werden. Die
Idee einer

”
kleinen“ Störung ist bereits aus der Neumann-Reihe bekannt, welche

verwendet wird, um die Invertierbarkeit einer kleinen Störung eines invertierbaren
Operators zu zeigen. Störungsresultate gelten für dissipative Operatoren, für Er-
zeuger von C0-Halbgruppen und für Erzeuger von holomorphen Halbgruppen. Als
Anwendungsbeispiele werden die Wellengleichung und ein Schrödingeroperator dis-
kutiert.

a) Abstrakte Störungstheorie

Sei A Generator einer C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B : D(B) →
X ein linearer Operator. Im folgenden wollen wir uns mit dem Problem befas-
sen, unter welchen Bedingungen an B und A die Summe A + B wieder eine C0-
Halbgruppe auf X generiert. Hierbei wird unterschieden bezüglich C0-Halbgruppe,
C0-Kontraktionshalbgruppe und holomorphe C0-Halbgruppe. Der Kern für alle fol-
genden Störungsresultate ist jedoch die folgende Zutat:

6.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und A : D(A) → X, B : D(B) → X lineare
Operatoren mit D(A) ⊂ D(B). Es gelte:

(i) Es existieren Konstanten ϕ ∈ [0, π) und Mϕ > 0 mit ρ(A) ⊃ Σϕ und

‖λ(λ− A)−1‖L(X) ≤Mϕ (λ ∈ Σϕ).

Für ϕ = 0 setzen wir Σϕ := (0,∞).

(ii) Es existieren α ∈ [0, 1) und b ≥ 0 mit

‖Bx‖ ≤ α

Mϕ + 1
‖Ax‖+ b‖x‖ ( x ∈ D(A)).

Sei ω > bMϕ

1−α . Dann ist für λ ∈ Σϕ mit |λ| ≥ ω der Operator A + B invertierbar,
und es gilt∥∥λ(λ− (A+B)

)−1∥∥
L(X)
≤ Mϕ

|λ|
· 1

1−
(
α + bMϕ

ω

) (λ ∈ Σϕ, |λ| ≥ ω).

Beweis. Wir schreiben

λ− A−B =
(

1−B(λ− A)−1
)

(λ− A). (6-1)
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Der Operator B(λ − A)−1 ist auf ganz X definiert, und wegen Voraussetzung (ii)
erhalten wir

‖B(λ− A)−1‖ ≤ α

Mϕ + 1

∥∥A(λ− A)−1︸ ︷︷ ︸
−I+λ(λ−A)−1

∥∥+ b‖(λ− A)−1‖

≤ α

Mϕ + 1
(1 +Mϕ) +

bMϕ

|λ|

= α +
bMϕ

|λ|
(λ ∈ Σϕ).

Für ω > bMϕ

1−α und λ ∈ Σϕ mit λ ≤ ω folgt α + bMϕ

|λ| < 1. Für diese λ ist also

1 − B(λ − A)−1 und damit (6-1) invertierbar, und mit der Neumannschen Reihe
folgt ∥∥∥(λ− (A+B)

)−1
∥∥∥ ≤ ∥∥(λ− A)−1

∥∥ · ∥∥∥ ∞∑
k=0

(
B(λ− A)−1

)k∥∥∥
≤ Mϕ

|λ|
· 1

1−
(
α + bMϕ

ω

) (λ ∈ Σϕ, |λ| > ω).

Als erste Konsequenz erhalten wir folgendes Störungsresultat für Generatoren von
Kontraktionshalbgruppen. Die im folgenden Satz auftauchende Bedingung nennt
man (für a < 1) die relative Beschränktheit von B bzgl. A.

6.3 Satz. Sei A : D(A)→ X Generator einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf dem
Banachraum X und B : D(B) → X dissipativ mit D(A) ⊂ D(B) . Falls a ∈ [0, 1

2
)

und b ≥ 0 existieren mit

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖ (x ∈ D(A)), (6-2)

so ist A+B Generator einer C0-Kontraktionshalbgruppe auf X.

Beweis. Im Beweis des Satzes von Lumer-Phillips haben wir gezeigt, dass Re〈Ax , y〉 ≤
0 für alle x ∈ X und y ∈ J(x) gilt. Sei nun x ∈ X und j(x) ∈ J(x) mit
Re〈Bx, j(x)〉 ≤ 0. Dann folgt

Re〈(A+B)x, j(x)〉 = Re〈Ax, j(x)〉+ Re〈Bx, j(x)〉 ≤ 0.

Also ist auch (A+B) ein dissipativer Operator.

Wegen ‖λ(λ−A)−1‖ ≤ 1 ist die Bedingung (i) von Lemma 6.2 mit ϕ = 0 und Mϕ = 1
erfüllt. Setzt man nun α := 2a < 1 in Lemma 6.2, so erhält man λ ∈ ρ(A + B) für
λ > b

1−2a
. Aus dem Satz von Lumer und Phillips folgt die Behauptung.
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6.4 Korollar. Sei H ein Hilbertraum und A : D(A) → H schief-selbstadjungiert
mit D(A) = H. Weiterhin sei B : D(B)→ H schiefsymmetrisch mit D(A) ⊂ D(B),
und es gelte (6-2). Dann ist A+B schief-selbstadjungiert. Insbesondere erzeugt A+B
nach dem Satz von Stone eine unitäre C0-Gruppe auf H.

Beweis. Nach dem Satz von Stone erzeugt A eine C0-Kontraktionshalbgruppe. Nach
Satz 6.3 erzeugt auch A + B eine C0-Kontraktionshalbgruppe, also ist ρ(A + B) 6=
∅. Wie im Beweis des Satzes von Stone kann man nun zeigen, daß A + B schief-
selbstadjungiert ist.

6.5 Satz. Sei A Generator einer C0-Halbgruppe auf dem Banachraum X und B ∈
L(X). Dann ist A+B Erzeuger einer C0-Halbgruppe auf X.

Beweis. Wegen A + B = (A − Iω) + (B + Iω) kann
(
exp(tA)

)
t≥0

als beschränkt

vorausgesetzt werden. Auf (X, ||| · |||) mit |||x||| := supt≥0

∥∥exp(tA)x
∥∥ (x ∈ X) erzeugt

A eine C0-Kontraktionshalbgruppe. Weiter sei x ∈ (X, ||| · |||) und j(x) ∈ J(x). Dann
ist

Re〈(B − |||B|||L(X)I)x , j(x)〉 = Re〈Bx , j(x)〉 − |||B|||L(X)〈x , j(x)〉
≤ |||B|||L(X) · |||x||| · |||j(x)||| − |||B|||L(X) · |||x|||2 = 0.

Demnach ist B − |||B|||L(X)I dissipativ. Außerdem gilt

|||(B − |||B|||L(X)I)x||| ≤ 2|||B|||L(X) · |||x||| (x ∈ D(A)).

Somit ist die Voraussetzung von Satz 6.3 erfüllt mit a = 0 und b = 2|||B|||, und
A + B − |||B|||L(X)I erzeugt eine C0-Kontraktionshalbgruppe auf (X, ||| · |||). Daher
erzeugt A+B−|||B|||L(X)I eine beschränkte C0-Halbgruppe auf (X, ‖ ·‖), und A+B
erzeugt eine C0-Halbgruppe auf (X, ‖ · ‖).

Für Erzeuger von holomorphen C0-Halbgruppen erhalten wir

6.6 Satz. Sei A Generator einer holomorphen C0-Halbgruppe auf X vom Winkel
ϕ ∈ (0, π/2] und B : D(B)→ X ein linearer Operator mit D(A) ⊂ D(B). Es gelte

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖x‖ (x ∈ D(A))

für ein a ∈ [0, 1) und ein b ≥ 0. Dann existiert ein δ > 0 so, dass A+B Generator
einer holomorphen C0-Halbgruppe auf X vom Winkel ϕ ist, falls a < δ.

Beweis. Wir wählen ω1 ∈ R so, dass Aω1 := A − ω1 eine beschränkte holomorphe
C0-Halbgruppe erzeugt. Für ϕ̃ ∈ (0, ϕ) folgt

‖λ(λ− Aω1)−1‖ ≤Mϕ̃ (λ ∈ Σϕ̃+π
2
).
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Setze δ := 1
Mϕ̃+1

und α := a/δ ∈ [0, 1). Wegen a = α
Mϕ̃+1

sind somit die Vorausset-

zungen von Lemma 6.2 erfüllt für Mϕ̃, a, α, b. Damit folgt∥∥∥(λ− (Aω1 +B)
)−1
∥∥∥ ≤ CMϕ̃

|λ|
(λ ∈ Σϕ̃+π

2
, |λ| ≥ ω2),

wobei

C =

[
1−

(
a

δ
+
bMϕ̃

ω2

)]−1

, ω2 >
bMϕ̃

1− a
δ

.

Wir wählen nun ein ω3 > 0 mit {λ − ω3 : λ ∈ Σϕ̃+π
2
, |λ| ≥ ω2} ⊃ Σϕ̃+π

2
. Dann

existiert ein Kϕ̃ > 0 mit |λ| = |µ+ ω3| ≥ Kϕ̃|µ| für alle µ ∈ Σϕ̃+π/2. Dies ergibt

∥∥(µ− (Aω1 +B − ω3)
)−1∥∥ ≤ C̃ϕ̃

|µ+ ω3|
≤ Cϕ̃
|µ|

(µ ∈ Σϕ̃+π
2
).

Nach Theorem 4.21 erzeugt A + B − ω1 − ω3 eine beschränkte holomorphe C0-
Halbgruppe vom Winkel ϕ erzeugt, d.h. A+B erzeugt eine holomorphe C0-Halbgrup-
pe vom Winkel ϕ.

b) Anwendungen

6.7 Korollar (Wellengleichung). Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Der Operator Ã :=(
0 1
∆ 0

)
mit Definitionsbereich D(Ã) := D(∆D)×H1

0 (Ω) erzeugt eine C0-Halbgruppe

auf H1
0 (Ω)× L2(Ω). Insbesondere ist die Wellengleichung

(WG)


wtt −∆w = 0 in R+ × Ω,

w = 0 auf R+ × ∂Ω,
w|t=0 = w0 in Ω,
wt|t=0 = w1 in Ω.

wohlgestellt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.14 gilt Ã = A+B mit

B :=

(
0 0
1 0

)
∈ L

(
H1

0 (Ω)× L2(Ω)
)
.

Damit folgt die Behauptung aus Satz 6.5.

Im folgenden werden wir die Schrödingergleichung mit Potential betrachten. Dazu
ein kleiner Ausflug in die Physik: Im klassischen Bild ist die Gesamtenergie eines
Punktteilchens durch die Hamiltonfunktion

H =
p2

2m
+ V
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gegeben. Dabei ist ~ das Plancksche Wirkungsquantum, p2

2m
die kinetische Ener-

gie des Teilchens, wobei p der Impuls und m die Masse ist, und V die potentielle
Energie. Nach den Postulaten der Quantenmechanik sind den physikalischen Mess-
größen (Observablen) des klassischen Bildes selbstadjungierte Operatoren zugeord-
net, p = −i~∇ und V = V (t, x), wobei V als Multiplikationsoperator zu verstehen
ist. Die rechte Seite

H := − ~2

2m
∆ + V

ist der Hamiltonoperator eines nichtrelativistischen, spinlosen Teilchens, das sich im
Gebiet Ω unter dem Einfluss des Potentials V bewegt.

Nach den Axiomen der Quantenmechanik ist die zeitliche Entwicklung eines Zu-
stands ψ0 gegeben durch die unitäre C0-Gruppe U(t) := exp(− i

~Ht), d.h. wenn ψ0

der Zustand des Systems zur Zeit t = 0 ist, so ist U(t)ψ0 der Zustand zur Zeit t.
Wir erhalten somit die Schrödingergleichung

i~∂tu = − ~2

2m
∆u+ V u .

Durch Skalierung können die Konstanten ~ und 2m gleich 1 gesetzt werden, wir
betrachten also fortan das Problem{

∂tu− i(∆− V )u = 0 in (0,∞)× Ω,
u|t=0 = u0 in Ω

mit u0 ∈ L2(Ω).

Für gewisse Potentiale V kann i(∆−V ) als Störung von i∆ =: As aufgefasst werden.

6.8 Definition. Sei X ein Banachraum und seien A, B lineare Operatoren in X.
Dann heißt B Kato-Störung von A auf X, falls D(A) ⊂ D(B) und für alle ε > 0 ein
C(ε) > 0 existiert mit

‖Bx‖ ≤ ε‖Ax‖+ C(ε)‖x‖ (x ∈ D(A)).

6.9 Lemma. Sei p ∈ (n/2,∞] mit p ≥ 2 und Ω ⊆ Rn ein Gebiet mit beschränktem
C1,1-Rand oder Ω = Rn oder Ω = Rn

+ := {x ∈ Rn : xn > 0}. Sei ferner As = i∆ der
Schrödingeroperator in L2(Ω) und V ∈ Lp(Ω). Definiere den Operator B : L2(Ω) ⊃
D(B)→ L2(Ω) durch

Bu := iV u, D(B) := Lq(Ω) ∩ L2(Ω),

wobei 1
p

+ 1
q

= 1
2
. Dann ist B eine Kato-Störung von As auf L2(Ω).
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Beweis. Man beachte, dass nach der Hölderschen Ungleichung (Satz A.2)

‖Bu‖L2(Ω) ≤ ‖V ‖Lp(Ω)‖u‖Lq(Ω) <∞ (u ∈ D(B))

gilt, d.h. B ist wohldefiniert. Für Gebiete wie im Satz gilt D(As) := {u ∈ H1
0 (Ω) :

∆u ∈ L2(Ω)} = H2(Ω)∩H1
0 (Ω), und die Normen ‖·‖As und ‖·‖H2(Ω) sind äquivalent

auf D(As). Wir zeigen, dass D(As) ⊂ D(B) gilt. Wegen p > 2
n

gilt 1
p

= 1
2
− 1

q
< 2

n
,

d.h.

a :=
n

2

(1

2
− 1

q

)
∈ (0, 1).

Für u ∈ D(As) gilt somit nach der Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung (Satz A.6)

‖u‖Lq(Ω) ≤ ‖u‖aH2(Ω)‖u‖1−a
L2(Ω) <∞.

Somit ist D(A) ⊂ D(B).

Sei ε > 0. Dann gilt mit obiger Abschätzung

‖u‖Lq(Ω) ≤ C
(
‖Asu‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)a · ‖u‖1−a
L2(Ω)

≤ C
(
‖Asu‖aL2(Ω)‖u‖1−a

L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
.

Wir verwenden nun die Ungleichung

αaβ1−a ≤ aα + (1− a)β (α, β > 0, a ∈ (0, 1))

mit

αβ ≤ 1

p
αp +

1

q
βq (α, β > 0)

mit α := δ‖Asu‖L2(Ω) und β := δ−a/1−a‖u‖L2(Ω), wobei δ > 0 noch frei wählbar ist.
Wir erhalten

‖u‖Lq(Ω) ≤ C
(
aδ‖Asu‖L2(Ω) + C2(δ)‖u‖L2(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

)
≤ C1δ‖Asu‖L2(Ω) + C2(δ)‖u‖L2(Ω).

Wählt man δ := ε
C1‖V ‖Lp(Ω)

, so folgt wegen ‖Bu‖L2(Ω) ≤ ‖V ‖Lp(Ω)‖u‖Lq(Ω) die Be-

hauptung.

6.10 Satz. Sei Ω ⊆ Rn wie in Lemma 6.9, und seien pj ∈ (n/2,∞] mit pj ≥ 2 und
Vj ∈ Lpj(Ω;R) für j = 1, ...,m. Dann ist der Operator

As + i

m∑
j=1

Vj : L2(Ω) ⊃ D(As)→ L2(Ω)

schief-selbstadjungiert und erzeugt somit eine unitäre C0-Kontraktionsgruppe auf
L2(Ω).
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Beweis. Klar ist die Schiefsymmetrie von i
∑m

j=1 Vj. Nach Lemma 6.9 ist jeder Sum-
mand Vj eine Kato-Störung von As, somit gilt dies auch für die Summe. Aus Korol-
lar 6.4 folgt dann die Behauptung.

6.11 Beispiel (Coulomb-Potential). Sei Ω ⊆ R3 wie in Lemma 6.9 und e die elek-
trische Elementarladung, dann wird die Anziehung zwischen einem Proton am Ort
x0 und einem Elektron bei x beschrieben durch das Coulomb-Potential

V (x) = − e2

|x− x0|
.

Wir spalten V auf in

V (x) = −χB(x0,1)(x)
e2

|x− x0|
− χΩ\B(x0,1)(x)

−e2

|x− x0|
=: V1(x) + V2(x).

Dann gilt V1 ∈ L2(Ω;R) und V2 ∈ L∞(Ω;R). Nach Satz 6.10 ist demnach As + iV
der Generator einer C0-Kontraktionsgruppe auf L2(Ω). Man beachte, dass hier keine
zusätzlichen Symmetriebedingungen an das Gebiet gestellt werden und sich das
Ergebnis sofort auf Mehrteilchensysteme überträgt.
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7. Parameterelliptische Randwertprobleme

7.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits äquivalente Kriterien dafür, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehörigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschätzung (a priori-Abschätzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt werden,
wie man dies für eine große Klasse von Differentialoperatoren im Rn oder in Gebieten
nachweisen kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische
Operatoren.

Der
”
Königsweg“, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,

liegt in der Fouriertransformation. Während in L2 der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in Lp den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := −i(∂x1 , . . . , ∂xn). Mit C,C1, C2 bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen können, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Größen abhängt.

7.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im Lp(Rn) mit maximalem
Definitionsbereich D(∆) := {u ∈ Lp(Rn) : ∆u ∈ Lp(Rn)}. Offensichtlich ist D(∆) ⊃
W 2
p (Rn). Wir wollen zeigen, dass tatsächlich Gleichheit gilt. Sei dazu u ∈ D(∆) und

f := u−∆u ∈ Lp(Rn). Sei |α| ≤ 2. Dann gilt

Dαu = F−1ξαFu = −F−1 ξα

1 + |ξ|2
Ff

als Gleichheit in S ′(Rn). Um Dαu ∈ Lp(Rn) zu zeigen, muss also F−1mα(ξ)Ff ∈
Lp(Rn) gelten, wobei mα(ξ) := ξα

1+|ξ|2 . Die Frage lautet also: Wird durch

f 7→ F−1mα(ξ)Ff

ein stetiger linearer Operator auf Lp(Rn) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

7.3 Definition. Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Eine messbare Funktion m ∈ L1
loc(Rn) heißt

Fouriermultiplikator in Lp, falls f 7→ F−1mFf einen stetigen linearen Operator
M ∈ L(Lp(Rn)) definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn mψ ∈ S ′(Rn)

für alle ψ ∈ S (Rn) und für die Abbildung M̃ : S (Rn)→ S ′(Rn), ϕ 7→ F−1mFϕ

gilt R(M̃) ⊂ Lp(Rn) und

‖M̃ϕ‖Lp(Rn) ≤ C‖ϕ‖Lp(Rn) (ϕ ∈ S (Rn)),
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d.h. wenn M̃ eine eindeutige Fortsetzung M ∈ L(Lp(Rn)) besitzt. Die Funktion m
heißt in diesem Fall das Symbol des Operators M . Wir schreiben op(m) := FmF−1

und symb(M) := m.

7.4 Bemerkung. Für p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) ∈
L(L2(Rn)), falls der Multiplikationsoperator g 7→ mg stetig in L2(Rn) ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m ∈ L∞(Rn) gilt. Denn falls m ∈ L∞(Rn), so folgt
‖mg‖L2(Rn) ≤ ‖m‖L∞(Rn)‖g‖L2(Rn). Falls andererseits m 6∈ L∞(Rn), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ak)k∈N und (ck)k∈N, 0 ≤ ck → ∞, mit 0 < λ(Ak) < ∞
und |m| ≥ ck auf An. Für gk := χAk gilt dann gk ∈ L2(Rn) und

‖mgk‖2
L2(Rn) =

∫
|m(ξ)gk(ξ)|2dξ ≥ c2

kλ(Ak) = c2
k‖gk‖2

L2(Rn),

d.h. op(m) ist kein beschränkter Operator in L2(Rn).

Der folgende Satz ist fundamental für die Lp-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist für diese Vorlesung zu aufwändig. Hier bezeichnet [n

2
] die größte ganze

Zahl kleiner gleich n
2
. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

7.5 Satz (Michlin). Sei 1 < p <∞ und m : Rn \{0} → C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m ∈ C [n
2

]+1(Rn \ {0}) und

|ξ||β||Dβm(ξ)| ≤ CM (ξ ∈ Rn \ {0}, |β| ≤ [n
2
] + 1),

(ii) m ∈ Cn(Rn \ {0}) und∣∣ξβDβm(ξ)
∣∣ ≤ CM (ξ ∈ Rn \ {0}, β ∈ {0, 1}n)

mit einer Konstanten CM > 0 gilt, so ist m ein Lp-Fouriermultiplikator mit

‖ op(m)‖L(Lp(Rn)) ≤ c(n, p)CM ,

wobei die Konstante c(n, p) nur von n und p abhängt.

7.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird häufig als die Michlin-
Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, während Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zurückgeht.

b) Sei die Funktion m : Rn \ {0} → C homogen in ξ vom Grad d ∈ R, d.h. es gelte

m(rξ) = ρdm(ξ) (ξ ∈ Rn \ {0}, ρ > 0).

Falls m ∈ Ck(Rn \ {0}), so ist Dβm(ξ) homogen in ξ vom Grad d − |β| für alle
|β| ≤ k.
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Denn z.B. für β = (1, 0, . . . , 0) gilt

(∂ξ1m)(ρξ) = lim
h→0

m(ρξ + he1)−m(ρξ)

h
= lim

h→0
ρd

m(ξ + h
ρ
e1)−m(ξ)

ρh
ρ

= ρd−1∂ξ1m(ξ).

Für beliebige β folgt die Aussage dann iterativ.

c) Sei m ∈ C [n
2

]+1(Rn \ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfüllt m die Michlin-
Bedingung. Denn für |β| ≤ [n

2
] + 1 ist mβ(ξ) := |ξ||β|Dβm(ξ) homogen vom Grad 0

nach Teil a). Damit folgt

|mβ(ξ)| =
∣∣∣mβ

( ξ
|ξ|

)
≤ max
|η|=1
|mβ(η)| <∞ (ξ ∈ Rn \ {0}).

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 7.2
beantwortet.

7.7 Korollar. Sei 1 < p <∞. Dann gilt {u ∈ Lp(Rn) : ∆u ∈ Lp(Rn)} = W 2
p (Rn).

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 7.2 die Funktion mα(ξ) := ξα

1+|ξ|2 für |α| ≤ 2.

Sei β ∈ Nn
0 . Für |ξ| ≤ 1 ist Dβmα als stetige Funktion beschränkt, für |ξ| ≥ 1

können wir bei Berechnung von Dβmα den Nenner 1 + |ξ|2 durch |ξ|2 abschätzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad −|β|, welche auf |ξ| ≥ 1 ebenfalls
beschränkt ist. Somit erfüllt mα die Michlin-Bedingung.

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren

Im folgenden sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet.

7.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m ∈ N
und A = A(x,D) =

∑
|α|≤m aα(x)Dα ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten aα : Ω→ C.

a) Der Operator A0(x,D) :=
∑
|α|=m aα(x)Dα heißt der Hauptteil des Operators

A(x,D).

b) Die Abbildung a : Ω×Rn → C, a(x, ξ) :=
∑
|α|≤m aα(x)ξα heißt das Symbol von

A(x,D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol a0 := symb(A0)
heißt das Hauptsymbol von A(x,D).

c) Der Operator A heißt elliptisch in Ω, falls

a0(x, ξ) 6= 0 (x ∈ Ω, ξ ∈ Rn \ {0}).
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M ⊂ Ω, z.B. elliptisch an der Stelle
x ∈ Ω.

d) Sei L ⊂ C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heißt der Operator
A(x,D) parameterelliptisch im Sektor L , falls

a0(x, ξ)− λ 6= 0 (x ∈ Ω, (ξ, λ) ∈ (Rn ×L ) \ {(0, 0)}).

e) Der Operator ∂t−A(x,D) heißt parabolisch, falls A(x,D)−λ parameterelliptisch
im Sektor Σπ/2 ist.

7.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := ∂x1 + i∂x2 ist elliptisch in
R2.

b) Der Laplace-Operator A := ∆ ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (−∞, 0) nicht enthält, und insbesondere parabolisch.

c) Der Operator A(x,D) := ∂x1 + i∂x2 + (ix1−x2)∂x3 ist nicht elliptisch in R3, denn

a0(x, ξ) = iξ1 − ξ2 + i(ix1 − x2)ξ3 = 0 für ξ = (x2,−x1, 1).

Für diesen Operator existieren C∞-Funktionen f , für welche Au = f nicht einmal
in D ′(R3) lösbar ist.

Seien Ω, Ω̃ ⊂ Rn und Φ: Ω → Ω̃ eine Bijektion. Zu einer Funktion u : Ω̃ → C heißt
die Funktion Φ∗u := u ◦ Φ: Ω→ C der pullback von u.

7.10 Satz. Seien Ω, Ω̃ ⊂ Rn Gebiete und Φ: Ω → Ω̃ ein Cm-Diffeomorphismus.
Sei A ein linearer Differentialoperator auf Ω̃ der Ordnung m. Definiere den pullback
von A durch B := Φ∗A := A(· ◦ Φ−1) ◦ Φ. Dann ist B linearer Differentialoperator
der Ordnung m auf Ω, und für die Hauptsymbole gilt

b0(x, ξ) = a0(Φ(x), [Φ′(x)]−tξ) (x ∈ Ω, ξ ∈ Rn).

Dabei ist Φ′ die Jacobimatrix von Φ und [·]−t := ([·]−1)t, wobei (·)t die transponierte

Matrix bezeichnet. Insbesondere ist Φ∗A elliptisch in Ω, wenn A elliptisch in Ω̃ ist.

Beweis. (i) Sei zunächst (Au)(y) = (Di1 · · ·Dimu)(y) mitDj := −i∂j und i1, . . . , im ∈
{1, . . . , n}. Es gilt

∂i1(v ◦ Φ−1)(y) =
n∑

j1=1

(∂j1v)(Φ−1(y))Mj1i1(y),

wobei (Mjk(y))j,k=1,...,n := (Φ−1)′(y). Somit erhält man mit der Produktregel

[∂i2∂i1(v ◦ Φ−1)(y) =
n∑

j2=1

n∑
j1=1

(∂j2∂j1v)(Φ−1(y))Mj2i2(y)Mj1i1(y)

c© Robert Denk, Jürgen Saal 12. 3. 2010



7. Parameterelliptische Randwertprobleme 77

+
n∑

j1=1

(∂j1v)(Φ−1(y))∂i2Mj1i1(y).

Die letzte Summe ist ein Operator der Ordnung 1 bzgl. v. Iterativ folgt

∂i1 . . . ∂im(v ◦Φ−1)(y) =
n∑

j1,...,jm=1

(∂j1 . . . ∂jmv)(Φ−1(y))Mj1i1(y) · . . . ·Mjmim(y) +Rv,

wobei R ein linearer Differentialoperator der Ordnung nicht größer als m − 1 ist.
Der Hauptteil des Operators B ist also gegeben durch

(B0v)(x) =
n∑

j1,...,jm=1

(∂j1 . . . ∂jmv)(x)Mj1i1(Φ(x)) · . . . ·Mjmim(Φ(x)).

Das Hauptsymbol von A ist a0(y, η) = ηi1 · · · · · ηim , das Hauptsymbol von B ist

b0(x, ξ) =
n∑

j1,...,jm=1

ξj1 · . . . · ξjmMj1i1(Φ(x)) · . . . ·Mjmim(Φ(x)) =
n∏
k=1

ηik

mit

ηik :=
n∑

jk=1

ξjkMjkik(Φ(x)),

d.h.

ηt = ξtM(Φ(x)) = ξt(Φ−1)′(Φ(x)) = ξt(Φ′(x))−1.

Somit gilt

b0(x, ξ) = a0(Φ(x), (Φ′(x))−tξ) (x ∈ Ω, ξ ∈ Rn).

(ii) Sei nun A allgemeiner linearer Differentialoperator der Ordnung m auf Ω̃. Schrei-
be A0 in der Form

(A0u)(y) =
n∑

i1,...,im=1

ai1...im(y)(Di1 . . . Dimu)(y).

Nach Teil (i) ist B linearer Differentialoperator mit Hauptsymbol

b0(x, ξ) =
n∑

i1,...,im

ai1...im(Φ(x))ηi1 · . . . · ηim = a0(Φ(x), η) = a0(Φ(x), (Φ′(x))−tξ).
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7.11 Definition. Sei n ≥ 2 und A(x,D) ein elliptischer Differentialoperator in Ω.
Dann heißt A(x,D) proper elliptisch in Ω, falls das Polynom P := A0(x, ξ′, ·) für
jedes x ∈ Ω und jedes ξ′ ∈ Rn−1 genauso viele Nullstellen in der oberen komplexen
Halbebene {z ∈ C : Im z > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene {z ∈ C :
Im z < 0} besitzt.

7.12 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(x,D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in ξ. Falls A elliptisch ist, enthält A0(x, ξ) einen Term der Form a(x)ξmn , denn sonst
wäre A0(x, ξ) = 0 für ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) = 0 und ξn = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A proper elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls aα für |α| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(x,D) elliptisch ist, so
ist A auch proper elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

7.13 Satz. Sei A(x,D) elliptisch in Ω und n ≥ 3. Dann ist A proper elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.

Beweis. Sei x ∈ Ω und ξ′ ∈ Rn−1 \ {0}. Wegen n ≥ 3 existiert ein stetiger Weg
γ : [0, 1] → Rn−1 \ {0} mit γ(0) = ξ′ und γ(1) = −ξ′. Sei n+(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Im z > 0 des Polynoms pt := A0(x, (γ(t), ·)). Dann ist n+(t) un-
abhängig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhängt, gäbe es sonst ein t ∈ (0, 1), für welches pt eine reelle Nullstelle besitzt, was
wegen γ(t) 6= 0 einen Widerspruch zur Elliptizität darstellt.

Daher gilt n+(0) = n+(1), d.h. die Polynome A0(x, ξ′, ·) und A0(x,−ξ′, ·) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C+ := {z ∈ C : Im z > 0}. Wegen

A0(x,−ξ′, z) = (−1)mA0(x, ξ′,−z)

ist aber n+(1) auch die Anzahl der Nullstellen von A0(x, ξ′, ·) in C− := −C+, d.h.
A ist proper elliptisch.

7.14 Definition. Sei A = A(x,D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in Ω. Dann heißt A gleichmäßig elliptisch in Ω, falls

|A0(x, ξ)| ≥ C|ξ|m ((x, ξ) ∈ Ω× Rn),

und gleichmäßig in Ω parameterelliptisch in einem Sektor L , falls

|A0(x, ξ)− λ| ≥ C(|ξ|2m + |λ|) (x ∈ Ω, (ξ, λ) ∈ (Rn ×L ) \ {0}).
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Der Operator A heißt gleichmäßig stark elliptisch in Ω, falls

ReA0(x, ξ) ≥ C|ξ|m ((x, ξ) ∈ Ω× Rn).

7.15 Lemma. Sei Ω beschränkt und A = A(x,D) =
∑
|α|≤2mD

α mit aα ∈ C(Ω).

Falls A elliptisch in Ω ist, so ist A dort auch gleichmäßig elliptisch.

Beweis. Für ξ ∈ Rn \ {0} und x ∈ Ω gilt

|A0(x, ξ)| = |ξ|m
∣∣∣A(x, ξ|ξ|)∣∣∣ ≥M |ξ|m,

wobei M := min{|A(x, ξ)| : (x, ξ) ∈ Ω × Sn−1} > 0. Hier wurde verwendet, dass
A(x, ξ) als stetige Funktion auf der kompakten Menge Ω × Sn−1 ihr Minimum an-
nimmt.

7.16 Definition. Sei A(x,D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m und
sei 1 < p <∞.

a) Sei L ⊂ C ein geschlossener Sektor und s ∈ [0,m]. Dann definiert man die
parameterabhängigen Normen ||| · |||s,p,Ω durch

|||u|||s,p,Ω := ‖u‖W s
p (Ω) + |λ|s/(2m)‖u‖Lp(Ω) (λ ∈ L , u ∈ Wm

p (Ω)).

b) Die Lp-RealisierungAp des DifferentialoperatorsA(x,D) ist gegeben durchD(Ap) :=
Wm
p (Ω) und Apu := A(x,D)u (u ∈ D(Ap)).

7.17 Satz (Modellproblem für parameterelliptische Operatoren). Seien aα ∈ C für
|α| = 2m und A(D) =

∑
|α|=2m aαD

α parameterelliptisch im Sektor L ⊂ C. Dann

gilt für die Lp-Realisierung ρ(Ap) ⊃ L \ {0}. Zu jedem λ0 > 0 existiert ein Cλ0 > 0
mit

|||u|||2m,p,Rn ≤ Cλ0‖λ− Ap‖Lp(Rn) (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0).

Insbesondere ist für L = Σϕ mit ϕ ∈ [0, π] der Operator Ap − λ0 sektoriell mit
Winkel ϕ.

Beweis. Ohne Einschränkung sei L = Σϕ mit ϕ ∈ [0, 2π] (sonst ersetze A(D) durch
eiαA(D) mit einem geeigneten α).

Setze λ = q2m mit q ∈ Σϕ/2m und definiere für festes α mit |α| ≤ 2m die Funktion

mα(ξ, q) :=
q2m−|α|ξα

A(ξ)− q2m
((ξ, q) ∈ Rn × Σϕ/2m \ {0}).
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Dann ist mα ∈ C∞(Rn × Σϕ/2m \ {0}) homogen in (ξ, q) vom Grad 0 und erfüllt
nach Bemerkung 7.6 die Michlin-Bedingung bzgl. ξ. Nach dem Satz von Michlin ist
‖ op(mα(·, q))‖L(Lp(Rn)) ≤ Cα.

Sei f ∈ Lp(Rn), q ∈ Σϕ/2m \ {0} und u := F−1 1
A(ξ)−q2mFf . Dann gilt

q2m−|α|‖Dαu‖Lp(Rn) = ‖ op(mα(·, q))f‖Lp(Rn) ≤ Cα‖f‖Lp(Rn). (7-1)

Insbesondere ist u ∈ W 2m
p (Rn) = D(Ap) und (Ap − λ)u = f , d.h. Ap − λ ist

surjektiv. Falls andererseits (Ap − λ)u1 = (Ap − λ)u2 = f mit u1,2 ∈ D(Ap) gilt,
so folgt u1 = F−1 1

A(ξ)−λFf = u2 als Gleichheit in S ′(Rn) und damit u1 = u2 in

Lp(Rn). Somit ist Ap − λ auch injektiv, d.h. ρ(Ap) ⊃ Σϕ \ {0}.

Zu zeigen ist noch die Resolventenabschätzung. Sei q0 > 0. Dann folgt aus (7-1) für
q ∈ Σϕ/2m, |q| ≥ q0, die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn = ‖u‖W 2m
p (Rn) + |λ|‖u‖Lp(Rn)

≤ C
( ∑
|α|≤2m

‖Dαu‖Lp(Rn) +| q|2m‖u‖Lp(Rn)

)
≤ C1 min{1, q0}−2m

( ∑
|α|≤2m

Cα

)
‖f‖Lp(Rn)

≤ Cλ0‖f‖Lp(Rn),

wobei λ0 = q2m
0 . Insbesondere ist

‖λ(λ− Ap)−1‖L(Lp(Rn)) ≤ Cλ0 (λ ∈ Σϕ, |λ| ≥ λ0),

und wegen σ(Ap − λ0) = σ(Ap)− λ0 ist Ap − λ0 sektoriell mit Winkel ϕ.

7.18 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenität von mα(ξ, q) verwen-
det, wobei q = λ1/2m. In diesem Fall sagt man, mα ist quasi-homogen von (ξ, λ) ab.
Im allgemeinen heißt eine Funktion m = m(ξ, λ) quasi-homogen vom Grad r ∈ R in
(ξ, λ), falls ein r > 0 existiert mit

m(ρξ, ρrλ) = ρdm(ξ, λ) ((ξ, λ) 6= 0, ρ > 0).

Die Zahl r heißt das relative Gewicht von λ bzgl. ξ. In obigem Beweis hat λ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund für das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Wärmeleitungsgleichung ∂t−∆ die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen.

7.19 Korollar. Falls in der Situation von Satz 7.17 der Operator A(D) parabo-
lisch ist, so erzeugt für jedes λ0 > 0 die Lp-Realisierung Ap − λ0 eine beschränkte
holomorphe Halbgruppe in Lp(Rn).
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Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in Σπ/2, d.h. es gilt A(ξ)−
λ 6= 0 für alle (ξ, λ) ∈ Rn×Σπ/2 \{0}. Wegen A(ρξ) = ρ2mA(ξ) ist der Wertebereich
R(A) := {A(ξ) : ξ ∈ Rn} ein Kegel, und da {A(ξ) : |ξ| = 1} kompakt ist, ist dieser
Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {α ∈ [0, 2π) : eiα 6∈
R(A)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [−π/2, π/2] ⊂ W , und somit existiert ein
ε > 0 mit [−π/2−ε, π/2+ε] ⊂ W . Für alle λ ∈ C\{0}mit arg λ ∈ [−π/2−ε, π/2+ε]
folgt damit λ 6∈ R(A), d.h. A(ξ)− λ 6= 0 (ξ ∈ Rn).

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor Σπ/2+ε ist. Nach
Satz 7.17 ist Ap − λ0 sektoriell mit einem Winkel ϕ > π/2, und nach Satz 4.21
erzeugt Ap − λ0 eine holomorphe Halbgruppe.

7.20 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel α ∈ [0, 2π) offen ist, für welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizität
auf dem Halbstrahl {ρeiα : ρ ≥ 0} erfüllt.

7.21 Lemma. Sei 1 < p < ∞ und A(x,D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten aα ∈ L∞(Ω) (|α| ≤ m). Dann ist Ap ∈ L(Wm

p (Ω), Lp(Ω))
mit ∥∥Ap∥∥L(Wm

p (Ω),Lp(Ω))
≤ C max

|α|≤m
‖aα‖L∞(Ω).

Beweis. Das folgt sofort aus ‖Dαu‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Wm
p (Ω) für |α| ≤ m und aus der

Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u 7→ aαu in Lp(Ω) die Norm ‖aα|L∞(Ω)

besitzt.

7.22 Satz (Hauptsatz über parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(x,D) =∑
|α|≤2m aα(x)Dα ein linearer Differentialoperator in Rn mit Koeffizienten

aα ∈

{
C(Rn), |α| = 2m,

L∞(Rn), |α| < 2m.

Ferner existiere aα(∞) := lim|x|→∞ aα(x) für alle |α| = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor L ⊂ C für x ∈ Rn ∪ {∞} ist, so existiert ein λ0 > 0 so, dass
für die Lp-Realisierung von A die Inklusion ρ(Ap) ⊃ {λ ∈ L : |λ| ≥ λ0} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤ C‖(Ap − λ)u‖Lp(Rn) (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0).

Falls L = Σϕ, so ist A−λ0 sektoriell mit Winkel ϕ; falls ϕ ≥ π
2
, so erzeugt A−λ0

eine beschränkte holomorphe Halbgruppe auf Lp(Rn).
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Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (
”

Freezing the coefficients“): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle x0 ∈ Rn ∪{∞} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
A0(x0, D). Nach Satz 7.17 ist A0(x0, D) − λ invertierbar für alle λ ∈ L \ {0}, und
es existiert eine Konstante C1 > 0 mit

‖u‖2m,p,Rn ≤ C1‖(A0(x0, D)− λ)u‖Lp(Rn) (u ∈ W 2m
p (Rn), λ ∈ L , |λ| ≥ 1).

Wie man im Beweis von Satz 7.17 sieht, kann die Konstante C1 unabhängig von x0

gewählt werden.

Sei ε > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

|aα(x)− aα(∞)| < ε (|x| ≥ R, |α| = 2m).

Da B(0, R) ⊂ Rn kompakt ist und die Koeffizienten aα für |α| = 2m stetig sind,
existieren endlich viele x1, . . . , xN ∈ B(0, R) und offene Umgebungen Ui von xi mit
B(0, R) ⊂

⋃N
i=1 Ui und

|aα(x)− aα(xi)| < ε (x ∈ Ui, |α| = 2m, i = 0, . . . , N) (7-2)

Setze hierbei U0 := Rn \ B(0, R) und x0 := ∞. Ohne Einschränkung seien dabei
die Ui so gewählt, dass eine Konstante N0 ∈ N existiert mit folgender Eigenschaft:
Jedes x ∈ Rn ist in höchstens N0 Umgebungen Ui enthalten. (Dies erreicht man
etwa, indem man die Punkte xi auf einem Gitter wählt und die Ui als Kugeln mit
geeignetem Radius.)

(ii) Beweis der a priori-Abschätzung: Wir wählen ε := 1
2C1

in (7-2) und zugehörige

Umgebungen Ui. Dann gilt für alle u ∈ W 2m
p (Rn) mit suppu ⊂ Ui die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤ C1‖(A0(xi, D)− λ)u‖Lp(Rn)

≤ C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + C1‖(A0(x,D)− A0(xi, D))u‖Lp(Rn)

≤ C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + C1 ·
1

2C1

|||u|||2m,p,Rn .

Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma 7.22 verwendet. Damit erhalten wir

|||u|||2m,p,Rn ≤ 2C1‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn).

Wähle nun eine zu Ui gehörige C∞-Partition der Eins, d.h. ϕi ∈ C∞(Rn) mit 0 ≤
ϕi ≤ 1,

∑N
i=0 ϕ = 1 und suppϕi ⊂ Ui (i = 0, . . . , N). Dann gilt für u ∈ W 2m

p (Rn)
die Abschätzung

|||u|||2m,p,Rn ≤
N∑
i=0

|||ϕiu|||2m,p,Rn ≤ 2C1

N∑
i=0

‖(A0(x,D)− λ)ϕiu‖Lp(Rn).
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Es ist
(A0(x,D)− λ)ϕiu = ϕi(A0(x,D)− λ)u+R1,iu,

wobei R1,i ein Differentialoperator mit Ordnung nicht größer als 2m− 1 ist.

Nach Wahl der Umgebungen Ui und wegen 0 ≤ ϕ ≤ 1 gilt für w ∈ Lp(Rn) die
Abschätzung

‖ϕiw‖Lp(Rn) ≤ ‖w‖Lp(Rn) ≤
N∑
i=0

‖ϕiw‖Lp(Rn) ≤ N0‖w‖Lp(Rn).

Damit ist

|||u|||2m,p,Rn ≤ 2C1

N∑
i=0

(
‖ϕi(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1,iu‖Lp(Rn)

)
≤ C2

(
‖(A0(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1u‖Lp(Rn)

)
mit C2 := 2N0C1 und R1 :=

∑N
i=0 R1,i. Wir schreiben weiter R2 := A(x,D) −

A0(x,D) und erhalten

|||u|||2m,p,Rn ≤ C2

(
‖(A(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) + ‖R1u‖Lp(Rn) + ‖R2u‖Lp(Rn)

)
.

Da R1, R2 Differentialoperatoren von Ordnung nicht größer als 2m − 1 sind, gilt
‖Riu‖Lp(Rn) ≤ C3‖u‖W 2m−1

p (Rn) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun

die Interpolationsungleichung (Satz A.7) und erhalten

‖u‖W 2m−1
p (Rn) ≤

1

4C2C3

‖u‖W 2m
p (Rn) + C4‖u‖Lp(Rn) ≤

1

4C2C3

|||u|||2m,p,Rn ,

falls |λ| ≥ λ1 := 4C2C3C4. Eingesetzt ergibt sich

|||u|||2m,p,Rn ≤ C2‖(A(x,D)− λ)u‖Lp(Rn) +
1

2
|||u|||2m,p,Rn ,

d.h. die a priori-Abschätzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C2 für alle u ∈
W 2m
p (Rn) und alle λ ∈ L mit |λ| ≥ λ1.

(iii) Existenz der Resolvente: Wir wählen ε := 1
8C1N0

in (i) und zugehörige Umgebun-
gen Ui. Definiere dazu die Partition der Eins (ϕj)j=0,...,N wie oben und ψj ∈ C∞(Rn)
mit 0 ≤ ψj ≤ 1, suppψj ⊂ Ui und ψj = 1 auf suppϕj. Sei Ap,j die Lp-Realisierung
von A(xj, D). Wir definieren

R(λ)f :=
N∑
j=0

ϕj(Ap,j − λ)−1ψjf (f ∈ Lp(Rn), λ ∈ L , |λ| ≥ λ1).

Sei f ∈ Lp(Rn). Dann gilt

(Ap − λ)R(λ)f =
N∑
j=0

(Ap − λ)ϕj(Ap,j − λ)−1ψjf
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=
N∑
j=0

(
ϕj(Ap − λ)(Ap,j − λ)−1ψjf + T1,j(Ap,j − λ)−1ψj

)
f,

wobei T1,j ein Differentialoperator der Ordnung ≤ 2m− 1 ist. Wir schreiben weiter

ϕj(Ap − λ)(Ap,j − λ)−1ψjf = ϕj(A0(xj, D)− λ)(Ap,j − λ)−1ψjf

+ ϕj
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
(Ap,j − λ)−1ψjf

= ϕjf + T2,jf

mit T2,jf := ϕj
(
A(x,D)−A0(xj, D)

)
(Ap,j−λ)−1ψjf . Für vj := (Ap,j−λ)−1ψjf gilt

nach Teil (i) des Beweises

‖vj‖W 2m
p (Rn) + |λ| ‖vj‖Lp(Rn) ≤ C1‖ψjf‖Lp(Rn).

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen Ui und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschätzung

‖(A(x,D)− A0(xj, D))vj‖Lp(Rn) ≤
1

8C1N0

‖vj‖W 2m
p (Rn) + C5‖vj‖Lp(Rn)

mit einer Konstanten C5 > 0. Für den Operator T2 :=
∑N

j=0 T2,j erhalten wir daher

‖T2f‖Lp(Rn) ≤
N∑
j=0

‖T2,jf‖Lp(Rn)

≤
N∑
j=0

‖ϕj
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
vj‖Lp(Rn)

≤
N∑
j=0

‖
(
A(x,D)− A0(xj, D)

)
vj‖Lp(Rn)

≤ 1

8C1N0

C1

N∑
j=0

‖ψjf‖Lp(Rn) +
C5 · C1

|λ|
‖ψjf‖Lp(Rn)

≤ 1

8
‖f‖Lp(Rn) +

C5 · C1 ·N0

|λ|
‖f‖Lp(Rn)

≤ 1

4
‖f‖Lp(Rn),

falls |λ| ≥ λ2 := max{λ1, C5 · C1 · N0}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

N∑
j=0

‖T1,j(Ap,j − λ)−1ψjf‖Lp(Rn) ≤
1

4
‖f‖Lp(Rn),
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falls λ ∈ L , |λ| ≥ λ2 mit geeignetem λ2 > 0 ist. Wir setzen λ0 := max{λ1, λ2} und
erhalten insgesamt

(Ap − λ)R(λ)f = f + T (λ)f (λ ∈ L , |λ| ≥ λ0),

wobei T (λ)f := T2f+
∑N

j=0 T1,j(Ap,j−λ)−1ψjf ein beschränkter Operator in Lp(Rn)

ist mit Norm ‖T (λ)‖L(Lp(Rn)) ≤ 1
2
. Somit gilt

(Ap − λ)R(λ)(1 + T (λ))−1 = idLp(Rn),

d.h. Ap − λ ist surjektiv. Nach der a priori-Abschätzung aus Teil (ii) des Beweises
ist Ap − λ auch injektiv, d.h. es gilt

ρ(Ap) ⊃ {λ ∈ L : |λ| ≥ λ0}.

Die a priori-Abschätzung des Satzes wurde bereits in Teil (ii) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem.

c) Die Bedingung von Lopatinskii-Shapiro

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit C2m−1,1-Rand. Wir betrachten nun ein
Randwertproblem der Form

(A(x,D)− λ)u = f in Ω,

Bj(x,D)u = gj (j = 1, . . . ,m) auf ∂Ω.
(7-3)

Hierbei sind A(x,D) =
∑
|α|≤2m aα(x)Dα, Bj(x,D) =

∑
|β|≤mj bjβ(x)γ0D

β (j =

1, . . . ,m) mit mj < 2m. Die Bezeichnung γ0 steht hier für die sogenannte Spurab-
bildung u 7→ u|∂Ω, welche zunächst für C∞-Funktionen definiert ist, sich aber zu
einem stetigen linearen Operator

γ0 : W k
p (Ω)→ W k−1/p

p (∂Ω) := Bk−1/p
pp (∂Ω)

für k = 1, . . . , 2m fortsetzen lässt. Dabei steht B
k−1/p
pp (∂Ω) für den Besovraum der

Ordnung k− 1/p auf dem Rand ∂Ω. Die rechten Seiten von (7-3) sind gegeben und
aus den folgenden Sobolevräumen:

f ∈ Lp(Ω), gj ∈ W 2m−mj−1/p
p (∂Ω) (j = 1, . . . ,m).

Zur Lösung von (7-3) wird folgende Strategie verwendet:

(i) Reduktion auf den Fall f = 0: Falls A parameterelliptisch in einem Sektor
L ⊂ C ist, so existiert nach Satz 7.22 für λ ∈ L , |λ| groß, eine Lösung u1 von

(A(x,D)− λ)u1 = f̃ in Rn,
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wobei

f̃ :=

{
f in Ω,

0 in Rn \ Ω.

Für die Lösung u1 gilt u1 ∈ W 2m
p (Rn) und |||u1|||2m,p,Rn ≤ C‖f‖Lp(Ω). Man sucht nun

eine Lösung u2 ∈ W 2m
p (Ω) des Randwertproblems

(A(x,D)− λ)u2 = 0 in Ω,

Bj(x,D)u2 = gj −Bj(x,D)u1 (j = 1, . . . ,m) auf ∂Ω.
(7-4)

Dann ist u1 + u2 eine Lösung von (7-3). Somit können wir f = 0 annehmen.

(ii) Einfrieren der Koeffizienten: Fixiere x0 ∈ ∂Ω und wähle ein zu x0 gehöriges Ko-
ordinatensystem. Dies ist ein Koordinatensystem, bezüglich welchem x0 = 0 gilt und
für welches die positive xn-Richtung in Richtung der inneren Normale an x0 zeigt,
und das aus dem ursprünglichen Koordinatensystem durch Drehung und Verschie-
bung hervorgeht. In diesem Koordinatensystem sind x′ = (x1, . . . , xn−1) tangentiale
Richtungen. Man ersetzt die Operatoren durch ihren Hauptteil und erhält das sog.
Modellproblem im Halbraum Rn

+ := {x ∈ Rn : xn > 0}:

(A0(x0, D)− λ)u = 0 in Rn
+,

Bj0(x0, D)u = gj (j = 1, . . . ,m) auf Rn−1 = ∂Rn
+.

(7-5)

(iii) Partielle Fouriertransformation: Sei F ′ : S ′(Rn−1) → S ′(Rn−1) die Fourier-
transformation

”
x′ 7→ ξ′“. Angewendet auf (7-5) erhält man

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v(xn) = 0 (xn > 0),

Bj0(x0, ξ
′, Dn)v(xn)

∣∣
xn=0

= (F ′gj)(ξ
′) (j = 1, . . . ,m).

(7-6)

Hier ist v(xn) := (F ′u)(ξ′, xn). Die Lösung u erhält man dann durch partielle
Fourier-Rücktransformation (F ′)−1. Man beachte, dass (7-6) eine gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung ist. Somit hat man das ursprüngliche Randwertproblem im Kern
zurückgeführt auf die Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung der Ordnung
2m mit m Anfangsbedingungen.

Die Lösungen von

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v(xn) = 0 (xn > 0)

sind gegeben durch Funktionen der Form ceiτxn mit c ∈ C, wobei τ die alge-
braische Gleichung A0(x0, ξ

′, τ) − λ = 0 erfüllt (mit entsprechenden Modifikatio-
nen bei mehrfachen Nullstellen). Falls Im τ > 0, so ist Re iτ < 0 und es gilt
v(xn) → 0 (xn → ∞), d.h. die Lösung ist (asymptotisch) stabil. Falls Im τ < 0,
so folgt analog Re iτ > 0, und es gilt |v(xn)| → ∞ (xn → ∞). Da wir insgesamt
(mindestens) an Lp-Lösungen interessiert sind, dürfen wir nur die stabilen Lösungen
betrachten.
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7.23 Definition. a) Das Randwertproblem (7-3) heißt parameterelliptisch in einem
Sektor L ⊂ C, falls A(x,D) in diesem Sektor parameterelliptisch ist und folgende
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung erfüllt ist:

(LS) Sei x0 ∈ ∂Ω. Schreibe das Randwertproblem (7-3) und zu x0 gehörigen Koor-
dinaten. Dann hat die gewöhnliche Differentialgleichung

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v(xn) = 0 (xn > 0),

Bj0(x0, ξ
′, Dn)v(xn)

∣∣
xn=0

= 0 (j = 1, . . . ,m),

v(xn)→ 0 (xn →∞)

nur die triviale Lösung für alle (ξ′, λ) ∈ (Rn−1 ×L ) \ {0}.

b) Das Randwertproblem (A(x,D), B1(x,D), . . . , Bm(x,D)) heißt elliptisch, falls
A(x,D) elliptisch ist und die Lopatinskii-Shapiro-Bedingung für λ = 0 erfüllt ist.

7.24 Lemma. Sei A(x,D) elliptisch von Ordnung 2m. Für ein x0 ∈ ∂Ω gelte die
Lopatinskii-Shapiro-Bedingung. Sei M der 2m-dimensionale Lösungsraum von

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v(xn) = 0 (xn > 0),

und sei Mpm der Unterraum der stabilen bzw. instabilen Lösungen. Dann gilt dim M± =
m, und A(x,D) ist proper elliptisch.

Beweis. Sei ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} und P := A0(x0, ξ
′, ·). Wir schreiben M = M (ξ′). Da

P keine reelle Nullstelle besitzt, gilt M (ξ′) = M+(ξ′)⊕M−(ξ′), und dim M±(ξ′) ist
die Anzahl der Nullstellen von P in C±.

Nach (LS) ist die lineare Abbildung

M+ → Cm, v 7→ Bj0(x0, ξ
′, Dn)v(xn)

∣∣
xn=0

injektiv, d.h. es gilt dimM+(ξ′) ≤ m. Wegen A0(x0, ξ
′, τ) = A0(x0,−ξ′,−τ) gilt

M−(ξ′) = M+(−ξ′), und (LS) liefert dimM+(−ξ′) ≤ m. Damit

2m = dim M+(ξ′) + dim M−(ξ′) ≤ m+m = 2m,

und A ist proper elliptisch.

7.25 Korollar. Sei A(x,D) parameterelliptisch in einem Sektor L ⊂ C. Die fol-
genden Bedingungen sind jeweils äquivalent zur Lopatinskii-Shapiro-Bedingung.

(i) Für alle x0 ∈ ∂Ω, alle (ξ′, λ) ∈ (Rn−1×L ) \ {0} und alle h1, . . . , hm ∈ C besitzt

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v(xn) = 0 (xn > 0),
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Bj0(x0, ξ
′, Dn)v(xn)

∣∣
xn=0

= hj (j = 1, . . . ,m),

v(xn)→ 0 (xn →∞)

genau eine Lösung.

(ii) Für alle x0 ∈ ∂Ω und alle (ξ′, λ) ∈ (Rn−1 ×L ) \ {0} ist der Operator

T (x0, ξ
′, λ) : W 2m

p ((0,∞))→ Lp((0,∞))× Cm,

v 7→


(A0(x0, ξ

′, Dn)− λ)v
B10(x0, ξ

′, Dn)v(xn)
∣∣
xn=0

...
Bm0(x0, ξ

′, Dn)v(xn)
∣∣
xn=0


invertierbar.

Beweis. Die Äquivalenz von (LS) und (i) folgt aus Lemma 7.24 wegen dim M+ =
m. Zur Äquivalenz von (i) und (ii) definiert man zu f ∈ Lp((0,∞)) die triviale

Fortsetzung f̃ := f · χ(0,∞) auf R und löst die gewöhnliche Differentialgleichung

(A0(x0, ξ
′, Dn)− λ)v1(xn) = f̃(xn) (xn ∈ R)

durch den Fourieransatz

v1 := F−1
xn

1

A0(x0, ξ′, ξn)− λ
Fxn f̃ ∈ W 2m

p (R).

Damit erreicht man wie oben eine Reduktion auf den Fall f = 0. Die Aussage von (ii)
folgt dann daraus, dass eine stabile Lösung der homogenen Gleichung exponentiell
abfällt und damit in W 2m

p ((0,∞)) liegt.

7.26 Bemerkung. Man betrachtet in (ii) den Operator für festes ξ′ und x0 als
Funktion von λ. Dann ist T (λ) = T (x0, ξ

′, λ) eine sogenannte Operatorschar, welche
linear vom Spektralparameter λ abhängt. Das Spektrum einer Operatorschar wird
definiert als

σ(T ) := {λ ∈ C : T (λ) nicht bijektiv }.
Damit kann man die Bedingung (ii) in folgender Form schreiben:

Für alle x0 ∈ ∂Ω und alle ξ′ ∈ Rn−1 \ {0} ist ρ(T (x0, ξ
′, ·)) ⊃ L .

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch den Hauptsatz für parameterellip-
tische Randwertprobleme angeben. Der Beweis verwendet obige Lösungsstrategie,
enthält aber noch eine Reihe technisch aufwändiger Details.

In folgendem Satz ist die Lp-Realisierung AB,p des Randwertproblems

(A(x,D), B1(x,D), . . . , Bm(x,D))
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gegeben durch

D(AB,p) := {u ∈ W 2m
p (Ω) : B1u = · · · = Bmu = 0},

AB,pu := A(x,D)u (u ∈ D(AB,p)).

7.27 Satz (Hauptsatz für parameterelliptische Randwertprobleme). Sei Ω ⊂ Rn

ein beschränktes Gebiet mit C2m−1,1-Rand. Für die Koeffizienten der Operatoren
A(x,D) und Bj(x,D) gelte aα ∈ C(Ω) falls |α| = 2m, aα ∈ L∞(Ω) falls |α| < 2m
und bjβ ∈ C2m−mj−1,1(∂Ω) (j = 1, . . . ,m, |β| ≤ mj).

Falls das Randwertproblem (A(x,D), B1(x,D), . . . , Bm(x,D)) in einem Sektor L ⊂
C parameterelliptisch ist, so existiert ein λ0 > 0 so, dass (7-3) für alle λ ∈ L mit
|λ| ≥ λ0 und alle

f ∈ Lp(Ω), gj ∈ W 2m−mj−1/p
p (∂Ω) (j = 1, . . . ,m)

eine eindeutige Lösung u ∈ W 2m
p (Ω) besitzt, und es gilt die a priori-Abschätzung

|||u|||2m,p,Ω ≤ C
(
‖f‖Lp(Ω) +

m∑
j=1

|||gj|||2m−mj−1/p,p,∂Ω

)
(λ ∈ L , |λ| ≥ λ0).

Insbesondere ist die Lp-Realisierung AB,p−λ0 sektoriell mit Winkel ϕ, falls L = Σϕ.
Falls L ⊃ Σπ/2, so erzeugt AB,p − λ0 eine holomorphe Halbgruppe auf Lp(Ω).
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A. Elemente der Sobolevraumtheorie

A.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevräume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Differenzierbarkeitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wählen.

Im folgenden sei D := −i(∂x1 , . . . , ∂xn), und Ω ⊂ Rn ein Gebiet. Zu m ∈ N ist Cm(Ω)
definiert als die Menge aller stetigen Funktionen f : Ω→ C, welche eine Fortsetzung
f̃ ∈ Cm(U) mit einer offenen Teilmenge U ⊃ Ω besitzen. Die Konstanten C,C1, C2

in den folgenden Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunächst zitieren wir noch eine Variante der Hölderschen Ungleichung.

A.2 Satz (Hölder-Ungleichung). Seien 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ mit 1
p

+ 1
q

= 1
r
. Dann ist für

f ∈ Lp(Ω) und g ∈ Lq(Ω) das Produkt fg ∈ Lr(Ω) und

‖fg‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

A.3 Definition. Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und m ∈ N . Dann ist der Sobolevraum Wm
p (Ω)

definiert als die Menge aller u ∈ D ′(Ω) mit Dαu ∈ Lp(Ω) (|α| ≤ m). Die Norm auf
Wm
p (Ω) ist gegeben durch

‖u‖m,p,Ω := ‖u‖Wm
p (Ω) :=

( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

.

Man definiert auch noch die Seminorm

|u|m,p,Ω := |u|Wm
p (Ω) :=

( ∑
|α|=m

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

.

Im Fall p =∞ modifiziert man wie üblich.

Man beachte, dass ‖ · ‖0,p,Ω = ‖ · ‖Lp(Ω).

A.4 Satz. a) Der Sobolevraum Wm
p (Ω) ist ein Banachraum.

b) Sei Hm
p (Ω) die Vervollständigung von {u ∈ Cm(Ω) : ‖u‖m,p,Ω < ∞}. Dann gilt

Hm
p (Ω) = Wm

p (Ω).

c) Falls ∂Ω die Segmentbedingung erfüllt, so ist die Menge {u|Ω : u ∈ D(Rn)} dicht
in Wm

p (Ω).

A.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls Ω der Kegelbedingung genügt,
so gilt für m ∈ N und p ∈ [1,∞) mit mp > n und j ∈ N0 die Einbettung

Wm+j
p (Ω) ↪→ Cj

b (Ω),
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d.h. jedes u ∈ Wm+j
p (Ω) ist nach Änderung auf einer Nullmenge eine Funktion in

Cj
b (Ω), und die Abbildung u 7→ u, Wm+j

p (Ω) ↪→ Cj
b (Ω) ist stetig.

b) Falls Ω die starke lokale Lipschitzbedingung erfüllt, so kann in a) Cj
b (Ω) durch

Cj(Ω) ersetzt werden, und es gilt sogar W j+m
p (Ω) ↪→ C0,γ(Ω) für alle λ ∈ (0, 1) mit

λ ≤ m− n
p
.

A.6 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei Ω ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
en m ∈ N und p, p1 ∈ (1,∞) gegeben mit

0 < τ :=
n

m

(1

p
− 1

p1

)
< 1.

Dann gilt Wm
p (Ω) ↪→ Lp1(Ω) und

‖u‖0,p1,Ω ≤ C‖u‖τm,p,Ω‖u‖1−τ
0,p,Ω (u ∈ Wm

p (Ω)).

A.7 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei Ω ein Gebiet, welches die Kegelbedin-
gung erfüllt, und seien m, k ∈ N mit 0 < k < m. Dann gilt mit τ := k

m
die

Abschätzung
|u|k,p,Ω ≤ C‖u‖τm,p,Ω‖u‖0,p,Ω (u ∈ Wm

p (Ω)).

Für jedes ε > 0 existiert eine Konstante C(ε) > 0 mit

|u|k,p,Ω ≤ ε|u|m,p,Ω + C(ε)‖u‖0,p,Ω,

‖u‖k,p,Ω ≤ ε‖u‖m,p,Ω + C(ε)‖u‖0,p,Ω
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