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1. Holomorphe Funktionen

1.1 Worum geht’s? Der zentrale Begriff dieser Vorlesung sind holomorphe Funk-
tionen. Zunéchst einmal bedeutet Holomorphie komplexe Differenzierbarkeit, dhn-
lich wie in der Analysis II schon die Differenzierbarkeit im R"™ betrachtet wurde. Hier
ist die Verallgemeinerung sogar noch leichter als in der Analysis II: Sei G C C und
f: G — C eine Funktion. Dann ist f komplex differenzierbar an der Stelle z € G,

falls der Grenzwert h

f'(2) == lim

h—0

existiert.

Mit der Identifizierung C ~ R?, scheint es sich hier um einen Spezialfall der Analysis
IT zu handeln. Die komplexe Differenzierbarkeit ist aber viel mehr, wie wir spéter
sehen werden. Dieser Abschnitt behandelt die fundamentalen Definitionen und die
ersten einfachen Aussagen.

Die Funktionentheorie ist eine wunderschone und extrem leistungsfihige Theorie,
und wir werden spéter viele iiberraschende Aussagen iiber holomorphe Funktionen
kennenlernen, zum Teil mit tiefliegenden Beweisen. Es geht aber ganz einfach los.

a) Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden werden wir (fast) immer folgende Schreibweisen verwenden: z = z +
1y € Cmit z,y € R, f =wu+ v mit u,v: G — R.

Da C sowohl ein R-Vektorraum (der Dimension 2) als auch ein C-Vektorraum (der
Dimension 1) ist, miissen wir hier genauer hinschauen:

1.2 Lemma. a) Eine Abbildung T: C — C ist genau dann R-linear, falls
T)=T(Wx+T(@)y= z+puz (z€C),

wobei A := 3(T(1) —iT(i)) und pu := 5(T(1) + T ().

b) Eine R-lineare Abbildung T: C — C ist genau dann C-linear, falls
T() =4T(1)

(d.h. falls p =0). In diesem Fall ist T(z) =T(1)z.

Beweis. Die erste Gleichheit in a) ist nichts als die Definition der R-Linearitét. Setzt
man & = 3(z+7%) und y = 5-(z — Z) ein, erhilt man die zweite Gleichheit in a). Teil

b) ist klar nach a). O
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4 1. Holomorphe Funktionen

Mit etwas unsauberer Schreibweise (aber ganz nach der urspriinglichen Definition
von C in Analysis I) identifizieren wir ohne Anderung der Bezeichnung C ~ R?
und schreiben z = x + iy = (z) und f = u +iv = (:j) Jede R-lineare Abbildung
T: C — C lasst sich schreiben in der Form

T T _ tll tlg xr _ tlllL' + t21y
Y to1 taa) \y tioT + tooy )
Wie iiblich bei linearen Abbildungen, schreiben wir oft Tz statt T'(z).

1.3 Lemma. Sei T: C — C eine R-lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(i) T ist C-linear.

(i1) In der Matriz-Darstellung von T gilt t1o = —t9 und t;y = teg, d.h. fir alle
z=ux+1iy € C gilt

(%) = bn —tar) (@ und somit Tz = cz mit ¢ := t1q + itoy.
y lor 1 y

Beweis. Nach Lemma 1.2 ist (i) dquivalent zur Bedingung 7'(7) = i7'(1). Wegen

NQZC;ED<®:(g)
iT(1) =i (21) = (;T)

bedeutet das gerade also gerade t15 = —to; und t1; = t99. O

und

Wir kommen jetzt zur zentralen Definition.

1.4 Definition. Sei G C C nichtleer und offen.
a) Eine Funktion f: G — C heifit komplex differenzierbar in z € G, falls der Grenz-

wert
prﬂmf“+2_ﬂ”ec

h—0

existiert.

b) Eine Funktion f: G — C heifit holomorph in G, falls f in jedem z € G komplex
differenzierbar ist. f heifit holomorph an der Stelle z € G, falls eine offene Umgebung
U von z existiert, so dass f|y holomorph in U ist.

¢) Eine Funktion f: C — C heiit ganz, falls f holomorph in C ist.
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1. Holomorphe Funktionen )

1.5 Bemerkung. a) In obiger Definition 1.4 a) ist der Limes h — 0 natiirlich als
h — 0, h € C\ {0} zu verstehen.

b) Eine dquivalente Definition der Holomorphie, die néher an der bisherigen Ideologie
der Differenzierbarkeit liegt, ist folgende: Eine Funktion f: G — C heiit holomorph
in z € G, falls eine C-lineare Abbildung 7, : C — C existiert mit

f(z+h)=f(2)+T.h+|h|-r(2,h) (hklein),

wobei limy,,07(2,h) = 0. In diesem Fall setze f'(z) :=T..

Dies ist die iibliche Definition der Differenzierbarkeit in normierten Raumen, wobei
hier in natiirlicher Weise die C-Linearitét gefordert wird. Die Aquivalenz der Defini-
tionen ist klar nach Lemma 1.2, denn jede C-lineare Abbildung 7" ist von der Form
Th = c¢-h mit einem ¢ € C. Nach Definition 1.4 ist f'(z) := c.

1.6 Beispiele. a) f(z) := 2". Wegen

f(z) = f(%)

=" 2 =l (2= 20)
zZ— 20
ist f holomorph in ganz C, also eine ganze Funktion.

b) f(2) := |2]* = 2Z: An der Stelle zy = 0 ist f komplex differenzierbar wegen

f(h) = f(0) _ |h* _
P =h—0 (h—D0).

Fiir zg # 0 ist f nicht komplex differenzierbar, denn

h) — h)(Zo+ h) — 20%0  Zoh h+ |h|? — h
f(ZO + ) f(ZO) — (ZO+ )(ZO+ ) 2070 — 20 +ZO +| | — Z_0+h +ZO—,
h h h —— h

—Zzo (h—0)

und der Limes limy, g % existiert nicht. Die Funktion f ist also nirgends holomorph.

1.7 Bemerkung. Fiir das Rechnen mit komplex differenzierbaren Funktionen gel-
ten dieselben Regeln wie im Reellen (mit den wortlich gleichen Beweisen), etwa
Produktregel, Kettenregel, Quotientenregel etc.

1.8 Satz (Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen). Sei ) # G C C offen, f =
u+1w: G— C und z € G. Dann sind dquivalent:

(1) f ist komplex differenzierbar in z.

(i1) [ ist reell differenzierbar in z, und die Ableitung f'(z): C — C ist C-linear.
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6 1. Holomorphe Funktionen

(111) f ist reell differenzierbar in z, und es gelten die Cauchy-Riemann-Differential-
gleichungen

Gpu(z) = Oyu(z),

Oyu(z) = —0,v(%).

Beweis. (1)< (ii) ist klar nach Definition bzw. Bemerkung 1.5.

(ii)<(iii). Die reelle Ableitung von f an der Stelle z ist gegeben durch
vy (Oxu(z) Oyu(z)
fz) = (@cv(z) oyv(z2) )"

Nach Lemma 1.3 ist f'(z): C — C genau dann C-linear, falls die Cauchy-Riemann-
Dgl. gelten. O]

1.9 Bemerkung. Betrachtet man fiir eine reell differenzierbare Funktion f: G — C
die Ableitung T := f'(z): C — C, so lésst sich die komplexe Differenzierbarkeit nach
Lemma 1.2 auf verschiedene Weise ausdriicken. Man definiert

Op f = Oyu + 10,0, d.h. 0.f(2) =T(1),

Oy f = Oyu +idyv, d.h. 0, f(z) = T(i),

Of = 0.f = 5(0uf —i0,f), dh. 0f(z) = 3(T(1) —iT()) =: A,
Bf = 0uf = H0uf +i0,), b BF() = JTQ) +T(0) = .

Die letzten beiden Definitionen erkléiren sich formal dadurch, dass man z und z als
unabhéingige Variablen betrachtet. Aus z = 1(z 4+ Z) und y = 5-(z — Z) erhélt man

) =13
) =3

or o0 1 oy _ i oy_i
oz 0z 20 0z 20 0z 2
und damit

af oxr of oy 1

{
o.f = al’ £+8—y5—§&;f—§8yf

Mit diesen Bezeichnungen gilt:
Sei f: G — C in z € G reell differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f ist in z komplex differenzierbar.

ii) Die Cauchy-Riemann-Dgl. gelten.

(
(iii) Es ist z_@xf( z) = 0y f(2).
(iv) Esist 0f(z) =
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1. Holomorphe Funktionen 7

In diesem Fall ist f'(2) = 0, f(2) = 0.f(2).

Zum Beispiel fiir die Funktion f(z) := 7 gilt d:f(2) = 1, d.h. f ist an keiner Stelle
komplex differenzierbar.

Im folgenden werden wir auch f, statt 0, f etc. schreiben.

Ein Gebiet (in C oder in R™) ist nach Definition eine offene und zusammenhéngende
Menge. Dazu ist folgender Satz niitzlich (der genauso in R™ gilt, hier aber in C
formuliert wird). Dabei verwenden wir die iibliche Schreibweise

B(z,e) ={weC:|z—w| <e}

fiir offene Kugeln (Kreisscheiben) in C.

1.10 Satz. Sei G C C offen und nichtleer. Dann sind dquivalent:
(i) G ist zusammenhdngend.
(i1) G ist wegzusammenhdngend.

In diesem Fall kann der Weg in (i1) stickweise achsenparallel gewdhlt werden.

Beweis. (i1)=(ii). Zu festem zy € G definiere die Funktion f: G — R durch

1, falls es einen Weg von zy nach z gibt,
f(z) =
0, sonst.

Sei nun z € G. Wihle eine offene Kreisscheibe B(z,¢) C G. Da jeder Punkt in B(z, ¢)
mit z durch einen Weg verbunden werden kann, gilt f(w) = 1 fiir alle w € B(z,¢),
falls f(z) = 1. Ist andererseits f(z) = 0, so folgt aus dem gleichen Grund f(w) =0
fiir alle w € B(z,¢€). Also ist f|p(..) konstant und damit ist f stetig.

Es gilt G = f~1({0}U f~1({1}), wobei f~'({1}) offen und abgeschlossen in G und
nichtleer ist. Da G’ zusammenhéingend ist, folgt f~'({1}) = G, d.h. G ist wegzusam-
menhéangend.

Ersetzt man in diesem Beweis ,, Weg“ durch ,stiickweise achsenparallelen Weg®, so
sieht man den Zusatz.

(i))=-(i). Angenommen es gibt eine Zerlegung G = U U(G \ U) mit U offen und
abgeschlossen in G und () # U # G. Wéhle zwei Punkte z € U und w € G\U. Da G
wegzusammenhéngend ist, existiert ein Weg 7: [a,b] — G mit v(a) = z, y(b) = w.
Dann ist v~ }(U) C [a,b] offen und abgeschlossen mit §) # v~ (U) # [a, b]. Dies ist
aber ein Widerspruch, da das Intervall [a, b] zusammenhéngend ist. ]

Man beachte beim Beweis dieses Satzes, dass die Offenheit in G betrachtet wird, d.h.
die Offenheit als Teilmenge des metrischen Raums G, der mit der Einschrankung
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8 1. Holomorphe Funktionen

der kanonischen Metrik auf C versehen wird. Die Richtung von (ii)=-(i) gilt auch
ohne die Voraussetzung der Offenheit von G, wie man am Beweis sieht.

1.11 Definition. Sei G # () offen. Zwei Punkte 21,2z, € G heiflen wegiquivalent,
falls es ein Weg in GG gibt, der z; mit 25 verbindet.

Eine maximale zusammenhéngende Teilmenge von G heifit eine Zusammenhangs-
komponente von G.

Die Zusammenhangskomponenten von G sind offensichtlich Aquivalenzklassen bzgl.
der Wegéquivalenz. Man sieht leicht, dass die Zusammenhangskomponenten von G
offen und abgeschlossen beziiglich G sind.

1.12 Korollar. Sei G C C ein Gebiet.

a) Eine Funktion f: G — C ist genau dann konstant in G, wenn f holomorph in G
ist mit f' = 0.

b) Sei f: G — C holomorph mit f(z) € R (2 € G). Dann ist f konstant.
c) Sei f: G — C holomorph mit |f(z)]=1 (z € G). Dann ist f konstant.

Beweis. a) Falls f holomorph ist mit f" = 0, so folgt
0= fo(2) = u.(2) +iv.(2) (2 €@).

Aus den Cauchy-Riemann-Dgl. erhalten wir dann auch v, = 0 = v, in G, d.h.

Vu = Vv =0in G. Da G wegzusammenhéngend ist, folgt © = const und v = const
in G.

b) Aus v = 0 erhalten wir v, = v, = 0 und nach den Cauchy-Riemann-Dgl. u, =
u, = 0, also f = const.

c) Aus u? +v? = 1 erhalten wir durch Differenzieren nach z bzw. y die Gleichheiten

Uy, + vV, = 0,

uty + vv, = 0.

Mit den Cauchy-Riemann-Dgl. erhélt man aus der zweiten Gleichung wv, = —uu, =
vv, = vu, und damit aus der ersten Gleichung

0 = vu, + uvv, = (u? +vH)u, = u,.

Analog folgt v, = 0 und damit " = f, = u, + iv, = 0. Die Behauptung folgt somit
aus Teil a). O
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1. Holomorphe Funktionen 9

1.13 Definition. Sei ) # G C C offen und f: G — C eine Funktion. Dann ist f
durch Potenzreihen dargestellt, falls fiir jedes a € G und jedes r > 0 mit B(a,r) C G
eine Potenzreihe ) 7, ¢, (z—a)" existiert, welche (mindestens) in B(a, r) konvergiert
und dort gleich f ist.

Man beachte in dieser Definition, dass die Konvergenz in jeder Kreisscheibe B(a,r)
mit B(a,r) C G verlangt wird. Es geniigt nicht, dass es zu jedem a € G ein r > 0
gibt, so dass die Potenzreihe in B(a,r) konvergiert.

1.14 Satz. Sei ) # G C C offen und f: G — C durch Potenzreihen dargestellt.
a) Dann ist f holomorph in G mit

f'(z) = Z nen(z —a)" L.

Diese Reihe hat denselben Konvergenzradius wie die Reihe, welche f darstellt.

b) Die Funktion f ist unendlich oft komplex differenzierbar in G mit

f(k)(z) :Zn(n— 1) (n—k—i-l)cn(z—a)"*’“_

n=~k

Insbesondere ist

_ %)

Ck - k! Y

d.h. die Potenzreihe ist durch f eindeutig bestimmdt.

Beweis. a) O.E. sei a = 0. Setze g(z) := Y oo nc,2" . Aus der Analysis ist be-
kannt, dass die Reihe g denselben Konvergenzradius besitzt wie die f darstellende
Reihe. Insbesondere konvergiert die Reihe in B(0,r), falls B(0,r) C G.

Fir w € B(0,r) mit |w| < p <r und |z| < p gilt

Wir schéatzen den Term in Klammern ab:

n—1

2" —w" _ o _
— nw" 1:§ (ijnlg_wn 1)
Z—w
Jj=1
n—1 ; ;
NP Y
:(z—w)g o
— Z—w
]:
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10 1. Holomorphe Funktionen

n-1 j—1
=(z—w) E w1 E i1k
=1 k=0

Da |z, |w| < p, erhélt man

<

n—1
2" —w" n—1 n—1—j '71)
T <o J
— w7 <zl 3 (o p
j=1 k=0
n—1
_ S -2 _ nn—1) ,
—|Z—w|jz_;70 =z —w| ———p""
Damit
f(z) = f(w) o~ onn—1)
ﬁ—g(w)‘§|z—w|chTp 250 (z—w).
n=1

Hier wurde verwendet, dass die letzte Reihe endlich ist. Also ist f komplex differen-
zierbar, und f' = g.

b) Wende Teil a) auf f', f” etc. an. O]

1.15 Beispiele. a) Polynome P(z) = ZQLO cp2" sind in ganz C holomorph, d.h.
ganze Funktionen.

b) Die Exponentialfunktion

exp(z) := Z % (z € C)

n=0

hat Konvergenzradius oo, ist also ebenfalls in ganz C holomorph.
Wie im Reellen setzt man fiir z € C

exp(iz) = cosz + isin z

mit
COSzZ = Z (2n)' Z7,
n=0
. L - (_1)71 2n+1
SIn 2 1= ; mz .

Es gilt somit cosz = 3(e”* + e7), sinz = 5-(e* — e7**). Definiere aufierdem die
hyperbolischen Funktionen

1
coshz :=cos(iz) = =(e+e7),

1
sinh z := —isin(iz) = i(ez —e 7).
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1. Holomorphe Funktionen 11

Imaginarteil Realteil

Abbildung 1: Die komplexe Exponentialfunktion, dargestellt ist Re(exp(z)).

b) Integration

Eine wesentliche Zutat der Funktionentheorie sind Kurvenintegrale in C. Wie aus
der Analysis bekannt, sind Kurven Aquivalenzklassen von Wegen. Der Wertebereich

R(I') und Anfangs- und Endpunkt A(T"), £(I") und die Lénge £(I") sind unabhéngig
von der Parametrisierung, also wohldefiniert.

1.16 Definition. Sei I' = [] eine stiickweise glatte Kurve in C mit 7: [a,b] — C
und f: R(I") — C stetig. Definiere das Kurvenintegral

/f—/f dZ—/f Nt e C.

(Bei stiickweise glatten Kurven interpretiert man das Integral auf der rechten Seite
wie iiblich als Summe der Integrale auf den glatten Teilbereichen der Kurve.)

Im folgenden werden wir stets stiickweise glatte Kurven betrachten. Daher sei ab
sofort unter Kurve stets eine stiickweise glatte Kurve in C gemeint!

1.17 Beispiele. a) Sei I' = [y] eine Kurve. Dann ist
1= [0 =20 -0 = ) - Am),
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12 1. Holomorphe Funktionen

b) Sei a € C, r > 0 und I' der positiv orientierte Kreis mit Radius » um a, d.h.
=[] mit v(t) :=a+re®* (t €[0,27]). Sei f(2) := (2 — a)" mit n € Z. Dann ist

2T
/ f(2)dz = fla+re™)iredt
r 0

27 2
:/ ir" ettt gy — ir”“/ (Dt gy
0 0

{27?@'7””“, n=-—1,

0, sonst.

1.18 Satz. Sei I' eine Kurve, und f: R(I') — C stetig.

a) Es gilt
< .
| f)dz| < e [£(2)] - £(T),
wobei L(T' f |7/ (t)|dt die Lange von T' ist.

b) Sei G C C ein Gebiet mit R(I') C G und F eine Stammfunktion zu f in G, d.h.
F holomorph mit F' = f. Dann ist

/Ff(z)dz = F(y(b)) = F(y(a)) = F(E(T)) — F(AT)).
Beweis. a) Es gilt

zeR(T

(1 =| [ seora] < [ e ol < m 15RO,

b) zeigt man genauso durch direkte Rechnung:

[ = [ Paowoi= [ Lrawi = pEm) - Pam).

1.19 Satz. Sei I’ eine Kurve und g: R(I') — C stetig. Definiere

w—z

£(2) ;:/F 9 gy (2 e G e C\R)).

Dann ist f auf G in Potenzreihen entwickelbar und insbesondere holomorph auf G.
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1. Holomorphe Funktionen 13
Beweis. Sei a € G und r > 0 mit B(a,r) C G. Fiir z € B(a,r) und w € R(I) ist

T e S LT (S0 [ M =

Die Reihe konvergiert wegen |z — a| < r < |w — al. Also ist

o) = gl
w—z_z(w—a)”“( )"

n=0

Fiir 0 < p < r konvergiert die Reihe in B(a, p) C B(a,r) gleichméfig und absolut,
und wir diirfen Integral und Summation vertauschen:

f(z)= /F j(iu)zdw = ch(z —a)"

n=0

]

1.20 Definition und Satz. Sei D' eine geschlossene Kurve in C. Fir z € C\ R(I")
definiert man die Windungszahl von I' um z durch
1 1

Il’ldp(Z) = % -

dw.

Dann ist Indr(2) € Z, und auf jeder Zusammenhangskomponente von G := C\R(I')
ist Indp konstant. Auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von G ist

Indp = 0.

Man beachte in obiger Aussage, dass R(I') kompakt ist, d.h. es existiert ein R >
0 mit C\ B(0,R) € G. Da C\ B(0,R) zusammenhéngend ist, existiert genau
eine Zusammenhangskomponente Z von G mit C\ B(0, R) C Z. Diese heifit die
unbeschrinkte Zusammenhangskomponente.

Beweis. Sei z € (G. Nach Definition ist

Indp(z) = QLM / /y(z;“_) .

Setze

©(s) := exp (/as Wg%dt) (s € [a,b]).
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14 1. Holomorphe Funktionen

Dann ist 5;'((53)) = Vz;gs_)z bis auf endlich viele Punkte, an denen +' nicht existiert. Es
folgt
( % >/: Y(v—2) =
T—z (v —2)?

Da ﬁ stetig ist, ist VL konstant und damit

—z

=0.

©(b) p(a) 1
y0) =z  yla)—z A(a) -z

Wegen v(b) = ~y(a) folgt ¢(b) = 1 und damit exp(27iIndr(z)) = 1. Dies ist aber
Aquivalent zu Indr(z) € Z.

Nach Satz 1.19 ist Indr holomorph auf G und insbesondere stetig. Also ist das
Bild einer Zusammenhangskomponente Z von G wieder zusammenhéngend. Wegen
Indr(Z) C Z ist Indr konstant auf Z.

Fiir |z| — 00 ist sup,err) |75 — 0. Nach Satz 1.18 a) ist Indp(z) = 0 fiir |z| — oo,

w—z

also auf der unbeschrankten Zusammenhangskomponente. O

1.21 Definition (Logarithmus). a) Sei G C C ein Gebiet. Eine stetige Funktion
f: G — Cmit exp(f(2)) =z (2 € G) heilt ein stetiger Zweig des Logarithmus
auf G.

b) Sei allgemeiner M C C und g: M — C stetig. Dann heifit eine stetige Funktion
f: M — Cmitexp(f(z)) = g(2) (2 € M) ein stetiger Logarithmus fiir g. In diesem
Fall heiit arg g(z) := Im f: M — R die Argumentfunktion von g.

1.22 Bemerkung. a) Bekanntlich hat die Exponentialfunktion exp: C — C den
Wertebereich C \ {0}, ist aber nicht injektiv. Auf dem Streifen {z € C : —1 <
Imz < 7} ist exp bijektiv mit Wertebereich C \ {0}, die Umkehrfunktion ist aber
nicht stetig.

b) Es gilt in 1.21 b): g(z) = exp(f(z)) = |g(2)| exp(i Im f(z)). Dies rechtfertigt die
Bezeichnung arg g(z). Man beachte, dass ebenso wie der Logarithmus die Argument-
funktion nicht eindeutig ist!

1.23 Definition und Satz. a) Sei Sy := {2z € C: |Imz| < 7}. Dann wird durch
In := (exp|s,) ™! ein stetiger Zweig In: C \ (—o0,0] — Sy C C definiert, der sog.
Hauptzweig, und die zugehirige Argumentfunktion arg: C\ (—o00,0] — (—m,7), 2z —
Imlnz. Fir z € C\ (—o0,0] und w € C sei z* := exp(wln z). Speziell bezeichnet
man /z .= 2% (z € C \ (—0o0,0]) als den Hauptzweig der Wurzel.

b) Falls G ein Gebiet ist, unterscheiden sich zwei stetige Zweige des Logarithmus
auf G durch ein Vielfaches von 2.
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1. Holomorphe Funktionen 15

c) Jeder stetige Zweig f des Logarithmus auf einem Gebiet G C C\{0} ist holomorph
mit f'(z) = 1.

z

Beweis. a) ist klar.
b) Seien f, g stetige Zweige. Fiir h := f — g folgt dann
exp(h()) = exp(f(2) ~ 9() = SR L =2 —1 e\ (o)

und damit h(z) € 2miZ. Da h stetig und G zusammenhéngend ist, ist A auf G
konstant.

c) folgt wie in Analysis I: Sei G 2 z; — 2z € G, y, := Inz; und y := In z. Dann ist

. Y — Y 1 1 1
hm _— = hl’Il = ; = = —.
koo Zp — 2 k—oo exp(yr) —exp(y) exp/(y) exp(y) =z

Realteil Imaginarteil

Abbildung 2: Der Realteil der Logarithmus-Funktion.

1.24 Bemerkung. Der letzte Satz zeigt, dass zumindest lokal ein stetiger Zweig
des Logarithmus existiert: Sei v: [a,b] — C\ {0} stetig und ¢ € [a,b]. Falls v(ty) €

Stand: 22.07.2022



16 1. Holomorphe Funktionen

Realteil Imaginarteil

Abbildung 3: Der Imaginérteil der Logarithmus-Funktion (Hauptzweig).

(0,00), so kann man den Hauptzweig f(¢) := In(t) wéhlen. Fiir |t —¢| hinreichend
klein gilt dann exp(f(t)) = y(t), denn fiir |t — ¢o| klein gilt aufgrund der Stetigkeit

(t) & (=00, 0].

Falls v(tg) € (0,0), so schreibe v(ty) = |v(to)|e*? mit ¢ € (—m, 7] und setze f(t) :=
In[y(t)e ] + ip.

Mit Hilfe eines Kompaktheitsarguments kann man somit leicht folgende Aussage
beweisen: Es existiert zu v eine stetige Funktion f: [a,b] — C mit exp(f(t)) =

~v(t) (t € |a,b]). Achtung: Im allgemeinen existiert keine stetige Funktion f: R(I") —
C mit exp(f(2)) =2 (2 € R(I)).

1.25 Bemerkung (Anschauliche Bedeutung der Windungszahl). Sei I' = [] eine
Kurve, v: [a,b] = C und z € R(T"). Wendet man Bemerkung 1.24 auf 5 := v —z an,
so sieht man, dass ein stetiges f: [a,b] — C existiert mit exp(f(t)) = ¥(¢). Somit

R O e A 1)
fkifz‘[:ww—z“‘ll<%w—zwaﬂ”‘l 0™

_ [P O [ e
_A_Eaﬂm—ﬁ_lf®ﬁ—ﬂ® f(a).
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1. Holomorphe Funktionen 17

Sei nun I' geschlossen. Fiir die Imaginérteile folgt

e(2) = 51 [ = L [ms) - (s = 22702,

- 211 w—z 27 27

Die Windungszahl gibt also den Zuwachs des Arguments einer Parametrisierung an.

1.26 Beispiele. a) Sei I' die positiv orientierte Kreislinie um a € C mit Radius
r > 0. Dann ist
1, |z—al<r,

Indr(z) = {0 |z —al >r

siehe Beispiel 1.17.
b) Sei I' eine geschlossene Kurve, n € Z und 0 ¢ R(I") falls n < 0. Dann ist

/ " 0, n# —1,
2dz =
r 2miIndr(0), n=—1.

Fiir n = —1 ist dies gerade die Definition der Windungszahl, fiir n # —1 ist F/(z) =

f:rll eine Stammfunktion von f, damit folgt die Aussage aus Satz 1.18 b).

1.27 Satz. Sei ) # G C C offen und f: G — C stetig. Dann sind dquivalent:

(i) f hat auf G eine holomorphe Stammfunktion.
(ii) Fir jede geschlossene Kurve I' in G ist [. f(z)dz = 0.

Falls G zusdtzlich konvex ist (und damit insbesondere ein Gebiet), so ist dies dqui-
valent zu

(iii) Fir jedes abgeschlossene Dreieck A C G st [, f(z)dz = 0.

(Dabei ist OA in positiver Orientierung zu durchlaufen.)

Beweis. (1)=(ii). Satz 1.18 b).
(ii)=(i). Sei Z eine Zusammenhangskomponente von G. Dann ist Z offen und zu-
sammenhéangend, also wegzusammenhéngend. Wéhle a € Z fest und setze
F(z):= [ flwdw (z€Z2),
I
wobei I', eine Kurve von a nach z ist. Dann ist F' wohldefiniert, da das Integral

wegunabhéngig ist.

Stand: 22.07.2022



18 1. Holomorphe Funktionen

Sei zg € Z. Fiir |z — zy| klein kann man folgenden Weg von a nach z wihlen:
I, =T., + 5., wobei s.,, die Strecke von 2z nach z; sei. Damit

%ﬁo(w_ﬂ%)‘:‘z—lzo/s f(w)dw—f(zo)‘
’z—lzo /01 f(zo—i-t(z—zo))(z—zo)dt—f(zo))

=| [ otz = it - 5620
< /01 |f (20 — t(z = 20)) — f(20)|dt

< sup [f(w) = fz0)] =0 (20 = 2).

U)ESzzO

Also ist F' holomorph in Z mit F" = f. Durch Zusammensetzen der Stammfunktio-
nen auf den Zusammenhangskomponenten erhélt man eine Stammfunktion auf G

zu f.

Falls G konvex ist, sieht man an obigem Beweis, dass man den Weg I', := s,, wihlen

kann. Man benétigt dann nur die Wegunabhéngigkeit fiir Wege, die als Rand eines
Dreiecks gegeben sind. O
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2. Der Cauchysche Integralsatz und die Sitze von
Morera und Liouville

2.1 Worum geht’s? Nachdem wir nun schon erste Eigenschaften holomorpher
Funktionen kennengelernt haben, konnen wir jetzt sehr schnell die Friichte ernten.
In diesem Abschnitt werden sehr starke Eigenschaften holomorpher Funktionen un-
tersucht, welche relativ einfach zu beweisen sind.

Grundlage ist das Lemma von Goursat bzw. der Cauchysche Integralsatz, welche be-
sagen, dass das Integral einer holomorphen Funktion iiber einer geschlossenen Kurve
den Wert Null hat. Dies fithrt sofort zu einer Darstellung holomorpher Funktionen
als Integral, was wiederum eine Potenzreihendarstellung beweist. Potenzreihen sind
aber unendlich oft differenzierbar, so dass wir ablesen konnen: Jede holomorphe
Funktion ist unendlich oft komplex (und damit insbesondere reell) differenzierbar.

Die Darstellung als Potenzreihe ldsst auch sofort beweisen, dass eine holomorphe
Funktion nicht beschrankt sein kann, es sei denn, sie ist konstant. Das ist der
berithmte Satz von Liouville. Als Korollar dieses Satzes beweisen wir den Funda-
mentalsatz der Algebra.

2.2 Satz (Lemma von Goursat). Sei G ein Gebiet und f: G — C holomorph. Dann
gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G:

f(z)dz =
oA
Beweis. Teile A in vier kleinere Dreiecke A{, 7 =1,...,4, auf, die durch die Seiten-
mitten gebildet werden. Dann ist
‘/ f(z)dz —’ 2)dz| <4 max ‘ f(z)dz=
aN J=Ls oAl

Das Maximum wird bei einem der vier Integrale angenommen, nenne das zugehdorige
Dreieck A;. Nun wird A; analog unterteilt etc. Man erhélt eine Folge von Dreiecken
(A,)nen mit Summen der Seitenléingen

1
L(0A,) = 2 LOA,—1) =---=2"T"L(A).
Fiir die Integrale gilt

f(z)dz) < 4"

f(z)dz’.

‘ 0A 0Ay,
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20 2. Der Cauchysche Integralsatz und die Sdtze von Morera und Liouville

Die Dreiecke (A,,), bilden eine Intervallschachtelung in C. Da A kompakt ist, exi-
stiert genau ein zp € C mit ),y An = {20}

Da f holomorph ist, gilt

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + 9(2) (2 — 20)

mit g(z) — 0 fiir z — zo. Nach Beispiel 1.26 ist

/BA [f(zo) + (2 — zo)f'(zo)}dz =0.

Damit erhalten wir

[ @] =] [ e

AR A,

< L(0A,) sup |z — z| - |9(2)]
z€EOA,
< [L(0A,)]? sup [g(z)] = 47"[L(OA)]* sup |g(z)].
2€0An 2€0An
Wir erhalten
‘ f(z)dz] < 4™ 4_”[L(8A)]2 sup |g(z)| =0 (n — o0).
A

z€EOAR

]

2.3 Bemerkung. Es geniigt in Satz 2.2, wenn f in G stetig und in G \ {p} ho-
lomorph ist fiir ein p € G. Denn im Falle p ¢ A &ndert sich nichts an obigem
Beweis, falls p eine Ecke von A ist, so ist f holomorph in einer Umgebung von drei
der vier Teildreiecken des ersten Schrittes. Fiir diese Teildreiecke ist nach Satz 2.2
aber das Integral gleich Null, so dass [, f(2)dz = [, f(2)dz. Dieselbe Uberlegung
angewendet auf A; liefert eine Kette

/sz:/mlf: MQf:.../aAnf—m (n = o0).

Falls schliellich p € A beliebig ist, unterteilt man zunéchst A in drei Dreiecke, so
dass p jeweils eine Ecke dieser Dreiecke ist. Nach dem soeben bewiesenen ist das
Integral iiber diese Dreiecke gleich Null, so dass

f(z)dz = 0.
oA

[terativ sieht man, dass im Lemma von Goursat die Voraussetzung ,, f holomorph*
ersetzt werden kann durch die Voraussetzung ,,f holomorph bis auf endlich viele
Punkte und stetig®.
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2. Der Cauchysche Integralsatz und die Sdtze von Morera und Liouville 21

2.4 Satz (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete). Sei ) # G C C ein
konvexes Gebiet, f: G — C stetig und holomorph mit Ausnahme endlich vieler
Punkte. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve I' C G

/F f(=)dz = 0.

Beweis. Nach dem Lemma von Goursat (bzw. Bemerkung 2.3) ist Bedingung (iii)
von Satz 1.27 erfiillt. Nach Satz 1.27 folgt die Behauptung. n

2.5 Satz (Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete). Sei ) # G C C ein
konvexes Gebiet, f: G — C holomorph und I eine geschlossene Kurve in G. Fir
z€ G\ R(I') gilt dann

f(z)Indr(z) = %/Fg(—iﬂ)’zdw.

Speziell gilt fiir den (positiv orientierten) Rand des Kreises B(z,r) C G um z:

f(z) = QLM/Fz‘z]j(iU)zdw

Beweis. Zu z € G\ R(I") definiere
(SO
glw) = 1'(2), w = z.

Da f holomorph ist, ist g stetig in G und holomorph in G\ {z}. Nach dem Cauchy-
schen Integralsatz gilt

oz/rg(w)dw:/ri(i”)zdw—f(z)/rwl_zdw

/ f(w) dw — 2miIndr(z) f(2).

w—z

]

Der nichste Satz ist zentral fiir die weiteren Uberlegungen (auch wenn kein beriihm-
ter Name mit ihm verbunden ist).
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22 2. Der Cauchysche Integralsatz und die Sdtze von Morera und Liouville

2.6 Satz (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen). Sei ) # G C C offen
und f: G — C holomorph. Dann ist f in G durch Potenzreihen darstellbar und
insbesondere unendlich oft komplex (und damit auch reell) differenzierbar.

Genauer gilt fir a € G und rog > 0 mit B(a,r9) C G die Darstellung

[2) =Y ealz—a)"

n! 271

AORRL Y S (R
|z—al|=r

Cn = - T . (w_a>n+1 w,
wobei 0 < r < 1.

Es st

lenl < 77" max [f(2)].
|z—al|=r

Beweis. Da B(a,r) konvex ist, konnen wir die Cauchy-Integralformel auf die Kreis-
linie, d.h. die Kurve 'y, := [Y4,] mit 7,,(t) := a+re® (¢t € [0,27]) anwenden. Wir
erhalten

1 f(w)
= — ——d B :
1O =5 [ e (€ Ba)
Nach Satz 1.19 ist f durch Potenzreihen darstellbar, und es gilt

fO@ 1 / fw

cn = =
. (U) _ a)n+1

n! 271

(sieche Beweis von Satz 1.19). Man beachte, dass dieses Integral fiir 0 < r < rg
unabhéngig von 7 ist, da es nur durch die Ableitung von f an der Stelle a bestimmt
ist.

Wir schétzen ¢, ab und erhalten
1
el < £Tar) - 5o max |f(w)]-r™"" =" max |f(w)]
Der letzte Satz hat viele wichtige Folgerungen.

2.7 Satz (von Morera). Sei) # G C C offen und f: G — C stetig mit [, f(z)dz =
0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C G. Dann ist f holomorph in G.

Beweis. Betrachte wie im Beweis von Satz 2.6 f|p(. Nach Satz 1.27 hat f|p(a.r
eine Stammfunktion F'. Nach Satz 2.6 ist aber F’ = f holomorph in B(a,r). O
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2.8 Satz (von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei f holomorph in C. Nach Satz 2.6 existiert eine in ganz C konvergente
Potenzreihendarstellung
f(z) = Z cn2".
n=0

Ebenfalls nach Satz 2.6 gilt fiir alle r > 0

|Cn| < 77" max[f(z)] <r 7" Sup £ (2)]-
zEe

|z|=r

Da f beschréankt ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir r — oo, falls n > 1.
Damit ist ¢, = 0 fiir alle n > 1, d.h. f(2) = c. O

2.9 Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom P vom Grad
n > 1 hat n komplexe Nullstellen (mit Vielfachheit gezihlt). Jede Matriz A € C**™
besitzt n Eigenwerte.

Beweis. (i) Fiir P(z) = Y " ;a;2’ mit a, # 0 gilt

n.
" fal

|P(z)] = |2]" -

Qp—1 Qo
n

falls |z| > R mit einem geeignet gewihlten R > 0. Falls P keine komplexe Nullstelle
besitzt, so ist % eine ganze Funktion. W&hlt man R so groB, dass |P(z)| > 1 fiir
|z| > R gilt, so ist

1

< max{l,max—} < 00,
=<k |P(2)]

1
sup
zec [P(2)]

da + als stetige Funktion auf der kompakten Menge {|z| < R} beschrénkt ist. Nach

dem Satz von Liouville ist 1% konstant, Widerspruch.

(ii) Nach (i) hat P mindestens eine Nullstelle A € C. Dann ist P(z) = (z — A\)Py(2)
mit deg P, = n—1. Falls n—1 > 0, wende wieder (i) an und erhalte iterativ n (nicht
notwendig verschiedene) Nullstellen von P.

(iii) Die Aussage iiber Matrizen folgt, da die Eigenwerte einer Matrix die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind. O
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3. Isolierte Singularititen und Laurentreihen

3.1 Worum geht’s? Die Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion ist (falls
es sich nicht um die Nullfunktion handelt) hochstens abzdhlbar. Eine wichtige Fol-
gerung aus dieser Eigenschaft ist der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen, der
in Anwendungen recht niitzlich ist. Eine isolierte Singularitét ist ein Punkt, so dass
die Funktion in einer Umgebung dieses Punktes mit Ausnahme des Punktes selbst
holomorph ist. Die Klassifikation isolierter Singularititen leitet {iber zu den Laurent-
reihen, welche eine Verallgemeinerung der Taylorreihen darstellen und spéter fiir den
Residuensatz wichtig sein werden.

3.2 Definition. Sei ) # G C C offen.
a) Die Menge der in G holomorphen Funktionen wird mit .7(G) bezeichnet.
b) Die Menge N (f) := {a € G : f(a) = 0} heiBt die Nullstellenmenge von f.

3.3 Satz. Sei G ein Gebiet und f € H(G). Dann gilt entweder N(f) = G, d.h.
f =0, oder N(f) ist abzihlbar und hat keinen Hiufungspunkt in G. In diesem Fall
gibt es zu a € N(f) eine eindeutig bestimmte Zahl m € N mit

fiir eine geeignete Funktion g € 7€ (G) mit g(a) # 0. Die Zahl m heifit die Nullstel-
lenordnung von f an der Stelle a.

Im Beweis verwenden wir folgendes Lemma.

3.4 Lemma. Sei G C C offen. Dann ist G abzdihlbare Vereinigung kompakter Men-
gen.

Beweis. Setze Ay = {z € G : |z| < k und dist(z,0G) > 1}. Dann gilt A, =
G N ([0,k]) Ny ([£,00)) fiir die zwei stetigen Funktionen ¢;: z +— |z| und
pa: z > dist(z, 0G). Damit ist Ay abgeschlossen und somit, da beschrinkt, sogar
kompakt. Offensichtlich gilt G' = [ J, oy Ax- O

Beweis von Satz 3.53. Sei H := {z € G : z ist Haufungspunkt von N (f)}.

(_1) Da die Menge der Hiaufungspunkte von N (f) eine abgeschlossene Teilmenge von
G C C ist, ist H abgeschlossen in G (d.h. in der Relativtopologie von G).

(ii) Wir zeigen, dass H auch offen in G ist. Da f stetig ist, gilt f(a) = 0 fiir alle
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a€ H.Seia e N(f)und r > 0 so gewihlt, dass B(a,r) C G. Nach Satz 2.6 gilt

f(z) =) elz—a)" (z€B(a,r)).

n=1

Entweder sind alle ¢, = 0, d.h. f = 0 in B(a,r), oder es gibt eine kleinste Zahl
m e Nmit cg=c; =---=c¢p_1 =0und ¢, # 0. In diesem Fall setze

Cm, zZ = a.

o(2) = {(z —a)"f(z), z€G\{a},

Offensichtlich ist g holomorph in G \ {a}. Nach Definition von m gilt

g(z) = Z Cp(z—a)"™™ = ch+m(z —a)".

Damit konvergiert die Potenzreihe fiir g in B(a,r), also ist g holomorph an der Stelle
a mit g(a) = ¢, # 0.

Da g stetig ist, folgt g(z) # 0 (und damit f(z) # 0), falls z # a hinreichend nahe
bei a liegt. Damit ist a die einzige Nullstelle von f in einer Umgebung von a, d.h. a
ist kein Haufungspunkt von N (f).

Fiir a € H folgt somit in obiger Potenzreihe ¢, = 0 fiir alle n, d.h. es gilt f = 0 in
B(a,r). Somit ist H auch offen in G.

(iii) Da G zusammenhéngend ist, folgt aus (i) und (ii) entweder H = G, d.h. f =0
in G, oder H = (), d.h. N(f) hat keinen Haufungspunkt in G.

(iv) Falls f # 0 und K C G kompakt, so kann K NN (f) nur endlich sein, denn jede
unendliche kompakte Menge in C besitzt einen Haufungspunkt. Da G nach Lemma
3.4 abzdhlbare Vereinigung kompakter Mengen ist, ist A'(f) N G abzéhlbar. O

3.5 Korollar (Identitdtssatz). Seien G C C ein Gebiet und f,g € H(G) mit
f(2) = g(z) auf einer Menge, die in G einen Héiufungspunkt besitzt. Dann ist f = g.

Beweis. Wende Satz 3.3 auf f — g an. O

3.6 Bemerkung. AuBerhalb von G kann N (f) einen Haufungspunkt besitzen. Fiir
f: C\ {0} = C, 2z~ sin(1/z2), gilt f € #(C\ {0}), aber N'(f) besitzt in 0 einen
Héaufungspunkt.
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3.7 Definition. Sei G C C offen. Ein Punkt a € G heifit eine isolierte Singularitét
von f, falls f € (U \ {a}) fiir eine offene Umgebung U C G von a. Falls f zu einer
in einer offenen Umgebung von a holomorphen Funktion fortgesetzt werden kann,
heilt a eine hebbare Singularitét von f.

Z.B. hat die Funktion 32 eine (durch den Wert 1) hebbare Singularitéit an der Stelle
0.

3.8 Satz (Hebbarkeitssatz). Sei G offen und f € (G \ {a}) beschrinkt in einer
Umgebung von a. Dann hat f in a eine hebbare Singularitdt.

Beweis. Definiere

hz) = {(()Z_a) 1), =#a,

zZ = a.

Da f in einer Umgebung von a beschrankt ist, folgt lim,_,, @ = lim, ,,(z —
a)f(z) = 0. Also ist h komplex differenzierbar an der Stelle a. Da offensichtlich h

holomorph in G \ {a} ist, folgt h € H#(G).

Sei B(a,r) C G. Dann besitzt h eine Potenzreihenentwicklung h(z) =Y ¢, (2 —
a)" in B(a,r). Es gilt ¢g = h(a) =0 und ¢; = h'(a) =0, d.h.

[e.9]

J(z)=(z=a)h(z) = Y crna(z —a)* (2 € Bla,r) \ {a}).
k=0
Durch f(a) := ¢ wird f holomorph auf B(a,r) fortgesetzt. O

3.9 Satz (Casorati-Weierstrafl). Sei G C C offen, a € G und f € (G \ {a}).

Dann liegt einer der drei folgenden Fille vor:

(1) f hat eine hebbare Singularitit an der Stelle a. In diesem Fall ist f beschrdnkt
in einer Umgebung von a.

(2) Es git m e N und c_q,...,c_p, € C, ¢, #0, so dass

f— Z cn(z—a)™

eine hebbare Singularitit an der Stelle a hat. In diesem Fall gilt |f(2)] — oo fiir
z = a.

(3) Fiir jedes r > 0 ist der Wertebereich f(B(a,r)\ {a}) dicht in C.
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3.10 Definition. a) In obiger Situation liege Fall (2) vor. Dann heifit a ein Pol der
Ordnung m von f und > " ¢_,(z —a)™" der Hauptteil von f in a. Der Koeffizient
c_1 von (z —a)~! heiBt das Residuum von f an der Stelle a. Wir schreiben

res(f,a) :=res,—, f(2) == c_;.

b) Wenn Fall (3) vorliegt, heiBit a eine wesentliche Singularitdt von f.

Beweis von Satz 3.9. Wir nehmen an, dass nicht Fall (3) vorliegt. Dann existieren
ein r > 0, ein > 0 und ein w € C mit

1f(2) —w| >6 (2€ B:=B(a,r)\ {a}).

Wir definieren
1

g(z) = o —w (z € B). (3-1)

Es gilt g € #(B) mit |g| < 1/6 auf B. Nach dem Hebbarkeitssatz 3.8 hat ¢ eine

holomorphe Fortsetzung auf B(a,r).

(i) Falls g(a) # 0, so ist nach (3-1) die Funktion f in einer Umgebung von a be-
schriankt, und nach dem Hebbarkeitssatz 3.8 liegt Fall (1) des Satzes 3.9 vor.

(ii) Sei nun g(a) = 0. Nach Satz 3.3 hat g an der Stelle a eine Nullstelle der Ordnung
m, d.h. es existiert ein g € #(B(a,r)) mit g(z) = (z — a)™g(2) und g(a) # 0.

Da f holomorph in B ist, hat g nach (3-1) keine Nullstelle in B. Daher gilt § # 0
in B(a,r). Die Funktion h := % ist somit holomorph in B(a,r) und hat dort keine
Nullstelle. Es ist

f(2)= ——=+w=(2—a)"™h(z) +w (z€ B).
Da h holomorph ist, existiert eine Darstellung als Potenzreihe:
h(z) =) bi(z—a)* (2 €B(a,r))
k=0
mit hg = h(a) # 0. Somit ist

) =) bepm(z—a)* +uw,

k=—m

d.h. Fall (2) des Satzes liegt vor. O
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Die Abbildung 4 zeigt ein Beispiel einer wesentlichen Singularitéit. Gezeigt wird
Re(exp(%)). Die komplexe exp-Funktion selbst wird in Abbildung 1 dargestellt. Eine
typische Funktion mit Polen ist f(z) = ﬁ, siche Abbildung 5. Man beachte, dass
dies ein Beispiel einer Funktion ist, die im Reellen C'*° ist, deren Potenzreihe aber
(z.B. bei Entwicklung um 0) keinen unendlichen Konvergenzradius hat. Geht man
ins Komplexe iiber, erkennt man die Pole bei +¢, und der Konvergenzradius der
zugehorigen Potenzreihe wird ersichtlich. Nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl
sind die Polstellen durch die Bedingung |f(z)| — oo charakterisiert, was man schon
an der Zeichnung sehen kann.

Ein Sonderrolle nimmt der Logarithmus ein: Beim ersten Hinsehen glaubt man, einen
Pol an der Stelle 0 zu erkennen (da |In(z)| — oo (2 — 0). Aber tatséchlich handelt
es sich hier gar nicht um eine isolierte Singularitét, denn In ist in B(0,7) \ {0} nicht
holomorph. Der Satz von Casorati-Weierstrafl greift hier also nicht. Die Abbildung 2
zeigt den Realteil des Logarithmus, die Abbildung 3 den Imaginérteil. Es handelt sich
hierbei um den Hauptzweig. Man sieht, dass der Imaginérteil gleich dem Argument
der komplexen Zahl ist (eigentlich ist das ja die Definition des Arguments), wahrend
der Realteil rotationssymmetrisch ist. Dies wird anschaulich klar aus der Formel
In(re®) =1Inr + ip.

Imaginérteil

Realteil

Abbildung 4: Eine wesentliche Singularitét, dargestellt ist Re(exp(1)).
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Realteil Imaginarteil

Abbildung 5: Eine Funktion mit zwei Polstellen, dargestellt ist [(1 + 2%)71.

3.11 Definition. Fiir ¢ € C und 0 < r < R < oo definiere den Kreisring
B(a,r, R) C C durch

B(a,r,R) :={2€ C:r <|z—a| < R}.

3.12 Lemma. Seien a € C und f € 7 (B(a,r,R)). Dann ist f|z_a|:pf(z)dz un-
abhdngig von p € (r, R).

Beweis. Betrachte fiir r < p; < py < R die Differenz

/|z_a,_pl s~ [ RS

Zerlegt man den Kreisring B(a, p1, p2) in Sektoren, so kann man diese Differenz
darstellen als Summe der Form )7, frj f(2)dz, wobei die Kurven I'; in konve-
xen Teilbereichen von B(a,r, R) verlaufen. Nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir
konvexe Gebiete ist jedes Integral iiber I'; gleich Null, also ist die Differenz gleich
0. O
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3.13 Satz (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe). Seien a € C, 0 < r <1’ <
R < R< oo, fe#H(B(a,r,R)) und z € B(a,r’, R'). Dann gilt

1 f(w) 1 fw)
f(Z) = 2_’/T7, /lwa|:R, m dw — 2_7'('7, /|wal:r, w— 2 dw.

Beweis. Wie oben zerlege den Kreisring B(a,r’, R') in Sektoren, welche in konvexen
Teilbereichen von B(a,r, R) verlaufen. Dabei wihle man die Sektoren so, dass z auf
keiner Trennlinie liegt. Dann liegt z in genau einem der Sektoren. Der Rand der
Sektoren sei durch die Kurven I'y,...,T",, gegeben, wobei 0.E. z € T'; sei. Da z im
Auferen von I'y, ..., T, liegt, folgt

L jg=1,
Indrj (2) = {O sonst

Nach der Cauchyschen Integralformel fiir konvexe Gebiete gilt

LM, L ), L,
2710 Jjy—g)=pr W — 2 270 Jjp—g)=rr W — 2 = 2mi Jp, w—z

= Zlndpj (2)f(z) = Zéuf(Z) = [(2).

3.14 Satz (Laurent-Reihen). Sei f € (B(a,r, R)). Dann gilt

o0

f(Z) = Z Ck(z - a)k (Z € B(CL?Tv R))7

k=—o00

wobei fiir beliebiges p € (r, R) der Koeffizient gegeben ist durch

_ 1 f(w)
Cr = % /|w_a|_p m dw.

Beide Reihen Z,::lfoo cr(z —a)* und 32127 cr(z — a)* konvergieren gleichmdfig auf
kompakten Teilmengen von B(a,r, R).

Beweis. Sei z € B(a,r, R). Wahle v, R’ mit z € B(a,r’, R') C B(a,r, R). Nach Satz
3.13ist f(z) = F(z) + H(z) mit

F(z): L/ de,

27TZ —a|:R’ w—z
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H(z):= —L/l de.

27 —aj=r W Z

Dabei ist F' holomorph in B(a,r, R) und ldsst sich in eine Potenzreihe um a ent-
wickeln, wie man wie im Beweis von Satz 1.19 sieht. Es gilt F(z) = > "2 cx(z — a)*

mit
S _fw)
" omi | (w — a)k+!

unabhéngig von p € (r, R) (siche Lemma 3.12).

dw

w—al=p
Fiir H(z) verwenden wir

1 _ 1 [1_w—a]—1:_ 1 i(w—a)n.
wW— z zZ—a zZ—a z—af=\z—a

Dabei konvergiert die rechte Seite wegen ' = |w — a| < |z — a|. Wir erhalten

H(z) = ——— O

271 ;W — 2

lw—al=r

- i % /| - fw)(w — a)"(z — a)~ " Dduw

= Z Ck<z_a)k7

k=—00
wobei
1 1
%= omi fw)w —a)™ dw =52 fw)(w = ) duw
2mi |lw—a|=r’ 271 lw—a|=p
unabhéngig von p € (1, R). -

3.15 Bemerkung. Die Laurent-Reihe einer Funktion ist die Verallgemeinerung der
Taylorreihe. Falls die Funktion f in einer Kreisscheibe B(a, R) holomorph ist, so lasst
sich f dort in eine Potenzreihe entwickeln, in die Taylorreihe an der Stelle a. Falls
aber f nur in einem Kreisring B(a,r, R) holomorph ist, so hat man die Taylorreihe
durch die Laurent-Reihe zu ersetzen, in der auch negative Potenzen (2 — a)* fiir
k < 0 auftreten. Besonders interessant ist der Fall » = 0, d.h. f hat an der Stelle a
eine isolierte Singularitét.

Die Reihe mit negativen Potenzen H(2) = Y°,1 _ (2 — ) heiBt der Hauptteil
der Laurentreihe oder der Hauptteil von f an der Stelle a. Damit kénnen wir die
drei Fille des Satzes von Casorati-Weierstra3 durch den Hauptteil beschreiben:

(i) f hat in a eine hebbare Singularitét genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null
ist.
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(ii) f hat in a einen Pol genau dann, wenn der Hauptteil nur eine endliche Summe
ist, die Reihe also abbricht.

(iii) f hat in a genau dann eine wesentliche Singularitét, falls der Hauptteil unend-
lich viele Terme hat.

Man beachte, dass durch die Laurent-Entwicklung einer Funktion auch das Residu-
um durch res(f,a) = c_; gegeben ist.

3.16 Bemerkung. Falls f € J#(a,r,00), so sagt man, dass f einen Pol m-ter
Ordnung in oo besitzt, falls g(z) := f(1) einen Pol m-ter Ordnung bei 0 hat. Analog
wesentliche Singularitét.

So hat f(z) := 22+ 2z — 1 einen Pol 2. Ordnung in oo und exp eine wesentliche
Singularitét in oo.
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4. Der Residuensatz

4.1 Worum geht’s? Nach dem Cauchy-Integralsatz sind Integrale von holomor-
phen Funktionen tiber geschlossene Kurven (in einem konvexen Gebiet) gleich Null.
Das gilt nicht mehr, wenn die Funktion nur meromorph ist, d.h. isolierte Singula-
ritdten besitzt. In diesem Fall kann man das Integral mit Hilfe der Windungszahl
und der Residuen berechnen, wie der Residuensatz sagt. Das liefert die Moglich-
keit, einfach Integrale zu bestimmen, selbst fiir Integrale {iber die reelle Achse bietet
damit die Funktionentheorie eine raffinierte Berechnungsmethode.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden die Uberlegungen iiber Kurvenintegrale noch-
mal vertieft und ausgebaut. Dazu wenden wir den Cauchyschen Integralsatz nicht auf
eine geschlossene Kurve an, sondern auf eine Summe endlich vieler geschlossener We-
ge. Man erhélt eine Verallgemeinerung der wichtigsten Sétze (Cauchy-Integralsatz,
Cauchy-Integralformel und Residuensatz) auf nullhomologe Zyklen.

a) Der Residuensatz

4.2 Definition. Sei G C C offen. Eine Funktion f heiflit auf G meromorph, falls
eine Menge Py C G existiert, so dass f holomorph ist in G'\ Py, an jeder Stelle p € P
einen Pol besitzt und P; keinen Haufungspunkt in G hat. In diesem Fall schreiben
wir f € #(G). Die Menge Py = {z € G : f besitzt einen Pol an der Stelle z} heifit
die Polstellenmenge von f.

Da jede beschréankte unendliche Menge in C einen Haufungspunkt besitzt, kann
P; hochstens abzéhlbar sein. Auf dem Rand von G kénnen Héufungspunkte von
Py auftreten. Wir erinnern daran, dass eine meromorphe Funktion an jeder Stelle
p € Py eine Laurent-Entwicklung mit dem zugehérigen Residuum res(f, p) besitzt.
Eine Kurve I, fiir welche Indr(z) € {0, 1} fiir alle z € C\ R(I") gilt, wird auch als
einfach geschlossene Kurve bezeichnet.

4.3 Satz (Residuensatz). Seien ) # G C C ein konvexes Gebiet, f € M (G) mit
Polstellenmenge Py und I' eine geschlossene Kurve in G. Dann gilt

1
211

/Ff(z)dz = Z res(f, p) Indr(p). (4-1)

pePy

Dabei treten auf der rechten Seite nur endlich viele Pole mit Indr(p) # 0 auf.

Insbesondere gilt fir eine einfach geschlossene Kurve I' in G\ Py: Das Integral
%m. Jp f(2)dz ist die Summe aller Residuen in den von I' wmschlossenen Polstellen
von f.
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34 4. Der Residuensatz

Beweis. (i) Wir zeigen, dass die Menge P} := {p € Py : Indp(p) # 0} endlich ist.
Angenommen, es existieren unendlich viele Polstellen (p;,)nen C Py mit Indp(p,,) #
0. Da auf der unbeschriankten Zusammenhangskomponente Indr = 0 gilt, ist (pn)n
beschrankt, besitzt also einen Haufungspunkt p € 0G. Wegen Indr(z) =0in C\ G
folgt Indr(p) = 0. Da Indr auf jeder Zusammenhangskomponente von C\I' konstant
ist, folgt Indr(p,) = 0 fir grofle n, Widerspruch. Sei P}) ={p1,---,Pm}-

(ii) Nach (i) ist die Summe in (4-6) endlich. Seien A4, ..., h,, die Hauptteile von f an
den Stellen pq,...,p,. Dannist g := f—hy —---— h,, holomorph auf G fortsetzbar.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz 2.4 gilt

O:/Fg(z)dz:/Ff(z)dz—é/rhj(z)dz.

Sei hj(z) = e_:lfMj ¢ (z = p;)t. Dann folgt

1 1 < 4
hi(z)dz = — cy) /(z - pj)gdz = c(_J% Indr(p;) = res(f, p;) Indr(p;).
‘ r

27
(=—M;

2mi Jy
(Beachte, dass fiir £ # —1 eine Stammfunktion zu (z — p;)* existiert.)

(iii) Falls ' eine einfach geschlossene Kurve ist, so gilt Indr(p) = 1 fiir die von I’
eingeschlossenen Pole und Indr(p) = 0 fiir die Pole, die aulerhalb von I liegen. [

4.4 Beispiel. Es gilt [ —L;dz = 7. Dazu setze f(z) := 5 = (-5 — ).

—oco 1+ax2 1+22 2i\z—i z+i

Es gilt f € .#(C) mit den beiden Polen p = +i. Das Residuum an der Stelle 7 ist
res(f,i) = &.

Betrachte als Integrationsweg den Rand des oberen Halbkreises Hg := {z € C :
|z| < R,Imz > 0} fiir R > 1. Es gilt

f(2)dz = 2mivres(f,i) = .

OHp

Fiir R — oo schitze das Integral iiber den Halbkreis ab: Wir parametrisieren z =
() := Re™ mit ¢ € [0, 7]. Dann ist |/ (¢)| = |iRe*?| < R und

1+24 >z —1=R*-1.

" R R
dz| < do= —"—_ 0.
‘ /|Z:R,Imz>0 J(=)dz| < /0 R? -1 7 R?2 -1 -

Andererseits gilt ffR f(z)dz — [7_ f(2)dz fiir R — oo. Insgesamt erhalten wir

Damit

/001+x2dm: lim f(z)dz =m.

R—o0 OHp
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o -
sin x
/ dr = .
o T

Dabei ist das Integral als uneigentliches Riemann-Integral zu verstehen, d.h. als
limp_ o0 LRR. Beachte, dass an der Stelle x = 0 keine Singularitéit vorliegt.

4.5 Beispiel. Es gilt

Setze f(z) := 67 Dann ist f meromorph in C mit einzigem Pol an der Stelle 0. Als
Integrationsweg wahlen wir v = v, 4+ - - - + 74 mit

m:[0,R] - C, t+— R+it,
Y2 [-R,R] - C, tw— —t+1iR,
v3:[0,R] - C, t——R+i(R—-1).

Der Weg 74 durchlaufe [—R, —¢] U {z = €€’ : 0 < p < 7} U [e, R] in Richtung von
.- nach ,+.

Da f im von = umschlossenen Bereich holomorph ist, gilt fy f(z)dz =0.

(i) Auf v schétzen wir den Integranden durch % ab und erhalten

‘/f(z)dZ‘S/OR%dtS%%O (R — 0).
71

Analog folgt f% f(z)dz — 0 fir R — co.

(ii) Auf 7 schitzen wir den Integranden durch e;%R ab und erhalten
R ,-R
‘/ f(z)dz’ < / —dt=2c"" =0 (R— o0).
V2 -R R

(iii) Auf dem Halbkreis (in negativer Richtung durchlaufen) ist das Integral gegeben
durch

—/ f(ee®)icedyp = —/ iexp(ice™)dp — —it (¢ — 0).
0 0

Dabei haben wir die Abschitzung |exp(ice’)| < exp(le]) < e fiir € € (0,1) und
majorisierte Konvergenz verwendet. Die Integrale auf der reellen Achse sind

—€ iz R el R et _ iz
—dx + —dr = —dx
_p . T R x
C[Psing
= dx
e s

_ 7,/ smxdm
[-R,—&)Us,R] ¥

—>z’/ MY g (R— 00, —0).
_ T

[e.e]
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(iv) Insgesamt erhalten wir

[ sinzx .
1 dr =ir.
oo T

4.6 Bemerkung. Sei GG ein Gebiet und a € G eine Polstelle von f. Nach dem
Residuensatz gilt dann fiir kleines r

1
res(f,a) = — w)dw.
(Fa)=5m [ sw)

271

Falls f(z) = % mit einer in der Nidhe von a holomorphen Funktion g, so folgt
fiir kleine » > 0 mit dem Residuensatz und Satz 2.6

res(f,a) = — w)dw = — ———dw = ——— a).
(f,a) /w_arf( ) AHT( 9" a)

2mi - 2mi w—a)™ (m—1)

_ fi(®)
- f(2)
m-fache Nullstelle besitzt. In diesem Fall schreibt man fy(z) = (2 — a)™g2(2) und

setzt g(z2) := Z;Ei; Falls m = 1 ist, gilt g2(2) = lim,_,, JZ(Z) = fi(a) wegen fo(a) = 0.

Speziell gilt dies fiir Funktionen der Form f(z)

, wenn fy an der Stelle a eine

Dies ist eine Moglichkeit, Residuen zu berechnen. Wir fassen einige Berechnungsmog-
lichkeiten zusammen:

(1) Man kann das Residuum direkt iiber die Potenzreihenentwicklung (Laurent-
reihe) bestimmen, indem man den Koeffizienten bei (z — a)~! abliest.

(2) Sei wie oben f(z) = %. Dann gilt res(f,a) = mg(mfl)(a).

(3) Falls f(2) = ;;8, wobei f; und f; in der Ndhe von a holomorph sind und f; an

der Stelle a eine m-fache Nullstelle hat, schreibt man fo(2) = (2 —a)™ga(z) und
setzt g(z) = ;;—8 in (2).

(4) Die Regeln (2) bzw. (3) werden einfacher fiir m = 1: Falls f an der Stelle a eine
einfache Polstelle hat, gilt

res(f,a) = g(a) = lim(z —a) f(2)

z—a
wegen g(z) = (z — a) f(z) fir z # a.
(5) Falls a einfacher Pol von f ist und g € #(G), so ist
res(f 9, a’) = g(a) res(f, a)‘

(6) Das Residuum ist linear. Speziell gilt: Falls a Polstelle von f ist und g € 72(G),
SO ist
res(af + g,a) = ares(f,a).
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(7) Falls f holomorph (fortsetzbar) an der Stelle a ist, so ist res(f,a) = 0.

4.7 Satz (Satz vom Nullstellen und Polstellen zéhlenden Integral). Sei () # G C C
ein konveres Gebiet, f € M (G) und I eine einfach geschlossene Kurve mit f(z) #
0 (z € R(I')). Sei N bzw. P die Anzahl der von I' eingeschlossenen Nullstellen bzw.
Polstellen von f (entsprechend der Vielfachheit gezihlt). Dann gilt

_ 1 []()

Beweis. Sei p eine Nullstelle der Ordnung m von f. Schreibe f(z) = (z — p)™g(2)
mit g(z) # 0 in der Ndhe von p. Dann folgt

f'(z)  mz=—p)" g(z) +(z—p)"g'(z)  m +d@)

f(2) (= —p)mg(z) Cz=p o g(2)’
Da %/ in der Ndhe von p holomorph ist, folgt res(’%,p) = m. Analog erhilt man

res(fT/, p) = —m bei einem Pol der Ordnung m. Die Behauptung folgt nun aus dem
Residuensatz. N

Mit dem obigen Satz erhalten wir wieder den Fundamentalsatz der Algebra durch
Zahlen der Nullstellen:

4.8 Korollar (Fundamentalsatz der Algebra). Ein komplezes Polynom P von Grad
n besitzt genau n komplexe Nullstellen.

Beweis. Wéhle R > 0 mit |P(z)| > 1 fiir alle |z| > R. Fiir P(z) = a,2" + -+ + ag
mit a,, # 0 folgt

P'(z na,z2" '4+---+a JO— - 1
5 - =1 e=1(0)
P(z) ap2" + -+ +ag s 2

wobei
na,w + ...+ aw"
f(w) = n—1 n’
Qp + Qp_qw—+ ... +aw + agw
Die Funktion f ist holomorph in einer Umgebung von 0, da der Nenner nicht 0

wird. Es gilt f(0) = 0 und f/(0) = lim,,o % = n, d.h. die Potenzreihe von f an

der Stelle 0 hat die Form f(w) = nw + Y -, czw®. Daher gilt fiir alle |z| > R mit

groffem R
P'(z) 1 N k
P() ()= Z+;C’“z ‘
Die Anzahl der Nullstellen von P ist nach Satz 4.17

1 P'(2) P
N = —_— — —_ —= .
2 /|Z:R P(z) dz = res (P ’O> " L
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b) Homologie und Homotopie

Ab sofort werden wir den formalen Unterschied zwischen Kurven und ihren Re-
priasentanten (Wegen) fallenlassen. Fiir einen Weg ~ ist das Integral f7 f(2)dz ab
sofort stets zu verstehen als das Integral fh} f(2)dz. Der Vorteil, mit Wegen zu ar-
beiten, liegt darin, dass wir Repriasentanten mit gewissen zusétzlichen Eigenschaften
auswahlen konnen. Nach wie vor verstehen wir unter einem Weg, falls nichts ande-
res erwahnt wird, einen stiickweise glatten Weg. Anfangs- und Endpunkt und Lénge
eines Wegs sind analog iiber die zugehdrigen Kurven definiert.

4.9 Lemma. Sei ) # G C C offen und f € 7(G). Definiere g: G x G — C durch

A sy,
g(z,w) == {f’(z), . (4-2)

Dann ist g stetig.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Stetigkeit an den Stellen (a,a) mit a € G. Da [’ stetig
ist, existiert zu € > 0 ein p > 0 mit B(a, p) C G und

1f'() = fl(a)l <& (§ € Bla,p)). (4-3)

Sei nun (z,w) € B(a,p) x B(a,p) und v: [0,1] — C,t +— z + t(w — z) die Verbin-
dungsstrecke von z nach w. Dann ist

flw) — f(2) = / 1(€)de = / Py ()t (w — ).

Damit
otew) = gloa) = LI iy = [ (pia00) - 1@
Wegen (4-3) folgt |g(z,w) — g(a,a)| < e. O

4.10 Definition. a) Seien 7i,...,7, Wege in C und K = R(y1) U -+ U R(yn)-
Betrachte die zugehorigen linearen Funktionale 7;: C(K) — C, f — fv f(z)dz.
Eine Kette 7 ist eine formale Summe

Y=t

welche die Summe der linearen Funktionalen induziert. D.h. wir setzen
/f(z)dz = Z f(2)dz.
2 j=1Y7%
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Wir setzen R(7) := K. Eine Kette in G ist eine Kette v mit R(y) C G. Ein Zyklus
ist eine Kette geschlossener Wege.

Man beachte, dass eine Kette auf verschiedene Weise dargestellt werden kann. Es gilt
Yt Y = e e, falls gilt: R(y1)U- - -UR(1n) = R(u1)U- - UR() =: K

und
Z f dz—z 2)dz (f € C(K)).

Falls v = vy + - -+ + 7, eine Kette ist, schreiben wir —v fiir die Kette, die entsteht,
wenn man jeden Weg ~; durch den entgegengesetzten Weg —~; ersetzt.

b) Die Summe von Ketten ist in offensichtlicher Weise definiert. Fiir zwei Ketten -
und g ist die Summe bestimmt durch die Gleichheit

/ Sz = / f(2)dz + / ()= f € C(R() URW)).

c) Seiy =71+ -+, ein Zyklus und z € R(y). Dann ist die Windungszahl von
~ um z definiert durch

1 1 -
Ind, (2) :== 5 w Zdw = Z Ind,, (2)
j=1

Damit konnen wir nun die Cauchysche Integralformel auf allgemeinere Gebiete und
Zyklen verallgemeinern.

4.11 Satz. Sei ) # G C C offen, v ein Zyklus in G mit Ind,(w) =0 (w € C\G).
Sei f € H(G).
a) (Cauchyscher Integralsatz) Fs gilt f7 f(w)dw = 0.

b) (Cauchysche Integralformel) Es gilt

F(2)Tnd, (= 27”/ f_z w (€ G\RM)). (4-4)

Beweis b) Wie in Lemma 4.9 definiere die Funktion g durch (4-2) und setze h(z) :=
f g(z, w)dw.

2mi

(i) h ist holomorph in G: Als Integral iiber eine stetige Funktion (Lemma 4.9) ist h
stetig. Wir rechnen die Voraussetzung des Satzes von Morera nach. Sei A C G ein
abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt

/(9A dz_/(m 27m/ z,w)dwdz = — o (/aAg(z,w)dz>dw,
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wobei der Satz von Fubini benutzt wurde.

Die Funktion z — g(z,w) ist holomorph fiir z # w und beschrénkt. Nach Satz 3.8
hat g also eine hebbare Singularitét, ist also in G holomorph. Damit ist

/ g(z,w)dz = 0.
oA

und somit [, h(z)dz = 0. Nach dem Satz von Morera ist i holomorph in G.

(ii) h kann zu einer ganzen Funktion fortgesetzt werden: Definiere Gy = {z €
C\R(y) : Ind,(z) =0} und

ho(z) = L f(w) dw (z € Gy).

271 W =2

Nach Voraussetzung gilt Ind,(z) = 0 fiir alle z ¢ G, d.h. Go D C\G. Fiir z € GNGy

gilt
ho(z) — h(z) = 57 zfizu = f(2)Ind,(2) = 0.
Damit ist
~ . Jh(z), z€4a,
h(Z) o {ho(Z), z € Go

wohldefiniert auf ganz C und eine ganze Funktion.

(iii) Anwendung des Satzes von Liouville: Da Gy auch die unbeschriankte Kompo-
nente von C\ R(v) enthélt, gilt lim,_,. h(z) = limy;| 00 ho(2) = 0 (der Integrand
konvergiert gegen Null). Nach dem Satz von Liouville ist also h = 0 und damit
h = 0. Nach Definition von h bedeutet dies

27”/f w—z 2m/ —z f(2) Ind, (2).

a) Wihle z € G\ R(v) und wende Teil b) an auf die Funktion ¢g: G — C, w
f(w)(w — z). Nach Teil a) ist

/f )dw —/ g(w) dw = 2mig(z) Ind,(2) = 0,

wobei g(z) = 0 verwendet wurde. O

4.12 Bemerkung. a) Falls G C C konvex ist und v ein Weg in G ist, so ist
Ind,(z) = 0 fiir alle z € G, und Satz 4.11 ist anwendbar. Wir erhalten den Cauchy-
schen Integralsatz bzw. die Cauchysche Integralformel fiir konvexe Gebiete.
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b) Analog folgt der Cauchysche Integralsatz fiir Kreisringe, wenn man Satz 4.11
auf G := B(a,r,R) und den Zyklus 73 — v, mit R(m1) = {z : |z —a| = R'},
R(y2) = {z: |z — a| =1’} anwendet.

c) Aus Teil a) des Satzes folgt fiir zwei Zyklen vq, v, mit Ind,, (2) = Ind,,(2) fiir alle
z € C\ G die Gleichheit [ f(z)dz= [ f(2)dz.

4.13 Lemma. In der Situation von Satz 4.11 gilt

fM(2)Ind, (2) = i/#dw (n € N).

271

Beweis. Das folgt induktiv sofort aus der Cauchyschen Integralformel durch Diffe-
rentiation unter dem Integral. Beachte, dass Ind, lokal konstant ist. O]

4.14 Definition (Homologie und Homotopie). a) Sei ) # G C C offen und seien
1,72 zwei Zyklen in G. Dann heiflen v, und +2 homolog in G, falls

Ind, (2) =Ind,,(2) (z€C\G).

Ein Zyklus v in G heiit nullhomolog in G, falls Ind,(2) =0 (2 € C\ G).

b) Sei ) # G C C offen und seien 7y, v;: [0,1] = G zwei Wege in G mit gleichem
Anfangspunkt A € G und Endpunkt £ € GG. Dann heiflen +y und y; homotop in G,
falls es eine stetige Funktion H: [0,1]x [0, 1] — G gibt mit H(-,0) = vy, H(-, 1) = 7,
HO,7) = Aund H(1,7) = E (7 € [0,1]). Ein Weg ~ heifit nullhomotop, falls v
homotop zum konstanten Weg (t) := ¢ (¢ € [0,1]) fiir ein ¢ € G ist.

Sowohl die Homologie als auch die Homotopie definiert eine Aquivalenzrelation.

c¢) Die Menge der Aquivalenzklassen geschlossener Wege bzgl. Homotopie in G heift
die Fundamentalgruppe von G. Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhéngend, falls
jeder geschlossene Weg nullhomotop ist.

4.15 Lemma. Seien yg,71: [0, 1] — C zwei geschlossene Wege und z € C. Es gelte

1(t) =] <z =%@)] (& e€[0,1]). (4-5)

Dann folgt Ind,(z) = Ind,, (2).

Beweis. Wegen (4-5) gilt z ¢ R(v;) fiir j = 0, 1. Fiir den Weg ~(¢) := n== gt

T ()2

v'(t) 7 (t) Yo(t)

vt)  nt)—z () -z
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" foft) = (o)
Yolt) —n
1—y(t)| = DY L g
[1—~(@)] o) = 2
Damit gilt R(y) C B(1,1) und damit Ind,(0) = 0. Es folgt

1 /
0 = 2ni Ind, (0) = / 7y
0

V() =0
B e 11 () NP G 71 ()
il et
= 2mi(Ind,, () — Ind,,(2)). O

4.16 Bemerkung. a) Seien G C C offen und vy, v;: [0, 1] — C geschlossene Wege
in GG. Unter Verwendung von Lemma 4.15 kann man zeigen: Falls 79 und ~; homotop
sind, so sind sie auch homolog.

b) Der Satz von Cauchy gilt somit fiir nullhomologe Zyklen. Insbesondere gilt dieser
Satz fiir jeden geschlossenen Weg, falls das Gebiet einfach zusammenhéngend ist.

Auch der Residuensatz und der Satz vom Nullstellen und Polstellen zéhlenden In-
tegral iibertragen sich auf nullhomologe Zyklen, wobei die Beweise wie im Fall eines
konvexen Gebietes gefiihrt werden konnen.

4.17 Satz. Sei ) # G C C offen und f € #(G) mit Polmenge Ps. Sei v ein
nullhomologer Zyklus in G mit R(y) C G\ Py.

a) (Residuensatz) Fs gilt

S / f(2)dz = 3 ves(f,p) Ind, (p). (4-6)

pGPf

b) (Satz vom Nullstellen und Polstellen zihlenden Integral) Es gelte Ind,(2) €
{0,1} fiir alle z € G\ R(y) und f(2) #0 (z € R(y)). Sei N bzw. P die Anzahl
der von v eingeschlossenen Nullstellen bzw. Polstellen von f. Dann gilt

1[re),

N_PZQM' 5 f(2)

Der folgende Satz besagt, dass die Anzahl der eingeschlossenen Nullstellen bei nicht
zu starker Anderung der Funktion unveréndert bleibt.

4.18 Satz. Sei G C C ein Gebiet und v ein nullhomologer Weg in G mit Ind,,(z) €
{0,1} fir alle z € G\R(7). Zu f € S (G) sei Ny die Anzahl der von ~ eingeschlos-

senen Nullstellen inklusive Vielfachheit.
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a) Falls f € (G) mit f(z) # 0 fir z € R(y), so gilt

L[ f(®)
=i ) )

z = Ind o (0).
b) (Satz von Rouché) Fulls f,g € 7 (G) mit

1f(2) =g(2) <[f(2)] (2 € R(7)), (4-7)
so gilt Ny = Ny.

Beweis. a) Die erste Gleichheit folgt direkt aus Satz 4.17. Es gilt

L LYW, L I, 1[G,
‘2m'/a o ™ 2m'/a ( a d

Indje, (0) fO®) 2w ) f(e)

b) Wegen (4-7) gilt f(z) # 0 und g(z) # 0 fir alle = € R(7). Nach a) gilt Ny =
Ind ¢, (0) und N, = Inde,(0). Wegen (4-7) kénnen wir Lemma 4.15 auf vy := f oy
und 7; := g oy mit z = 0 anwenden und erhalten Indy.,(0) = Indy.,(0). O
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5. Der Wertebereich holomorpher Funktionen

5.1 Worum geht’s? Die Frage der Abbildungseigenschaften holomorpher Funktio-
nen wurde in den bisherigen Abschnitten noch nicht vollstéindig beantwortet. Wir
wissen zwar schon einiges iiber die Nullstellen holomorpher Fukntionen und iiber
die singuldren Stellen, jetzt kommen aber einige wichtige Aussagen dazu. So ist ei-
ne holomorphe Funktion offen, d.h. sie bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.
Lokal verhélt sich jede Funktion wie eine Potenzfunktion.

Aus diesen Eigenschaften lassen sich wichtige Prinzipien wie etwa das Maximum-
prinzip ableiten. Eine holomorphe Funktion kann in einem Gebiet kein lokales Be-
tragsmaximum besitzen, die Maxima liegen alle auf dem Rand des Gebietes.

Holomorphe Funktionen sind winkeltreu und erhalten die Orientierung. Hier ist der
Begrift einer konformen Abbildung wichtig. Es gibt eine ganze Klasse konformer
Abbildungen, welche hier aber nicht im Detail diskutiert werden.

5.2 Satz (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit). Sei G C C offen, f € S(G) und
20 € G mit f'(z9) # 0. Dann existiert eine offene Umgebung V- C G von zg, so dass
flv biholomorph ist d.h. fl|y ist bijektiv, f(V') ist offen, und (f|y)~! ist holomorph.

Es st (f~1)(w) = f,(f+(w)) fir alle w € f(V).

Beweis. Das zeigt man genauso wie in Analysis II. O

5.3 Definition. Seien X, Y topologische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
offen, falls f(U) C Y offen ist fiir jede offene Teilmenge U C X.

5.4 Beispiel. Fiir m € N betrachte die Potenzfunktion m,,: z + 2™. Dann ist
Tm: C — C offen: Falls U C C\ {0} offen ist, so ist m,,(V) offen nach Satz 5.2. Im
Falle 0 € U miissen wir nur zeigen, dass f(0) = 0 ein innerer Punkt von f(U) ist.
Dies gilt aber, da f(B(0,r)) = B(0,r™).

Beachte, dass 2™ = w genau die m Losungen z; = ”\I/Fexp(i—ﬁffj

hat, wobei w = re®.

),7=0,...,m—1,

5.5 Satz. Sei G C C ein Gebiet, f € F(G) nicht konstant, zy € G und wy = f(zo).
Es sei m die Nullstellenordnung von z w— f(z) — wqy bei zo. Dann ezistiert eine
offene Umgebung U von zy und ein ¢ € J(G) mit f —wy = my, 0 @ in U, wobei
©(z0) =0, ¢'(2) #0 (2 € U) und o(U) = B(0,r) fir r > 0 geeignet. Somit gilt
F() = wo + (@(:)™ (2 € V).

Beweis. Sei U C G eine konvexe offene Umgebung von zg, so dass f (z2) Zwy (z €
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U\ {2}. Die Existenz von U folgt, da die Nullstellen von f — wy keinen Haufungs-
punkt in G besitzen.

Schreibe f(z) — wy = (2 — 20)™g(2) mit g € S2(U) und g(z) # 0 (z € U). Da

% e A (U), besitzt % eine Stammfunktion A in U. Es gilt

/

(g eXp(—h))/ _ g’ exp(—h) — gh/ exp(—h) = geXp(—h) (% _ h/) —0.

Damit ist g = cexp(h) mit einer Konstanten c. Ersetzt man h durch i+ ¢ mit einer
geeigneten Konstante ¢, so konnen wir g = exp(h) annehmen.

Setze (2) == (z — z9) exp(™2). Dann folgt

Tm © p(2) = (2 = 20)™ exp(h(2)) = (2 = 20)"g(2) = [(2) — wo.

Weiter gilt ¢(z9) = 0 und ¢’(zy) = exp(h(zp)/m) # 0. Damit ist nach Satz 5.2 ¢y
biholomorph fiir eine offene Umgebung V', und fiir hinreichend kleines r > 0 gilt
B(0,7) C (V). Setze nun U := ¢~ }(B(0,r)). O

5.6 Satz (Satz von der offenen Abbildung, Satz von der Gebietstreue). Sei G C C
ein Gebiet und f € 7 (G) nicht konstant. Dann ist f offen, und f(G) ist ein Gebiet.

Beweis. Sei wy € f(G). Schreibe f — wy = 7, 0 ¢ nach Satz 5.5. Da ¢/(z) # 0 fiir
alle z € V ist ¢ offen nach Satz 5.2. Nach Beispiel 5.4 ist 7, offen, und damit ist
f — wg als Verkniipfung offener Abbildungen offen. Somit ist f offen.

Da das stetige Bild zusammenhéngender Mengen zusammenhéngend ist, ist mit G
auch f(G) ein Gebiet. O

5.7 Korollar. Sei G C C ein Gebiet und f € H(G) injektiv. Dann gilt f'(z) # 0
fiir alle z € G, und f: G — f(Q) ist biholomorph.

Beweis. Angenommen, es ist f'(zy) = 0 fiir ein 2y € G. Dann hat die Funktion
f —wo mit wy := f(zp) an der Stelle zy eine m-fache Nullstelle mit m > 2. Schreibe
f —wy = my, o ¢ nach Satz 5.5. Aber nach Beispiel 5.4 ist 7, nicht injektiv fiir
m > 2, Widerspruch zur Injektivitdt von f (man beachte, dass ¢ lokal bijektiv
ist). Die Holomorphie von f~': f(G) — G folgt nun aus dem Satz von der lokalen
Umkehrbarkeit, Satz 5.2. m
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5.8 Satz (Maximumprinzip). Sei G C C ein Gebiet und f € 7 (G).
a) Falls |f| an der Stelle zo € G ein lokales Maximum hat, so ist f konstant.
b) Falls G beschrinkt und f stetig in G, so gilt

f(2)] < max [f(w)] (2 €G).

Beweis. Sei f nicht konstant und zy € G lokales Maximum, d.h. es existiert eine
Umgebung U C G von z, so dass

[f(2)] < f(z)] (z€U).

Dann folgt f(U) C {w € C : |w] < |f(z)|}. Damit ist f(zo) kein innerer Punkt
von f(U), und f(U) ist nicht offen, im Widerspruch zum Satz von der offenen
Abbildung. Dies zeigt a), und Teil b) folgt direkt aus a), wenn man noch beachtet
dass G kompakt ist und damit wegen der Stetigkeit von z — |f(2)| das Maximum
von |f(2)| auf G angenommen wird. O

5.9 Satz (Minimumprinzip). Sei G C C ein Gebiet und f € J(G).

a) Falls |f| an der Stelle zy € G ein lokales Minimum hat, so ist f(zy) = 0 oder f
konstant.

b) Falls G beschrinkt und f stetig in G, so gilt

[f(2)] = min |f(w)| (2 €G),

weIG

oder f besitzt eine Nullstelle in G.

Beweis. Wende Satz 5.8 auf % an. OJ

5.10 Definition. a) Seien v, 7:: [—a,a] — C zwei glatte Wege mit 71 (0) = 12(0) =:
2. Dann heif3t

2(0)
§1<o>>

der (orientierte) Schnittwinkel von v, und ~, an der Schnittstelle 2.

U1, 72)z = arg (

b) Sei G C C offen. Eine Funktion f: G — C heifit winkeltreu und orientierungs-
erhaltend, falls fiir alle glatten Wege v1,7v2: [—a,a] — G mit v,(0) = 2(0) =: 2
gilt:

(SO pz0)s S (12)) 200 = U015 72) 20
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c) Sei G C C offen. Eine Funktion f: G — C heifit konform, falls f injektiv,
winkeltreu und orientierungserhaltend ist. Falls f nur statt injektiv nur lokal injektiv
ist, heifit f lokal konform.

5.11 Bemerkung. Sei G C C offen und f € J(G) mit f'(z) # 0 fir alle z € G.
Dann ist f winkeltreu und orientierungserhaltend. Denn

fom(0) F'(0n(0)m(0)
<(f(n), F(92)) (z0) = ar8 (m> = arg <W>

~arg (7&(0)

,71 (0)> = <I("}/1, VQ)ZO'

5.12 Beispiele. a) Die exp-Funktion ist lokal konform, aber nicht konform.

b) Die Potenzfunktionen m,: C — C, z +— 2™ n > 1, ist lokal konform in C\ {0}.
Fir £ =0,...,n — 1 betrachte den Sektor

Sp:={ze€ C\{0}: Zk <argz < Z(k+1)}.

Dann ist m,: S — C\ [0, 00) konform.

5.13 Satz (Schwarzsches Lemma). Sei f: B(0,1) — B(0,1) holomorph mit f(0) =
0.

a) Es gilt |f(2)] <|z| (2 € B(0,1)) und |f(0)] < 1.

b) Es gelte | f/(0)] = 1 oder | f(20)| = |20| fiir ein z € B(0,1) := B(0,1)\ {0}. Dann
ezistiert ein p € [0,2m) mit f(z) = ez (2 € B(0,1)), d.h. f ist eine Drehung.

Beweis. a) Betrachte

1)
9(2)22{ o 270,

f(0), z=0.

Dann ist ¢ € (B(0,1)) und stetig in B(0,1), also nach dem Hebbarkeitssatz
holomorph in B(0,1). Nach dem Maximumprinzip folgt fiir |z| <r <1

wobei |f| < 1 verwendet wurde. Fiir r — 1 folgt |g(2)] < 1 (z € B(0,1)) und
damit a).

b) Falls | f/(0)| = 1 oder | f(20)] = |20] fiir ein 2y # 0, so nimmt |g(z)| sein Maximum
(ndmlich 1) in B(0,1) an. Nach dem Maximumprinzip ist ¢ konstant mit |g(z)| = 1,
d.h. es existiert ein ¢ € [0,27) mit g(z) = €*¢. Nach Definition von g folgt b). [
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6. Folgen holomorpher Funktionen und der
Riemannsche Abbildungssatz

6.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden verschiedene Konvergenzbegrif-
fe fiir Folgen holomorpher Funktionen betrachtet. Die wichtigste Konvergenzart ist
dabei die lokal gleichméflige Konvergenz, d.h. die gleichméfige Konvergenz auf kom-
pakten Teilmengen des Gebietes. Ein Satz von Weierstrafl besagt in diesem Fall, dass
auch die Ableitungen lokal gleichméflig konvergieren. Nach dem Satz von Hurwitz
gehen bei lokal gleichméfiger Konvergenz keine Nullstellen im Grenzwert verloren
bzw. es kommen keine neuen dazu. Das wichtigste Kriterium fiir lokal gleichméBige
Konvergenz (einer Teilfolge) liefert der Satz von Montel.

Diese Sétze bilden das Werkzeug, um das Abbildungsverhalten holomorpher Funk-
tionen zu studieren. Wir kennen bereits den Satz von der offenen Abbildung, nach
dem eine holomorphe Funktion offen ist und Gebiete auf Gebiete abbildet. Aus
dem Cauchyschen Integralsatz wissen wir bereits, dass einfach zusammenhéngende
Gebiete eine besondere Rolle spielen. Das Standardbeispiel eines einfach zusam-
menhéngenden Gebietes ist die offene Einheitskugel B(0,1). Der Riemannsche Ab-
bildungssatz, einer der starksten Sétze der Funktionentheorie, besagt, dass jedes ein-
fach zusammenhéngende Gebiet biholomorph auf B(0, 1) abgebildet werden kann.

a) Folgen holomorpher Funktionen

6.2 Bemerkung. In diesem Abschnitt wird es um die Konvergenz einer Folge ho-
lomorpher Funktionen gehen. Daher fassen wir die wichtigen Konvergenzbegriffe
zusammen. Sei ) # G C C offen, (f,)nen eine Folge von Funktionen f,,: G — C und
f:G—C.

a) Sei M C G. Dann heift f,, gleichméBig konvergent gegen f auf M, falls

sup | fn(2) — f(2)] = 0 (n — ).

zeEM
Die Folge (f,,)n heifit lokal gleichméBig konvergent gegen f, falls zu jedem z € G eine
Umgebung U von z existiert, so dass (f,,), gleichméBig in U gegen f konvergiert.

b) Die Folge (f,,)n heifit gleichmifig auf Kompakta konvergent gegen f, falls f,, — f
gleichméfig in jeder kompakten Menge K C (. Offensichtlich ist die gleichméBige
Konvergenz auf Kompakta dquivalent zur lokal gleichméfigen Konvergenz.

Sei nun F eine Familie von Funktionen f: M — C mit M C G.

¢) F heiit beschrénkt in M C G, falls sup{|f(z)| : z € M, f € F} < 0.

F heifit lokal beschréinkt in G, falls zu jedem z € G eine Umgebung U existiert, so
dass F beschréankt in U ist.

Stand: 22.07.2022



6. Folgen holomorpher Funktionen und der Riemannsche Abbildungssatz 49

d) F heiBt gleichgradig stetig in M C G, falls
V2eGVe>030>0VeM, |z—2|<§ VfeF:|f(z)—f(Z)<e.
Wieder heifit F lokal gleichgradig stetig in G, falls zu jedem z € G eine Umgebung

U von z existiert, so dass f gleichgradig stetig in U ist.
e) F heifit gleichméBig gleichgradig stetig in M, falls

Ve>036>0Vz,2 e M, |z—2| <6,V feF:|fz)—f(2) <e.

Analog definiert man lokal gleichméflig gleichgradig stetig.

f) Die Folge (f,), konvergiert auf U lokal gleichméflig gegen oo, falls fiir alle kom-
pakten Mengen K C U und fiir alle R > 0 ein ng € N existiert mit

|fn(z)| >R (n >ng, 2 € K)

6.3 Satz (von WeierstraB). Sei ) # G C C offen und (f,)nen C H(G) eine Folge
von Funktionen, welche lokal gleichmdfiig gegen eme Funktion f konvergiert. Dann
ist f € H(G) und jede Folge der Ableitungen (fn Jnen konvergiert lokal gleichmdfsig
gegen fY) in G fiir j € N.

Beweis. Nach den Sétzen iiber gleichméfiige Konvergenz wissen wir, dass f stetig
ist. Sei A C G ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt

| S@dz=tim | ()= =0,
0A

n—oo
wobei das Lemma von Goursat und ein Satz iiber Integration gleichméfig konver-
genter Funktionen verwendet wurde. Nach dem Satz von Morera folgt f € J#(G).

Sei B(a,r) C G. Nach der Cauchy-Integralformel (Lemma 4.13) gilt fiir z € B(a, §)
die Darstellung

lf ( ’_’27m/w al=r (E;UZ—;)J;E?)CZIU
<ZZ(E)T max [faw) — fw)

=l max | fu(w) = f(w)].

Da f, gleichméBig auf Kompakta gegen f konvergiert, folgt |f,(w) — f(w)| —
0 (n — oo) gleichméafig auf |w — a| = r. Damit konvergiert |f.(z) — f(2)] — 0
gleichméfig fiir z € B(a, §), d.h. fn konvergiert lokal gleichmiiflig gegen V). O
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Der folgende Satz besagt, dass der lokal gleichméflige Grenzwert einer Folge holo-
morpher Funktionen genauso viele Nullstellen besitzt wie die Folge selbst. Es gehen
also beim Grenziibergang keine Nullstellen verloren und es kommen keine dazu.

6.4 Satz (von Hurwitz). Sei) # G C C ein Gebiet und (fy)nen C A (G) eine Folge
von Funktionen, welche lokal gleichmdfig gegen eine Funktion f # 0 konvergiert. Fiir
a € G sind dquivalent:

(i) f hat an der Stelle a eine Nullstelle der Ordnung m > 0.

(ii) FEs ezistiert eine offene Umgebung U C G wvon a, so dass fir alle B(a,r) mit
B(a,r) C U ein no(r) existiert mit folgender Eigenschaft: Fir n > no(r) hat die
Funktion f, in B(a,r) genau m Nullstellen (inklusive Vielfachheit gezihlt).

Beweis. Wegen f # 0 ist die Nullstellenmenge von f diskret, es existiert also eine
Umgebung U von a, in der a die einzige Nullstelle von f ist.

Sei nun B(a,r) C U. Wir definieren e(r) := min|,_q=, | f(2)]. Da (f,), gleichméafig
gegen f auf Kompakta konvergiert, existiert ein ng(r) mit
[fu(2) = fR) <elr) <IF()] (Iz —al =7, n = ne(r)).

Nach dem Satz von Rouché haben f und f, dieselbe Anzahl von Nullstellen in
B(a,r). O

6.5 Korollar. In der Situation von Satz 6./ gilt:
a) Ist jedes f, nullstellenfrei, so ist auch f nullstellenfrei oder f = 0.
b) Ist jedes f, injektiv, so ist auch [ injektiv oder konstant.

Beweis. a) Satz von Hurwitz mit m = 0.

b) Zu a € G betrachte g,(2) := fn(2) — fu(a) und wende a) auf die Folge (g, )nen
im Gebiet G \ {a} an. O

6.6 Definition. Sei G C C offen. Eine Familie 7 C J#(G) heifit normal, falls
jede Folge in F eine Teilfolge besitzt, die lokal gleichméfig gegen eine holomorphe
Funktion oder gegen oo konvergiert.

6.7 Satz (von Montel). Sei G C C offen und F C H(G) eine lokal beschrinkte

Familie holomorpher Funktionen. dann ist F normal.

Ist insbesondere (fn)nen C J€(G) eine lokal beschrinkte Folge holomorpher Funk-
tionen, so besitzt (f,)n eine lokal gleichmdffig konvergente Teilfolge.
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Beweis. Wie in Lemma 3.4 schreiben wir GG als Vereinigung kompakter Mengen,
G =2, Ay, wobei nach Konstruktion der Mengen Ay gilt:

VEeNIr=r(k)>0Vze Ay B(z,2r) C Agi1.

(i) Sei K C G kompakt. Wir zeigen, dass F gleichméfig gleichgradig stetig auf K
ist. Wegen G = |J,—, Ay existiert ein k¥ € N mit K C A. Da f lokal beschrénkt ist,
existiert ein C' > 0 mit

1f(2)| <C (fEF, 2€ Appa).
Wiéhle r = r(k) wie oben. Fiir f € F und 2,2’ € K mit |z — 2/| < r gilt
B(w,'r) C Ak+1 (w E SZZ’)-

Hier ist wieder s,,, die Strecke von z nach z’.

=1 =] [ ru] < =21 max | rw)

WES, 1
1
S’Z_ZI" max _/ f(C) d(
wesoor 1270 Jic )= (C — w)?
27r 1 C
< — —_ — < =2,
=) S max |f(w)]- = <~ =]

Damit ist f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten %, welche nicht von f
abhéngt. Somit ist F gleichméBig gleichgradig stetig in K.

(ii) Sei (fn)neny C F. Sei K C G kompakt. Dann ist (f,), in K beschrinkt und nach
(i) gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli besitzt (f,), eine auf K
gleichméBig konvergente Teilfolge.

(iii) Sei wieder (f,)neny C F. Dann besitzt (f,), nach (ii) eine auf A; gleichméfig
konvergente Teilfolge (f,1)n. Davon existiert wiederum eine Teilfolge (f,2)n, die
auf Ay gleichméBig konvergent ist etc. Dann ist die Diagonalfolge (f,.n). auf je-
dem Kompaktum A gleichméfig konvergent. Da fiir jede kompakte Menge K C G
gilt K C Ay fir ein k € N, ist (fnn)n auf jeder kompakten Menge gleichméBig
konvergent, d.h. lokal gleichméfig konvergent. Somit ist die Familie / normal. [

b) Der Riemannsche Abbildungssatz

6.8 Definition und Satz. Fir a € B(0,1) definiere die Mdbius-Transformation
fta: C\ {2} = C durch

Z—a

Ha(2) = 1—az

Dann gilt
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(1) Maéﬁ”(c\{ }) mit pe(a) = 0.
(i) prg" = poa-

(iii) Es gzlt ph(z) = % Insbesondere ist p,(0) = 1 — |a|* und p(a) =
(1= a*)~

(iv) Es ist ,ua(B(O, 1)) = B(0,1) und |ua(2)| =1 (|]z| =1).

Beweis. Die Aussagen (i)—(iii) folgen durch direktes Nachrechnen. Sei nun |z| = 1,
d.h. z =€ mit p € [0,27). Dann ist

e —a e¥ —a 1

|Ha(2)] =

_ ‘efiso

ae' e~ —a

Somit ist p,(0B(0,1)) C dB(0,1). Nach (ii) ist ;' = p_, und damit u; ' (9B(0,1)) C
0B(0,1). Somit ist pu, eine Bijektion von dB(0,1) nach 0B(0,1). Nach dem Maxi-
mumprinzip Satz 5.8 folgt 11,(B(0,1)) C B(0,1) und, genauso wie vorher, 1 (B(0,1)) C
B(0,1). Dies zeigt (iv). O

6.9 Lemma. Sei G & C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und f € 7(G)
mit f(z) #0 (z € G). Dann existiert ein g € 7 (G) mit g*> = f in G.

Beweis. Wegen f(2) #0 (z € G) ist L f € #(G). Nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz (siehe Bemerkung 4.16 b)) gilt fiir jeden geschlossenen Weg v in G

ey

(2)

Nach Satz 1.27 besitzt fTI eine Stammfunktion F' in G. Somit ist (fexp(—F)) =
flexp(—F) — fexp(—F)fTI = 0, d.h. es existiert eine Konstante ¢ # 0 mit f =
cexp(F). Setze g := c'/2 exp(F/2), wobei c'/? eine der beiden Wurzeln von c ist. [

6.10 Satz (Riemannscher Abbildungssatz). Jedes einfach zusammenhdngende Ge-
biet G & C ist biholomorph auf B(0,1) abbildbar.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte:
(i) Es existiert ein biholomorphes f € #(G) mit 0 € f(G) C B(0,1).
(ii) Es existiert ein g € F := {h: f(G) — B(0,1) | h biholomorph mit h(0) = 0}

mit |¢'(0)] = supyex [1'(0)].
(iii) Die Funktion g: f(G) — B(0,1) ist surjektiv.
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Wenn wir (i)—(iii) gezeigt haben, so ist gof: G — B(0, 1) die gesuchte biholomorphe
Abbildung von G nach B(0,1).

Zu (i): Sei a € C\ G. Dann ist z — z — a eine holomorphe Funktion auf G' ohne
Nullstelle und besitzt daher nach Lemma 6.9 eine Wurzel ¢ € #(G) mit ¢*(z) =
z—a (z€G). Wegena € Gist q(z) #0 (z€ Q).
Es gilt

q(w) # £q(z) (w,z € G mit w # z). (6-1)
Denn sonst wiire w — a = ¢*(w) = ¢*(z) = z — a, d.h. w = z. Insbesondere ist ¢
injektiv.
Wihle nun ¢ € ¢(G). Nach dem Satz von der offenen Abbildung 5.6 ist ¢(G) offen,
d.h. es existiert ein r > 0 mit B(c,r) C q(G). Es gilt

lgz)+c|>r (z€@q). (6-2)

Denn sonst existiert ein z € G mit ¢(z) € B(—¢,r), dh. —q(2) € B(c,r) C q(G).
Damit gibt es z,w € ¢(G) mit ¢(z) = —¢(w), Widerspruch zu (6-1).

Nach (6-2) gilt ¢(G) C C\ B(—¢,r). Da ¢(G) offen ist, folgt sogar ¢(G) C C\
B(—c,7), d.h. man kann in (6-2) das ,,>“ durch ,>* ersetzen. Definiere f durch

f(z):= BT (z € G).

Da |q(2) +¢| > (2 € G), ist fe A (G) mit 1f(z)) <1 (2 € G) und damit
f(G) € B(0,1). Da ¢ injektiv ist, ist auch f injektiv.

Sei zp € G beliebig. Definiere f(z) := %(f(z) — f(zo)) Dann ist f € (@) injektiv
mit f(G) C B(0,1) und 0 € f(G). Nach Korollar 5.7 ist f: G — f(G) biholomorph.

Zu (ii): Wegen idyq) € F ist F # 0. Sei o := sup,e» |[1/(0)]. Wegen idj) € F ist
a > 1.

Nach der Cauchy-Integralformel gilt fir h € S#(B(0,1)) und r € (0,1) mit B(0,7) C
f(G) die Gleichheit

1 h
h/(()) - (Z>

= o

dz.

2
fel=r %

Fiir h € Z ist somit [h/(0)] < o= 27r% = 1, d.h. o < oo. Also existiert eine Folge
(gn)nen C F mit |g,,(0)] — a.

Wegen |g,(2)] <1 (z € f(G),n € N) ist die Folge (g,), gleichméfig beschrankt.
Nach dem Satz von Montel 6.7 existiert eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge,
die wieder mit (g,), bezeichnet sei. Setze ¢ := lim,, g, € 7 (f(G)).

Nach dem Maximumprinzip gilt |g(z)| <1 (z € f(G)). Nach dem Satz von Wei-
erstraf 6.3 gilt ¢/, — ¢’ gleichméfig in f(G) und damit insbesondere ¢/,(0) — ¢'(0),
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d.h. [¢'(0)] = a > 1. AuBlerdem ist g(0) = lim, g,(0) = 0. Da jedes g,, injektiv ist
und ¢ nicht konstant ist (wegen ¢'(0) # 0), ist nach Korollar 6.5 auch g injektiv.
Nach Korollar 5.7 ist g biholomorph. Insgesamt folgt g € F.

Zu (iii): Wir nehmen an, dass g: f(G) — B(0, 1) nicht surjektiv ist. Wéhle a €
B(0,1) \ g(f(G)) und betrachte p, o g, wobei p, die Mobius-Transformation zu a
ist (siehe Definition 6.8). Dann ist p, 0 g € J(f(G)) injektiv (da g und p, injektiv
sind), und wegen fi,(a) = 0 und a & g(f(G)) gilt (a0 9)(2) #0 (2 € f(G)).
Nach Lemma 6.9 existiert eine Wurzel hy € J2(f(G)) von p, o g in f(G) mit h? =
e © g. Die Funktion hy ist wieder injektiv, da fiir hy(z1) = hq(22) folgt (naog)(z1) =
(g © g)(22) und damit z; = z9, da p, o g injektiv ist.

Definiere h: f(G) — B(0, 1) durch h := ji, (o) © hy. Dann ist h € J2(f(G)) injektiv
mit ~(0) = ptn,0)(h1(0)) = 0 nach Definition 6.8. Somit ist h € F.

Wir werden zeigen, dass |h/(0)] > |¢'(0)] gilt, was einen Widerspruch zu (ii) darstellt.
Dazu setze

w(2) == pea(fi—ny(0)(2))? = fi—a © T2 © pi_p, (0),

wobei wieder my: C — C, z — 22 sei. Es ist

W o= fi_qOTy0 fi_p0) O Hhyo) © M1 = fica 0 (h1)* = g.
Damit folgt
9'(0) = (w o h)'(0) = w'(h(0))h'(0) = w'(0)'(0).

Da w € 5 (B(0,1)) mit w(B(0,1)) € B(0,1), w(0) = 0 und w nicht bijektiv ist (da
7o nicht bijektiv ist), folgt nach dem Schwarzschen Lemma 5.13 die Abschéitzung
|w'(0)] < 1. Somit ist |¢’(0)] < |A'(0)]. Da h € F, ist dies ein Widerspruch zu
Eigenschaft (ii) von g.

Somit ist g surjektiv auf B(0,1), was Teil (iii) zeigt und den Beweis des Riemann-
schen Abbildungssatzes beendet. O
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