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1. Lokalkonvexe Riaume

Worum geht’s? In der Funktionalanalysis wurde der Begriff des lokalkonvexen Vektor-
raums bereits definiert und kurz besprochen. Dies soll hier vertieft werden, insbesondere
sollen Fragen wie Stetigkeit von Abbildungen zwischen lokalkonvexen Ridumen und Me-
trisierbarkeit diskutiert werden. Dieser Abschnitt dient vor allem als Vorbereitung auf
die spétere Betrachtung von Distributionsrdumen.

Im Folgenden seien K = R oder K = C und X ein K-Vektorraum.

1.1 Definition. Sei & = {p) : A € A} eine Familie von Seminormen auf X. Man
definiert BN (x,7) := {y € X : px(z —y) < r} fiir € X und r > 0. Dann heifit die
von % = {BM(z,r): A € A, v € X, r > 0} erzeugte Topologie 75 = 7(%) die
von & erzeugte lokalkonvexe Topologie auf X.

Ein topologischer Raum (X, 7) heifit ein lokalkonvexer Raum, falls eine Familie &2
von Seminormen auf X existiert, so dass 7 mit der oben beschriebenen Topologie
T4 Ubereinstimmt.

1.2 Bemerkung. Nach Definition ist %4 eine Subbasis der lokalkonvexen Topologie
To. Man kann 74 explizit angeben: Fiir % C & und ¢ > 0 definiere

Usp={zeX|VpeZ:px)<ry= () BYO,r).

AprEF

Sei 19 := {Ugz, : F C & endlich,r > 0}. Dann ist 7y eine offene Umgebungsbasis
der 0, und es gilt

Tp={UCX:VeeU3lUyen:x+UCcU} =17

Dabei folgt “O” aus der Definition von 7y und der Gleichheit » + BM(0,r) =
BM(z,r), und “C” aus der Tatsache, dass 7/ bereits eine Topologie ist. Dies sieht
man folgendermaflen:

Offensichtlich sind #,X € 7'. Seien U;,Uy, € 7 und x € U := U; N U,. Dann
existieren Ulo, U20 € T mit x + Uig C Uz Sei UiO = U”fi,ri- Dann gllt fiir Uo = Uigﬂn
mit ¥ =% U.%; und r := min{ry, ro} die Inklusion z + Uy C U, d.h. U € 7.

Sei I eine Menge, U; € 7' (i € I), und z € |J,.; U;. Dann existiert ein ig € I und

el ~t
Uy € 1o mit x + Uy C Uio C Uie[ U;, d.h. Uie[ U, e,

1.3 Bemerkung. In der obigen Situation gilt:
a) Zu U € 7 existiert V € 7o mit V +V C U (ndmlich V = Uz, 2).
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2 1. Lokalkonvexe Rdume

b) Alle U € 71y sind absorbierend, d.h. es gilt
Vee X3IA>0:2 e \U.
Denn es gilt v € AUz, falls A > %maxpegz p(x).
c) ZuU € 19 und A > 0 existiert ein V' € 79 mit AV C U (nédmlich V = Uz, /).
d) Jedes U € 7 ist kreisformig, d.h.
NN <1}UCT,
und absolutkonvex, d.h.

Ve,ye Uy Va,f € Kmit |a|+ 8] <1: ax+ py € U.

1.4 Lemma. Sei & eine Familie von Seminormen auf X. Dann ist (X, 75) ein
topologischer Vektorraum.

Beweis. Zu zeigen ist, dass Addition und Skalarmultiplikation stetig sind.

(i) Sei W € 7 und U := {(z,y) € X x X : x +y € W}. Zu zeigen ist, dass U offen
ist beziiglich der Produkttopologie.

Sei (z,y) € U. Wahle Uy € 19 mit x +y + Uy C W. Wihle weiter nach Bemerkung
1.3a)ein V € pmit V+V C Up. Dannist (z+ V) x (y+V) C U, d.h. U ist offen.

(i) Sei W € 7 und U := {(\,z) € Kx X : Az € W}. Sei (A, z) € U. Wihle Uj € 7
mit Az + Uy C W. Dann existiert ein V' € 7 mit V 4+ V C Uy nach 1.3 a) und ein
e > 0 mit ex € V nach 1.3 b). Da V kreisférmig ist (1.3 d)), gilt (u — )z € V falls
lw— A <e.

Wihle V € 7 mit uV C V, falls || < |A|+¢ (1.3 ¢), d)). Fiir [A—p| <cund v € V
gilt
plz+v)—Ar=(up—Nz+p eV +V CU,.

Damit ist {u € K: |A— p| < e} x (z+ V) C U, d.h. U ist offen. O

1.5 Beispiele. a) Sei (X, || -||) ein normierter Raum und &2 := {py} mit py(z) :=
||z||. Dann stimmt die lokalkonvexe Topologie T4 mit der Normtopologie iiberein.

b) Sei 2 eine Menge, F eine Familie von Funktionen f: Q — K. Dann ist p,(f) :=
| f(z)| eine Seminorm, und & := {p, : « € 1} erzeugt die Topologie der punktweisen
Konvergenz.

Allgemeiner sei E ein Banachraum, und F eine Familie von Funktionen f: Q2 — F.
Dann ist p,(f) := ||f(z)||g eine Seminorm, und & = {p, : © € Q} erzeugt die
Topologie der punktweisen Konvergenz.
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1. Lokalkonvexe Rdume 3

c) Sei € ein topologischer Raum und F C C(£2) ein Vektorraum. Dann ist fiir jede
kompakte Menge K C € durch pg(f) := sup,cx |f(z)| eine Seminorm gegeben. Die
von & = {px : K C Q, K kompakt} erzeugte Topologie heifit die Topologie der
gleichméfligen Konvergenz auf Kompakta.

d) Sei Q@ C R" offen und X = C*(Q). Fiir ¢ € C*(Q2) definiere

Pr.a(p) == sup [0%p(x)]
xeK

fir € N und K C 2 kompakt, wobei 0% := (%)al . (%)"‘". Dann ist pg , eine
Seminorm, und

P ={pkao:aeNj, KCQ, K kompakt}

erzeugt eine lokalkonvexe Topologie auf C*°(£2). Versiecht man C'*(€2) mit dieser
Topologie, so schreibt man &(€2).

e) Seien X und Y normierte Rdume. Dann erzeugt die Familie
po(T) = |[Tzl| (2 € X),
die starke Operatortopologie auf L(X,Y’), und
Pay(T) = |f(T2)| (zeX, feY)

die schwache Operatortopologie auf L(X,Y).

1.6 Definition. a) Seien X, Y K-Vektorrdume und (:|-) : X xY — K eine bilineare
Abbildung. Dann heiit (X,Y") ein duales Paar, falls

Vee X\{0}3yeY :(x|y) #0,
VyeY\{0}3ze X : (x|y) #0.

b) Sei (X,Y) ein duales Paar. Zu y € Y definiere die Seminorm p,(x) := [(z]y)|.
Dann heifit die durch & := {p, : y € Y} auf X erzeugte lokalkonvexe Topologie die
o(X,Y)-Topologie.

1.7 Beispiele. a) Sei X normierter Raum mit topologischem Dualraum X’. Dann
ist (X, X’) mit (z|z’) := 2/(x) ein duales Paar, und o(X, X’) heifit die schwache
Topologie auf X.

Analog ist (X', X) mit (2/|z) := 2/(x) ein duales Paar, und o(X’, X) heifit die
schwach-*-Topologie auf X’ (Topologie der punktweisen Konvergenz auf X’).

b) Sei (€2, o7, ) ein Mafiraum. Dann ist (LP(u), L9(w)) mit }—17—1- % =1 und (flg) :=
Jo f(@)g(x)du(z) ein duales Paar. Dabei folgt die Existenz des Integrals aus der
Holderschen Ungleichung.
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4 1. Lokalkonvexe Rdume

Im Folgenden sei (X, 74) ein lokalkonvexer Raum mit einer Familie & von Semi-
normen.

1.8 Lemma. Fs sind dquivalent:

(i) (X,72) ist Hausdorff-Raum.
(1)) Zu x € X \ {0} ezistiert ein p € & mit p(z) # 0.

(ii1) Es gibt eine Nullumgebungsbasis 7o mit (¢, = {0}

Beweis. (i)=>(ii). Zu x # 0 wihle Nullumgebungen U und V mit (z +U)NV = (.
O.E. sei V. = Ug, fiir eine endliche Teilmenge .# C Z, r > 0. Wegen z ¢ V gilt
p(z) # 0 fiir ein p € 7.

(ii)== (iii). Es gilt € (¢, U =5 . Uz genau dann, wenn fiir alle p € & gilt
p(z) =0.

(iii)=> (i). Sei © # y. Wéhle U € 1o mit x —y € U. Da (z,y) — x — y stetig ist,
existieren Nullumgebungen V und W mit W —V C U. Damit ist (z+V)N(y+W) =
0, denn aus z € (x4+V)N(y+W) folgt z—y = (x—2)—(y—2) € (x—=V)—(y—W) =
W -V cU. O

1.9 Lemma. a) Fiir eine Seminorm q : X — [0,00) sind dquivalent:

(i) q ist stetig.
(i) q ist stetig bei 0.
(iii) {x: q(x) <1} = ¢ ([0,1]) ist eine Nullumgebung.

b) Alle p € & sind stetig.

c) Eine Seminorm q ist genau dann stetig, wenn M > 0 und % C &, ¥ endlich,
existieren mit q(x) < M max,ez p(x).

Beweis. a) (1) = (ii) == (iii) ist trivial. (iii) = (i). Zuz € X, e > 0 sei U :=
eq ([0,1]) = ¢~ ([0, €]). Dann gilt fiir y € U

lg(x +y) —q(@)] < q((z +y) —2) = q(y) <,

d.h. q(z +U) C [¢(x) — €, q(z) + €]. Somit ist ¢ stetig.
b) Nach Definition von 74 ist {z : p(z) < 1} fiir alle p € & eine Nullumgebung.

© Robert Denk 8. 7. 2012



1. Lokalkonvexe Rdume 5

c¢) Nach a) ist ¢ genau dann stetig, wenn gilt
3> 0,7 C 2,.Z endlich: Uz, C ¢ ([0, 1]).

Da Uz, = {z : max,ecz p(x) < €}, ist dies dquivalent zu

1
de > 0,.7 C &, .Z endlich : ¢(z) < —maxp(x).

E peEF
[
1.10 Korollar. Sei (X, 74) lokalkonvex und
P C 2 C{q:q ist Tp-stetige Seminorm auf X }.
Dann ist T = 79.
Beweis. Das folgt sofort aus Lemma 1.9 c¢). O

1.11 Satz. Seien (X,7%) und (Y, T9) lokalkonver und T : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(i) T ist stetig.
(11) T ist stetig bei 0.
(11i) Istq:Y — [0,00) eine stetige Seminorm, so ist goT : X — [0, 00) eine stetige
Seminorm.

(iv) Fiir alle ¢ € 2 existiert ein endliches # C & und M > 0 so dass q(Tx) <
M maxyez p(z) (z € X).

Beweis. (1)<=-(ii) wie im normierten Fall.
(i)==(iii) klar als Komposition stetiger Funktionen.
(iii)==(iv) nach Lemma 1.9 b) und c).

(iv)=(ii). Sei V ={y : ¢;(y) <e (i=1,...,n)} eine Nullumgebung in Y. Wihle
Fi C P und M; > 0 zu ¢; nach (iv) und setze .7 = |J;_, %, M := max; M;. Dann

,,,,,

0. O
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6 1. Lokalkonvexe Rdume

1.12 Korollar. Fine lineare Abbildung ¢ : X — K ist genau dann stetig, wenn es
endlich viele py,...,pp, € & und M > 0 gibt mit

|0(x)] < Miirllax pi(x) (v € X).

Beweis. Das ist Satz 1.12 mit (Y, 79) = (K, |-|) (dh. 2={]-|}). O

1.13 Definition. Seien (X, 7») und (Y, 79) lokalkonvex. Definiere
L(X,Y):={T: X = Y |T linear, stetig}.

Wir setzen X' := L(X,K) und L(X) := L(X, X).
1.14 Satz. Sei (X,7%) ein lokalkonvezer Hausdorff-Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist metrisierbar (d.h. es existiert eine Metrik d auf X x X, welche die
Topologie T erzeugt), wobei die Metrik translationsinvariant definiert werden
kann.

(11) 0 besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis.

(i7i) T wird bereits durch abzihlbar viele Seminormen erzeugt.

Dabei ist eine Metrik d translationsinvariant, falls gilt

d(z+ 2,y +2) =d(z,y) (r,y,2€X).

Beweis. (1)=(ii) gilt allgemein in metrischen Raumen.

(ii)==(iii). Sei B = {U,, : n € N} eine Umgebungsbasis. Dann existieren Uz, ., € 7
mit Uz, ., C U,, und {Ug, ., : n € N} ist abzidhlbare Umgebungsbasis. Dann
erzeugt | J, oy Fn C & bereits die Topologie 74 .

(iii)==(i). Sei & = {p, : n € N}. Definiere d(x,y) := 00, 2728 _ Dann gilt

I+pn(z—y)
0 < d(z,y) < 1. Man rechnet direkt nach, dass d eine Metrik ist und 75 erzeugt. [

1.15 Definition. a) (Cauchyfolge) Sei (X, 7) ein topologischer Vektorraum und
{Uqs}aca eine Umgebungsbasis der 0. Eine Folge (x,),en € X heifit Cauchyfolge,
falls fiir jedes o € A ein ng € N existiert mit z, — z,,, € U, (n,m > nyg).

Eine Folge (z,)nen € X heifit konvergent gegen x € X, falls fiir jedes a € A ein
no € N existiert mit z,, —x € U, (n > ny).

© Robert Denk 8. 7. 2012



1. Lokalkonvexe Rdume 7

(X, 7) heifit vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

b) Ein lokalkonvexer Raum (X, 7%) heifit Fréchet-Raum, falls 75 durch eine trans-
lationsinvariante Metrik induziert wird und falls X vollsténdig ist.

1.16 Lemma. a) Sei (X,7) ein lokalkonvexer Raum. Eine Folge (x,)nen C X
konvergiert genau dann gegen x € X, falls p(z, — x) — 0(n — oo) fir alle p € &
qgilt.

b) Seien (X, 75) und (Y, 7o) metrisierbare lokalkonvexe Raume, und sei f: X —Y
eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig, wenn gilt:

(Vpe & :p(x, —z) - 0(n—o0)] = [Vge 2:q(f(z,) — f(z)) = 0(n — 00)].

Beweis. a) Sei Ur. € 19, F = {p1,...,pn}. Falls p(z,, — ) — 0 fiir alle p € P,
so existiert zu jedem j = 1,..., N ein n; € N mit p;j(x — z,) < € (n > n;). Fur
no := max{ni,...,ny} folgt , —x € Ur.. Also gilt z,, — x bzgl. 7.

Es gelte nun z,, — z bzgl. 7. Sei p € & und € > 0. Dann existiert ein ng € N
mit x, — x € Ugy e (n > ng), d.h. es gilt p(x, —x) < ¢ fiir n > ng. Somit folgt
p(T, —x) = 0 (n — o).

b) In metrischen Raumen ist die Stetigkeit dquivalent zur Folgenstetigkeit. O]

1.17 Bemerkung. Die Aussage in Lemma 1.16 b) gilt nicht mehr, falls die Rdume
nicht metrisierbar sind. Um eine analoge Aussage zu erhalten, muss der Folgenbegriff
durch den Begriff des Netzes ersetzt werden, der hier nicht ndher diskutiert werden
soll. Man erhélt folgende Aussage: Eine Funktion f: X — Y zwischen lokalkonvexen
Réumen (X, 75) und (Y, 79) ist genau dann stetig, falls fiir alle Netze (z;);e;r C X
mit p(x — ;) = 0 (p € P) folgt: q(f(x;) — f(x)) = 0 (q € 2).

© Robert Denk 8. 7. 2012



8 2. Raume von Distributionen

2. Raume von Distributionen

Worum geht’s? Distributionen sind uns schon aus der Funktionalanalysis bekannt.
Hier werden die wichtigsten Begriffe wiederholt und vertieft, wobei die Ergebnisse aus
dem ersten Abschnitt iiber lokalkonvexe Rdume niitzlich sind. Fiir spitere Verwendung,
speziell im Bereich der partiellen Differentialgleichungen, werden hier gleich vektorwer-
tige Distributionen betrachtet (d.h. Testfunktionen und Distributionen, deren Werte in
einem Banachraum liegen). Eine wichtige Teilklasse der Distributionen sind die tempe-
rierten Distributionen, welche fiir die Fourier-Transformation niitzlich sind.

a) Der Raum Z'(€), F) der Distributionen

2.1 Definition (Differenzierbarkeit vektorwertiger Funktionen). Seien X und Y
normierte Rdume, U C X offen und f: U — Y eine Abbildung, und zy € U.

a) Dann heifit f Fréchet-differenzierbar an der Stelle x, falls ein A(zg) € L(X,Y)

existiert mit .

lim ——
h—0 ||h|| x
In diesem Fall heifit f'(zg) := A(zo) die (Fréchet-)Ableitung von f an der Stelle z.

Die Funktion f heifit stetig differenzierbar in U, falls die Ableitung fiir alle o € U
existiert und die Abbildung xy — A(zg), U — L(X,Y) stetig ist. Man schreibt
f € CYU,Y). Analog werden hohere Ableitungen definiert.

b) Sei v € X. Falls der Grenzwert

£ (0 + h) = F(x0) — A(zo)h], =0.

D, f(y) i= lim L0 1) = F (o)

t—0 t

ey

existiert, heifit D, f(x¢) die Richtungsableitung von f an der Stelle xy in Richtung
v. Falls D, f(xg) fiir alle v € X existiert und die Abbildung X — Y, v — D, f(zo)
stetig ist, heifit f Gateaux-differenzierbar an der Stelle zy. Speziell fiir X = R und
v = e; (j-ter Einheitsvektor) heifit a%j f(z0) := D¢, f(r0) die j-te partielle Ableitung
von f an der Stelle x.

2.2 Bemerkung. Man sieht sofort, dass fiir f € C'(U, E) alle Richtungsableitun-
gen D, f(xg) existieren und D, f(zo) = f'(zo)v (v € X) gilt. Speziell existieren fiir
f € C>®(Q, E) mit Q C R" offen alle partiellen Ableitungen 0“f: Q2 — E.

Im Folgenden seien € C R"™ offen und (£, || - ||g) ein Banachraum. Wir schreiben
K ccC Q, falls K C ) kompakt ist.

© Robert Denk 8. 7. 2012



2. Riume von Distributionen 9

2.3 Definition. a) Der Raum der Testfunktionen auf Q wird definiert als
DL E):={peC®Q,FE):suppp C Q kompakt}.

Fir K cC Qsel Zx(LE) :={p € 2(Q,E) :suppyp C K}.

b) Man definiert die Halbnorm

Pk (p) == sup max [|0%p(2)||g (N € Ny, K CC Q).
zeK |a|<N

Dann wird Zk(Q2) durch & = {pyx : N € Ny} zu einem lokalkonvexen Raum
(Zx (), 7).
Durch

P ={p: 2(Q, E) — [0,00) : p Seminorm, p|g, () stetig bzgl. 7}
wird auch 2(£2, E') zu einem lokalkonvexen Raum. Wir schreiben (2(Q, E), 7).
Im Fall £ = K schreibt man Z(Q2) bzw. Pk ().

2.4 Bemerkung. Eine zunédchst natiirlich scheinende Wahl fiir die lokalkonvexe
Topologie auf 2(Q2, E) wire & = {pnx: K CC Q, N € No}. Man beachte, dass
fiir festes K CC Q und ¢ € Z.,(Q, F) mit L CC Q gilt

— e < .
.k () e max 0% (2) ||z < pN,(®)

Nach Lemma 1.9 c) ist daher py x|, (o,5) stetig, d.h. es gilt 2P c 2. Durch die
grofiere Wahl von &2 werden mehr Abbildungen stetig, was es uns spéter (Lemma 2.6
d)) erlauben wird, die Stetigkeit einfach zu beschreiben.

2.5 Lemma. Der Raum (Px(Q, E), Tk) ist ein Fréchetraum.

Beweis. Da pg ¢ bereits eine Norm ist, ist Pk (2, E) ein Hausdorff-Raum, und die
Abzahlbarkeit von P liefert die Metrisierbarkeit. Somit ist nur noch die Vollsténdig-
keit zu zeigen.
Wir wéhlen folgende Umgebung der 0:
1
Uy = {go € k(L E) : pni(p) < N}
Sei (pn)neny C Zk (2, E) eine Cauchyfolge. Zu N € N existiert ein ng € N mit

Qpn_(pme UN (n>m2n0>7

d.h. sup,ex 0%0n(z) — 0%m(z)|le < % (lof < N,n,m > ng). Da E vollstindig
ist, konvergiert (0%, )nen gleichmifig auf K gegen eine Funktion f,. Es gilt ¢, —
¢ = found 0%, — fo = 0%p. Somit px(p, —¢) — 0 fiir alle N € N, d.h. ¢, — ¢
in Zx(Q, E) (Korollar 1.16). O
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10 2. Raume von Distributionen

2.6 Lemma. a) Die Relativtopologie von 1o auf Pk (2, E) stimmt mit Tx tberein.
b) Dk (2, E) ist Te-abgeschlossen in P(), E).
c) (2(Q, E), 79) ist Hausdor(f-Raum.

d) Sei'Y lokalkonver und L : Z(), E) — Y linear. Dann ist L genau dann 7-stetig,
wenn alle L| g, (o,E) Tk-stetig sind.

Beweis. a) Nach Definition wird die Relativtopologie von der Familie von Seminor-
men

2 = {plogp pE€ P}
erzeugt. Es gilt

{pnk : N € N} C 2 C {q: q ist Tk-stetige Seminorm }

und damit ist nach Korollar 1.10 79 = 7.
b) ist klar nach a) und Lemma 2.5.

c) Sei ¢ # 0. Dann existiert ein x € Q mit p(z) # 0 und daher py (5} (¢) # 0. Wegen
Do} € < und Lemma 1.8 ist 2(Q2, F) ein Hausdorff-Raum.

d) (i) Sei L 7p-stetig. Dann ist L|4, (o,r) Tk-stetig nach a).

(ii) Sei g eine stetige Seminorm auf Y. Dann ist g o L|g, (o,g) eine stetige Seminorm
auf Pk (Q, F) fiir alle Kompakta K, d.h. go L € &. Damit ist qo L T4-stetig. Nach
Satz 1.11 ist L 74-stetig. O

2.7 Satz. Sei (pn)neny C 2(, E). Dann sind dquivalent:

(i) on — 0in 2(, E).

(i1) Es existiert ein Kompaktum K C 0 mit supp ¢, C K fir alle n € N, und fiir
alle o € Ny gilt
SU}I? |0%en(z)||le = 0 (n — o0).
HAS

Beweis. (i) heifit ¢, € Pk (2, E) und ¢, — 0 in Zx(Q, E). Damit ist (ii)==(i)
trivial.

(i)==(ii). Sei ¢,, = 0in Z(Q2, E'). Angenommen, es existiert kein K wie in (ii). Dann

existiert eine Folge (K )nen kompakter Mengen mit Ky C Ky C ..., U,y Ign =0
und eine Teilfolge (¥, )nen von (©y,)nen mit

Un € Dk, (Q E)\ Pk, (L E).
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2. Raume von Distributionen 11

Dabei bezeichne I%n das Innere der Menge K,,. Eine solche Folge kompakter Mengen
kann man etwas als geeignete Teilfolge der Mengen {z € Q : dist(x,99) > 1, |z| <
k} wihlen. Wéhle z,, € K, \ K,_1 mit r, := |[¢,(z,)| > 0. Dann ist 7, : ¢ —
%|gp(mn)|, 2(Q, E) — [0,00), stetig (sieche Beweis von Lemma 2.6).

Jedes kompakte K C € liegt in einem der K, wegen | J,, Ign = Q. Alsoist Z(Q, E) =
Unen Zk,, (0, E). Es gilt 7,]9, (,p) = 0 fiir n > m. Daher ist

() =Y Talyp)

neN

fiir jedes ¢ € 2(Q, ) eine endliche Summe, und damit 7 eine wohldefinierte Semi-
norm. Es gilt

N
7T|@K(Q’E) = Zﬂ-n|@K(Q7E) falls K C KN.
n=1

Somit ist 7 € & und insbesondere T-stetig. Es gilt m(¢,,) > m,(¢,,) = 1. Aber wegen
©n — 0 gilt auch 7(¢,,) — 7(0) = 0, Widerspruch. m

2.8 Korollar. Sei Y metrisierbarer lokalkonvexer Raum und L: (4, E) — Y
linear. Dann ist L genau dann stetig, wenn fir jede Folge (pn)nen C Z(Q2, E) mit
on — 0 in 2(Q,F) gilt: Ly, - 0inY.

Beweis. Nach Lemma 2.6 ist L genau dann stetig, wenn alle L|g, o ) stetig bzgl.
Tk sind. Da 7 und Y metrisierbar sind, ist diese Stetigkeit dquivalent zur Folgen-
stetigkeit, und da L linear ist, ist dies dquivalent zur Folgenstetigkeit an der Stelle
0. O

2.9 Bemerkung. Man kann zeigen, dass auch in 2(Q, E) jede Cauchyfolge kon-
vergiert. Allerdings ist 2(2, F) nicht metrisierbar und damit kein Fréchetraum.

2.10 Definition. Der Raum der Distributionen auf €2 wird definiert durch
P'(OVE):=L(2(Q),E) ={u: 2(Q) = E : u stetig, linear}.
Durch die Familie von Seminormen

pe(u) = llu(@)lle (v € 2())

wird Z'(§2, E') zu einem lokalkonvexen Raum.
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12 2. Raume von Distributionen

2.11 Bemerkung. a) Man beachte, dass 2'(€2, E') nicht als topologischer Dualraum
von Z(Q, E) definiert wird.

b) Im Fall £ = Kist 2'(Q2) = L(2(Q2), K) (topologischer Dualraum), und (2'(2), 2(Q2))
ist mit (u|e) := u(yp) ein duales Paar. In diesem Fall ist die oben definierte Topologie
auf 2'(Q2) die schwach-*-Topologie.

2.12 Korollar. Seiu: 2(2) — E linear. Dann sind dquivalent:

(1) we 2'(Q, F).
(ii) Fir alle Kompakta K C Q ist u|g, (o): Ix(Q) = E stetig.
(11i) Fir alle Kompakta K C ) existieren N € Ny, ¢ > 0 mit

lu()lle < epn(p) = e maxmax [Dp(x)] - (p € Zic(S2).

(v) Gilt o, — 0 in 2(Q), so gilt u(exr) — 0 in E.

Beweis. (i)<=-(ii) nach Lemma 2.6.
(ii)<=>(iii) nach Satz 1.11.
(i)<=(iv) nach Korollar 2.8. O

2.13 Definition. Sei u € 2'(Q), E).

a) ordu := inf{n € N : VK CC Q3cxg > 0 : Vo € Z(Q) : |lu(o)lle <
cxPni(p)} € NoU{oo} heifit die Ordnung von w.

b) Sei U C 2 offen. Die Distribution u verschwindet auf U, falls u(¢) = 0 fiir alle
v € 2(2) mit supp ¢ C U gilt. Die Menge

suppu := '\ U{U C Q : u verschwindet auf U}

heifit der Triger von wu.

2.14 Beispiel. Sei 2 € Q. Fiir die Dirac-Distribution d,,: 2(Q2) — C, ¢ — ©(z0),
gilt
1020 (D) < po,re () = max|p(z)],

also ist ord ¢, = 0.

Sei U C Q offen. Dann ist d,,(p) = ¢(x¢) = 0 fiir alle ¢ € Z(2) mit suppy C U.
Also ist supp 0, = {0}.

Fir u € 2'(Q), u(p) := (0%0)(x¢) gilt analog ord u = |a| und supp u = {zo}.
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2. Raume von Distributionen 13

2.15 Definition und Satz. Firu e 2'(Q), E) und o € N setze

(0°u) () = (~=1)u(0%p)  (p € 2(2)).
Dann ist 0°u € Z'(Q, E). Es gilt 0* € L(Z(Q, E)) und 0* € L(Z' (Y, E)) (d.h.

insbesondere ist 0% stetig bzgl. der entsprechenden lokalkonvexen Topologien).

Beweis. Wegen py i (0%¢) < Pnijalx (@) ist 0% D (Q, E) = Pk (Q, E) stetig fiir
alle K CC Q. Mit Lemma 2.6 a) folgt die Stetigkeit von 0%: Pk (Q, E) — 2(, E),
und nach Lemma 2.6 d) ist 0%: 2(2, E) — 2(Q, E) stetig, d.h. 0* € L(Z(), E)).

Wendet man dies auf den skalaren Fall an, so sieht man, dass 0%u = (—1)l*u o
0“: (1) — FE als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, d.h. 0%u € 2'({2, F).

Fiir die Stetigkeit in 2'(2, E) rechnen wir die Bedingungen aus Satz 1.11 (iv) mit
X =Y = 2'(Q, FE) nach. Beachte, dass hier die Familie von Seminormen durch
P =2={p,:¢c2(Q)} mit p,(u) = |[u(p)|| e gegeben ist. Es gilt

Pe(9%u) = [[(0%u) ()| = [[u(0%) | 2 = poey(w),
also ist wegen 0%p € Z(Q2) Satz 1.11 (iv) erfiillt, und 0% € L(Z'(2, E)). O

b) Der Raum .¥/(R", F) der temperierten Distributionen
2.16 Definition. a) Der Schwartz-Raum (Raum der schnell fallenden Funktionen)
S (R™, E) ist definiert als die Menge aller ¢ € C*°(R", E') mit
Pam(p) = sulé)(l + |z|™)[[0%(z) || < 00 (a € N, m € Np).
zeR™
Durch {pam : @ € Ny, m € Ny} wird eine lokalkonvexe Topologie auf .7 (R", )
definiert.

b) Der Raum der temperierten Distributionen wird definiert als .#/(R", E) =
L(Z(R"), E). Durch die Familie p,(u) = ||u(o)|lg, ¢ € L (R") wird /' (R", E)

zu einem lokalkonvexen Vektorraum.

2.17 Bemerkung. a) Eine dquivalente Familie von Seminormen fiir . (R", E) ist
etwa {pym : N, m € Ny} mit py (@) := maxjaj<ny Pam (@)

b) Fiir E = C ist die obige Topologie auf .#/(R"™) wieder die schwach-*-Topologie.

2.18 Satz. a) (R, E) ist ein Fréchetraum.

b) Seien « € Ny, P: R* — C ein Polynom und f € #(R™). Dann ist jede der
Abbildungen p — 0%, ¢ — P - @ und ¢ — f - ¢ eine stetige lineare Abbildung von
S (R", E) nach 7 (R", E).
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14 2. Raume von Distributionen

Beweis. a) Da die Menge der Seminormen abzihlbar ist, ist ./(R™, E') metrisierbar.
Die Vollsténdigkeit folgt wie im Beweis von Lemma 2.5.

b) Dass 0%p, Py und fp wieder in .(R", E) liegen, folgt aus der Leibniz-Formel
« _
() =3 (5) @ neo.
BLa B

Die Stetigkeit folgt ebenfalls unter Verwendung der Leibniz-Formel wie in Satz 2.15.
O

2.19 Satz. a) Z(R", E) ist dicht in .7 (R", E).
b) Die Inklusion j: 2(R", E) — . (R", E), ¢ — @, ist stetig.

Beweis. a) Sei f € /(R", E). Wihle ¢ € Z(R") mit p(z) = 1(|z] < 1) und
definiere f.(x) := p(ex)f(x) (z € R, ¢ > 0). Dann ist f. € Z(R", E), und fiir alle
m € Ny und o € Njj gilt

(L+[2|™)o™(f — fo) (@) = (L +[|™)0*[(1 — p(ex)) f ()]
= (14 [2|™) " el (1 — o)) (e2) (07 f) (w).
20)
Wegen [0°(1 — p)](ez) = 0 fiir |z] < e~ ! und
sup (1+[a[™)|07f(2)llz = 0 (e \,0)

|z|>e—1
folgt pam(f — f.) = 0(e \,0), d.h. f. — f in Z(R", E).

b) Fir K C R™ kompakt ist j: (Zx(R™, E), 1) — 7 (R", E) stetig, da auf Pk (R", E)
die Topologien von Zk(R", E') und .#(R", E) iibereinstimmen. Nach Lemma 2.6 ist
J stetig. O

2.20 Definition. Seien XY lokalkonvexe Réume. Wir schreiben X — Y, falls ein

injektives j € L(X,Y) existiert (stetige Einbettung), und X 2 Y, falls zusétzlich
§(X) C Y dicht ist.

Satz 2.19 besagt damit 2(R", E) <% .7 (R", E).

2.21 Lemma. Seien X,Y lokalkonvexe Riume und T € L(X,Y). Definiere die ,E-
wertigen Dualrdume® Xy, == L(X, E) bzw. Yy, :== L(Y, E) mit den durch {p, : ¢ €
X}, po(u) = |lu(p)||e gegebenen lokalkonvezen Topologien. Fir den ,E-wertigen
adjungierten Operator® T': Y}, — X, u — uwo T gilt dann T" € L(Y},, X}). Falls
R(T) C Y dicht ist, so ist T injektiv.
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2. Raume von Distributionen 15

Beweis. Dies sieht man wie im Beweis von Satz 2.15: T'u = uwo T € X}, als Kom-
position stetiger Abbildungen, und die Gleichheit

Pe(Tgu) = [(Tpu)(@)lle = [u(Te)| e = pre(u)
zeigt die Stetigkeit von T".

Sei nun R(T) C Y dicht und u € ker 7". Dann gilt u(T¢) = (T"u)(p) = 0 fiir alle
¢ € X. Da R(T) dicht ist, folgt u(¢)) = 0 fiir alle b € Y, d.h. w =0 in Y. O

2.22 Satz. a) Es gilt ' (R",E) — 2'(R", E), wobei die Finbettung gegeben ist
durch u — u|grny.

b) Fir a € Ny, P Polynom und f € Z(R™) sind die Abbildungen u — 0%,
u +— Pu und u — fu Elemente von L('(R", E)). Dabei wird (Pu)(p) = u(Py)

bzw. (fu)(p) :=u(fe) definiert.
Beweis. a) folgt sofort aus Satz 2.19 und Lemma 2.21 mit j*: /' (R", F) — 2'(R", E).
Beachte j*u = u o0 j = u|gmn).

b) folgt ebenfalls mit Lemma 2.21 aus Satz 2.18. O
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16 3. Integration vektorwertiger Funktionen

3. Integration vektorwertiger Funktionen

Worum geht’s? In vielen Anwendungen wie etwa in der Theorie partieller Differenti-
algleichungen und der Halbgruppentheorie, treten in natiirlicher Weise Integrale iiber
vektorwertige Funktionen auf, d.h. die Integranden haben Werte in normierten Riaum-
en bzw. Banachraumen. Hier soll der zugehorige Integralbegriff diskutiert werden, der
eine Verallgemeinerung des skalarwertigen Lebesgue-Integrals darstellt. Besondere Be-
deutung haben - wie im skalaren Fall - die LP-Raume.

Im Folgenden sei (E, ||+ ||g) = (E,|| - ||) wieder ein K-Banachraum, versehen mit der
Borel-o-Algebra, und (2, A, 1) ein (o0.E. vollsténdiger) Mafiraum.

3.1 Definition. Eine Funktion f: 2 — E heifit Stufenfunktion oder Treppenfunk-
tion, falls f die Form f =" , xa,a; mit A; € Aunda; € E (1 =1,...,n) besitzt.
Falls zusétzlich u(A;) < oo (i = 1,...,n) gilt, heiBt s (u-)integrierbar. Der Raum
aller integrierbaren Stufenfunktionen wird mit 7'(u, ) bezeichnet. Fir f € T'(u, E)
ist das (Bochner-)Integral von f bzgl. p definiert als

/fdu = Zu(Ai)ai €FE.
i=1

3.2 Bemerkung. a) Offensichtlich ist T'(, E) ein linearer Vektorraum. Falls f €
T(p, E), soist |f(-)[e € T(u, R).

b) Es gilt
H/deHES/HfHEdu (s € T(u, E)).

¢) Durch || fll7(ue) == [ || fllpdp wird eine Seminorm auf T'(u, E') definiert.

Im folgenden werden wir 6fter Folgen und Reihen von Funktionen mit endlichem
oder separablem Wertebereich betrachten. Um zu sehen, dass die Separabilitit des
Wertebereichs erhalten bleibt, verwenden wir folgende Aussage.

3.3 Lemma. a) Sei (Y,d) ein separabler metrischer Raum und X C Y. Dann ist
(X,d|x) separabel.

b) Sei E ein Banachraum, S eine Menge, f,: Q@ — E mit f,,(Q) separabel. Die Reihe
f(x) =300 fulx) konvergiere fiir alle x € Q. Dann ist f(S) separabel.

Beweis. a) Sei Y = {y, : n € N}. Definiere

U:={U;n =Byn,r)NX:r>0,7re€QneN}
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3. Integration vektorwertiger Funktionen 17

Zu jedem U, , # () wéhle ein z,, € U, ,. Dann ist A := {z,,, : r,n} abzihlbar.

Sei z € X und ¢ > 0. Wahle r € Q,7 < € und y, mit d(x,y,) < 5. Wegen = €
B(yn,r/2) ist X N B(yn,7/2) # 0. Somit ist d(x, x,/2,) < d(@,yn) + d(Yn, Trj2n) <
r<e.

b) Sei f,,(2) = {ynx : k € N} und

N
Z = {Zymkl ‘n;, ki € NN € N}.
i=1

Dann ist Z abzihlbar. Sei x € Q. Zun € N wihle ein k, mit || f,,(2) —ynx, || < €-27™
Dann ist fiir alle N € N

<e,

N N
DAGED SIS
n=1

n=1

€z

d.h. 22:1 fo(x) € Z. Da die Partialsummen gegen f(z) konvergieren, ist auch
f(x) e Z.

Also gilt f(Q) C Z, und nach Teil a) ist f(Q) separabel. O

3.4 Satz. Sei f: Q) — E eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) Es existiert eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen f,: Q — E mit f,(x) —
f(z) (in E) fir alle z € Q.

(ii) f ist messbar und f()) ist separabel.
Man kann in (i) ||f.(2)]| < 2| f(2)]] (n €N,z € Q) wihlen.

Beweis. (i)= (ii) Als punktweiser Limes messbarer Funktionen ist f messbar. Wie
im Beweis von Lemma 3.3 sicht man, dass f(€2) separabel ist.

(ii)=(i). Sei {w, : n € N} C f(Q) dicht. Ohne Einschrinkung seien alle w, ver-
schieden von 0. Setze fiir n, N € N

~ 1 1
A ={zeQ: If @) = %, I @) —wall < %}

Dann gilt .
UAY={ze:lf@l =1},

neN

da {wy,}, dicht ist. Sei

n—1
AN = AN\ JAY (neN)
k=1
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18 3. Integration vektorwertiger Funktionen

(disjunkte Version), und fir N € Nund M =1,..., N definiere

N
gnm(T) = ZXA,J‘/(x)wn'
n=1
Dann ist gy s Stufenfunktion und es gilt ||gya(x)]| < 2||f(x)| (x € Q) wegen

g (@) = [lwnll < % +HIF @I <20/ @) (=€ 4.

Fir N € N setze nun fy(x) := 0, falls gy p(x) =0(M =1,...,N) und fy(z) :=

gn,m () sonst, wobei
M = max{k; = ]-7 ) N : gN,k(x) 7é 0}

Dann ist auch fy Stufenfunktion, und || fx(x)| < 2[[f(x)] (x € Q). Aufgrund der
Definition von gy und fy gilt aulerdem fiir NV € N:

(*) Falls z € UY_; UY_, AM so ist fy(z) # 0 und

1

[fn () = fl)ll < Y7

mit MY == max{M =1,...,N:z e JY_ AM}.

Sei nun ¢ > 0 und € . Falls f(z) = 0, so folgt yaum(x) = 0 fiir alle M,n € N
und damit fy(z) = 0 fiir alle N € N. Sei also f(x) # 0. Wéhle Ny € N mit

Nio < min{[|f()||,e}. Dann existiert genau ein ny € N mit € Ao, Fir N >

max{ Ny, ng} folgt = € UY_, UY_, AM und MY > Ny. Nach (*) erhalten wir

1
<e (N >max{Ny,ng}).

[fn () = fla)ll < My S A

Somit konvergiert fy(z) gegen f(x). O

3.5 Satz. Sei f: QQ — E messbar und f(Q)) separabel. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt eine Folge (fp)nen C T(p, E) mit fo(x) — f(z) (z € Q), und

[ 5= fldn =0 (0> c0).

(ir) ['11flldp < o.
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3. Integration vektorwertiger Funktionen 19

Beweis. (i)=(ii). Es gilt

Jistdn < [ 15, = sldas [ 15ldn < oo

mit n € N beliebig.

(ii)=(i). Wihle eine Folge ( f,,),, von Stufenfunktionen wie in Satz 3.4, wobei || f,(z)]| <
2[f(x)|l (z € ). Insbesondere ist f,, integrierbar. Damit gilt

gn(@) = [[fulz) = f(2)| = 0,n =00 (x€Q)

und g,(z) < 3||f(z)|| (z € Q), dh. g, — 0 punktweise, und nach dem Satz iiber
majorisierte Konvergenz folgt

/gndu—>0 (n — 00).

]

3.6 Lemma. Sei f messbar, f(Q2) separabel, [ | f|ldp < oo. Seien (fr)n und (gn)n
Folgen wie in Satz 3.4 (i). Falls E Banachraum ist, so ezistieren lim,, f fodp € E
und lim,,_ fgnd,u € E, und beide Limiten sind gleich.

Beweis. Es gilt mit Bemerkung 3.2

H/fndu—/gnduH = H/(fn—gn)duH

S/Ilfn—gnlldu
s/(an—fo—gnH)du

—0 (n— oc0).

Die gleiche Rechnung mit f,, fn, statt f,,g, zeigt, dass ([ fudp)nen C E eine
Cauchyfolge und damit konvergent ist. O]

3.7 Bemerkung. In der Situation von Lemma 3.6 nennt man die Funktion f in-
tegrierbar und definiert | fdu :=lim, o [ fndp. Dieses ist nach Lemma 3.6 wohl-
definiert und linear in f. Wie iiblich {ibertragen sich die Eigenschaften des Integrals
von Stufenfunktionen auf integrierbare Funktionen. Insbesondere gilt

| [ sau] < [ 1s1a

falls f integrierbar ist. Dies zeigt, dass sich der Wert des Integrals nicht dndert,
falls f auf einer p-Nullmenge geédndert wird. Daher verwendet man folgende leicht
allgemeinere Definition.
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20 3. Integration vektorwertiger Funktionen

3.8 Definition. a) Eine Funktion f: Q@ — F heifit stark messbar (oder p-messbar),
falls eine p-Nullmenge N € A existiert so, dass f|q\n messbar ist und f(Q\ N)
separabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f: Q — E heiBt (u-)integrierbar, falls [ | f|ldup <
oo. In diesem Fall wihle eine Folge (f,)nen C T (1, E) mit f, — f u-fast iiberall
und [||fn — fllde = 0 (n — o0o) und definert das Bochner-Integral von f iiber

bzgl. p durch
/fd,u = lim /fnd,u.
n—oo

/Afdu = /(XA‘f)d,u (AeA).

Man setzt £ (u, E) :={f: Q@ — E| f ist integrierbar} und £ (1) := £ (u, K).

Wie iiblich sei

3.9 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,,: Q — E messbar,
[2(Q) separabel, f, — f p-fast diberall. Sei g: Q@ — [0, 00] messbar mit [ gdp < oo
und || fo(2)|| < g(z) p-fast iberall fir alle n € N, und || f(x)| < g(x) p-fast dberall.

Dann ist f, € LY (u, E), f € LY (u, E) und
/fndu—> /fdu in B (n— 00).

b) Sei fn: Q@ — E messbar, f,(Q) separabel, Y07 [||fulldp < oo. Dann ist f, €
LY, E) und 3207, fu(x) konvergiert in E fir p-fast alle x € 2.

Die Funktion

0, sonst

e {Z?f_l (@), falls 3 falx) konvergiert,

18t integrierbar, und es qilt

S [ udu= [ 3 fudn

n=1 n=1

¢) Sei f € L', E) und A = \J A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A.

neN

Afduzgﬁnfdu.

Dann st

© Robert Denk 8. 7. 2012



3. Integration vektorwertiger Funktionen 21

Beweis. a) Genauso wie im Beweis von Satz 3.5 sieht man, dass f,, f € £ (u, E).
Wegen ||f, — f|| — 0 punktweise und || f,, — f|| < 2g folgt

H/<fn—f>duHE£/||fn—f||EdMo.

n=1
besondere ist >~ || fu(2)]| < oo fiir p-fast alle z, und somit ist Y - | f,(z) kon-
vergent in F fiir p-fast alle x € 2. Der Wertebereich des Grenzwertes ist separabel
nach Lemma 3.3. Der Rest folgt mit majorisierter Konvergenz.

b) Die Funktion > 7 || f,]| ist eine integrierbare Majorante fir (>°7_; fi)nen. Ins-

c) folgt sofort aus b) mit f, := f - xa,- O

Viele weitere Sétze der skalaren Integrationstheorie {ibertragen sich mit fast iden-
tischen Beweisen auf den vektorwertigen Fall, z.B. der Satz von Fubini. Wir gehen
hier noch kurz auf die LP-Réume ein:

3.10 Definition. Fiir 1 < p < oo ist ZP(u, E) definiert als Menge aller stark
messbaren Funktionen f: Q — E, fir welche || f||r(u,m) < 00, wobei

1/p
P d ’ e
Ul — 4 (1) )
inf {c € [0,00] : [[fllr < ¢ p-fast iiberall}, p = oo.

3.11 Satz. a) Fir alle 1 < p < oo ist LP(u, E) ein linearer Vektorraum, und
|-\l zr(um) ist eine Seminorm auf LP(u, E).

b) Firl <p<oo ist ZP(u, E) vollstindig.

Beweis. Dies zeigt man jeweils analog zum skalaren Fall mit den offensichtlichen
Modifikationen (in b) wird die Vollsténdigkeit von E verwendet). O

3.12 Definition. Definiere
N:={f: Q— E|f =0 u-fast iiberall}.

Fir 1 <p < oo sei
LP(u, E) == Z%(u, E) /N

der Quotientenraum. Falls das Maf klar ist, schreiben wir auch LP(Q), E'). Wir setzen
wieder LP(p) := LP(u,C). Fiir Q C R™ wihlen wir (falls nichts anderes vereinbart
ist) fiir u das Lebesgue-Maf}; welches wir mit A bezeichnen. Wie iiblich unterscheiden
wir im Folgenden in der Notation nicht zwischen einer Funktion und ihrer Aquiva-
lenzklasse.
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22 3. Integration vektorwertiger Funktionen

3.13 Satz. Fir alle 1 < p < oo ist LP(u, E) ein Banachraum.

Beweis. Die Vollstandigkeit folgt nach Satz 3.11, die Definitheit der Norm folgt aus
der Konstruktion als Quotientenraum (ebenso wie im skalaren Fall). []

Wir betrachten nun vektorwertige regulédre Distributionen. Dazu sei {2 C R™ offen,
versehen mit der Borel-o-Algebra B(E), und (E.| - ||) ein Banachraum. Wie im

skalaren Fall definieren wir Li _(Q, F) als die Menge aller (Aquivalenzklassen von)

Funktionen f: Q — E, fiir welche fxx € LY(Q, E) fiir alle K CC Q gilt.

3.14 Definition. Die zu f € L] (2, E) gehérige regulire Distribution [f] ist defi-
niert durch

F(0) = / o@)f(@)dz (g € D).

Eine Distribution u € 2'(Q, F) heiBit eine reguldre Distribution, falls ein f €
Li (Q, F) existiert mit u = [f].

loc

Es gilt folgender Satz (siehe Anhang):

3.15 Satz. Die Abbildung L (2 E) = 2'(Q, E), f v+ [f] ist wohldefiniert, linear

loc
und ingjektiv.
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4. Die Fourier-Transformation

Worum geht’s? Die Fourier-Transformation beschreibt mathematisch die Zerlegung
einer Funktion oder eines akustischen oder elektromagnetischen Signals in Grund-
schwingungen. Innerhalb der Mathematik tritt die Fourier-Transformation insbeson-
dere im Rahmen der partiellen Differentialgleichungen auf. Dies liegt daran, dass die
Ableitung in der Fourier-Transformierten zur Multiplikation mit der Koordinatenfunk-
tion wird. Die Fourier-Transformierte wird zunichst fiir L?-Funktionen und dann fiir
temperierte Distributionen betrachtet.

Im Folgenden sei (E, || - ||g) = (E,| - ||) ein C-Banachraum. Wir definieren
Co(R", E) :={f: R" = E| f stetig , f(z) = 0 (|x] — o0)}.

Wie im skalaren Fall sieht man, dass Cy(R", E') mit der Supremumsnorm || f||o :=
SUP,epn || f(7)||p ein Banachraum ist.

4.1 Definition. Fiir f € L*(R", E) heifit

(FNO = gz || @)

die Fourier-Transformierte von f.
4.2 Satz. Es gilt € L(L*(R", E), Cy(R", E)).

Beweis. (i) Offensichtlich existiert fiir jedes £ € R™ das Integral, und es gilt ||.# f(£)|| g <
@) 2[[ f o n -

Wir zeigen, dass .7 f stetig ist. Sei dazu (£®™)rey C R™ mit ¢®) — ¢ Dann gilt
e~i€® _ e=ir€ (3 € R™) und

|17 £69) = Z £l < er) 2 [ @)l [ — e do 0

-

<2

mit majorisierter Konvergenz.

Als stetige Funktion besitzt .% f separablen Wertebereich (Ubung) und ist messbar.
Damit folgt .# € L(L'(R", E), L>*(R", E)) mit Norm nicht grofier als (27)~"/2.

(ii) Wir zeigen .Z f(§) — 0 fiir |{] — oo. Sei zunéchst f € Z(R", E), R > 0 und
€ mit > R. Wahle 7 mit |§;| > —=. Dann gilt
R™ mi R. Wihle j mit [¢; \fﬁ D il

/n e’mgf(:c)d:cHE

© Robert Denk 8. 7. 2012
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— 2| [ 0wy

. n

Da 2(R", E) dicht ist in L'(R", E) (Satz B.3 im Anhang), existiert eine Folge
(Pn)ner © Z(R™, E) mit ¢, — f in LR, E). Mit Z € L(L'(R", E), L*(R", E))
erhalten wir || F ¢, — % f|loc — 0 und damit .# f € Cy(R™, E). O

4.3 Bemerkung. Die Aussage (Z f)(£) — 0 (|| — oo) fiir f € L'(R") ist bekannt
unter dem Namen Riemann-Lebesgue-Lemma.

Die folgenden Bezeichnungen sind im Rahmen der Fouriertransformation niitzlich
und {iblich.

4.4 Definition. a) Fiir o € N definiert man D := (—4)l*9%, d.h.

Dy = (i)l (%)al e (%)an.

b) Man setzt @ = (27)""/2dx, d.h.

1
z)dr = ——— x)dx
[ tete= s [ 1)

Im Folgenden verwenden wir auch die (nicht ganz korrekte) Kurzbezeichnung z® f
fir die Funktion x — x®f(z), analog {*.Z f.

4.5 Satz. a) Fir f € #(R",E) und o € NI gilt:
(i) Zf € C=(R", E) und D*(F f) = (~1)o.Z (x° f).
(ii) F(Df) =& Ff.

b) Es gilt F € L(.(R", E)).

Beweis. a) (i) Unter Verwendung von z°f € L'(R™, F) und der majorisierten Kon-
vergenz folgt

DN(F f)(€) = (=) f( )aga e e

= (=)™ Rnf( p)ateHdE = (=1)1(F (@) (€).
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(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

F(Df)(€) = / (DO f)(x)e " da

n

= ()" | f@)Drede = & Ff(S).

b) Nach (i) gilt #f € C>*(R™, E). Wir betrachten das System von Halbnormen
Pam(f) = supyepn (1 + |2|™)||0%f(2)|| g auf Z(R", E). Fir f € (R, E) gilt

IZ DO < pomar(f) / (L+ e ) idr (€ € RY).

n
& J/

~
=:Cp <00

Fiir gerades m ist Q(§) := (1 + [¢|™) ein Polynom in z vom Grad m, und mit a)
folgt

Pasn(F f) = sup [QED*(F O] = sup [|[[F(@QD)z* NI

¢ERn ¢€R

S Cnpo,n+1(Q(D)xaf> S Cnca,m Z pﬂ,\a|+n+1(f)-

18]<m

Insbesondere ist .7 f € . (R™, E), und nach Satz 1.11 ist .# € L((R", E)). O

4.6 Definition und Satz. Fir u € .'(R" E) definiere Fu(p) := u(F) (p €
L (R™). Dann ist # € L('(R", E)). Fir o« € Ny und v € '(R", E) gilt
F (D) = £*Fu als Gleichheit in ' (R", E).

Beweis. Das folgt unter Verwendung des adjungierten Operators (Lemma 2.21) so-
fort aus Satz 4.5. Die letzte Gleichheit folgt aus Satz 4.5 und den entsprechenden
Definitionen fiir Distributionen. O

4.7 Lemma. Fir v(x) := exp(—%) (x € R") gilt vy € S (R™) und F~v =1.

Beweis. (i) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

v +2y=0, y0)=1. (4-1)
Damit gilt
0=F( +xy)=i(Fy) +i(F)
Wegen
1 & 2
Zv)(0) = —— e 2dxr =
==/
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16st .7~ ebenfalls das Anfangswertproblem (4-1). Also gilt v = % ~.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

n

e = [ (T TLe s )as

j=1
n 1 /_2/2"5 - —£2/2

T (5 [ oan) =[5 =200
J=1 2m Jm j=1

4.8 Lemma. Fir f € Z(R") gilt F2f(z) = f(z) == f(—2) (z € R").

Beweis. Sei v,(x) := 7y(ax) fiir @ > 0 und 7 wie in Lemma 4.7. Dann gilt
n 3
(7)) = a"(F7) ().

wie man durch Substitution im Integral sieht. Sei g(x) := e~ (az) fiir & € R”
fest und @ > 0 fest. Dann ist g € ./(R"), und mit Lemma 4.7 folgt

f‘i‘fo).

a

(F0)©) = [ e (ar)e*dn = (Fr)(+ &) =a

Die Funktion (z,&) — f(£)g(z)e ™ ist in L'(R?"), also kénnen wir den Satz von
Fubini anwenden. Wir erhalten

| @En@a@is= [ o

= [ s@ar () ae = [ fe-@ntodn @2

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution v = %fo verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann y(au) — 1 punktweise und
g(z) — e~ punktweise. Wegen .% f € L'(R") kénnen wir majorisierte Konvergenz
anwenden und erhalten

[ Fn@g@as - (716,

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (4-2) zu berechnen, verwenden wir f(au—
&) — f(—&) punktweise. Da || f||o - 7 eine integrierbare Majorante ist, erhalten wir

- flau—&)y(u)du — f(=E).

Also gilt (F2f)(&) = f(—£o). 0
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4.9 Definition und Satz. a) Die Fourier-Transformation F : ./ (R") — % (R")
ist ein Isomorphismus lokalkonvezer Raume (d.h. linear, stetig und bijektiv mit ste-
tiger Inverser). Es gilt

()@ = [ g
b) (Satz von Plancherel.) Es gilt

(f, 92wy =(F [, Zg 2@y (f.g€ S (R")).
Somit ist F|gmny eine Isometrie bzgl. || - || L2mny und damit eindeutig zu einem iso-

metrischen Isomorphismus o : L*(R") — L*(R") fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-
Transformation genannt wird und unitdr ist.

Beweis. a) Nach Lemma 4.8 gilt Z2f = f, d.h. F* = id y(gn). Damit gilt

(7 19)(0) = (F9)(0) = (F)(-o) = [ g()eae

b) Im Beweis von Lemma 4.8 sahen wir

(Z 9 2wy = ([, F 9) 2@wn)-

Setze nun h := Zg, d.h.

g:?-lﬁz/ %e“fdx = Zh.

Da .(R™) C L*(R") dicht ist, ist %, : L*(R™) — L*(R") wohldefiniert, isometrisch.
Damit ist der Wertebereich R(.%,) abgeschlossen. Wegen R(.%;) D . (R") ist %,
surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus und damit unitér. O]

4.10 Korollar. a) Die Fouriertransformation % € L(.'(R", E)) ist ein Isomor-
phismus, und es gilt F* = idggn ).

b) Die Fouriertransformation F € L((R™ E)) ist ein Isomorphismus mit F* =
id s @n g). Fir g € S (R", E) gilt F|g] = [Fg] und

(F 9 = [ glas e R ge S ®E),

n
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Beweis. a) Nach Definition von . auf ./(R™, E') und nach Satz 4.9 a) gilt (F4u)(p) =
u(Frp) = u(p), d.h. F* = id g (g~ p). Insbesondere ist .F auf .#'(R", E) bijektiv
und die Inverse . ~1 = .#3 ist wieder stetig.

b) Sei g € (R", E). Fiir die zugehorige reguldre Distribution [g] gilt unter Ver-
wendung des Satzes von Fubini

Zale) = | v Fo)aldn= [ o) [ e ge)ae)s

= / (/nei"""%(x)dx>g(€)d€
=[gl(F¢) = Flgl(¢) (€ F(R")).
Aus a) folgt nun F* = id o (rn, ), und fiir die Inverse gilt
77 9l(0) = [F9l(p) = 2 F gl(p) = [F9)(9)

- [ Fo@e-nis = [ (Fo-aelads (o€ S @)

Aus der Injektivitéit der Abbildung L (R, E) — .%/(R", E) erhalten wir (% ~'g)(z) =
(Fg)(—2). N

4.11 Beispiele. a) Sei a € R". Betrachte die Dirac-Distribution ¢, € .#/(R"). Es
gilt

(F6.)(9) = 6.(F ) = (F)(a) = / e o(x)d z = (27) ™ [e](9)

mit e, := e~ Damit gilt in etwas laxer Schreibweise
F by = (2m) M2,

Insbesondere gilt .#d, = (2m)~™?1, wobei 1 die konstante Funktion 1 bezeichne.
Damit folgt auch (wende .#3 an)

F1 = (21)"/%6,.
b) Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein Maf auf A mit P(§2) = 1.

Sei X : (2 — R eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Funktion. Der Erwartungs-
wert von X ist definiert als

EX ::/XdP:/idePOX_l
Q R

mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl P o X! =: v auf (R, B(R)). Fiir die zugehérige
Distribution

u, () = /sodl/ (p € Z(R))
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gilt u, € .#’(R) und (unter Verwendung des Satzes von Fubini)

Fu(p) = up(Fp) = / (F ) (2)dv(z) = /]R (27)1/2 /R (1) dtdy(x)

_ / (2m) 112 / e dy(x) (t)dt = [x](¢)

-

=px (t)

mit der charakteristischen Funktion von X

Ux(t) == (2m)PB(e ™) (teR).

Die folgenden elementaren Eigenschaften der Fouriertransformation kénnen leicht
unter Verwendung des Transformationssatzes fiir das Lebesgue-Integral bewiesen
werden.

4.12 Lemma (Eigenschaften der Fouriertransformation). Seien f € .Z(R", E),
5>0,acR" und o € N.

(i) Fiir g(x) := e f(x) gilt (Fg)(€) = (Ff)(€ — a).
(ii) Fir g(x) = f(x —a) gilt (Fg)(€) = (FF)(€)eE.
(iii) Fiir g(x) == (2) gilt (Fg)(€) = s"(F F)(5€).

(iv) Sei E = C. Fir g(x) = F(—2) gilt (Z9)(€) = (ZNE).

Die Fouriertransformierte verwandelt Faltung in punktweise Multiplikation, was fiir
viele Anwendungen von Bedeutung ist. Genauer gilt folgende Aussage (zur Faltung
vergleiche auch Anhang B).

4.13 Lemma (Faltung und Fouriertransformation, Teil 1). Fir f € #(R") und
g € L (R" E) ist die Faltung f x g definiert durch

(f *g)(x) == . fgle —y)dy  (z€R").
Dann gilt f g € ./ (R", E) und

F(f+g) = (20" F[- Fy,
F(fg) = (2n) "2F [« Fg.

Die Abbildung ' (R™) x ./ (R", E) — L (R", E), (f,g) — f * g, ist stetig in jeder

Variablen.
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Beweis. Ubung. [

Der folgende Satz ist nicht ganz so leicht zu beweisen, der Beweis wird hier aus
Zeitgriinden weggelassen (Teile (i) und (ii) in der Ubung).

4.14 Lemma (Faltung und Fouriertransformation, Teil 2). Seien u € .'(R", E)
und ¢ € L (R™). Definiere 1,0 := @(x — ) und (u* ¢)(x) := u(1,¢) (x € R"™).
(i) Es gilt ux p € C®(R™, E) und 0%(u * ¢) = (0%u) x o = u* (0%p) fir o € N
(ii) Es gilt ux @ € &' (R" E), und die Abbildung
S'(R" E)x S(R") = S (R E), (f,p)—~ f*¢
st stetig in jeder Variablen.

(ii3) Es gilt F(ux @) = 2n)"2°Fp - Fu und F(p-u) = 2n)*(Fu) * (Fp).
(Man beachte hier, dass Fu € ' (R", E) und Fp € L (R™) gilt.)

4.15 Bemerkung. Nach dem Satz von Plancherel ist .# € L(L*(R")) ein isome-
trischer Isomorphismus. Dies gilt nicht mehr im vektorwertigen Fall, d.h. im Allge-
meinen ist # keine Isometrie in L*(R", E). Tatséchlich kann man zeigen, dass der
Satz von Plancherel in L?*(R"™, F) genau dann gilt, wenn F isometrisch isomorph zu
einem Hilbertraum ist.
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5. Sobolevraume: Definition und erste
Eigenschaften

Worum geht’s? Nach den Vorbereitungen konnen jetzt die (vektorwertigen) Sobole-
vraume definiert werden. Dabei gibt es zwei grundlegende Zugénge: Zum einen iiber die
Fouriertransformation, zum anderen iiber den Ableitungsbegriff und reguldre Distribu-
tionen. Der erste Zugang fithrt auf Bessel-Potentialrdume, welche ohne Schwierigkeiten
fiir jede reelle Differenzierbarkeitsordnung definiert werden kénnen (aber zun#chst nur
im Ganzraum erklirt sind), der zweite Zugang fiihrt auf Sobolevraume mit natiirli-
cher Differenzierbarkeitsordnung (in beliebigen Gebieten). Zumindest im skalaren Fall
fithren diese beiden Zugéinge im ganzzahligen Fall auf denselben Raum.

a) Bessel-Potentialrdume

Im Folgenden sei wieder (E, ||-||) ein Banachraum. Wir definieren (£) := /1 + [£|? (£ €
R") und A® := (D)* := F1()5F fiir s € R. Fiir u € ¥'(R", E) definieren wir
(A*u)(p) == u(Ap) (¢ € L (R™)).

5.1 Satz. Fir alle s € R ist A* € L((R", E)) ein Isomorphismus und A° €
L(Z'(R™ E)) ein Isomorphismus.

Beweis. Firalle j =1,...,n gilt %(5)5 = £(£)*7?2¢;, und induktiv zeigt man, dass

0%(€)*® eine Summe von Ausdriicken der Form Py, (€)(€)*~%~1ol mit k < |a/ ist, wobei
Py ein Polynom von Grad < k ist. Damit erhalten wir die Abschéatzung

07(€)°] < cal)* 1 < (14 €77 (€ Np)
mit Konstanten c,, ¢, > 0.
Unter Verwendung der Leibniz-Regel sieht man, dass die Abbildung
m: S (R, E) = SR E), ¢ = ()%,

wohldefiniert und stetig ist. Damit ist auch A* = .Z ~'m,.# als Verkniipfung stetiger
Abbildungen stetig. Offensichtlich gilt A°*A™% = id y(gny, damit ist ist Ty := A® €
L((R", E)) ein Isomorphismus.

Es gilt A* =T! € L(<'(R", F)) mit Lemma 2.21, und offensichtlich ist A®* wieder
ein Isomorphismus (mit Inversem A™*). [

5.2 Definition (Bessel-Potentialraume). Seien s € R und 1 < p < oco. Dann wird
der LP-Bessel-Potentialraum der Ordnung s definiert durch H(R", E) = {u €
S (R") : A*u € LP(R™, E)}, versehen mit der Norm ||u]

H;(Rn) = ||A8U||Lp(Rn’E).
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In dieser Definition ist die Bedingung A*u € LP(R", E) im Sinne reguldrer Distri-
butionen zu verstehen: Es existiert ein v € LP(R™, FE) mit A°u = [v]. Aufgrund
des Fundamentallemmas der Variationsrechnung (Anhang B) ist in diesem Fall die
Funktion v eindeutig.

5.3 Satz. a) Es gilt H;(R", E) = A—°LP(R", E), und die Abbildung A=: LP(R", E) —

H3(R™, E) ist ein isometrischer Isomorphismus.

b) Fir alle s,t € R ist die Abbildung A°: H\(R", E) — H!™*(R", E) ein isometri-
scher Isomorphismus.

Beweis. a) Sei w € LP(R" E) C &'(R", E) und v := A *u. Dann gilt A®v =
NN %u =u € LP(R", E) und damit v € H?(R", E). Andererseits sei v € HP(R", E).
Fiir u := A®v folgt dann u € LP(R™, E) und A~*u = v. Damit ist die Abbildung
A~* € L(LP(R", E), H;(R", E)) ein Isomorphismus. Nach Definition der Norm gilt
vl s en ) = [Jull Lr@n gy, d.h. A7 st eine Isometrie.

b) Es gilt A* = A*7*A’, und die beiden Abbildungen A* € L(H(R", E), L*(R", E))
und A*~* € L(LP(R™, E), H,*(R", E)) sind nach Teil a) jeweils isometrische Isomor-
phismen. O

5.4 Korollar. a) Fiir alle s € R und 1 < p < oo ist Hy(R", E) wvollstindig.

b) Fir alle s € R und 1 < p < oo gelten die stetigen und dichten Finbettungen
2(R", E) <5 H3(R", E) und . (R", E) <5 H3(R", E).

Beweis. a) Die Vollstandigkeit von LP(R™, E) bleibt bei isometrischen Isomorphis-
men erhalten.

b) Da Z(R", E) dicht in LP(R", E) liegt, ist auch A—*Z(R", F) dicht in H;(R", E)
beziiglich der || - || gs(gn, z)-Norm. Wegen A= Z(R", E) C A7 (R", F) = /(R", E)
ist /(R", E) C Hj(R", E) dicht. Die Einbettung id: .(R", E) — Hj(R", E) ist
stetig als Komposition der stetigen Abbildungen

id: SR, E) X5 #(R", E) < LP(R", E) 2= H3(R", E).
Wir erhalten mit Satz 2.19

2(R",E) % #(R", E) <5 H:(R", E)

und damit auch Z(R", E) <, Hy(R™, E).
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5.5 Beispiel. Fiir die Dirac-Distributdion d, € .7 (R") gilt &, = (27)™/21 und
damit gilt (-)*.#dy € LP(R™) falls sp < —n. Im Falle p = 2 kann man den Satz von
Plancherel anwenden, und es folgt do € H5(R") falls s < —%.

5.6 Bemerkung. a) Die Elemente von Hj(R", F) sind im Allgemeinen keine re-
guldren Distributionen. Fiir s = 0 gilt nach Definition H)(R", E) = LP(R", E).

b) In den Féllen p = 2 und p = 1 ist die Fourier-Transformierte von f € LP(R", E)
wieder eine reguléire Distribution, und somit ist auch die Fouriertransformierte jeder
Funktion f € H3(R", ) mit s € R und p € {1,2} wieder eine Funktion. Tatséchlich
gilt dies fiir alle p € [1,2], wie man mit Hilfe der Interpolationstheorie zeigen kann.

c) Falls p = 2 und falls £ ein Hilbertraum ist, so ist auch H3(R"™, E) mit dem
Skalarprodukt

(w0) == [ (OPUF0E(FOede (w0 € HR)

ein Hilbertraum. Denn die rechte Seite ist gerade (A*u, A*v)r2gr gy, wobei der
Satz von Plancherel verwendet wurde. Haufig schreibt man auch H*(R™ F) :=
H(R" E).

b) Ganzzahlige Sobolevriume und der Satz von Mikhlin
Im Folgenden sei (2 C R" offen.

5.7 Definition (Sobolevraume). Seien 1 < p < oo und k € Ny. Dann wird der
LP-Sobolevraum der Ordnung £ definiert als

WYL E) :={ue LP(QLE): 0% e LP(Q,E) (|a| < k)}

mit der Norm

1/p
lullwro.m) = ( > ||aau||LP(Q,E)> (u e WFHR", E))

| <k

fiir 1 < p < oo bzw.

lullws @) = ﬁl‘g [0%ul| Lo (00, )

fiir p = 0.

Wiederum ist in dieser Definition die Ableitung im Distributionssinn zu verstehen.
Gefordert ist also insbesondere, dass die distributionellen Ableitungen (in Z'(£2, £))
regulédre Distributionen sind.
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5.8 Satz. Fiir alle 1 < p < oo und k € Ny ist WF(Q, E) ein Banachraum.

Beweis. Das zeigt man wortlich wie im skalaren Fall. O]

Fiir einen Vergleich der Réume W} (R", E) und H}(R", E) verwenden wir den Satz
von Mikhlin. Dieser (und damit die folgenden Aussagen) werden nur skalarwertig
formuliert. Man beachte, dass hier 1 < p < oo gefordert wird. In folgender Definition
ist [§] die gréBte ganze Zahl kleiner oder gleich 7.

5.9 Satz (Satz von Mikhlin). Sei 1 < p < co. Sei m € CP/A+HH(R™\ {0}) mit

Co:= max sup [£]]0%m(€)] < oco.
‘0‘|§[%]+1 £eR™\{0}

Sei T,, := F 'mF: S(R") — ' (R"). Dann gilt
[Tmell @y < coCmllpllLr@ny (9 € F(R))

mat einer nur von p abhdngigen Konstante c,. Insbesondere lisst sich T, eindeutig
zu einem Operator T,, € L(LP(R™)) fortsetzen mit || Tp, || L(ze@n)) < ¢pChn.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, der Beweis ist relativ aufwindig.

5.10 Definition. In obiger Situation heifit m das Symbol des Operators T,,. Ei-
ne L>®°(R™)-Funktion m heift Fourier-Multiplikator, falls T, := % 'm.% sich zu
einem stetigen Operator in LP(R") fortsetzen ldsst. In diesem Fall schreibt man
m € M,(R").

5.11 Lemma. a) Seien 1 < p < oo und s € (0,00) und m(§) = P(§)(§)*
mit einem Polynom P vom Grad nicht gréfier als [s]. Dann erfillt m die Mikhlin-
Bedingung und ist damit ein Fourier-Multiplikator.

b) Seil < p < oo. Sei x € C®(R) mit x(¢t) =0 (|t| < 1), x(¢) =1 (t > 1),
X(t) >0 (t >0) und x(—t) = —x(t) (t € R). Dann gilt x € M,(R) sowie & —

x(&;) € M,(R™) fir alle j =1,...,n.
c) Seien 1 < p < 0o und k € N. Mit x aus Teil b) definiere

e
M) = TS e

Dann gilt m € M,(R™).

Beweis. a) Im Beweis von Satz 5.1 wurde die Abschitzung |0%(€)%| < cn (€)1
gezeigt. Fiir ein Polynom ) vom Grad nicht grofer als [s] + |a folgt damit

sup |Q(§)9™(§)°| < oc.
¢eRn
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Unter Verwendung der Leibniz-Regel sieht man, dass m die Mikhlin-Bedingung
erfiillt.

b) Die Funktion y erfiillt die eindimensionale Mikhlin-Bedingung, da y € C*°(R) be-
schriankt ist und alle Ableitungen von y kompakten Trager haben. Sei nun x;(&) :=
x(&1) (£ € R™). Fiir eine Funktion u € . (R"™) bezeichne .#;u die Fouriertransfor-
mierte x; ~» & von u(-, x’), wobei 2’ = (z9,...,x,). Analog sei .%#’ die Fouriertrans-
formierte 2’ ~» £ in n — 1 Variablen. Dann gilt .%u = .%'.%1u und damit

F I (&) Fru= F'x(&)Fiu=x(&)F Fu=x(&)Fu (ue .S R"),

d.h. F (&) Fu = F ' x(&)Fufiir u € Z(R). Somit ist (mit etwas unkorrekter
Schreibweise)

|77 (E) Pl = (127 5 &) P an ez, o

<y = cyllullzrgen.

/
i, Mooty g

Also ist £ — x(&1) € M,(R™), analog gilt dies fiir alle ;.

c¢) Offensichtlich ist m € C*°(R™). Wir verwenden x(&,)&; = || fir |§;] > 1 sowie
x(&)& > 0 fiir |&;] < 1 und erhalten in beiden Fallen 1 + [x(&)&]F > 2(1 + |¢1]%).

Somit gilt
1+Xj§@ N%H§]§)>U

wobei fiir die zweite Ungleichung die Aquivalenz aller Normen im R™ verwendet
wurde. Fiir die Ableitungen von m verwendet man Quotienten- und Produktregel
und sieht, dass

0°m(&)] < cal&) 1 (€ €R™)

gilt, wobei die Konstanten ¢, von den Ableitungen von ¢ bis zum Grad |a| abhédngen.
Nun folgt die Behauptung aus dem Satz von Mikhlin. O

5.12 Satz. Fir 1 < p < oo und k € N gilt Wy(R") = Hj(R"), und die Normen
| - ||ka(Rn) und || - |’H5(Rn) sind dquivalent.

Beweis. (i) Sei v € (R™) und a € Ny mit |a] < k. Nach Satz 4.6 gilt D*u =
FIFu = FHEE)TFF v mit v = FHE)F Fu. Nach Definition der Norm in
HE(R™) ist [|v]|pr@ny = [[wl sz (mn)- Nach Lemma 5.11 a) ist § — £2(¢)~F ein Fourier-
Multiplikator, und damit gilt || D*ul| »@ny < co||v]|Lr@n). Insgesamt erhalten wir die
Abschétzung

Il gy = D 1Dl < Cllullpen  (u € F(RY),

| <k
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wobei die Konstante C' nicht von u abhiingt. Da .’(R") dicht in H}(R") ist, gilt die
obige Abschiitzung fiir alle u € HY(R"). Insbesondere folgt HE(R™) C WF(R™).

(ii) Sei nun wieder u € .(R"). Um die H}(R")-Norm von u abzuschitzen, schreiben
wir
O Fu = (7 m()F) (77 1+ Z ()6)] 7 )u
= (F ' m(©OF) |1+ Z MENT (T ) u.

wobei m(&) und x(&;) wie in Lemma 5.11 definiert seien. Nach Lemma 5.11 b) und
c) sind & — m(§) sowie £ — x(&;) Fourier-Multiplikatoren. Damit erhalten wir

|.F Y Ful| owny < C[H“HU’(R”) + Z ||§_1§fffu||m(w)] < Cllullws@ny
j=1
fiir alle v € .(R"). Hier wurde # ~'¢F Fu = (—i)¥(52)*u verwendet. Wie in Teil (i)
folgt diese Aussage wegen Dichtheit von .’(R") in W) (R") fiir alle u € W(R"), und

wir erhalten die Mengengleichheit von WF(R") und H¥(R") sowie die Aquivalenz
der Normen. ]
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6. Klassische Satze der Sobolevraumtheorie

Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden (im skalarwertigen Fall) einige wichti-
ge Satze aus der Theorie der Sobolevraume besprochen. Aus den Einbettungssétzen
folgt insbesondere, dass eine Sobolevraumfunktion (nach eventueller Anderung auf ei-
ner Nullmenge) sogar stetig bzw. stetig differenzierbar ist. Der Satz von Rellich und
Kondrachov beinhaltet die Kompaktheit der entsprechenden Einbettung, welche unter
anderem fiir die Losbarkeit partieller Differentialgleichungen wichtig ist.

a) Einbettungssitze

Im Folgenden sei 2 C R" ein Gebiet. Wir schreiben || - [[p = [ - [lwm(o) filr
1 <p < ocound m € Nyg. Der Raum W) (Q2) wird definiert als der Abschluss
von 2(R2) beztiglich der || - ||, ,-Norm. Fiir m € Ny schreiben wir C{*(€2) fiir den
Banachraum aller stetigen und beschrinkten Funktionen auf €2, versehen mit der
Norm

[ullom ) := max sup [0%u(z)| (u € Cy*(2)).

la|<m 2eq

Wir setzen Cy(Q) := CP(£2). Im Folgenden wird ohne Beweis verwendet, dass C™ ()N
Wi (§2) dicht in W' (Q2) liegt.

6.1 Definition. a) Zuv € R"\{0} und z € R"\ {0} sei <t(x, v) der Winkel zwischen
z und v. Definiere zu v € R™\ {0}, r > 0 und k > 0

K:={zeR":z=0o0der 0 < |z| <, q(x,v)gg}
der Kegel in Richtung v mit Offnungswinkel x und Hohe r.

b) Das Gebiet 2 erfiillt die Kegelbedingung, falls ein Kegel K der obigen Form
existiert so, dass zu jedem x € €2 ein Kegel K, C ) mit Spitze bei z existiert, der
kongruent zu K ist (d.h. das Bild von K unter einer Translation und Rotation ist).

6.2 Satz. Sei 1 < p < oo und mp > n. Falls Q die Kegelbedingung erfillt, so
existiert eine Konstante C' > 0 mit

sup u(@)] < Cllullmp (v e C™(Q)NW()).

Beweis. Sei K der Kegel aus der Kegelbedingung, r die Héhe von K und x € (2 fest.
Zu v e C™(Q)N W) und y € K, definiere f(t) := u(tz + (1 —t)y) (t € [0,1]).
Dann gilt

n

F1) = (Ou) (tr + (1= t)y) (wx — ye) = > (0%u) (tz + (1 — t)y) (z — )",

k=1 la|=1
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und induktiv zeigt man, dass
j ]' « « .
fO0) =) @ u)w) e —y)* (G=0,...,m).
lal=j
Die Taylor-Formel mit Lagrange-Restterm liefert

m—1

/) O) 1 ' m—1 p(m)
- m—1)!/0 (1 — )™ LM (#)dt
m—1

Z; y)(z —y)*

J

J=0

——’_‘

Z / (1 — £ 1@ (tx + (1 — 1)) (x — y)*dt.

Nimmt man den Betrag und integriert beziiglich y iiber den Kegel K,, so erhilt
man die Abschitzung

+ |Z ] /I /0 (1 =)™ (0u)(tz + (1 — t)y)| |z — y|™dtdy.

Wir verwenden beim letzten Doppelintegral Fubini und substituieren z =tz + (1 —
tyy, dh. z — 2z = (1 — t)(z — y) und dz = (1 — t)"dy. Man beachte, dass der
Integrationsbereich fiir z dann durch K, q_yp, = {z € K, : |z — 2| < (1 —t)r}
gegeben ist. Wir erhalten fiir das Doppelintegral

! m
/ / (1= )1z — a0 u(z) dz dE
0 Kz,(lft)'ra'
m 1—|z—z|/7
= —|/ |z — z|™|0%u(2)| / (1—1t)""""dtdz,
@ JK, 0

wobei wieder Fubini verwendet wurde. Beim Integral {iber ¢ substituiert man 7 =
1 — ¢ und erhélt

1—|z—z|/r 1 n 1 n
/ (1— )t ndt = / P Sy PR
0 | n n

z—x|/r TL|Z _I|n

Eingesetzt erhélt man mit einer nicht von uw oder x abhéingigen Konstante C die
Abschétzung

o< X [ uwlas 3 [ ralie - v ay)

|a|<m—1 la)l=m
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Die Integrale auf der rechten Seite werden mit der Holderschen Ungleichung ab-
geschitzt. Fir || < m — 1 erhalten wir

0%l 1) < lIxe Nl (@ 10 ull oy = (A(EL)) P (107Ul ooy
mit % + z% = 1. Fir |a| = m verwenden wir

Iz =" 0%l ey < A =" o s, 197l o)

Wegen (m —n)p’ = (m —n)-ty > —n fix mp > nist ||z — ||k, < o0
(und unabhéngig von x). Insgesamt erhalten wir |u(z)| < C||u|;m, mit einer von u
unabhéngigen Konstante C' > 0. O]

6.3 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien 1 < p < oo, mp > n, j € Ny. Falls
Q die Kegelbedingung erfillt, so gilt

W (Q) < CL(Q).

Genauer gilt: Jede Aquivalenzklasse in W;”H (Q) besitzt einen Reprdsentanten in
C} (), und es gilt die Abschitzung

lull sy < Cllullymesqy (€ W (Q)).

Beweis. (i) Sei j = 0. Zuu € W(§2) existiert eine Folge (uy)ren C C™(Q)NW,"(2)
mit uy — u in W)(Q). Insbesondere ist (ux)ren eine Cauchyfolge beziiglich | - [ m,p.
Nach Satz 6.2 gilt

sug luk(z) — ue(2)| < Cllug — uel|myp (k€ € N).
TE

Damit ist (ug)ren auch eine Cauchyfolge in Cy(2), und es existiert ein v € C,(12)
mit ||up — v||eo = 0 (K — 00).

Da up — u in LP(€2), existiert eine Teilfolge (uy;)jen mit up;, — u (j — oo) punkt-
weise fast iiberall. Wegen u; — v punktweise folgt u = v fast iiberall, d.h. es gibt

einen stetigen Reprisentanten der zu u gehdrigen Aquivalenzklasse. Die Abschitzung
|l < C||te||m,p folgt aus der gleichen Abschétzung fiir uy, sieche Satz 6.2.

(ii) Fiir j > 0 betrachte 9%u € W (Q) fiir |a| < j. Nach (i) gilt 9u € Cy(€2), d.h.
u € C}(82), und

[ull ¢y 0y = max |0%ul|oe < C'max[|0%ul|mp < Clltt]ntjp-
b || <j lal<j
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6.4 Satz (Einbettungssatz fiir W) (2)). Sei ) C R™ ein Gebiet, 1 < p < o0, j € Ny
und mp > n. Dann gilt Wﬂ)ﬂ(ﬁ) — CJ(Q).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 6.3 reicht es, die Abschétzung
[ulloe < Clluflmp (ue€ 2())

zu zeigen. Fiir u € 2(Q) sei Eyu die triviale Fortsetzung von w auf R”, d.h. Eyu(z) :=
u(z) (v € Q) und Eyu(z) := 0 (r € R*\ Q). Dann gilt Eyu € W)*(R"). Da R™ die
Kegelbedingung erfiillt, folgt mit Satz 6.3

sup |u(z)| = sup |Egu(z)| < Cl|Eoullwyp@n) = Cllullwp @)
z€eQ z€R™ 0

6.5 Korollar. Fualls ) die Kegelbedingung erfillt und 1 < p < oo ist, so gilt

Wo(Q) == () W(Q) € G2(Q).

meN

Beweis. Das folgt direkt aus Satz 6.3. [

Satz 6.3 ist nur ein Beispiel eines Einbettungssatzes. Im folgenden Satz werden einige
weitere Einbettungen zusammengefasst. Dabei bezeichnet BUCY(Q) fiir j € Ny die
Menge aller v € C?(2), fiir welche alle Ableitungen der Ordnung < j beschrinkt und
gleichmiiBig stetig sind, und C¥*(Q) ist die Menge aller u € BUCY(), fiir welche
alle Ableitungen der Ordnung < j zusétzlich holderstetig mit Exponent A € (0,1)
sind. Beide Rédume sind Banachrdume, wobei die Normen durch

|l Buci (o) o?ﬁéiﬁB' u(z)l,
0%u(x) — 0%u
||u||CJ'vA(Q) = ||u||BUCJ'(Q) + max sup ‘ ( ) X (y)
0<]al<j z,yeq |z — y|

7Y

definiert sind. Wir setzen noch C*(Q) := C%*(Q).

6.6 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien Q@ C R" ein Gebiet, j € Ny und
1<p<oo.

a) Das Gebiet Q erfiille die Kegelbedingunyg.

(i) Fir mp > n gilt WJ™(Q) = W](Q) (q € [p,0)).

(i) Fiir mp <n gilt WJT™(Q) — WJ(Q) (¢ € [p, 7£-]).

p, n—mp
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b) Das Gebiet Q erfiille die starke lokale Lipschitz-Bedingung (dies gilt z.B. falls Q)
ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet ist). Fir mp > n und A € (0,m — 2N (0,1) gilt

WHm(Q) < CIN(Q).

6.7 Bemerkung. a) Besonders interessant ist der Spezialfall n = 1. Hier erhalten
wir insbesondere W ((a,b)) < BUC((a,b)) fiir alle p > 1. Ebenfalls wichtig fiir
Anwendungen ist der Fall p = 2: Hier erhalten wir z.B. WJ*(Q2) — BUC(Q), falls Q
ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet ist und m > .

b) Fir mp > n und Q = R"™ folgt nach Satz 6.3 und Satz 5.12 die Einbettung
H'(R") — BUC(R"). Tatsichlich gilt dies fiir alle m € R mit mp > n.

b) Der Satz von Rellich-Kondrachov

6.8 Definition. Seien X, Y Banachrdume und 7' € L(X,Y). Dann heiBt 7" kom-
pakt, falls fiir jede beschriankte Folge (x,,),en € X die Folge (T'zy,)neny C Y eine kon-
vergente Teilfolge besitzt. Wir schreiben K (X,Y) :={T € L(X,Y) : T kompakt}.

6.9 Bemerkung. Fir 7' € K(X,Y) und S € L(Y, Z) gilt offensichtlich ST €
K(X,Z). Genauso folgt ST € K(X,Z) fallsT € L(X,Y) und S € K(Y, Z). Speziell
fir X =Y = Z erhélt man, dass K (X, X) ein zweiseitiges Ideal in L(X, X) ist.

6.10 Lemma. Seien 1 < py <p < p; < o0 und 2 CR™ offen.
a) Es gilt LP(Q) N LP(Q) C LP(Q) und

lull o) < Nl ooy llullin @) (u € LP(2) N L ()

Rl
p(p1 — po)

b) Seien X ein Banachraum T € K(X,L(Q)) N L(X, LP*(Q)). Dann gilt T €
K(X,LF(Q)).

Po p1

Beweis. a) Setze o := p\ = Py (pp—p)und B :=pu=p—a= — (p — po)-
Dann gilt a + 8 = p und

a E— j—
LB _pmp PP

— =1.
Po M P1r—Po P1—Do

Man schreibt |u|P = |u|*|u|? und erhilt mit der Hélderschen Ungleichung
||u||§P(Q) - H‘u|pHL1(Q) - H|u|a|u|6||L1(Q)
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< [l ooy 1l [ o150

A
= ||U||%Po(9)||u||§p1(9) = ||u||1zp0(g)||u||i’f,1(m.

b) Sei (z,,)nen € X beschriankt. Dann besitzt (T'z,),en nach Voraussetzung eine in
LPo(Q)) konvergente Teilfolge, die wieder mit (7'z,)nen bezeichnet wird. Mit Teil a)
folgt

A
1720 = Temllo@) < W70 = Tam oy (1T zcezsnlizn = wmllx)

Wegen ||Tx, — Ty 1ro@) — 0 fiir n,m — oo und ||z,||x < C erhalten wir, dass
(Txn)nen auch in LP(€2) eine Cauchyfolge und damit konvergent ist. O

Im Folgenden sei Eyu die triviale Fortsetzung einer Funktion u: 2 — C durch 0
auf R™. Der nichste Satz ist eine Art L'-Analogon des Satzes von Arzela-Ascoli. Im
Beweis wird der Friedrichsche Glattungsoperator u +— J,u = ¢, *u verwendet, wobei

p € ZR") mit ¢ >0, [o. p(z)dr =1, p(x) =0 (Jz] > 1) und @,(z) = n7"p(%).
Es gilt Jyu € C*°(R™) und || Jyul| gy < [Jul|pign fir alle w € L'(R™).

6.11 Satz. Seien Q) C R™ offen und F C L'(Q) beschrinkt. Fiir jedes e > 0 existiere
ein & > 0 und eine kompakte Menge K CC €2 mit

[(Eou)(- + h) = (Eou)()llr@) <& ([h] <0, ueF), (6-1)

lullpr oy <€ (u€F). (6-2)

Dann besitzt jede Folge aus F eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Es geniigt, den Fall {2 = R" zu betrachten, da auch die trivialen Fortsetzun-
gen Fyu die Voraussetzungen (6-1)—(6-2) erfiillen und aus der Konvergenz in L'(R™)
die in L*(Q) folgt. Sei also 2 = R™.

Angenommen, es existiert eine Folge in F ohne konvergente Teilfolge. Dann existiert
ein € > 0 und eine Folge (u,)pen C F mit ||ty — U || L1 ey > 6¢ fiir alle n # m. Zu
diesem ¢ wéhlen wir K CC R" mit ||ul|p1gm\ i) < € (u € F).

Fir u € 2(R") gilt

||<],7U — u”Ll(R") = /

< [ ) [ o=y —utoldzdy

/y|<77 #nly) (u(x —y) - u(x))dy‘dx

< max Ju(- — ) — u(-)ll2: / only)dy
ly|<n

ly|<n
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= max ||u(- — y) — u(-)| 11 @n)-
ly|<n

Da 2(R™) c L'(R") dicht ist, gilt diese Abschitzung fiir alle v € L'(R™). Wir
wihlen ¢ wie in der Voraussetzung des Satzes und fixieren n < 0. Nach (6-1) gilt die
Abschétzung

|y —ul|pimny <€ (uweF).

Wir zeigen nun, dass die Menge F,, := {Jyu|x : v € F} C C(K) die Voraussetzungen
des Satzes von Arzela-Ascoli erfiillt. Es gilt fiir alle x € K

) =] [ entuyute = p)is] < lpylleliloe < C <00 (we 7).
Yyi=n

sowie (durch Ersetzen von w durch u(- + h) — u(+))
[ Jyu(z +h) = Jyu(@)] < lleglloollul- + ) = u( )o@ (v F).

Also ist F,, C C(K) beziiglich || - [|o beschréinkt und wegen (6-1) gleichgradig stetig.
Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist F; C C(K) kompakt. Daher besitzt die offene
Uberdeckung

7o |J B, s5g) mit B(v, 55) = {w € Fy : lv = wllee < 555}

veEFy

eine endliche Teiliiberdeckung
N
7, c |J B, ) v oy € C(K).
j=1
Somit existiert zu jedem u € F ein j € {1,..., N} mit
= vy llsaey < ACK) [y = vy < 2
und damit
HU — EOUjHLl(]R") S ||UHL1(RH\K) + HU — JnuHLl(K) + ||J,7U — Uj”Ll(K) < 3e.
Da die Folge (u,,)nen aus paarweise verschiedenen Funktionen besteht, existieren j, €

{1,..., N} und n,m mit n # mund [ju,—Egvj,|| 11 @r) < 3¢, [[um—Eovj, |11 @n) < 3.
Dies ist aber ein Widerspruch zu ||u,, — u,,|| > 6¢. O

6.12 Satz. Sei () C R" ein beschrinktes Gebiet, das die Kegelbedingung erfillt, und
sei 1 < p < oo. Dann ist die Einbettung W, (R") < LP(R™) kompakt.
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Beweis. Wir definieren p; := 5 > p und verwenden die Einbettung Wy () —
LP(§2) aus Satz 6.6, welche fiir alle p € (1, 00) gilt.

Wir zeigen zunichst id € K(W,(Q),L'(Q)). Sei dazu F C W, () beschriinkt
beziiglich der || - [[1,-Norm. Zu j € N sei K; := {x € Q : dist(z,0Q) > 2}. Mit
der Hélderschen Ungleichung und der Einbettung W, () < L?(Q) folgt

lull vy < llull e @ AQVEG) VP < Clluflwg ) MOQNE) ™7 <& (ue F)
falls j hinreichend grof3 ist. Analog folgt fiir grofles j

I(Eouw) (- + h) = (Eou) ()l vk < % (u e F).

Fir h € R", |h] < 5 Lund x € Q, t € [0,1] gilt © + th € Qy;. Daher erhalten wir fiir
u € C*(Q) mit dem Mlttelwertsatz der Differentialrechnung

/|u:17+h —u(x |dx</ / ‘—uaz+th ’dtd:p

<ol [ [ 9utwlayar < bl ol
0 JKy;

< Clh| |ullwy )

wobei die Einbettung W, () — W} (Q) verwendet wurde, welche aus LP(2) <
L'(Q) folgt (beachte, dass Q beschrénkt ist). Da C°°(2) N W} (Q) dicht in W, ()
ist, folgt die obige Abschitzung fiir alle u € W (). Fiir hinreichend kleines h gilt
somit

I(Eow)(- + h) = (Eou) (1) <& (ue F).
Nach Satz 6.11 ist id € K (W, (€2), L'(Q)).
Nach dem Einbettungssatz 6.6 ist id € L(W(Q), LP*(€2)). Da p; > p, folgt aus Lem-

p

ma (.10 b) id € K (W, (), L?(Q)), d.h. die Kompaktheit der Einbettung W, () <
(). 0

6.13 Lemma. Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet, und set 0 < A < u < 1. Dann
sind die Einbettungen C*(Q) — BUC(Q) und C*(2) — C*Q) (wohldefiniert und)
kompakt.

Beweis. Die Abschitzung |ulloe < [Jullcn() zeigt die Stetigkeit der Einbettung
CH(Q) — BUC(QY). Falls F C C*(Q) beschrankt ist, so existiert ein M > 0 mit
lu(z) —u(y)| < Mz —y|* (ueF,z,ye€).

Damit ist F beziiglich || - ||.o-Norm beschrinkt und gleichgradig stetig, und nach
dem Satz von Arzela-Ascoli ist id € K(C*(§2), BUC(f2)).

© Robert Denk 8. 7. 2012



6. Klassische Sdtze der Sobolevraumtheorie 45

Die Stetigkeit der Einbettung C*(2) < C*(€2) ergibt sich aus den Abschiitzungen

u(z) —uly)] _ |ulz) = u(y)|

lz—y* T Jr -y

|u(z) — u(y)]

|z —y|A

<x7y€ Qv |£E—y| S 1)7
<2fulle (v,y €Q, [z —y[ > 1).

Falls F C C*(2) beschrénkt ist, so gilt

ule) = )l _ (1) = )\ ) e

|z —y|* |z — y|»
< MM u(z) —uly)|"M* (z,y € Q, ue F).

Da C*(Q)) — BUC(f?) kompakt ist, existiert eine Teilfolge, welche beziiglich || - ||oo-
Norm konvergiert. Nach der obigen Abschéitzung konvergiert diese Teilfolge auch
beziiglich | - [|[oa(y, also ist id € K(C*(£2), C* (). O

6.14 Korollar. Sei 2 C R" ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet, und seien 1 < p <
0o, mp >n und A € (0,m — %), A < 1. Dann ist die Einbettung W (Q2) < CHQ)
aus Satz 6.6 kompakt.

Beweis. Wahle pp € (0,m — 2) mit A < p < 1. Nach dem Einbettungssatz 6.6 ist
W, () — C*(Q) stetig, und nach Lemma 6.13 ist C*(Q) < C*(2) kompakt. Nach
Bemerkung 6.9 ist W"(Q) < C*(Q) kompakt. O

6.15 Satz (Satz von Rellich-Kondrachov). Sei Q2 C R™ beschrdankt, und sei 1 < p <
00, ] € No.

a) Falls Q die Kegelbedingung erfillt, ist die Einbettung W™ (Q) — WJ(Q) kom-
pakt.

b) Falls Q0 ein beschranktes Lipschitz-Gebiet ist und mp > n, so ist die Einbettung
WIH™(Q) < C7A(Q) kompakt fir A € (0,m — =) N (0,1). Insbesondere ist auch die
Einbettung WJT™(Q) — BUC?(Q) kompakt.
c) Fiir beliebiges beschrinktes Gebiet Q) sind die Einbettungen in a) und b) kompakt,
falls W9(Q) durch W]%”L](Q) ersetzt wird.

Beweis. a) Fiir die Kompaktheit von WJ™(Q) < W/ () geniigt es wie im Beweis
von Satz 6.3, den Fall j = 0 zu betrachten, und dieser ist gerade die Aussage von
Satz 6.12.
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b) Wieder geniigt es, den Fall j = 0 zu betrachten, und dieser folgt aus Korollar 6.14.
Die Kompaktheit von W/™"(Q) — BUC?(Q) folgt aus der Stetigkeit von C7*() <
BUCY(Q).

c) Sei R > 0mit B(0, R) D Q. Dann ist die Einbettung Ey: W, (Q) — W+ (B(0, R))
stetig, wie man durch eine triviale Abschitzung fiir Testfunktionen sieht. Damit
erhélt man die Kette

W (Q) 2 WmH(B(0, R)) < WI(B(0, R)) "= Wi(Q),

p,0

in welcher die mittlere Abbildung nach a) kompakt ist (da B(0, R) die Kegelbedin-
gung erfiillt). Analog folgt die Kompaktheit fiir die Einbettungen in b). ]
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A. Das Fundamentallemma der Variations-
rechnung und regulire Distributionen

Hier wird die Einbettung L{ .(Q, E) — 2'(Q, E) genauer untersucht. Im Folgenden
seien (2, A, 1) ein Mafiraum und E ein Banachraum.

A.1 Satz. Sei f € L'(u, E). Dann ist die Abbildung
F: A— E, A»—>/fd,u
A

o-additiv, und die Totalvariation |F|: A — [0, 00),

IF|(A —sup{ZHF Me: A= UA“A eA} (AeA), (1)

1st wohldefiniert. Es qilt die Gleichheit

FI) = [ Iflledi (A€ A)

Beweis. Die o-Additivitédt von F ist Satz 3.9 c).

N
Sei A € A. Dann gilt fiir jede Partition A = |J A; mit A; € A die Abschitzung

=1

N N N
DCIEEDD H /A fa| < ;/A 1 Ld
:/ Hf”Ed,US/HfHEdM<OO’
A Q

insbesondere ist |F|(A) < oo, d.h. |F|(A) ist wohldefiniert.

Zu zeigen ist noch |F|(A) > [, [|flledp. Dazu sei (fi)ren C T, E) mit [ | f —
felledn — 0 (k — o0). Zu e > 0 wihle ng € Nmit [ |f — fellpdu < e (n > ng).

Sei A € A. Fiir festes n > ng schreibe f,, in der Form f,, = Z‘j]:l
und a; € E. Dann gilt fiir Avj =AND;

S [ g = el = [ inin

a;jxp, mit B; € A
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Nach Definition der Totalvariation existiert eine Partition A;, ..., Ay; von A so, dass
M
- [ s, <
m=1 Am E
Da eine Verfeinerung der Partition die obige Summe hochstens vergrofiert, sei Ay, ..., Ay

o.E. eine Verfeinerung der Partition
~ ~ J ~
A=A U .UAU (A\ UAj).
j=1

Damit gilt auch

S| [, s, = [t

Insgesamt erhalten wi
1F1C) ~ [ Whleda| = [1F1C) - mf |/ g |
<l =3[ f sl [+ 3] [ o,
< +mf/ I = Fllsdie =<+ [ 1o = Fledu <2
Somit gilt [F|(4) =l [ Ifull st = [ 1 | a

A.2 Korollar. Sei f € L'(u, E) mit [, fdu =0 fir alle A € A. Dann gilt f =0
w-fast tberall.

Beweis. Nach Satz A.1 gilt [, || fllzdp = |F|(2). Nach Definition der Totalvariation
folgt aus der Voraussetzung |F|(2) = 0, da in (1-1) gilt F(A;) = [, fdp = 0. Somit
ist || f]lg = 0 p-fast tberall, d.h. f = 0 u-fast iiberall. O

Wir betrachten nun vektorwertige regulére Distributionen. Dazu sei 2 C R" offen,
versehen mit der Borel-o-Algebra B(E), und (E, || - ||) ein Banachraum. Wie im
skalaren Fall definieren wir Ll (€, F') als die Menge aller (Aquivalenzklassen von)

Funktionen f: Q — E, fiir welche fxx € L'(Q, E) fiir alle K CC Q gilt.

A.3 Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei f € Ll (Q, E) mit
Joe(@)f(x)de =0 fir alle ¢ € 2(Q). Dann gilt f =0 fast iberall.
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Beweis. Sei U C Q offen mit U cC Q. Dann gilt f|y € L*(U, E). Sei K cC U. Mit
Hilfe des Friedrichschen Glattungsoperators sieht man, dass eine Folge (¢ )ren C
2(U) existiert mit ¢ — xx punktweise und 0 < @5 < 1. Mit majorisierter Kon-
vergenz folgt

/Kf(a:)dx = /UXK(:E)f(x)dx = lim [ ¢p(x)f(x)dz =0.

k—o0 U

Da {K : K cC U} ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra
B(U) ist, folgt [, f(xz)dx = 0 (A € B(U)). Nach Korollar A.2 gilt f = 0 fast iiberall
in U. Da U beliebig war, erhédlt man f = 0 in €. O]

A.4 Korollar. Die Abbildung Ll (Q,E) — 2'(Q, E), f — [f] ist wohldefiniert,

loc
linear und injektiv.

Beweis. Man sieht sofort, dass [f] € Z'(2, E) gilt, und die Injektivitdat folgt aus
dem Fundamentallemma. O
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B. Faltung und Dichtheitsaussagen

B.1 Definition. Seien f: R® — FE stark messbar und ¢: R® — C messbar mit
y— o(y)f(z —y) € LY(R™, E) fiir fast alle z € R". Dann definiert

(ox i) = [ p)fe— oy (2R

die Faltung ¢ % f von ¢ und f.

Wie im skalaren Fall sieht man:
B.2 Lemma. a) Fiir p € L*(R"), f € LY(R", E) gilt ¢ « f € LY(R", E) und
o * fllzrmn,zy) < ll@lloi@ny - 1 fll2r@n,B)-

b) Fir ¢ € LP(R™), f € LYR", E) mit%—i—é =1,1<pqg< oo, gilt pxf €
L>*(R™, E) und

I fllze@n ey < llelle@n) - ([l a@n,E)-
c¢) Fiir f € LL (R™, E) und ¢ € L'(R"™) mit supp ¢ kompakt ist o x f € LL (R", E).

loc loc

d) Fir f € LL (R", E) und ¢ € Co(R") ist p* f € L (R", E).

loc loc

e) Fir f € LL (R", E) und ¢ € Z(R") ist o x f € C®°(R™", E) mit 0(¢ * f) =

loc

(0%¢) x f (a € Ng).

Der Friedrichssche Glattungsoperator ist iiber die Faltung definiert: Sei ¢ € Z(R")
mit supp ¢ C {z € R" : [z] <1}, ¢ >0, [ ¢(2)dz = 1. Dann definiert man ¢.(z) :=
e (%) und fiir u € L, (R", E) den Glittungsoperator T.u := ¢ * u (¢ > 0).

loc

Wortlich wie im skalaren Fall kann man unter Verwendung dieses Glattungsopera-
tors folgende Dichtheitsaussage zeigen:

B.3 Satz. Sei Q) C R" offen. Dann liegt 2(2, E) dicht in LP(Q, E) fir 1 < p < co.
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