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1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen

In diesem Abschnitt werden wichtige elementare Eigenschaften von Hilbertrdumen zu-
sammengefasst. Das einzige, was iiber eine elementare Darstellung hinausgeht, ist die
direkte Summe von Hilbertrdumen. Orthonormalbasen erlauben es, jeden Hilbertraum
als einen £2-Raum zu schreiben. Insbesondere gibt es bis auf unitéire Isometrie nur einen
unendlichen separablen Hilbertraum. Dieser spielt eine wichtige Rolle in der Physik.

a) Erste Eigenschaften

Wir beginnen mit der Wiederholung einiger wichtiger Begriffe. Im folgenden sei stets
K =R oder K= C.

1.1 Definition. a) Ein K-Vektorraum FE, verschen mit einer Abbildung (-, -) : E X
E — K, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prihilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € E ist die Abbildung x — (z,y) linear.

(i) Fur alle z,y € E gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle z € E gilt (x,z) > 0. Es gilt (x,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

b) Zwei Vektoren x,y € E heiflen orthogonal (in Zeichen = L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren heiBt orthonormal, falls gilt:

1 fallsi =7,
(i, 25) = 0ij == {
0 sonst.

Die Begriffe Norm, Metrik und vollstéindig werden als bekannt vorausgesetzt. In
einem Prihilbertraum (E, (-, -)) wird durch ||z|| := (x,2)'/? eine Norm definiert.

1.2 Definition. a) Ein vollstdndiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

b) Ein vollstéandiger normierter Raum heifit Banachraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Prahilbertrdumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

1.3 Satz. Sei £ Prdhilbertraum.
a) (Pythagoras) Seien z,y € E orthogonal. Dann gilt

Iz +ylI* = [l2]* + llyl*

1



2 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

b) Sei {z,}\_, orthonormal. Dann gilt

N N
2l = 3 Iz} 2+ ||o = (@ 2
n=1 n=1

2

c) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,})_, orthonormal. Dann ist
N
Izl =Y " Kz, 2P (2 € E).
n=1

d) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[l <=l Iyl (2,y € E).

e) (Parallelogramm-Identitéit) Fir x,y € E gilt

Iz + yl* + llz = ylI* = 2[l=* + 2[ly[I*
f) (Polarisationsformel) Fir z,y € E gilt

1
(w.y) =7 D> 2l + 2yl

z4=1

Die Formel in f) ist so zu verstehen, dass fir K = R iiber 2 = +1 und z = —1
summiert wird, fiir K = C tiber z € {1, —1,4, —i}. Die Bedeutung der Polarisations-
formel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm nachgerechnet werden miissen
und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

1.4 Beispiel. Sei X # () eine Menge. Definiere (>°(X) := {f : X — K beschrankt}
und || f]le :=sup | f(x)|(< 00). Dann ist || - || eine Norm auf ¢*°(X).
zeX
Wir zeigen, dass der Raum (£>°(X), || - ||) vollstdndig ist:
Sei (fn)nen Cauchy-Folge, d.h.

|fn(x)_fm(-r)| S ||fn_fm||oo <e (N,mZno)'

Damit ist fiir jedes feste € X die Folge (f.(x)), eine Cauchy-Folge in K, d. h.
f(z) == lim f,(z) € K existiert. Als Cauchy-Folge ist (f,), beschrinkt, d.h. es

existiert ein C' > 0 mit || f||e < C < 0.

Somit gilt
[f(@)] =lim |fu(z)] <C (z€X),
n H/—/

Slfnllc<C
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1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen 3

d.h. || f]lee < 00 und damit f € £*(X).

Es bleibt noch zu zeigen, dass f, in |||/« gegen f konvergiert. Da ( f,),, Cauchy-Folge
ist, gilt

SUp |fu(7) = fm(@)| <& (n,m 2 o).

Wir nehmen den Limes m — oo und erhalten

sup [ fu(z) = f(z)l <& (n 2 o).

Also gilt [[fn = fllee = 0 (n — 00).

1.5 Satz. Seien E, F normierte Raume, T : E — F linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist beschrankt, d. h. 3¢>0:||Tz||r < cllz||p (z € E).

(ii)) T': E — F st stetig.

(iii) T : E — F ist stetig an der Stelle 0 € E.

Beweis. (1)=(ii). Sei Ks(x) :={y € E : ||x—y| < d} fiir festes z € E. Fury € K;(0)
ist nach (i)
ITyllr < ellylle < cd.

Damit ist fiir ||z — y|| <, d.h. fir y € Ks(x)

[Ty = Ta|lr = T(y — x)llr < co.
Also ist T' stetig (zu e > 0 wihle § := £).
(il)=-(iii) ist trivial.

(iii)=(i). Da T stetig an der Stelle 0 ist, existiert ein § > 0 mit T'Ks(0) C K;(0).
Damit [|T(052-)||lr <1 (z € E), d.h. es gilt

2[lzl| e
0 1
— ITz||r <1 (x€FE)
2 [|z||le
und damit 5
|Tz|[r < 5 |zlle  (z € E).
Y O]

1.6 Definition. Seien E, F' normierte Rdume. Der Raum

L(E,F):={T : E — F | T linear, beschrénkt}

Stand: 16. 2. 2006



4 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

heiflit der Raum der linearen beschréankten Operatoren von E nach F. Wir setzen
L(E):= L(E, E). Der Raum E' := L(F,K) heifit der (topologische) Dualraum von
E. Oft schreibt man Tz statt T'(x).

Fir T € L(E, F) definiert man

[ Tzllr _

1T} = sup [T p-

ey 12l sem, ellsst
|T|| heiBt die Operatornorm von 7. Sei

kerT:= N(T) :={x € E: Tz = 0},
ImT := R(T) := T(E) := {Tz: z € E}.

1.7 Bemerkung. Es gilt
[Tzl <|TI - llzlle  (x € E)

und

|IT|| =inf{C >0|VzeFE:|Tz||r <Clz|s}

b) Summen und Quotienten

Im folgenden werden auch Hilbertriaume auftreten, welche eine iiberabzahlbare Hil-
bertraumbasis besitzen, d.h. man muss grundsétzlich auch Summen mit iiberabzéhl-
barer Indexmenge betrachten. Dazu dient die folgende Definition, die fiir spétere
Zwecke gleich in Hilbertraumen formuliert wird.

1.8 Definition. a) Sei I # ) eine Menge und «; > 0 (¢ € I). Definiere

Zai = sup { ZO” Iy 1 endlich} € [0, o0].

iel i€lp

b) Sei E Hilbertraum, I # ) eine Menge und y; € F fiir alle ¢ € I,y € E. Dann
heiflt die Reihe ), ;y; unbedingt konvergent gegen ein Element y € E, falls die
Menge Iy := {i € I : y; # 0} abzdhlbar ist und fiir jede Aufzidhlung Iy = {i,4s,...}
die Gleichheit >~ 7 y; =y gilt. Wir schreiben in diesem Fall

Zyi =Y.

iel

Stand: 16. 2. 2006



1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen )

1.9 Bemerkung. a) Fiir E = K" ist eine Reihe mit abzéhlbarer Indexmenge genau
dann unbedingt konvergent, falls sie absolut konvergent ist (vgl. groer Umordnungs-
satz).

b) Seien I # §und o; € R (i € ) mit Y, ; || < co. Dannist Iy == {i € I : o; #
0} abzéhlbar, denn

{icl:oi#0t=|J{iel:|al> }

neN

endhch

Da die Reihe absolut konvergent ist, ist ) .., a; unbedingt konvergent nach dem
groflen Umordnungssatz.

Sei nun { E; };cr eine Familie von Hilbertraumen. Definiere die direkte Hilbertraum-

sumime
E @E { Iz iel - X4 € Ezaz ||leE < OO}

el i€l

Durch (z;); + (vi)i :== (z; + v;); und a(x;); := (ax;); wird E zu einem Vektorraum.

Definiere
((@i)is (yi)i) == Z(ﬂfu Yi) B,

el

1.10 Bemerkung. Fir (z;);, (v:); € E gilt Z (xi, vi) B,

chen Iy C I gilt unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Unglelchung

> Hanydel < wille - lville
i€lp i€lp
1/2 1/2
< (D lez) (Z||yi||%i)
i€l i€lp

< lzllz - lylle < oo.

1.11 Satz. Sei {E;}ic; eine Familie von Hilbertrdumen. Dann ist E = @ E; eben-
iel
falls Hilbertraum.

Beweis. Die Eigenschaften eines Skalarprodukts sind offensichtlich, so gilt z.B.:

(az,y) = Z<0493i,?/i>Ei = Za@i,yi)& = a(z,y).

iel %

7Zu zeigen ist also nur noch die Vollsténdigkeit. Sei (™ = (xgn))ie ; eine Cauchy-Folge

in £/. Wegen
2™ — 22 =3 2™ — 2|3,

el

Stand: 16. 2. 2006



6 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

ist (xgn))neN eine Cauchy-Folge in Ej, d.h. 1;5”) — x; in E;.
Fiir Iy C I endlich, n € N fest, gilt:
Dol = ilh, = lim Yo - ™, < lmsup Y fl2f” - 2™l

icly i€l MmO el

2

und damit
Dl = willy, < timsup [ — 23
iel mm—eo
Nimmt man nun den Limes Superior fiir n — 0o, so erhélt man
limsup 3 ") — ]2, < limsup 2 — 2|2 =0,

n—oo n,m—0oo

iel
da (2(™),, eine Cauchy-Folge ist. Damit gilt ||z™ — 2|z — 0.
Wegen

S lald <D 2]

i€lp 1€ly

2 ¥l — 22 <2023+ 2llz — ™% < oo

fiir hinreichend grofles n folgt « € E. O

1.12 Definition. Sei I # () eine Menge, Fj ein Hilbertraum und E; := Ey (i € I).
Definiere (*(I; Ey) := € E;. Speziell schreibt man

iel

1.13 Definition und Satz. Sei E normierter Raum, M C E ein Unterraum. Sei
E/M :={[z] =x+ M : x € E} der Quotientenraum. Dann ist ||[z]| := in]\f/[ |z —yl|
ye

eine Seminorm auf E /M. Falls M abgeschlossen ist, ist ||[-]|| eine Norm. Falls E
Banachraum ist und M abgeschlossen ist, so ist auch E/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([z,])nen
Cauchyfolge in E/M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([z,]) — ([z])|| — 0 (n,m — o0), existiert eine
Teilfolge ([, ] ken von ([2,])nen, so dass [|[2,,] — [#n, ][] < 27* V. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in E: Induktiv siecht man, dass nach Definition der Norm
in E/M eine folge (z¢)een C F existiert mit z, € [z,] und

2041 = zell < lllzeni] = [welllepe +27° (CE€N).

Stand: 16. 2. 2006



1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen 7

Damit
k+m

[2k4m — zkll5 < Z Ize = ze-alle
(=k+1
k+m

< > (Ul = lee-illmgar +27)

< Z 2—z+1 < 2—k+1’
l(=k+1

d.h. (zx)r C E ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen
llzw] = [=0llear = [ll4] = [2lllepme < ll2 = 2lle — O

gilt [xx] — [2] in E/M. O

1.14 Definition und Satz. Sei I # () eine Menge und {E;};c; eine Familie von
Banachriumen. Dann ist die direkte Summe

P B = {@)er 2 € B Y il < oo}

i€l el

ein Banachraum.

Fir E; = Ey (i € I) schreibt man

YI; Ey) : @E
iel

Man definiert (*(I) := (*(I;C) und (' := (*(N).

Beweis. Wie im Hilbertraum-Fall (vgl. auch Beispiel 1.4). O

c) Der Satz von Riesz
Sei (E, (-, -)) ein K-Hilbertraum.

1.15 Definition. a)M C E heifit konvex, falls gilt
Ve,ye MVae[0,1]:ar+ (1 —a)y e M.

b) Zu M C E heit
t={xcE|VyeM: (ry) =0}

das orthogonale Komplement von M.

Stand: 16. 2. 2006



8 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

1.16 Bemerkung. a) M* ist abgeschlossener linearer Teilraum von E. Es gilt
M N M+ = {0}. Denn sei x € M N M*. Dann ist (z,z) =0, d.h. z = 0.

b) Es ist M+ = M = (spanM)*.

1.17 Lemma. Falls M C E konver und abgeschlossen ist, so existiert genau ein
x € M mit ||x|| < ||y|| fir alle y € M.

Beweis. Sei d := inf{||y|| : y € M }. Wihle eine Folge (y,), C M mit |ly,| — d.
Falls d = 0, gilt v, — 0 und wegen M = M ist 0 € M.

Falls d > 0, schreiben wir unter Verwendung der Parallelogrammgleichung

2
~~

eM
< 2/yall® + 2llym|* — 4d* — 0,

19 = Ymll* = 2/|ynll* + 2/|yml> — 4 - |

da [|y,|| — d. Daher ist (y,), Cauchy-Folge. Da M vollstindig ist, existiert = :=
limy, € M. Es gilt ||z|| = lim ||y,| = d. Damit folgt ||z|| < ||y|| fir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1]| < ||y, |z2] < |ly|]| (y € M). Dann ist

T+ T2
21— @a|* = 2l [|* + 2[|2|* — 4HTII2
T+ Xy T+ 2o
= ol — 12 22) + 2l ~ ) 222 <o
<0 <0 O

1.18 Satz (Projektionssatz). Sei M = M C E linearer Teilraum. Dann existiert
fiir alle v € E eine eindeutige Zerlegung x = m +m/' mit m € M, m' € M~*. Somit
ist E =M & M*. Es ist |z —m| = mingen ||z — y|.

Beweis. Wéhle m' € x + M mit ||m/|| < [z +y| (y € M), und m =z —m/'.
(i) Wir zeigen m’ € M+, Es gilt |m/|> < [|m/ + ty||> (¢t € K,y € M). Andererseits
ist
lm” + ty||* = [|m1* + 2Re(m’, ty) + [t [ly[|*.
Fiir alle ¢ € R gilt somit

[t [lyll* + 2t Re(m’, y) > 0,

also Re(m/,y) = 0.

Stand: 16. 2. 2006



1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen 9

Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch ¢t und erhalt
[t (|yl1? + 2t Tm(m', ) > 0,

also Im(m/, y) = 0.

(ii)) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M, m/, 2z’ €
M+t Dannist m—z=2 —m'e MN M+ ={0},d. h.m=2z,m =2 O

1.19 Satz (von Riesz). Sei E Hilbert-Raum und T € E'. Dann existiert genau
e xr € B mat

Tx = (x,x7) (v € F).
Es gilt ||T|| = ||x7||g. Die Abbildung E' — E, T w— xp ist bijektiv, isometrisch und
konjugiert linear.

Beweis. M :=kerT = T—'({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist £ = M @ M* nach Satz 1.18.

(i) Falls M = E, folgt T'= 0. Wihle z7 := 0.
(11) Sei M # E. Wihle y € M\ {0}. Wegen M N M+ = {0} ist dann T’y # 0. Setze

U .y. Dann gilt ||z7|* = |ﬁ||2 und

IyII

T
Tap = —0 Ty = ||lor|.

lyll?
Fiir x € M gilt (z,27) = 0 = Tx wegen 7 € M*.
Fir z ¢ M gilt
T T
T(:E—T—x-x;p> :Tzzc—T—aj Txr =0,

xT I
d.h. 7 —x—jz;f - xp € M.
Dabher folgt Tz = (z,z7)(= 0). Wir erhalten
T . T
Te =T7 + T—;T Txr = (T, xr) + <T_af; :UT,:UT> = (x,x7).
[EZals
(iii) Nach Cauchy-Schwarz ist | T'|| = sup |{z,xz7)| < ||z7r||. Andererseits haben wir
llzll<1
IT) 2 IT(220)]| = orll

(iv) Eindeutigkeit: Sei Tx = (z,x7) = (x,Zr) (z € E). Dann gilt

0= <.T,IT—§T> (.TEE)

Stand: 16. 2. 2006



10 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

Wiéhle z = x7 — T und erhalte ||z — z7|| = 0.
(v) Die Abbildung ist konjugiert linear: Sei T' = a7} + aoTs. Dann ist

Tx = a;Tix + aoTox = aq(x, xq,) + oz, x7,) =

= (r,a127,) + (z,qzr,) = (x, @127, + Qop,) = (T, T7).

(vi) Die Abbildung ist surjektiv: Zu y € E sei T,z := (z,y). Dann ist |T,z| <
lyll - ll=||, d-h. T, stetig und damit T}, € E'. O

1.20 Korollar (Stetige Bilinearformen). Sei E Hilbertraum, B : E x E — K
mat

(i) 2 — B(z,y) linear (y € E),
(i) y — B(z,y) konjugiert linear (z € E),
(iii) [B(z,y)| < Cllz|| - Iyl (z,y € E).

Dann existiert genau ein T' € L(E) mit

B(z,y) = (x,Ty) (v,y € E).
Dabei ist | T|| die kleinste Konstante C, fir die (iii) gilt.

Beweis. Da x +— B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=y. Es ist

e~

(T, 0011 + aoyo) = Bz, 0qy1 + oY) = a1 B(x, y1) + aaB(x, y2)
=ai(z, 1) + @(z,¥2) = (z, 0151 + 2ls).

Also ist T linear.

Wegen Eigenschaft (iii) ist T" stetig: ||Ty||> = B(Ty,y) < C-||Ty| - lyll, d.h. [|T]] <
C. O

d) Orthonormalbasen

1.21 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Abbildung < auf einer Teilmenge von
M x M heifit Halbordnung, falls gilt:

a < a,
a<b,b<a=a=0,

Stand: 16. 2. 2006



1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen 11

a<b b<c=a<c
Beachte, dass a < b oder b < a nicht fiir alle a,b € M gelten muss.

(ii) Eine Menge @ C M heifit total geordnet oder eine Kette, falls fir alle a,b € Q
gilt: a < b oder b < a.

(iii) Ein Element a € M heiit obere Schranke fiir S C M, falls s < a fir alle s € S.

(iv) Ein Element m € M heifit maximal, falls aus m < z folgt m = x.

1.22 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fir
welche jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein mazimales
Element.

Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum &quivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.

1.23 Definition. Sei F ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C E heifit Orthonormal-
basis oder vollstdndiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonormale
Teilmenge von FE ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch von
Hilbertraumbasis.

1.24 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.
Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen von E. Dann ist . # ()
da {77} € 7 fiir jedes z € E'\ {0}.

Sei {Sq }aca eine Kette in .77, d. h. fiir a, 8 € A gilt S, C Ss oder Sz C S,. Setze
So = Upes Sa C E. Dann ist Sy O S, fiir alle a € A. Zu z,y € Sy existiert ein
a € Amit x,y € S,, d. h. Sy ist orthonormal. Damit ist Sy eine obere Schranke zu
{Sa}aca- Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in .. O

1.25 Lemma. Sei {e, : n € N} ein Orthonormalsystem. Dann gilt

Sl ea) )| <00 (2,y € B).

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in RY und der
Besselschen Ungleichung

S e @rel < (S o) (3 lend)™ < ol - ol

Stand: 16. 2. 2006



12 1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachrdumen

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O]

1.26 Satz. Sei S C E ein Orthonormalsystem.
a) Fir alle x € E konvergiert die Reihe ) _s(x,e)e unbedingt.

b) Seic. € C fiiree S mity, glc|* < oo. Dann konvergiert die Reihe Y g cc €
unbedingt in E.

¢)x— Y cqlz,e)e € St
Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 1.3 ¢)) gilt fiir alle endlichen

EF'CcFE
> K e <l

ecE’

Damit ist Y. |(z,e)|* < oo, und nach Bemerkung 1.9 b) ist Ey := {e € S :
(x,e) # 0} abzéhlbar. Sei Fy = {ey, ea,... }.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt

H 7;\/@,%)6”

Also ist Y7 (x,e,)e, eine Cauchyreihe, und y := Y~ | (z,e,)e, € E existiert.

n=1

9 M
=) |z e)> =0 (N, M — o).
n=N

Analog existiert fiir jede Permutation o0: N — N die umgeordnete Reihe y, :=
Yo (T, eo(n))€o(n). WIr zeigen y = y,. Fiir z € E gilt

(y,z) = Z(:E,en> (z,en) = Z<.CE, Co(n)) (%, om)) = (Yo: 2)-

Dabei wurde die absolute Konvergenz der Reihe nach Lemma 1.25 benutzt. Es folgt
y_yaeEL:{O}'
b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c¢) Fiir e € E gilt mit der Bezeichnung aus a)

<J; - Z(I, €n)en, e> = 0.
n=1
(Betrachte die Fille e € Ey, d.h. e = e,,, und e &€ Ey, d.h. (z,e) =0.) O

1.27 Satz. Sei S C E ein Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:
(1) S ist Orthonormalbasis.
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1. Anmerkungen zu Hilbert- und Banachriumen 13

(ii) St = {0}.
(iii) Fir alley € E gilt y = .5y, e)e.
(iv) Fiir alle x,y € E gilt (x,y) = ) cq(7, )y, e).
(v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt
Izl =)z e)f* (z € E).

eeS

Beweis. (i)=(ii). Falls ein x € S+ \ {0} existiert, so ist SU {ﬁ} ein Orthonormal-
system.

(i) =(iii). Satz 1.26 c).

(iii)=-(iv). Die Reihen erstrecken sich nur iiber einen abzéhlbaren Indexbereich und
konvergieren absolut nach Lemma 1.25 und Satz 1.26 a), man darf also einsetzen.

(iv)=(v). Setze x = y.

(v)=(i). Falls S nicht maximal ist, wihle z € S* mit ||z| = 1. Esfolgt >, ¢ [(z, €)|* =
0, Widerspruch zu (v). O

1.28 Korollar. Sei E Hilbertraum mit Orthonormalbasis S = {e;}icr C E. Dann
ist Abbildung E — (*(1),y — ({y,2:))icr isometrischer Isomorphismus von Hilber-
traumen.

Beweis. Die Linearitét ist klar, Isometrie und damit Injektivitat nach Satz 1.27 (v),
die Surjektivitdt nach Satz 1.26 b). O

1.29 Definition. Ein metrischer Raum heif3t separabel, wenn er eine abzéhlbare
dichte Teilmenge besitzt.

1.30 Bemerkung. a) Ein normierter Raum E ist genau dann separabel, wenn es
ein abzéhlbares linear unabhéngiges S C E gibt mit span S = E. Insbesondere ist
ein Hilbertraum genau dann separabel, wenn er eine hochstens abzdhlbare Ortho-
normalbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen Z?ZI a;s;,a; € Q +
i@, S; € S.

b) Aus a) und Korollar 1.28 folgt, dass jeder unendlich-dimensionale separable Hil-
bertraum isometrisch isomorph zu £ = (?(N) ist. Damit ist ¢? ,der* Hilbertraum
schlechthin. Insbesondere in der Physik werden fast ausschliellich separable Hilber-
traume betrachtet.
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2. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

Zu den klassischen Sdtzen der Funktionalanalysis gehdren der Satz von Baire mit seinen
Folgerungen und der Satz von Hahn-Banach. Die Folgerungen aus diesen Sétzen werden
von entscheidender Bedeutung fiir die ganze Operatortheorie sein.

Das Prinzip der offenen Abbildung ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire und
erlaubt recht schnell wichtige Aussagen iiber das Spektrum unbeschrinkter Operato-
ren. Hier werden auch die ersten Begriffe der Operatortheorie definiert, wie etwa die
Abgeschlossenheit eines unbeschréinkten Operators.

a) Der Satz von Baire

Sei (E,d) metrischer Raum. Eine Menge A C E heifit nirgends dicht, falls A keine

inneren Punkte enthilt, d. h. A = (). Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene
Kugel enthélt.

2.1 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (E,d) vollstindiger metrischer Raum,
A, C E abgeschlossen. Falls A := ], .y An eine offene Kugel enthilt, so existiert
ein ng € N so, dass Ay, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei K,.(zg) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A,, enthélt eine offene
Kugel, d. h. es gilt

VneNVe>0VzeE: (E\A,)NK.A(z)#0.
Wiéhle z; mit 0 < g7 < 1/2 und
Ko pp(x1) C (BN A1) N K, (20).
Da beide Mengen auf der rechten Seite offen sind, ist auch der Durchschnitt offen

(und nichtleer).

Wiéhle nun im néchsten Schritt xzo mit K., (z2) C (E\ As) N K, (1) (offen, nicht
leer), 0 < &5 < 3.

Allgemein wahle x,,, e, mit K. (z,) C (E\ A,) N K., j2(xp—1) und 0 < g, <27

Wegen ¢, — 0 und z,, € K., /2(@n_1) ist (2, )nen Cauchyfolge, d.h. z, — z € E.
Hier verwenden wir, dass E vollstandig ist. Wegen d(x, z,) = lim  d(x,,x,) < e,
—_——

m—oo
<en/2 falls m>n

ist x € () K, (z,).

neN

14



2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis 15

Aber es gilt sowohl

(N K-(za) C((E\A) =E\ A

als auch
ﬂKan(xn) C K (x1) C K, (x9) C A.

Somit ist (), K., (z,) = 0 im Widerspruch zu z € () K., (z,,). O

Satz 2.1 heifit aus folgendem Grund Kategoriensatz: Eine Menge A C E heifit von
erster Kategorie (mager) in F, falls A C |J A, mit nirgends dichten Mengen A,

n=1
gilt. Gibt es keine solche Darstellung, heiffit A von von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir folgende Formulierung des Satzes von Baire: Sei (F, d) vollstandi-

ger metrischer Raum. Dann ist F ist von zweiter Kategorie in sich.

2.2 Satz (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit). Sei (E,d) vollstindi-
ger metrischer Raum, T eine Familie stetiger Abbildungen f : E — K. Die Familie
T sei punktweise gleichmdflig beschrdinkt, d.h. es gilt

VeeEJe, >0V feT: |f(2)] <c,.
Dann existiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KYfeT: |f(z)]<ec

Beweis. Die Menge A, .= {x € E |V f €T :|f(z)| < n} ist abgeschlossen. Fiir
xr € F existiert nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(z)] < ¢, (f € 7T), d. h. es
existiert eine natiirliche Zahl n mit € A,. Somit £ = J, .\ An-

Nach dem Satz von Baire existiert ein ny € N und eine offene Kugel K C A,,.
Damit ist |f(z)] <ny (re€ K,feT). O

2.3 Satz (Satz von Banach-Steinhaus). Sei E' Banachraum und F normierter
Raum. Sei T C L(E,F) eine punktweise gleichmdfig beschrinkte Familie, d. h. es
gelte

VeeFEJe,>0VT eT:|Tz| <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit |T|| <c (T'eT).

Beweis. Definiere 7" := {fr : E — K,T € T} mit fr(z) := ||Tz||. Nach Vorausset-
zung ist die Familie 7" punktweise gleichméfig beschrankt.

Stand: 16. 2. 2006



16 2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis

Nach Satz 2.2 existiert K,,(xo),¢ > 0 mit
Vae K, (ro))VT eT: ||Tx|| <.

Sei nun z € E,||z|| =1 und 7" € 7. Dann gilt

ITz| = = HT( x—xg—l—xO)H <
<2 (fr(e )l +1 23 1)< e
g €Ky (20) ’
Somit gilt [|T]| <c¢ (T € 7). O

2.4 Definition. Seien E, F' normierte Raume.

a) Ein linearer Operator T': E — F ist eine lineare Abb. vom Definitionsbereich
D(T) C FE nach F, wobei D(T) ein linearer Unterraum von FE ist. Die Menge
G(T) :={(z,Tx): x € D(T)} heiBt der Graph von 7.

b) Seien E, F' Banachrédume. Der Operator T" heiit abgeschlossen, wenn G(7") eine
abgeschlossene Teilmenge des Banachraums E & F ist.

c) Der Operator T" heiit abschliefbar, wenn es einen abgeschlosenen linearen Opera-
tor 1" gibt mit G(7') = G(T'). Der Operator T" heiit AbschlieBung oder der Abschluss
von T

2.5 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien E, F' Banachriume und T €
L(E, F) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. das Bild einer offenen Menge ist offen.

Beweis. (i) Wir zeigen zuniichst, dass ein ¢ > 0 existiert mit K.(0) € TK;(0). Sei
dazu K, := K,(0) C E. Da T surjektiv ist, gilt F' = J, .y T(K,). Nach dem Satz
von Baire ist das Innere von T'(K,,) fiir ein n € N nichtleer, d.h. es existiert ein
g0 > 0 und ein yy € F mit K, (yo) C T(K,).

Da T surjektiv ist, existiert ein g € E mit Txg = yo. Es ist K., (yo) = Tzo + K., (0)
und damit

K., (0) € T(K,) — Txo = T(EK,) — Tzo
=T(nK,) —Txy=T(nK, —x9) CT(mK;) =mT(K,)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass nK; — xy C mK; fiir groles m gilt. Wir erhalten
K.om(0) C T(Ky).
Wihle ¢ := go/m.
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2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis 17

(ii) Wir zeigen nun, dass T'(K;) C T'(K>) gilt. Dazu sei y € T(K;) und € wie in (i).
Wihle z; € Ky mit y — Txy € K. /5(0).
Nach (1) ist Ke/g(()) C TKI/Q(O) Wihle nun To € Kl/Q(O) mit Yy — Txl — Tﬂ?g €

K5/4(0) C TK1/4(0).

Wir erhalten iterativ eine Folge (x,), mit x, € Ky-n+1(0) mit y — > " Tx; €
K.5--(0). Nach Wahl der z,, ist z := Y ° | , absolut konvergent. Es gilt x € K
wegen 2] < ¥, o] < 2.

Unter Verwendung der Stetigkeit von T erhalten wir y = oo, Ta; = T (D2, x;) =

(iii) Nach (i) und (ii) ist K. C TK,. Also enthélt das Bild jeder Umgebung von
0 € E eine offene Kugel in F, d.h. ist eine Umgebung von 0 € F. Sei nun U C E
offen. Zu x € U existiert K4(0) mit x + K5(0) C U.

Damit T'(z + K5(0)) = Tx + TK;s(0) D Tx + K; fiir ein € > 0, d.h. es existiert eine
Umgebung Tz + Kz(0) von Tz mit Tx + Kz(0) C TU. Somit ist TU offen. O

2.6 Korollar. Seien E, F Banachrdume, T : E — F abgeschlossener linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich D(T'). Sei R(T') abgeschlossen. Dann ist T offen als
Abbildung von D(T') nach R(T) (wobei sowohl D(T) als auch R(T) mit der Spurto-

pologie versehen werden).

Beweis. Definiere die Graphennorm ||z||r := ||z|| + || Tx|| (z € D(T)).

Dann ist || - [ eine Norm auf D(T') und (D(T),|| - ||z) ein Banachraum (da T
abgeschlossen ist). Der Operator T': (D(T), | - |lr) — F, x +— Tz, ist stetig.

Eine Teilmenge U C D(T) ist offen bzgl. || - ||z, falls U offen ist bzgl. ||.||g. Nach
Satz 2.5 ist TU = TU offen fiir U offen. O

2.7 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien E, F Banachriume und T : E — F
ein abgeschlossener linearer Operator mit ker T = {0} und R(T) abgeschlossen.
Dann ist T~' : R(T) — E stetig.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 2.6 aufgrund der Aquivalenz der Offenheit
von T und der Stetigkeit von T~1. O

2.8 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F Banachriume,
T : E — F abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T') abgeschlossen ist, so ist
T stetig.
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18 2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis

Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) ist mit [|(z,Tz)|| = |z| + ||Tz| als
abgeschlossener Unterraum von £'@ F' ein Banachraum. Die Projektion m; : G(T') —
E,(z,Tz) — z, ist stetig und damit ein abgeschlossener linearer Operator. Der
Werteberich R(m;) = D(T) ist abgeschlossen. Nach Satz 2.7 ist 7, ! stetig. Ebenso
ist m : G(T) — F, (v, Tx) — T, stetig. Damit ist 7 = 7y o 7, " stetig. O

2.9 Korollar. Seien Ey = (E, || - ||1) und Es = (E,|| - ||2) Banachrdume mit
[zl < cllzllz (z € E)
fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen || - ||y und || - ||2 dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit [zl < [Jzfly < cllzllz (z € E).

Beweis. Satz vom stetigen Inversen, angewendet aufid: (E, ||-|2) — (E,]-|1), = —
x. [l

2.10 Korollar (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei E Hilbertraum und T : E —
E linearer Operator mit D(T) = E und

(Tx,y) = (v, Ty)  (v,y € E).

Dann st T stetig.

Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in E & F.
Sei (z,y) = lim,(z,, Tx,), d.h. x = lim, x, und y = lim,, T'z,,. Fiir z € F gilt
(y,z) =lim(Tx,, z) =lim{(z,, Tz) = (x,Tz) = (Tz, z).

Damit folgt (y—Tx, z) = 0 fiiralle z € E. Alsoist y—Tx = 0,d.h. (z,y) € G(T). O

c) Hahn-Banach-Séitze

2.11 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei E ein R— Vektorraum
und p : E — R konvex, d.h. es gelte

plax + (1 —a)y) <ap(x) + (1 —a)ply) (a€[0,1],2,y € E).
Sei ferner L C E ein linearer Teilraum und X\ : L — R linear mit

Ma) < pla) (o€ D).
Dann existiert ein lineares A : E — R mit Alp = X\ und A(z) < p(x) (z € E).
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2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis 19

Beweis. (i) Fortsetzung auf L := span{L,z} = L & Rz mit z € E \ L:
Fiir y1,y2 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BA) +02m) = Ao + ) = (0 + ) A2+ —— )

(y1 —az) + L(m + 52)>

<+ (757 atp

< Bp(yr — az) + ap(y2 + B2).

Damit erhalten wir

é A1) — p(yr — az)] < % [p(y2 + B2) — A(y2)] (2-1)
Wiihle
Az) = ao € [y ESLUI;>O§(A(3/1) —p(yr — a2)),infy,er, go0 5 (P(y2 + 52) — A1) ]

und definiere Az +y) == pA(z) + My) auf L=L®R - 2.

X ist linear auf L nach Definition, und es gilt

Apz +y) = pao + Ay) < p(pz +y)-

Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «q die Abschéitzung

p (y2 + 82) = A(y2) + Bay.

Setze nun y, := y und 3 := p. Den Fall 1 < 0 sieht man analog.

(ii) Sei .# die Menge aller Abbildungen m : M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
my < moy: < M, CMQ, TTL2|]\41 =my

wird .# partiell geordnet. Sei {my;} eine Kette in .#. Dann ist M := (J, M}, ein
linearer Unterraum, und durch

m(z) == my(z) (v € My)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € .Z.

Da A maximal ist, ist A auf ganz E definiert. Sonst existiert nach (i) eine Fortsetzung
auf D(A) @R -z mit z € E\ D(A). O
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20 2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis
2.12 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version). Sei E ein C— Vektorraum und
p: E — R eine Abbildung mit

plax + By) < lal p(z) + (6] p(y) (.6 € C mit |af +[5] = 1).

Sei L C E linearer Teilraum und X : L — C linear mit |AN(z)| < p(xz) (z € L).
Dann existiert ein lineares A : E — C mit Al = X und |A(z)| < p(z) (z € E).

Beweis. Setze ((x) := Re A(z). Dann ist £ : E — R linear mit

U(z) < Mx) <p(z) (z€l).

Wegen ((ix) = —Im A(x) ist A(x) = €(z) — il(iz). Setze ¢ nach Satz 2.11 fort zu
einem R—linearen L : £ — R mit L(z) < p(x) (z € E). Dann ist

A(x) := L(z) — iL(ix)
R-linear. Wegen
A(iz) = L(ix) —iL(—x) = L(iz) +iL(z) = iA(z)

ist A sogar C—linear.

Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(z)] = e A(z) = Ae ?z) = L(e™"z) < pe ™z = p(x).

Hier wurde Re A = L und A(e %z) = |A(x)| € R verwendet. O

2.13 Korollar. Sei E normiert, L C E linearer Teilraum und \ € L'. Dann exi-
stiert ein A € E" mit ||A]] = || A, Al = A

Beweis. Sei p(x) := ||\||/ - ||z]|. Dann ist [A(z)| < p(x) (z € L).
Nach Satz 2.12 existiert eine Fortsetzung A mit

A@) < Al =]l (2 € B),
d.h. A € E' und [|A]] < ||A|]. Wegen Al = A ist ||[A|| = [|A]]. O

2.14 Korollar. Sei E normiert, v € E \ {0} fest. Dann existiert ein A € E' mit
A(z) = [lz]| und [|A]l = 1.

Beweis. Definiere A : Kz — K, Aaz) := |a||z|| und setze nach Korollar 2.13 fort.
[l
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2.15 Korollar. Sei E normiert, L C E linearer Teilraum und x € E. Sei

d:=inf ||z — .
inf |l —y[ >0
Dann existiert ein A € E' mit ||A|| =1, A(z) = d und Al = 0.

Beweis. Definiere A auf L & Kz durch A(ax + y) := ad. Dann gilt

I lad| d d d !
oyer Ty +aal ~ P TEER] T e T
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 2.13. O]
Mit dem Satz von Hahn-Banach kénnen wir Bidualrdume E” := (E’)’ betrachten.

Vorher betrachten wir noch die Dualrdume.

2.16 Satz. Seien E normierter Raum und F Banachraum. Dann ist L(E, F) Ba-
nachraum. Insbesondere ist E' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollstandigkeit ist nichttrivial. Sei (A,), Cauchyfolge in L(E, F).
Dann ist (A,z), Cauchyfolge in F fiir jedes = € F.

Setze Az :=1lim A,z € F. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen
[Az][p = lim [| Az ]| <l | A, - f|lz][s < Cllz]| 5

ist Ae L(E,F). Da ||[(A— A,)z|| = lim [|[(A, — A,)z||, erhalten wir

14— Ay = sup MA= Azl iy I 9 < i (4 — A < e
2#0 ] 240 M0 | m—00
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(E, F). O

2.17 Lemma. Sei E ein normierter Raum. Die Abbildung E — E", x +— T mit
TN\ :=Xzx) (AMeFE)

ist linear und isometrisch.

Beweis. Es gilt

—~——

az + By(A) = Maz + By) = aX(z) + BAy) = az(A) + Sy(A),
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22 2. Klassische Sdtze der Funktionalanalysis

d. h. die Abbildung x +—  ist linear. Weiter ist

[Zl|zr = sup [F(A)] = sup [A(@)[ < sup [[All-[[z][p < [[z]|5-
A<t A<t <t

Nach Korollar 2.14 existiert zu jedem z € E ein Ay € £ mit |[Ao|| = 1 und \o(x) =
[l Damit gilt |[Z]] = supyj<i [Mz)] 2 [Ao(2)] = || O

2.18 Definition. Ein normierter Raum F heifit reflexiv, falls die kanonische Ein-
bettung £ — E” aus Lemma 2.17 surjektiv ist.

2.19 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, A, ) ein Mafiraum. Wir werden im zweiten Teil der
Vorlesung sehen, dass L,(x) ein Banachraum ist. Nach einem Satz von Riesz ist die

Abbildung
T L) = (L) (To)(f) = [ fodu (2-2)
ein isometrischer Isomorphismus. Dabei ist ¢ € (1, 00) definiert durch p~' ¢~ = 1.

Sei nun A € (Ly(p))”. Definiere das Funktional A; := Ao T € (L,(n))’. Nach
dem Satz von Riesz, angewendet auf den Raum (L,())’, existiert eine Funktion
h € L,(1), so dass fiir alle g € L,(p) der Wert A;(g) gegeben ist durch

Milg) = | ghdn (2-3)
Somit gilt fiir jedes A € (L,(u))’
AQ) = Ay (T = / (T=12) - by = A(h) = F(N).
Dabei wurde fiir die zweite Gleichheit (2-3) verwendet und fiir die dritte Gleichheit

(2-2). Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h — E, E — FE’,
surjektiv ist. Die L,(u)-Raume sind fiir 1 < p < oo also reflexix.

¢) In der Situation von b) gilt (Ll(,u)), = Loo(pt) aber Ly(p) € (LOO(,u))/, d.h. Ly (p)
ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.
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3. Topologische Begriffe

In diesem Abschnitt werden kurz einige wichtige topologische Begriffe wiederholt. Wich-
tig fiir uns wird insbesondere der Satz von Banach-Alaoglu sein. Gerade die schwachen
Topologien sind in der Funktionalanalysis wichtig, da in den meisten Féllen keine Ste-
tigkeit in einer Normtopologie vorliegt.

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist &hnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

3.1 Definition. Sei X # () eine Menge; 2% bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C 2% heifit eine Topologie auf X, falls gilt

(i) 0,X €,
(ii) Falls A, B € 7, so ist auch AN B € 7,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € 7 (i € I), so ist auch | J,. ; A; € T.

i€l

b) Seien (X;,71) und (X5, 7)) topologische Raume. Dann heifit eine Abbildung
f: X — X, stetig, falls f~!(r) C 7.

c) Sei U C 2. Dann heiit die kleinste Topologie, die U enthilt, die von U erzeugte
Topologie 7(U). Die erzeugte Topologie 7(U) ist das System aller Mengen der Form

User MO, Uiy mit Uy, € U, N € N

d) Sei I eine Menge und (Y;, 7;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiur die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie 7(F) auf X. Es gilt

7(F) = T({fi_l(Ui) U, emy, 1 € I})

e) Sei X = [],.; Xi das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir + € I ist. Sei pr; : X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
7({pr, : i € I}) die Produkttopologie auf X.

3.2 Bemerkung. Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei
einer o-Algebra A gilt statt a) (iii) nur

A, €A (neN)=|J A, €4
neN

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in c).
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24 3. Topologische Begriffe

3.3 Definition. Sei (X, 1) topologischer Raum.

a) Eine Menge U C X heifit genau dann offen, falls U € 7, und genau dann abge-
schlossen, falls X \ U € 7.

b) Eine Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes z € X, falls eine offene
Menge U € 7 existiert mit x € U C V. Eine Familie .4 von Teilmengen von X
heiit eine Umgebungsbasis des Punktes x € X, wenn jedes N € .4 eine Umgebung
von z ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € A4 existiert mit N C M.

¢) (X, 7) heiBt Hausdorff-Raum (oder Ty-Raum), falls fiir jedes z,y € X mit x # y
offene Mengen U,, U, € 7 existieren mit z € U,, y € U, und U, N U, = 0.

d) (X, 7) heifit normal (oder Ty-Raum), falls (X, 7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A, A, mit A; N Ay = 0 offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = ().

Die beiden folgenden Sétze werden nicht bewiesen.

3.4 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X, 1) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit Ay N Ay = (. Dann existiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und fla, =0, fla, = 1.

3.5 Satz (Tychonov). Seil eine Menge und X = [[,.; X; das kartesische Produkt
der topologischen Rdiume (X;,7;). Falls jedes (X;, 1;) kompakt ist, dann ist auch X
i der Produkttopologie kompakt.

3.6 Definition. a) Sei E ein K-Vektorraum und E* := {f: E — K, f linear }
der algebraische Dualraum von E. Fiir ' C E* bezeichnet man die F'-schwache
Topologie auf £ auch mit o(E, F).

b) Sei E normiert. Dann heifit o(E, E’) die schwache Topologie auf E und o(E’, E)
die schwach-*-Topologie auf E’. (Beachte E C E” im Sinne von Lemma 2.17.) Fir
die Konvergenzen beziiglich dieser Topologien schreibt man auch z,, — x in E bzw.

£, fin B

3.7 Bemerkung. a) Sei E normiert. Dann ist o(E, E’) Hausdorffsch. Dann nach
dem Satz von Hahn-Banach existiert zu x,y € F mit = # y ein f € E' mit f(z) #

f(y).
b) Es gilt o(E', E) C 0(E', E") C Oporm, Wobei 0y die Normtopologie auf E ist.

3.8 Satz (Banach-Alaoglu). Sei E ein normierter Raum. Dann ist die Finheit-
kugel in E' schwach-*-kompakt.
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3. Topologische Begriffe 25

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Menge K| :={f € E': ||f|| < 1} o(E', E)-kompakt
1st.

Fir x € E sei I, := {z € C : |z|] < ||z||}. Nach dem Satz von Tychonov ist
I := [],cp I kompakt beziiglich der Produkttopologie. Die Elemente von I sind
Abbildungen b: E — C mit b(z) € I, (z € E), d.h. [b(z)| < ||z||. Daher ist
Ky C I da [f(z)] < [IfI]- 2l < [l fiir alle f € K7 gilt.

Da die Produkttopologie auf I die schwichste Topologie ist, fiir die alle Abbildungen
b b(x) (x € E)stetigsind, ist die Spurtopologie davon auf K| genau die schwach-
*Topologie auf K. Zu zeigen ist also, dass K| C I abgeschlossen ist bzgl. der
Produkttopologie.

Sei f € K| C I, und seien z,y € E. Dann ist

U:={bel:|b(z+y) - flz+yl<e [blx) = f2)] <e, [bly) - f(y)] <e}

eine offene Umgebung von f. Wegen f € K/ existiert ein ¢ € U N K. Da g nach
Definition von K7 linear ist, gilt

1f(x+y) — f(@) — fy)] < 3e.

Da ¢ beliebig war, ist f additiv. Analog sieht man, dass f(az) = af(z) (a €
K, x € F) gilt, d.h. f ist linear. Wegen f € [ ist ||f]] <1 und damit f € KJ. O

3.9 Definition. Seien E, F' normierte Raume. Sei (T},)neny C L(E,F) und T €
L(E, F).

a) T, konvergiert gleichméflig oder in der Norm gegen T', wenn ||T,, — T'|| — 0.

b) T, konvergiert stark (in der starken Operatortopologie) gegen T', wenn gilt
VeeE: |[Tyx—Tx||r— 0.

Man schreibt T, = T.

c¢) T,, konvergiert schwach (in der schwachen Operatortopologie) gegen T', wenn gilt
Vee EVfeF : |f(Twx)— f(Tx)| — 0.
Man schreibt T}, — T.

Man beachte, dass das Symbol T,, — T fiir Operatoren eine doppelte Bedeutung
hat. Im Normalfall versteht man aber die Konvergenz nach Definition 3.9 darunter.

Die starke Operatortopologie ist gegeben durch

o(L(E,F),{e,: x € E})
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26 3. Topologische Begriffe

mit e, (T) =Tz (x € E,T € L(E,F)). Analog ist die schwache Operatortopologie
gegeben als
o(L(E,F),{es;:xv € E, f€F'})

mit e, ;= f(Tx) (feF,xe€E TeL(E,F)).
Offensichtlich gilt
Ny — 1,7 =1,

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

3.10 Satz. Sei E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Sei (T),)nen C
L(E,F) stark konvergent, d.h. fir alle x € E konvergiere (T,,x)pen C F. Dann
existiert ein T € L(E, F) mit T, > T.

Beweis. Fir x € E definiert man Tz := lim,_,. T,,z. Offensichtlich ist 7" linear,
und es gilt T, = T'. Zu zeigen ist, dass T stetig ist.

Da (T,2)nen C F konvergiert, existiert ein C, mit ||T,z||r < C,. Nach Banach-
Steinhaus gilt ||7,]| < C fiir alle n € N, d.h. es gilt

[Tazll < I Tall - flzfl < Cllz]] - (n € N)

und damit ||Tz|| < Clz|]. O
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4. Das Spektrum linearer Operatoren in
Banachriaumen

Dieser Abschnitt definiert die grundlegenden Begriffe der Spektraltheorie. Dabei wer-
den von Anfang auch unbeschrinkte Operatoren betrachtet. Neben der Definition des
Spektrums eines linearen Operators ist die Holomorphie der Resolvente das Haupter-
gebnis dieses Abschnittes.

Wir wiederholen zunéchst bereits bekannte Begriffe und wichtige Aussagen. Seien
E, F Banachriume, und T : E — F ein linearer (nicht notwendig beschriankter)
Operator. Sei D(T') C E der Definitionsbereich und R(T') C F der Wertebereich
von T'. Dann ist der Graph von T definiert als {(z,Tx) : x € D(T)}.

Der Operator T' ist genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (z,)nen € D(T) mit
xn, — 0 gilt Tx,, — 0.

Der Operator T ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen (z,,)neny € D(T)
mit z, - x € Eund Tx,, —»y € F gilt x € D(T) und Tx = y.

Falls D(T') abgeschlossen ist, so ist 7" genau dann stetig, wenn 7" abgeschlossen ist
(Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Falls T" abgeschlossen und injektiv ist, so ist auch T~! abgeschlossen. Falls T" abge-
schlossen und injektiv ist und R(T') abgeschlossen ist, so ist auch 7! stetig (Satz
von der Stetigkeit des Inversen).

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7' : E' — FE statt T'— Aidg einfach
T— A\

4.1 Definition. Sei F ein Banachraum und 7' : £ — FE ein linearer Operator mit

D(T) = E (d.h. T ist dicht definiert).
a) p(T) :={A € C|T—X\:D(T) — E ist bijektiv } heifit die Resolventenmenge
von 7.

b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.

c) 0,(T) := {\ € C : T'— X nicht injektiv } heifit das Punktspektrum von 7' (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {\ € C: T — XNinjektiv, R(T'—\) = E, R(T — \) # E} heifit das
kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0.(T) :={X € C: T — Xinjektiv, R(T — \) # E} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.
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28 4. Das Spektrum linearer Operatoren in Banachrdiumen

4.2 Bemerkung. a) Direkt aufgrund der Definition haben wir
C=p(T)Ua(T)=p(T)Jo,(T)Uoc.(T)Uo.(T),

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
b) Falls dim E < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.

¢) Sei T' abgeschlossen und A € p(T'). Dann ist die Inverse (T'— \)~! : E — D(T)
stetig. Denn T' — A ist ebenfalls abgeschlossen, der Wertebereich R(T — \) = E ist
abgeschlossen. Damit folgt die Aussage aus dem Satz vom stetigen Inversen.

4.3 Definition. Sei T': F — F ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T).
a) Fiir A € p(T) heit Ry\(T) := (T — \)~* die Resolvente von T
b) Fiir A € 0,(T") heiit ker(7"— A) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und

NYT):={z e D(T)|IneN: (T —\)"z =0}

der algebraische Eigenraum von 7" zu .

4.4 Beispiel. Sei £ = (>und S: (? — (2 definiert durch S(z, 29, ...) = (0,21, 2o, ...)
(Rechts-Shift). Dann ist D(S) = ¢%, ker S = {0} und 0 € 0,(S) wegen (1,0,0,...) €
R(S), d.h. B(S) # E.

4.5 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei E' ein Banachraum und T € L(E) mit
|IT|| < 1. Dann existiert (1-T)"' e LE), und es gilt (1 —=T)"" =3, T" und

”(1_ ) 1” < 1— HTll

Beweis. Es gilt

Z 1 < Z 17" < Z 17" = ||T||

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := Y > /T™ € L(E), und es

gilt S]] < -

Es gilt ST =TS =Y T =5 —1,dh. S(1=T) = (1 —T)S = 1 und damit
S=01-T)" 0

4.6 Satz. Sei E ein C-Banachraum und T ein abgeschlossener lineare Operator in
E mit D(T) = E. Dann ist p(T) offen und somit o(T) abgeschlossen.
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4. Das Spektrum linearer Operatoren in Banachrdiumen 29

Beweis. Falls p(T) = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T-A=T—=X—-A=X) =T —=X)[1=A=X)(T—X) "]
Fiir A € C mit |[A — Xo| - (T — Xo) 7] < 1 existiert
[1= (A= X)(T =)' € L(E)
nach Lemma 4.5. Damit existiert
(T—=N"=[1=A=X)(T =)' € L(EB).

Somit gilt
AeC: =l < (=) o),

also ist p(T) offen. O

4.7 Korollar. a) Fiir \g € p(T) gilt

-1

1R (T)]| > [dist (Ao, o(T))]

b) Fiir Ao € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || Ry, (T)|| " gilt

o0

RA(T) = 3000 = 2)" Ry (T

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 4.6, b) aus der Darstellung
von Ry(T') im Beweis von Satz 4.6 und der Neumann-Reihe. O

4.8 Definition (holomorphe Funktionen in Banachriumen). Sei Q C C ein
Gebiet, E ein C-Banachraum und f:  — E. Dann heifit f holomorph [schwach
holomorph] in zy € Q, falls lim, ., %ﬁézo) in der Norm von E [in der schwachen

Topologie] existiert.

4.9 Satz. Sei 2 C C ein Gebiet, E ein C-Banachraum und x : Q — E. Dann ist x
genau dann schwach holomorph, wenn x holomorph ist.

Zum Beweis brauchen wir noch ein Lemma.

4.10 Lemma. Sei E ein C-Banachraum und (z,)neny C E eine Folge in E. Dann ist
(Zn)nen genau dann eine Cauchyfolge in E, falls (f(zy))nen C C eine gleichmdfige
Cauchyfolge fiir alle f € E" mit || f|| < 1 ist.
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30 4. Das Spektrum linearer Operatoren in Banachrdiumen

Beweis. (i) Sei (z,,)neny C E Cauchyfolge. Dann ist

sup | fu(2) = fu(@)[ < sup A len = wmll = llan = 2]
FeEr | flI<1 el Ifl<t

(i) Es gelte
Ve>03aNeNVnm>NVfeE |fll<1:|f(z,)— flzm)| <e.
Dann folgt unter Verwendung der Einbettung £ — E”, x — T die Abschitzung

[2n = 2|l = 0 = Zmll = sup  |(Zn = Zw)(f)] < €
fel, fl<t

fiir n,m > N. O]

Beweis von Satz 4.9. Sei x schwach holomorph und z € Q. Sei I', := K_(2) C  mit
positiver Orientierung. Nach dem Cauchy-Integralsatz gilt fiir alle f € E’

1 f(a(p))
f@@»—igﬁzu_zdw
Damit erhélt man fiir 0 < |h| < € die Gleichheit
L[+ 1) — Fa(2)] — = fa(2)
1 1 1 1 1
- %/Fz (E[,u—z—h a ,u—z] B (N_Z>2)f(a:(,u))d,u
h

f(z(h))
=L dp.
%@ﬁZW—z—hxu—a2"
Da p— f(x(p)) holomorph und damit stetig ist, gilt

[fle(u) <Cr (nels, feE).

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus folgt
Jz(w] <C (nels)

und damit

[ [7ale 4 1) = Fa(2)] — - fa()]| < ¢ 1Al 5],

Wir erhalten
L[l + 1) — (2] = - faz) (h]—0)

schwach gleichméfig fiir alle f € E’ mit [|f|| < 1. Nach Lemma 4.10 folgt die
Konvergenz in der Norm, d.h. x ist holomorph.

Die andere Richtung des Satzes ist direkt aus den Definitionen klar. m
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4.11 Korollar. Seit E ein Banachraum, zo € C und € > 0. Es gelte

z(z) = Z an(z — 29)"

mit a, € E und
(o]
> lanll - |z = zol" < 00 fiir |z — 2| < e.
n=0

Dann ist x holomorph an der Stelle z.

Beweis. Fir f € F' ist

N—oo

flz(2) = f( lim ian(z - zo)">

N—oo

— Jim 3 flan)(z—20)" = 3 flan)(z — )"

Dabei haben wir die Stetigkeit von f verwendet. Wegen

%) %)
@)l -1z =z < D Nl - llanlls - 12— 20" <00 (|2 = 20| <e)
n=0

n=0

lasst sich f(z(z)) um zo in eine absolut konvergente Potenzreihe entwickeln, ist also
holomorph an der Stelle z;. Somit ist  schwach holomorph an der Stelle z; und
damit nach Satz 4.9 holomorph. O]

4.12 Satz. Sei E ein Banachraum, T ein abgeschlossener linearer Operator in E

mit D(T) = E. Dann ist die Resolvente A\ — R\(T), p(T) — L(E), holomorph in
p(T).

Beweis. Sei A\g € p(T'). Nach Korollar 4.7 b) lasst sich Ry(7") in eine absolut kon-

vergente Potenzreihe
o

RA(T) =Y (A= Ao)" R ()"
n=0
entwickeln. Nach Korollar 4.11 ist A +— R, (7") holomorph an der Stelle \. O

4.13 Satz. Sei E ein C-Banachraum und T € L(E). Dann ist das Spektrum o(T) C
C kompakt und nichtleer.
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32 4. Das Spektrum linearer Operatoren in Banachrdiumen

Beweis. Fiir A € C mit [\ > ||T]| ist T — XA = (—=A)(1 — A7'T) nach Lemma 4.5 in
L(FE) invertierbar, d.h. A € p(T'). Also ist o(T") eine abgeschlossene Teilmenge von
{Ae C: |\ <||T]|} und damit kompakt.

Fiir |\ > |7 gilt
o0 T”

ENGIE ESPEs

o1
=TT

0 (JA] — o).

n=

Angenommen, es wire p(T') = C. Dann ist [|[R)\(T)|| < C (A € C). Fiir z € E und
f € E'ist die Abbildung A — f(Rx(T")z) holomorph in ganz C und beschrénkt, also
nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen

[F(BA(T)2)] < I - Ml - [IBA(T) = 0 (JA] = o0)

folgt f(RA(T)x) =0 (f € E',x € E,\ € C). Nach Korollar 2.14 zum Satz von
Hahn-Banach folgt daraus R)(T)z =0 (z € E), d.h. R\(T) = 0, Widerspruch. [

4.14 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschréinkte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T') = C und o(T) = () auftreten kénnen.

a) Sei £ = C([0,1]) und T'f := f' fiir f € D(T) := C'([0,T]). Dann ist T unbe-
schrankt, da | T'f,|| = n und || f,]| = 1 gilt fiir f,(¢) := ™.

Wir zeigen, dass T abgeschlossen ist: Sei (f,)neny € D(T) mit f, — f in F und
Tf,=f, — gin E.Da (f,), und (f!), gleichméBig konvergieren, gilt f € C'([0,1])
und f! — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =T¥.

Es gilt o(T) = 0,(T) = C, denn die Funktion f(¢) := e liegt in ker(T' — \) fiir alle
AeC.

b) Sei E := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]) : f(0) =0} und T'f := f' fir f € D(T) :=
{f € E:f €FE} Sei A\ € C, und seien f,g € E. Betrachte die Gleichung (T —
AN f =g, dh. f'—\f =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese

gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

() = e /0 LM g(s)ds.

Es gilt f/(0) = ¢g(0) + Af(0) = 0, d.h. f/ € E und damit f € D(T). Somit ist
T — X : D(T) — E bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T) = C.
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5. Adjungierte Operatoren

Dieser Abschnitt behandelt einen zentralen Begriff der Operatortheorie, ndmlich den
Adjungierten eines Operators. Am einfachsten ist dieser Begriff im Fall eines Hilbert-
raums bei beschrinkten Operatoren. Fiir unbeschréinkte Operatoren ist der Definiti-
onsbereich des Adjungierten von entscheidender Bedeutung. Beispiele zeigen, dass bei
unbeschriankten Operatoren der Definitionsbereich des Operators fast genauso wichtig
ist wie der Wert.

a) Adjungierte von beschrinkten Operatoren

5.1 Definition und Satz. Seien E, F Banachriume und T € L(E, F'). Dann wird
durch fi(z) := f(Tx) fir jedes f € F' ein beschrdanktes lineares Funktional f, € E’
definiert. Die Abbildung T' : F' — E', f — fi heifit (Banachraum-)adjungierter
Operator zu T. Es gilt T" € L(F', E"). Die Abbildung T — T', L(E,F) — L(F', E’)
st eine Isometrie.

Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

[fi(@)| = [F(Tz)[ < £ [T [l

ist ||l < T - || f]l, &b |77 < ||T||- Der Operator T” ist linear wegen

T'(af + Bg) = (af + Bg)(Tx) = af(Tx) + Bg(Tx).

Ebenso ist die Abbildung 7"+ 7" linear.

Zu zeigen ist noch, dass | T|| < ||7”]| gilt. Nach Korollar 2.14 zum Satz von Hahn-
Banach existiert zu x € F ein f, € E' mit ||f,|| = 1 und f,(Tx) = ||Tz|. Damit
ist

1 Tz]| = | fo(Tz)| = [(T"f) ()] < T[] - || O

5.2 Bemerkung. a) Fir T € L(E,F) ist T" € L(E", F") und T"|g = T. Denn es
gilt (T"%)(f) = F(T'f) = (T'f)(x) = f(Tx) = T(f).

b) Falls T € L(E,F) und S € L(F,G), so ist (ST) = T"S’. Denn ((ST)'f)(x) =
f(STx) = (S"f)(Tx) = [T'(S"f)](x).

¢) Falls T € L(FE,F) invertierbar ist, so gilt (T-') = (7")"!. Dies gilt wegen
(T~Y)T' = (TT7') =id' = id und (T"(TY) = (T7'T) = id’ = id.
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34 5. Adjungierte Operatoren

5.3 Definition. Seien E, F' Hilbertraume, und 7" € L(E, F'). Dann existiert zu
jedem y € F' genau ein y* € F mit

(Tw,y)p = (z,y") (v € E).

Setze T*y := y*. Die Abbildung T* € L(F, E) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Man beachte, dass die Abbildung aus dem Satz von Riesz
ip: E—FE' ©— (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hdngen Hilbertraum- und Banachrau-
madjungierte iiber T% = ifEl o T" o ip zusammen. Vergleiche auch Aufgabe 8.

5.4 Definition. a) Sei F ein Hilbertraum und 7' € L(E). Dann heifit T

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T,
(i) unitér, falls TT* = T*T = idg,
(iii) normal, falls TT* = T*T.

b) Seien E, F' Hilbertrdume und 7" € L(E, F'). Dann heifit 7" unitér, falls 77* = idp
und 7T*T = idg gilt.

5.5 Lemma. Sei E ein C-Hilbertraum und T € L(FE). Dann ist T genau dann
selbstadjungiert, falls (Tx,x) € R gilt fir alle x € E.

Beweis. (i) Sei T'=T*. Dann ist (Tz,z) = (x,Tz) = (Txz,z) € R.

(ii) Seien z,y € E und o € C. Nach Voraussetzung ist

(T'(z+ay),z+ay) = (T'(z + ay), v + ay)
und damit

a(Ty,r) + a(Tx,y) = afy, Tz) + alx, Ty).
Fir « = 1 erhalt man

(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z, Ty).

Fiir « = ¢ erhalt man

<T’y,£€> - <T:C7y> = <y,TLC> - <£E,Ty>

Somit folgt
(Ty, ) = (y,Tz) (v,y € E).

Nach Definition von T gilt also T' = T™. m
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5.6 Satz (Spektrum beschrinkter selbstadjungierter Operatoren). Sei E
ein C-Hilbertraum und T € L(E) selbstadjungiert. Dann gilt

(i) o(T) C R.
(i) (7 =27 < [Im A= (A€ C\R).

(iii) Fir X € o,(T) ist ker(T — \) = N)(\a) (T'), d.h. geometrischer und algebraischer
Figenraum sind identisch.

(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(v) 0n(T) = 0.

Beweis. (i) Sei A € C\ R und z € E. Es gilt mit Lemma 5.5
(T =Nl -zl > [(T = Nz, 2)] > [In((T = N, 2)| = [TmA[ - [|z]*. (5-1)

Damit ist T"— X injektiv.

Der Wertebereich R(T — ) ist abgeschlossen: Sei (y,)neny C R(T — A) mit y,, — y.
Sei y, = (T'—N)xy,. Dann ist (2,)neny C E wegen (5-1) eine Cauchyfolge, d.h. z,, — x
und — da T stetig ist — auch y = lim,, y,, = (T — \)z.

T — X ist surjektiv: Sei y € R(T — M)+, d.h.

(T —Nz,y) =0 (x€FE).

Wegen T' = T* ist dann (z,(T — \)y) =0 (z € E), dh. (T =Ny =0.DaT — A
injektiv ist, folgt y = 0.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator 7' — X bijektiv ist.

(ii) Setze y := (T'— Az in (5-1) und erhalte

lyll = [Tm Al (T = A) .
(iii) Die Inklusion ker(T'—\) C Nﬁa) (T) gilt immer. Sei also = € N)(\a) (T)\ ker(T'— )
mit A € R. Dann gilt (7'— \)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T"—\)z # 0. Wegen T' = T

ist dann
(T =N al]* = (T — A"z, (T = \)"2z) = 0.

Induktiv folgt (T — A\)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien x1,zy Eigenvektoren zu A; # Ay
mit A\; 2 € R. Dann gilt

M(x1, 22) = (Txy, 22) = (21, Txa) = Xo(21, T2).

Wegen Ay # Ay folgt (zq,29) = 0.
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(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,(7"). Dann ist A € R, T'— X injektiv und
R(T — \) # E. Wihle y € R(T — M\)* \ {0}. Dann ist

d.h. (T — XNy = 0 und, da T — X injektiv ist, y = 0, Widerspruch. O
Der folgende Satz wird genauso wie Satz 5.6 bewiesen.

5.7 Satz (Spektrum unitérer Operatoren). Sei E ein Hilbertraum und T €
L(E) unitir. Dann gilt

(i) o(T) c{ e C:|A| =1}.

.. . 1 < 1 .. 1.

(i) (T =27 < = fir [Al #

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 5.6 gelten analog.

b) Adjungierte von unbeschrinkten Operatoren

5.8 Definition. Seien F, I’ Banachrdume und 7" : E — F ein linearer dicht defi-

nierter Operator (d.h. D(T) = E). Definiere
DT :={feF: 3fieE mit f(Tx) = fi(x) (x € D(T))}

und
T'f=f (feDT)).

Kurz kann man auch schreiben: D(17") = {f € F' : x — f(T'z) € E'}. Die Abbil-
dung 7" : F' — E’ mit Definitionsbereich D(7") heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 1.

5.9 Bemerkung. a) 7" f ist eindeutig definiert. Denn seien fi, fo € E' mit fi(z) =

f(Tz) = fo(z) (z € D(T)). Da D(T) = E und fi, fo stetig sind, folgt f; = f> auf
ganz F.

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (z € D(T)).

¢) Der Operator 7" ist abgeschlossen. Denn sei (fy,)neny C D(T") mit f, — f in F’
und 7" f,, — g in E'. Dann gilt fir z € D(T):

f(Tx) = lim f,(T) = lim (I"f,)(x) = g(x).

n—oo

Damit gilt f € D(T") und (f,g) € G(T") nach b).
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5.10 Definition. Seien FE, F' Hilbertraume und 7" : £ — F ein linearer dicht
definierter Operator. Definiere
D(T*) :={ye€ F: xw— (Tx,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T")}.
Fiir y € D(T™) existiert ein eindeutiges y* € E mit
(Tz,y)r = (z,y")p (z € D(T)).

Definiere T* : F — E durch T*y := y* (y € D(T™)). Der Operator T™ heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.

5.11 Lemma. Betrachte in der Situation von Definition 5.10 den unitdren Isomor-
phismus
U:E®&F —-F&E, (v,y) — (y, —x).

Dann gilt
G(I") =U(G(T)") = [U(G(T))]*
Beweis. Sei (y,y*) € G(T*). Nach Definition von 7™ gilt
(Tw,y)r = (2,97 e (v € D(T)),
d.h.
0= (z.y")p + (T2, y)r = (2, T2), (~y", y)) por = (2, T2), U (,y")) por.
Beachte dabei, dass U~ (y, z) = (—x,y) gilt. Somit ist U~(y,y*) € G(T)*, d.h.
(y.y") € U(G(T)") = [U(G(T)]
Bei der letzten Gleichheit wurde verwendet, dass U unitér ist. O
5.12 Satz. Seien E,F Hilbertrdume und T : E — F ein dicht definierter linea-

rer Operator. Dann ist T* abgeschlossen. Falls T' abschliefbar ist, so ist T* dicht
definiert und T =T.

Beweis. Wegen G(T*) = [U(G(T))]* (siehe Lemma 5.11) ist T* abgeschlossen.
Sei T abschliebar und vy € D(7*)*. Dann ist

(yo,y) =0 (y € D(T™).

Damit folgt
<<07 yO)? (—Z, y)>E€BF =0 ((y7 Z) < G(T*>>
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38 5. Adjungierte Operatoren

Somit ist unter Verwendung von Lemma 5.11 und nach Definition des Abschlusses
(0,30) € [UTH(G(T)]" = G(T) = G(T) = G(T).

Dabher ist yo = 70 = 0, also D(T*) = F. Wir wenden Lemma 5.11 nun an auf den
adjungierten Operator T : F' — FE und erhalten

G(T) = [UMG(T*)]" = [~ UHG(T)]" = G(T™).
Also gilt T** =T. m

5.13 Korollar. Seien E,F Hilbertrdume und T : E — F ein dicht definierter
und abgeschlossener Operator. Dann ist T* dicht definiert und abgeschlossen, und
T =T.

5.14 Satz. Seien E, I Hilbertraume und T : E — F ein abgeschlossener und dicht
definierter Operator. Dann gilt

a) R(T)* = WL = ker T™.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tx,y) = 0.
Dies ist dquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.

c) Nach Satz 5.12 ist T abgeschlossen, dicht definiert, und es gilt 7** = T'. Wende
a) auf T* an und erhalte R(T*)* = ker T** = ker T'.

)
d) Wende b) auf 7* an. O

5.15 Beispiel. Sei E = Ly([0, 1]). Definiere die Operatoren T}, Ty, T3 durch

D(Ty) :={f :[0,1] — C| f absolutstetig, f € Ly([0,1])},
D(T3) = D(Ty) n{f - f(0) = f(1)},
D(T3) = D(Ty) n{f - f(0) = f(1) = 0}
und Ty f :==1if" (f € D(T})) fiir k = 1,2, 3. Offensichtlich ist D(7}) dicht in E.
Sei f € D(Ty) und g € D(Ty). Dann gilt

(T\f.g) = / if (2) (@) de
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= ife)s@), - [ it s
= if(1)g(1) ~ i (0)g(0) + (f, Tag)

Damit gilt

<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir f € D(T1)7 g € D(T3)7
<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir fug € D<T2)

Also haben wir D(Ty) C D(Ty), D(T3) C D(Ty) und D(T3) C D(TY).

Sei g € D(T7) und ¢ := Ty g. Definiere ®(z) := [ (t)dt. Dann ist ® absolutstetig
mit ' = . Fir f € D(T}) gilt

Z:U%ﬂﬁgﬂx=<ﬂfﬂ>=<ﬁw>=[ézﬂﬂiﬁﬁm
-ﬁ@@@ﬁjéfmaﬁw

f@ﬂD—Aﬂ@@@W~

Wéhlt man fir f eine konstante Funktion, so erhdlt man ®(1) = 0. Damit gilt

| @@ @ =0 ().
dh. g +i® € R(T1)* = {0}. Also ist g absolutstetig und g(0) = —i®(0) = 0,
g(1) = —i®(1) =0, d.h. g € D(T3).

Insgesamt haben wir D(T}) = D(T3), Tyg = Tsg (g € D(T3)), also T} = Ts.
Genauso zeigt man T = 17 und 75 = T5. Insbesondere folgt, dass 7}, abgeschlossen
ist fir £k =1,2,3.
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6. Der Spektralsatz fiir beschrinkte
selbstadjungierte Operatoren

Der Spektralsatz ist das Hauptergebnis dieser Vorlesung. Er verallgemeinert die Trans-
formation einer hermiteschen Matrix auf Diagonalform oder auch den Spektralsatz fiir
kompakte Operatoren auf den Fall eines beliebigen selbstadjungierten Operators. Hier
werden zunéchst beschrinkte Operatoren betrachtet.

Es gibt verschiedene Zugéinge zum Spektralsatz, hier wird der Zugang iiber den Funk-
tionalkalkiil gewé&hlt.

a) Niitzliches iiber das Spektrum

6.1 Bemerkung. Sei £ Banachraum, F' normierter Raum und 7: E — F ein
Isomorphismus normierter Raume, d.h. T linear, bijektiv und T, 7! stetig. Dann
ist auch F' ein Banachraum. Denn falls (y,), C F ein Cauchyfolge ist, so auch
x, = T 1y,. Damit existiert x := lim, x, € E, und fiir y := Tx € F gilt y,, — v.

Man beachte, dass hier die Linearitdt entscheidend ist, vergleiche arctan: R —

(—m/2,7/2).
6.2 Lemma. Seien E, F Banachriume und T: E — F abgeschlossener linearer

Operator. Dann sind dquivalent:

(i) Es existiert ein C' > 0 mit |Tz| > C||z|| (x € D(T)).
(ii) T ist injektiv und R(T') ist abgeschlossen.

Beweis. (1)=(ii). Offensichtlich ist 7" injektiv. Der Operator T": (D(T),| - ||r) —
(R(T), || - ||) ist nach (i) Isomorphismus von normierten Rdumen. Da (D(T),|| - ||lr)
Banachraum ist, ist R(7") abgeschlossen nach Bemerkung 6.1.

(ii)=(i) folgt aus dem Satz vom stetigen Inversen. O
6.3 Definition (numerischer Wertebereich). Sei H ecin Hilbertraum und 7" €
L(H). Der numerische Wertebereich ist definiert durch

W(T) := {(Tw,2) « [lx]| = 1},

6.4 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und T € L(H). Dann gilt o(T) C W(T).

~—
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Beweis. Fiir A € W(T) und ||z| =1 gilt

0d := dist(z, W(T) < |\ = (Tz,z)| = |[((A = T)x, z)|
< T =Nzl - =]l = [[(T = A]l.

Damit gilt [[(T"— N)z|| > d||z|| (x € H). Also ist nach Lemma 6.2 der Operator
T — X injektiv und R(T — \) abgeschlossen. Falls zg € R(T — \)* mit |lzo|| = 1, so
1st

0= <(T — )\):1:0,330> = <T.T0, iL‘Q) — )\,

Widerspruch zu A ¢ W(T). O

6.5 Lemma (approximative Eigenwerte). Seien E, F' Banachriume undT: E —
F' ein abgeschlossener linearer Operator. Die Menge der approximativen Eigenwerte
ist definiert als

Tapp(T) = {A € C: 3 (wn)nen C D(T), [|wnll = 1= [[(T" = A)nl| — 0}.

Dann gilt
0p(T)U o (T) C 0app(T) C o(T).

Beweis. (i) Sei X € 0, (T). Falls X € p(T'), so wiire ||(T — X) || stetig, d.h. fiir alle
x € D(T) ist

] 1
< (T =27 < oo
(T = M|

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(ii) Fiir A € 0,(T) setze x,, :== x mit einem normierten Eigenvektor x zum Eigenwert
A

Sei A € o.(T). Dann ist T' — X injektiv und R(T — \) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 6.2 existiert kein C' > 0 mit ||(T"— A)z|| > C||z||. Somit existiert eine Folge
z, mit ||z,|| = 1 und ||(T"— A)z,|| — 0. O

6.6 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und T € L(H) selbstadjungiert. Fir m :=
inf =1 (T'x, v) und M := supy,_(Tr,z) gilt o(T) C [m, M| und m, M € o(T).

Beweis. Die Inklusion o(T) C W(T') C [m, M] gilt nach Lemma 6.4.

Sei (z,,), € H mit ||x,|| = 1 und (Tx,,z,) — m. Nach Definition von m ist die
Bilinearform [z,y] := (T — m)z,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy-Schwarz
gilt

(T = m)za|? = [wn, (T = m)z,] < [z, 2] (T = m)zy, (T — m)z,]"?
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= (T - m)xn,xn>1/2 (T —m)?x,, (T — m)xn>1/2 -0 (n— o00),

da (T — m)xp,z,) — 0 und (T — m)*z,, (T — m)x,) beschrinkt ist. Also ist
m € Oupp(T’) C o(T). Genauso zeigt man M € o(T). O

6.7 Definition und Satz. Sei H ein C-Hilbertraum und T € L(H). Fir den
Spektralradius
— n||1l/n
r(T) = if |77
gilt
r(T) = lim ||T"|Y™ = max{|\| : A € o(T)}.

Beweis. (1) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (ap)neny C R mit 0 < apyp < apayy, fiir
alle n,m € N. Dann gilt (a,)"™ — a := inf,(a,)"" (n — o).

Um dies zu zeigen, sei £ > 0. Wihle N € N mit (ax)"" < a + ¢ und setze b(e) :=
max{ay,...,ay}. Schreibe nun n € N in der Form n = kN +r mit 0 < r < N.
Dann gilt

(an)" = (apn4r) '™ < (ayar)!"
< (a4 )N = (a4 €)(a + &)Y

:(a—|—5)< b )l/n

(a+e)

< a+ 2e,

falls n hinreichend grof ist. Dies zeigt (i).
(i) Setze in (i) nun a, := ||T"||. Dann folgt r(T) = lim,, . [|T7||"/". Fiir |A| > r(T)

gilt
hmﬂsup H < )

Damit konvergiert

Y T (T)
= lim = < 1.
n—oo |} A

>

S =300 -

Also ist A € p(x).

(ili) Sei 9 := max{|A| : A € o(T)}. Sei p € C mit |u| > 79, und f € [L(H)].
Betrachte die Funktion F(\) := f((A1 —T)~!). Dann ist F' holomorph in {\ € C :
|A| > r(T)}, da die Reihe

IR
n=0
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absolut konvergent ist fiir [A| > (7).

Andererseits ist F' holomorph in p(7") und damit fiir alle |A| > ry. Eine Potenzreihe
konvergiert aber im grofiten offenen Kreisring, in dem sie holomorph ist. Daher
konvergiert die obige Reihe an der Stelle p (wegen |u| > rp).

Insbesondere folgt lim,, . | f(x™ " 'T™)| — 0. Da f € [L(E)] beliebig war, konver-
giert die Folge (™" 'T™),en in der schwachen Topologie gegen 0.

Die Folge (" 'T™),en ist normbeschriinkt: Fiir jedes f € [L(E)]" die Folge
(f(:u_n_lTn))neN cC

als konvergente Folge beschrénkt, es existiert also eine Konstante ¢y mit T,.(f)| =
|f(T,)| < ¢ (n € N). Nach dem Satz von Banach-Steinhaus existiert ein ¢ > 0

mit ||7,|| < ¢. Aber nach Lemma 2.17 gilt |7, || = || 7. ]!.

Damit gilt
1/n

|7 < (Clul™)
Da die rechte Seite fiir n — oo gegen |u| konvergiert, folgt
r(T) = lim || T*]Y" < |ul.
Da die Zahl p beliebig mit |u| > ro war, folgt 7(7") < ry. Nach (ii) gilt jedoch auch
r(T) > ro und damit 7(T") = ro. O

6.8 Satz. Sei H ein C-Hilbertraum und T € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

r(T) = ||T|| = max{|\| : A € o(T)} = sup [(Tz,z)]|.

ll=l|=1
Beweis. Es gilt
1/2
ITh = sw |Tall= sw ({Tw,Tx))
z€H, al|=1 weH, al|=1
1/2
= sup <<T2x,x>>
weH, ||z||=1
< [|IT2)"2,
d.h. ||T]]* < ||T?||. Die andere Richtung gilt, da || - || submultiplikativ ist. Iterativ
folgt damit ||72"|| = ||T||*>* fiir n € N. Damit ist 7(T) = lim,_ [|T"||*/™ = ||T,
und die Behauptung folgt aus Lemma 6.6 und Satz 6.7. m

Stand: 16. 2. 2006



44 6. Der Spektralsatz fiir beschrdinkte selbstadjungierte Operatoren

6.9 Bemerkung. Die meisten obigen Aussagen und Beweise gelten nicht nur fiir
beschrénkte Operatoren in Hilbert- bzw. Banachrdumen, sondern allgemein fiir Ele-
mente von Banachalgebren bzw. C*-Algebren. Die sog. Gelfand-Theorie von C*-
Algebren ermdoglicht es, einen abstrakten Zugang zu Spektrum und Spektralsatz zu
finden. Hier sollen nur die Definitionen zitiert werden.

6.10 Definition. a) Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf der eine
bilineare, assoziative Abbildung A x A — A, (z,y) — =z -y definiert ist (die
Multiplikation), wobei

[z -yl <zl -yl (z,y € A).

Wir schreiben wieder zy := z -y. Die Banachalgebra A heiffit kommutativ, falls zy =
yr (z,y € A). Ein Element e € A heifit Einheit von A, falls ze = ex =z  (z € A)
und |le]| = 1.

b) Eine Abbildung A — A, x +— z* heifit Involution, falls gilt
(i) (z+y) =a"+y" (zyed),
(i) (A\z)* = z* (A€ C,z € A),
(iii) 2 =z (z € A),
(iv) (zy)" =y'z" (z,y € A).
c) Falls A eine Involution mit
lo* 2]l = [|l=[I* (= € A)

besitzt, so heiffit A eine C*-Algebra. Ein Algebrenhomomorphismus ® : A — B von
C*-Algebren heifit ein *-Homomorphismus, falls ®(z*) = (®(z))* (z € A).

6.11 Beispiele. a) Sei E ein C-Banachraum. Dann sind A = L(E) und A =
K(E):={T € L(F) : T kompakt} Banachalgebren. Dabei hat L(E) die Einheit idg,
wihrend K (F) nur dann eine Einheit hat (némlich ebenfalls idg), falls £ endlich-
dimensional ist.

b) Sei T' ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist C(T") eine Banachalgebra mit
der konstanten Funktion 1 als Einheit.

c) Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann ist L. (u; C) eine Banachalgebra mit der kon-
stanten Funktion 1 als Einheit.
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b) Stetiger und messbarer Funktionalkalkiil

Im folgenden sei stets H ein C-Hilbertraum.

Wir wollen im folgenden Funktionen f(7) eines selbstadjungierten Operators T €
L(H) definieren. Die Definition ist noch klar, falls f ein Polynom ist: Fiir f(t) =
ZfLO apt"™ mit a,, € C ist

N

f(T)=> a,T" (6-1)

n=0

(mit 7Y := idg). Dieser sog. Funktionalkalkiil kann mit Hilfe des Satzes von Wei-
erstrafl eindeutig auf stetige Funktionen ausgeweitet werden, wie wir spéter sehen
werden. Zunéchst eine Version eines Spektralabbildungssatzes.

6.12 Lemma. SeiT € L(H), und fir ein Polynom f sei f(T) durch (6-1) definiert.
Dann gilt

o(J(T) = Fo(T)( = {f(N) : A€ a(D)}).

Beweis. (i) Sei p € o(f(T)). Wir faktorisieren

n

F#&) = p= BTt =)

i=1

und erhalten f(T) — pu = B, - [[;— (T — 7). Falls v; € p(T) fiir alle i gelten wiirde,
so wére f(T') — u bijektiv, d.h. es gilt u € p(f(T)). Also existiert ein ip, so dass
T — 7, nicht bijektiv ist. Das heifit aber v;, € o(T'). Wegen f(v;,) — 1 = 0 folgt
p € fla(T)).
(ii) Sei nun p € f(o(T)), d.h. es gilt p = f(7y) mit einem v € o(T). Dann folgt
f(v) =p=0,dh N

f@) —p=({E=2f1)

mit einem Polynom fvon Grad nicht groBer als n — 1. Also gilt

F@) = p= (T =f(T) = f(TNT —).
Da v € o(T), ist entweder 7' — ~ nicht surjektiv und damit auch f(7') — p nicht

surjektiv, oder es ist 7" — 7 nicht injektiv und damit f(7') — p nicht injektiv. In
beiden Fillen folgt v € o(f(T)). O

Im folgenden sei 1 die konstante Funktion 1 und P(o(T)) := {f € C(a(T)) :
f ist Polynom}.

Stand: 16. 2. 2006



46 6. Der Spektralsatz fiir beschrdinkte selbstadjungierte Operatoren

6.13 Definition und Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T' € L(H) selbst-
adjungiert. Dann ezistiert genau ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren
¢: C(o(T)) — L(H) mit ®(idy(r)) = T und ®(1) = idy. Die Abbildung ® heifit der
stetige Funktionalkalkil von T'. Wir schreiben f(T) := ®(T) (f € C(a(T))).

Beweis. (i) Dichtheit der Polynome: Da T = T* € L(H), existiert ein Intervall
[m, M] D o(T). Zu f € C(c(T)) existiert eine stetige Fortsetzung f € C([m, M]).
Nach dem Satz von Weierstra$ liegen die Polynome dicht in C'([m, M]) und damit
auch dicht in C(a(T)).

(ii) Eindeutigkeit: Da & stetig ist, ist ® durch die Werte auf der Menge P(c (7))
aller Polynome bereits festgelegt. Wegen ®(fg) = ®(f)P(g) ist ¢ bereits durch die
Werte ®(idy(7)) und ®(1) eindeutig bestimmt.

(iii) Existenz von ®: Fiir ein Polynom f € P(a(T)), f: t = Y27 c;t?, setze ®(f) :=
> ¢ T7. Dann ist @: P(o(T)) — L(H) linear, multiplikativ und erfiillt o(f) =
(@)

Wir zeigen, dass ® stetig ist. Fiir f € (T)) ist

P(o
[o(NI* = lle(f) NIl = I12(F )]l = sup{|A| : A € o(2(ff))}
= sup{(ff)(\) : A € o(T)} = Sup O =IIf1%.

Hier wurden Satz 6.8 auf den selbstadjungierten Operator ®(ff) angewendet sowie
der Spektralabbildungssatz fiir Polynome (Lemma 6.12).

Somit ist ¢ eine Isometrie auf P(o(T)), und es existiert eine eindeutige (wieder
isometrische) stetige Fortsetzung auf C(o(7')). Diese Fortsetzung ist wieder linear,
multiplikativ und erfiillt ®(f) = ®(f)*. Zum Beispiel kann man die letzte Eigen-
schaft folgendermaflen zeigen: Falls f der Limes von Polynomen f, ist, so gilt
o(f) = ®( lim f,) = lim ®(f,) = lim &(f,)*
= [lim @(£,)]" = ®(lim £,)" = B(f)".

n—oo

]

6.14 Satz (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T € L(H) selbstadjun-
giert.

a) Der Funktionalkalkil C(o(T)) — L(H), f +— f(T), ist isometrisch, d.h. || f(T)| =
[/ lloo-

b) Falls f >0, soist f(T) >0 (& VeeH: (x, f(T)x) >0).
¢) Falls Tx = Mz, so ist f(T)x = f(N)x fir f € C(o(T)).
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d) (Spektralabbildungssatz). Es ist o(f(T)) = f(a(T)).

)
e) Die Menge {f(T) : f € C(o(T))} C L(H) ist kommutative Unteralgebra. Der
Operator f(T) ist normal, und f(T)* = f(T) gilt genau dann, wenn f = f.

Beweis. a) wurde bereits im Beweis von Satz 6.13 gezeigt (fiir Polynome, welche
dicht liegen).

e) ist nach a) klar.

b) Sei 0 < f = ¢* mit g € C(o(T)), g > 0. Dann ist
(f(T)z,z) = (¢*(T)z,z) = [lg(T)=|* = 0,

wobei die Selbstadjungiertheit von ¢ ausgenutzt wurde.
c) ist klar fiir Polynome und folgt fiir allgemeine Funktionen durch Approximation.

d) (i) Sei u & f(o(T)), d.h. g := ﬁ € C(o(T)). Dann ist

g(T)(f(T) =) = (go (f =wNT) = Lo (T) = idp .

Genauso folgt (f(T) — u)g(T) = idy. Also ist p € p(f(T)).

(ii) Sei nun p € f(o(7)), d.h. es gibt ein A € o(T") mit p = f(A). Wihle Polynome
pn € P(o(T)) mit || f—pulloc < £ (und damit || f(T) —pu(T) ||y < 1). Nach Lemma
6.12 ist gn,(N\) € 0(g,(T)), d.h. es existiert eine Folge (z,,)ney C H mit [|z,|| = 1
und |(ga(T) — gn(N))xs|| < £ (approximative Eigenwerte). Somit ist

[(T) = FONaall 1 T) = pulT)aall + 10T = pa (W)l
+ () = SOVl < 2,

dh. f(N) € a(f(T)). O

Der stetige Funktionalkalkiil liefert uns z.B. die Resolvente Ry(T) := (T — \)~! =
S(T) mit f(t) = & € C(o(T)) fiir A € p(T). Aber eine gute Beschreibung von
T erhélt man erst {iber Mafle, und dafiir brauchen wir noch die charakteristischen
Funktionen von 7', z.B. (4,5 (T). Dazu reicht der stetige Funktionalkalkiil nicht aus,
wir brauchen eine messbare Version.

6.15 Definition. a) Sei (X, o) ein Messraum. Eine Abbildung p: &/ — R heifit
ein signiertes MaB, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, ),eny C &

gilt: N N
M( L;J An) = ZH(AH)'
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Mafle p: @/ — C mit dieser Eigenschaft heifen komplexe Mafle. Die Menge aller
K-wertigen (also signierten bzw. komplexen) Mafle wird mit M (X, <) bezeichnet.
Falls X ein topologischer Raum mit Borel-o-Algebra Z(X) ist, so schreibt man
M(X):= M(X,A(X)).

b) Zu p € M(X, o) definiert man die Variation (das Variationsmaf}) |u| durch

l(4) = sup 3 (),

Eez

wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen Z von A in endlich viele paarweise
disjunkten Mengen aus &/ gebildet wird. Die Totalvariation oder Variationsnorm
von p ist definiert durch ||| == |p|(X).

6.16 Bemerkung. Man kann zeigen, dass |p| ein endliches (positives) Maf auf .o/
ist. Es gilt ferner: M (X, .o/), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum.
Beweise finden sich z.B. in [13].

6.17 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter topologischer
Raum. Dann ist die Abbildung

T: M(X)— C(X), pe—Tu mit (Tp)(f) ::/deu

ewn isometrischer Isomorphismus von Banachrdiumen.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, siche z.B. [13].

6.18 Lemma. Sei X C C kompakt und nichtleer. Sei C(X) C U C B(X), wo-
bei B(X) der Raum der beschrinkten messbaren Funktionen auf M sei. Es sei
U abgeschlossen bzgl. punktweiser gleichmdfig beschrdinkter Konvergenz, d.h. falls
(fa)nen C U mit sup,, || fulloo < 00 und f, — f (n — o0) punktweise gilt, so folgt
f e U. Dann gilt bereits U = B(X).

Beweis. (a) Sei V' der Durchschnitt aller Mengen S mit C'(X) C S C B(X), wel-
che abgeschlossen sind bzgl. punktweiser gleichméfBig beschrénkter Konvergenz. Wir
werden zeigen, dass V = B(X) gilt, damit folgt auch U = B(X). Offensichtlich gilt
C(X)cV.

Wir zeigen, dass V' ein Vektorraum ist. Sei zunéchst f € C(X) fest. Dann gelten
fir V; :== {h € B(X) : f+ h € V} die Eigenschaften C(X) C V;, und V; ist
abgeschlossen bzgl. obiger Konvergenz. Damit folgt V; D V.

Fiir jedes g € V und jedes f € C(X) gilt also g € V}, d.h. f 4+ g € V. Damit ist
V, D C(X), und da V ebenfalls abgeschlossen ist bzgl. obiger Konvergenz, folgt
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Vy D V. Insgesamt erhalten wir f +¢g € V fiir alle f,g € V. Genauso zeigt man,
dass V' bzgl. Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

(b) Wir zeigen, dass V = B(X) gilt: Da die Stufenfunktionen im Raum B(X)
der beschréankten messbaren Funktionen dicht liegen, reicht es zu zeigen, dass jede
Stufenfunktion in V' liegt. Dazu zeigen wir, dass jede Stufenfunktion durch stetige
Funktionen approximiert werden kann. Dazu reicht es, die charakteristischen Funk-
tionen zu approximieren.

Sei also #(X) die o-Algebra der Borelmengen von M und

F={Aec B(X): xa eV}

Falls A offen ist, existiert eine Folge (f,)neny € C(X) mit 0 < f < 1 und f,(t) —
xa(t) (n— oo) fir alle t € X. Also sind alle offenen Mengen in .# enthalten.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Falls A, B € % mit A C B, soist auch B\ A € .#. Denn es gilt xp\4 = XB— X4,
und da U ein Vektorraum ist, folgt xp\4 € U.

(ii) Seien (Ap)nen C F paarweise disjunkt. Dann ist auch A := (J, .y An € & . Denn
es gilt xa = Y o0, xa,, d.h. x4 ist punktweiser Limes von Funktionen in V' und
damit selbst in V.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass .# ein Dynkinsystem ist. Da die offenen
Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem dieses Dynkinsystems bilden,
ist F eine o-Algebra. Damit ist # = Z(X), d.h. jede Stufenfunktion liegt in V', was
ZU zeigen war. O

6.19 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). SeiT € L(H) selbstadjungiert. Dann
gibt es genau eine Abbildung ®: B(o(T)) — L(H) mit

(i) ®(ider)) =T, ®(1) =idy.

(ii) D ist ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren.

(ili) Sei (fa)nen C B(o(T)) mit sup,, [|fullw < 00 und fu(t) — f(t) (t € o(T)).
Dann folgt (®(fn)z,y) — (®(f)z,y) (v,y € H).

Beweis. (i) Eindeutigkeit: Durch (i)-(ii) wird ®(f) fiir f € C(o(T')) bereits festgelegt
(siehe Satz 6.13). Nach (iii) ist ® eindeutig bestimmt fiir alle Funktionen, welche
punktweiser Limes von stetige Funktionen sind. Nach Lemma 6.18 ist dies aber schon
B(o(T)).

(ii) Existenz: Seien x,y € H. Dann definiert
loy: C(o(T) = C, [ (f(T)z,y)
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eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitét klar, die Stetigkeit folgt aus

| Cey (D] < WFD) || - Myl = ([ flloo - ]l - Iyl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil Satz 6.14 verwendet. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz 6.17 existiert ein komplexes Ma8 p,,, € M(o(T)) mit

U= [
Ebenfalls nach Satz 6.17 gilt ||,y || = [[€ayll < |lz] - [|y||. Die rechte Seite ist aber
nicht nur fiir stetige f, sondern fiir beschrankte messbare f € B(o(T)) definiert.
Fir f € B(o(T)) betrachte also die Abbildung

. fdpey  (f € Clo(T))) (6-2)

(l‘, y) = / Sty y.
o(T)
Diese Abbildung ist bilinear, und wegen

‘ / fdpzy
o(T)

auch stetig. Nach Korollar 1.20 {iber stetige Bilinearformen existiert also ein eindeu-
tiger Operator ®(f) mit ||P(f)]| < || f]lc und

< flloolltta gyl < N flloo - Nzl - NIyl

@Uﬂwﬁ/mfww (2. € H).

Wir miissen noch die Eigenschaften (i)—(iii) des eben definierten Funktionalkalkiils
nachweisen. Dabei ist (i) klar, da ®(f) = f(T') fiir stetige Funktionen gilt. Auch die
Stetigkeit von & ist nach Konstruktion klar.

Zu (iii): Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt

(@(fa)z,y) = Jndpizy — / Jdpgy = (@(f)z,y).
) a(T)

o(T
Zu (ii): Sei g € C(o(T)) fest. Setze

U:={f e B(a(T)): ®(fg) = ©(f)®(9)}-

Nach Satz 6.14 gilt C(o(T)) C U. Wir zeigen, dass U bzgl. punktweiser gleichméBig
beschrénkter Konvergenz abgeschlossen ist. Seien f,, € U mit sup,, || f||cc < 00 und
f = lim, f,, punktweise. Dann gilt nach (iii)

(®(fg)z,y) = lm (B(frg)r,y) = lim (B(f,)P(g)z,y) = (D(f)P(9)z,y).

Somit ist f € U. Nach Lemma 6.18 folgt U = B(0 (7)) und damit ist ® multiplikativ.
Genauso zeigt man, dass ®(f) = ¢(f)* gilt. O
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Wir schreiben wieder f(7T) statt ®(f). Das néchste Lemma zeigt, dass sogar Kon-
vergenz in der starken Operatortopologie vorliegt.

6.20 Lemma. Sei T' € L(H) selbstadjungiert und C(o(T)) — B(H), f + f(T)
der messbare Funktionalkalkil. Falls (f,), C B(o(T)) mit sup,, || fullee und f, — f
punktweise, so gilt f,(T)x — f(T)z fir alle x € H.

Beweis. In einem Hilbertraum gilt z,, — z in der Normtopologie genau dann, wenn
2, — z in der schwachen Topologie und ||z,| — ||z|| gilt. Dies folgt sofort aus

l2n — 2II* = llzall® — 2Re(zn, 2) + [12[|*.

In der Situation von Satz 6.19 haben wir die schwache Konvergenz von f,,(T)z gegen
f(T)x nach (iii). Die Konvergenz der Norm folgt aus

In(D)2l* = (FoT)a, fu(T)2) = {ful 1) fu( T2, ) = ((Fufu) (D), )
= ((fT)z,z) = | f(T)xl.

c) Projektorwertige Mafle
Wie bisher sei H ein C-Hilbertraum.

6.21 Definition. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann heifit P : H —
H, v+ o, mit = 21 + 29, ¥1 € M, 5 € M*, die orthogonale Projektion von H
auf M.

6.22 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

- {l Ut

Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.

b) Ein Operator P € L(H) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P* = P =
P

Beweis. a) Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras

1Pz = [lzal* < s |1 + [lal* = 2%,
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d.h. P € L(H) und ||P|| < 1. Fiir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fiir z € M \ {0}
die Gleichheit x = Pz und damit ||P|| = 1.

b) (i). Sei P eine orthogonale Projektion. Die Gleichheit P? = P ist klar nach
Definition von P. Seien x,y € E mit x = x1 + x2, y = y1 + Y2, wobei x1,y; € M und
Ta,%2 € M. Dann gilt

(Pz,y) = (x1,y1 + y2) = (v1,91) + (v1,92) = (v, 1) = (z, Py),
=0

d.h. es gilt P = P*.

(ii). Es gilt P? = P = P*. Setze M := R(P). Fiir (z,)nexy € M mit z,, — x und
rn = Py,, ist
Pz, = Py, = Py, = x, (6-3)

und damit
[en — Pl = |[P(zn —2)|| < [|P - [[zn — 2| =0 (n — o0),
d.h. Px = x. Somit ist M abgeschlossen.

Sei P die orthogonale Projektion zum Unterraum M. Fiir x € H und y € M gilt

(Pz,y) = (x, Py) = (x,y) = (z, Py) = (Px,y).

Dabei wurde im zweiten Gleichheitszeichen y € M verwendet, fiir das dritte Gleich-
heitszeichen wurde (6-3) verwendet und fiir die letzte Gleichheit P = P*. Setzt man
y:= Px — Px € M, so folgt

0= (Pz - Pa,y) = ||(P - P)a||*.

Also gilt P= P, und P ist eine orthogonale Projektion. O]

6.23 Lemma. Seien Py, P, orthogonale Projektionen auf My bzw. M.

a) PPy ist genau dann orthogonale Projektion, falls PP, = PPy gilt. In diesem
Fall ist P, Py orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:

(ii) Es gilt Py < Py, d.h. (Piz,2) < (Pyx,x) (v € H).
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Beweis. a) (i). Es gelte P, Py = P,P;. Dann erhalten wir
(P1P2)2:P1P2P1P2:P12P22:P1P2
und
(P1P2)*:(P2P1)*:P1*P2*:P1P2
Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.

(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fur z,y € E
(z, BPy) = (@, Py Ply) = (P P, y) = (x, P Pay).

Dabher ist P1P2 = PQPl.

In diesem Fall gilt R(P,P) C R(P,) = My und R(P,P)) = R(PiP,) C M. Zu
r € MiNMyist x = Pyx = Py, d.h. (PyPy)x = x. Insgesamt erhalten wir R(PyPy) =
M, N M,.

Der Beweis von Teil b) wird dem Leser als Ubung iiberlassen. ]

6.24 Lemma. Sei (P,),eny C L(H) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum H mit P, < P,, fir n < m. Dann konvergiert P, stark gegen eine
orthogonale Projektion P € L(H).

Beweis. Fiir x € H ist (|| P,x||)nen beschrankt, monoton steigend (Lemma 6.23 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| Pox — meH2 = (Pyx, Pyx) — (Pyz, Ppx) —(Pnx, Pyx) + (Ppx, Pphx)
~———— —_——— —_——
=|| Ppz||? =(Ppm Prx,2)=(Pmz,x)=||Pnz|? =||Pmz|?

= | Paz|* + | Pzl = 2] Puz]|* = 0 (m,n — o0).

Also existiert Pz :=lim, .., P,x (x € H).

Es gilt (Px,y) = lim, o (P,z,y) = lim, . (z, P,y) = (x, Py) und

(P*z,y) = (Pz, Py) = lim (P,x, P,y) = lim (P,x,y) = (P, y).

n

Somit gilt P> = P = P* und P, > P. O

6.25 Definition. Sei (X, /) ein Messraum. Eine Abbildung E: &/ — L(H) heifit
ein projektorwertiges Mafl (PV-Maf), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € ).
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(i) Seien (Ap)nen C & paarweise disjunkt. Dann gilt
[E( U An>]x =Y E(A)r (z € H).
neN neN

(iii) Es gilt E(X) =idy.
Eine Menge A € &7 heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der
rechten Seite der Nulloperator in H).

Falls X topologischer Raum ist und &7 = Z(X) die Borel-o-Algebra, so besitzt das
PV-Mafl kompakten Triger, falls eine kompakte Menge K € Z(X) existiert mit
E(K) =idy.

6.26 Bemerkung. Sei E ein PV-Maf. Dann gilt

a) E(0) =

b) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A,Be ).

) E(B\A) = E(B)— E(A) fir A,B € & mit A C B.

d) Seien A, € & mit A, C A,y1  (n € N). Dann ist E(|J, ey An) = s-limy, oo £(Ay).

Analog gilt fir A, € A mit A, D A,;; (n € N) die Gleichheit E((,cy4n) =
s-lim,, o F(A,).

e) E(ANB)=E(A)E(B)=E(B)E(A) (A,Be ).
f) Seien A, B € o/ mit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei z € H. Dann ist E,: & — [0,00) mit
FL(A) = (E(A)z,2) = | B(A)o]?
ein endliches Mafl mit ||E,| = E.(X) = ||z]].
h) Seien z,y € H. Dann ist E, ,: &/ — C mit
Foy(4) i= (B(A)z,y)

C

ein komplexes Mafl mit [|E, | < |z - [|y]|-

6.27 Definition. Sei (X, .o/) ein Messraum, E ein PV-Ma$. Sei f: X — C eine
Stufenfunktion, d.h. es existiert eine Darstellung der Form f = > fixa, mit
fi € Cund A; € & disjunkt. Dann heif3t

[ e =Y E) e L)
i=1
das Integral von f bzgl. F.
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6.28 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f,g Stufenfunktionen.
a) Die Abbildung f — [ fdE ist linear.

b) Fir v € H gilt ||([ fdE)z||* = [|f*dEs < ||f|5]l=(1.

¢) Es gilt ([ fdE)([ gdE) = [ fgdE.

d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.

b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

I sam)al = |32 cain]

= Z|f1|2”E(Az)IH2
i=1

= / |fI?dE,

< IS NE:N = 1INl

c¢) Mit Bemerkung 6.26 gilt
(f i) f o) = (3 a0 (L)
= f}igﬂmmg;
= ifing(Ai N B;)

17.]
= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals.

95

]

6.29 Definition. Sei E ein PV-Ma8 auf (X, &) mit Werten in L(H). Fiir f € B(X)
sei (fu)n C B(X) eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichméafiig gegen f

konvergiert. Definiere das Integral

/de ::/f()\)dE()\) = lim [ f.dE € L(H).

n—oo

Fiir A € o setzt man [, fdE := [ xafdE.
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6.30 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 6.28 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 6.28 iibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
Funktionen.

c¢) Falls K € « ist mit E(K) = idy, so ist [ fdE = [, fdE fiir alle f € B(X)
(denn E(X \ K) =0).

6.31 Satz. Sei F: Z(R) — L(H) ein PV-Maf, und sei K C R kompakt mit
B(K) = idy.

a) Durch T := [ AdE(X) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.
b) Es gilt E(o(T)) =idy.
c¢) Die Abbildung V: B(o(T)) — L(H), f — fg(T) fdE ist der (nach Satz 6.19

eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkil zu T

Beweis. a) ist klar nach Definition des Integrals und nach Lemma 6.28 d) (fiir
messbare Funktionen).

b) Wihle ein Intervall (a,b] C R mit K C (a,b], d.h. E((a,b]) = idg.

(i) Wir zeigen zuerst: Zu pu € p(T') existiert eine offene Umgebung U, von p mit
E(U,) = 0. Dazu approximieren wir id(,; eine Treppenfunktion mit &quidistanten

Stufen, [ = Zgzl kX (ag_1,0]s WODEL ap == a+ké (k=0,...,N) mit § = ”’T‘l
Damit ist

|7 [ raE] < it £ <

Wegen [ fdE = Y0, axE((ar_1, ax]) und S E((ag_1,ax]) = idg folgt

0= )= >t a0 G ) <5

k=1

Falls 0 hinreichend klein ist (d.h. N hinreichend grof}), so ist der Operator S :=
SV (= ax)E((a_1, ag]) invertierbar (da y— T invertierbar ist), und fiir die Norm
gilt [[S7H < 1+ [[(u = T) 7.

Es gilt aber auch ||S™1|| = max{ﬁ : E((ag—1,ax]) # 0}. Damit folgt E((ax—1,ax]) =
0 fiir alle & mit |p—ay| <
U, von p.

—1+|I(ulfT)—1 |, d.h. esist E(U,) = 0 fiir eine offene Umgebung

(i) Falls K C p(T) kompakt ist, ist K C (J,cx U, eine offene Uberdeckung mit
E(U,) = 0 fiir alle . Wegen Kompaktheit existiert eine endliche Teiliiberdeckung

K C Z?:l Uy, und B(K) < Z?:l E(Um> =0.
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(iii) Schreibe p(T') als abzdhlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen
(K;)jen. Dann folgt E(p(T'))x = lim; o E(K;)z =0firallex € H,d.h. E(p(T)) =
0 und damit E(c(7T)) = idg.

c¢) Wir rechnen die Eigenschaften von Satz 6.19 nach. Dabei ist W(id,(ry) = T nach
Definition von 7', und ¥(1,(7)) = idy gilt nach b). Dass ¥ stetiger Homomorphismus
von C*-Algebren ist, ist klar nach Lemma 6.28 fiir messbare Funktionen.

Fiir die letzte Eigenschaft in Satz 6.19 benutzen wir das Mafl F, , aus Bemerkung

6.26 h). Es gilt
<( / de)x,y> _ / fdE,,

Dies ist klar fiir Treppenfunktionen und folgt durch Approximation fiir messbare
Funktionen. Nun folgt 6.19 (iii) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Damit erfiillt ¥ alle Eigenschaften aus Satz 6.19 und stimmt daher mit dem messba-
ren Funktionalkalkiil {iberein. O

6.32 Satz (Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren).
Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes PV-Maf§ E
mit kompaktem Triger auf R mit E(o(T)) = idg und

T / ME().
o(T)

Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f — f(T) = fU(T)f()\)dE()\) definiert den
messbaren Funktionalkalkiil zu T'. Fir f € B(o(T)) und z,y € H gilt

(T, ) = / L TONEL ().

Beweis. (a) Definition des PV-Mafles: Sei f +— f(7T') der messbare Funktionalkalkiil
nach Satz 6.19. Fiir A € Z(0(T)) definiere

(i) Wegen x4 = x4 = xa gilt E(A) = E(A)? = E(A)*, d.h. E(A) ist eine orthogo-
nale Projektion.

(ii) Seien (An)nen C #(0(T)) paarweise disjunkt. Die Funktionen f,, :== 377, x4,
konvergieren punktweise gleichméflig beschriankt gegen f := Z;; X4; = XA mit
A:=J;Z, A, Nach Lemma 6.20 folgt

o0

ZE(An)x = ZXAj(T)x =xa(T)x=E(A)x (v € H).
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(ili) Nach Satz 6.19 gilt E(o(T)) = 1,¢)(T) = idy.
Nach (i)-(iii) ist £: #B(c(T)) — L(H) ein PV-Ma8.

(b) Definiere den Operator S := fU(T) AE(X) nach Satz 6.31. Sei f — U(f) :=
fG(T) fdE der zugehorige messbare Funktionalkalkiil nach Satz 6.31, und f +— f(7T)
der zu T' gehorige Funktionalkalkiil nach Satz 6.19. Zu zeigen ist S =T

Wihle dazu eine Treppenfunktion f auf o(7") mit || f — idy(7) || < €. Dann gilt
1T = S| < (|7 = f(DO) + AT =TI+ 1) = Sl

Nach Satz 6.19 ist
1T = f(T)|| < |lide(ry = flloo < €

Ebenso ist nach Lemma 6.28 b)
Is=wn=] [ 0= ronaEo] < lidon 7l <
Schlieflich ist

F(T) = V(f) = Z fixa(T) = Z FiE(A) = 0.

Insgesamt erhalten wir
T — S| < 2e,

dh. T =5. [l

6.33 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert und E das zugehorige PV-Mafs. Ein
Operator S € L(H) wvertauscht genau dann mit T, falls S mit allen Projektionen
E(A), Ae B(o(T)), vertauscht. Dies ist dquivalent dazu, dass S mit allen Opera-
toren f(T) mit f € B(o(T)) vertauscht.

Beweis. Wir wissen bereits, dass E durch die Familie komplexer Mafle £, , mit
x,y € H bestimmt ist. Nun vertauscht S mit 7" genau dann, falls S mit allen 7™,
n € N, vertauscht, d.h. genau dann, falls gilt

(ST"x,y) = (T"Sz,y) (x,y € H,n>0). (6-4)

Wegen (SE(A)z,y) = (E(A)x, S*y) ist auch (SE(A)z,y) ein komplexes Maf. Nach
dem Spektralsatz ist (6-4) dquivalent zu

/ NASEN)z, 1) — / MBSz, ) (2,9 € Hyn > 0). (6-5)
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Damit stimmen die beiden Mafle (SE(A)x,y) und (E(A)Sx,y) als Funktionale iibe-
rein auf den Polynomen A" und damit auf den stetigen Funktionen f € C(o(T))
(Satz von Weierstrafl). Nach dem Darstellungssatz von Riesz sind die Mafle gleich.
Damit ist (6-5) dquivalent zu

(SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (v,y € H, Ac B(o(T)),
was wiederum dquivalent zu SE(A) = E(A)S fiir alle A € B(a(T)) ist.

Wir haben bereits gesehen, dass aus ST = T'S folgt Sf(T) = f(T')S fiir alle stetigen
f € C(o(T)). Wie iiblich folgt durch Approximation, dass S mit allen f(7T), f €
B(o(T)), vertauscht. O

6.34 Beispiele. a) Sei T' € C"*" eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise
verschiedenen Eigenwerten fu, ..., fy,. Sei E({y;}) die Orthogonalprojektion auf
den Eigenraum ker(p; — 7°). Dann gilt

T=> 1E{u}) = / AdE(N),
j=1 o(T)
wobei das PV-Maf} zu T" gegeben ist durch

m

E(A) =) B(An{m)= Y B} (Ac2BR).

j=1 {jims€A}

b) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und kompakt. Dann gilt
T=> mE{u}),
j=1

wobei (11;)en die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7" sind und E({y;}) die
Orthogonalprojektion auf den zugehorigen Eigenraum. Das Spektralmafl ist jetzt
eine abzédhlbare Summe von Punktmaflen:

E(A)= Y E({w}) (A€ BR)).

(e €A}

6.35 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei H = Ly([0,1]) und T" € L(H
gegeben durch (Tx)(t) :=t - z(t). Dann ist T selbstadjungiert mit o(7) = 0.(T) =
[0, 1].

Fiir z,y € Ly([0,1]) gilt

(T, y) = /0 L (gDt = /0 AE, (M)
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mit dem Ma8 E, ,(\) = z(A)y(\)d\. Das Ma§ E, , besitzt also eine Dichte beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Fiir das Maf3 erhalten wir somit

E,,(A) = /[ OOV = (0] (4 € HR)

d.h. E(A)x = xpjna - ©. Die Projektion E(A) ist damit gegeben als Multiplikati-
onsoperator mit x[o,1jn4-

6.36 Lemma (Transformationssatz). Sei S € L(H) selbstadjungiert, und seien
g € B(o(9);R) und f € B(R;R). Dann gilt

(f 0 9)(S) = f(g(5)).

Beweis. Beachte, dass fog € B(o(R);R) und (da g reellwertig ist) g(S) € L(H)
selbstadjungiert ist. Sei E' das zu g(S) gehorige PV-Mafl und F' das zu S gehorige
PV-MaB. Wir zeigen die Behauptung fiir charakteristische Funktionen f = x4, die
Verallgemeinerung auf Treppenfunktionen und messbare beschrinkte Funktionen
folgt wie iiblich.

Zu zeigen ist (x4 09)(S) = xa(g(S)). Wegen x4 09 = xg-1(a) und xa(g(S5)) = E(A)
ist zu zeigen:

F(g7'(A)) = E(A) (A€ B(a(R))).

Wieder betrachten wir die zugehorigen komplexen Mafle p,, = (E(-)z,y) und
Upy = (F(¢7(")z,y). Das MaB v, ist das Bildma$ von v,, = (F(-)z,y), d.h.
es gilt U,y = v, 0 g~ 1. Nach dem Transformationssatz gilt fiir alle n € N

[0 = [Nty o0 = [ g0y )
— (980} = [ Ny ().

Hier wurden die Definition von v, , und die Tatsache verwendet, dass F' das PV-
MaB zu S ist Dies zeigt die Gleichheit der Mafle als Funktionale auf dem Raum der
Polynome und damit auf den stetigen Funktionen, also die Gleichheit der Mafie. [

6.37 Satz (Spektrum und Spektralmafl). Sei T' € L(H) selbstadjungiert und
E das zugehorige PV-Mafs.

a) Fir Ay € R gilt A\ € p(T) genau dann, falls eine Umgebung U C R wvon Ay
existiert mit E(U) = 0.

b) Es gilt \g € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # 0. Fiir alle \g € R gilt E({\o}) =
ker(T — )\0)
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c) Es gilt \g € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) =0 und E((A\g — &, 0 +¢€)) # 0
fiir alle e > 0 gult.

Beweis. a) Wir wissen bereits, dass E(p(T)) = 0. Sei andererseits U C R eine
(0.E. offene) Umgebung von Ay mit E(U) = 0. Definiere f,g € B(o(T")) durch

fA) = /\+>\O “Xo(ryw und g(A) :== (A = Ag). Dann gilt

FITNT = Xo) = FT)G(T) = (F - 9)(T) = Xornr(T) = E((T) \ U) = idyr
Wegen f(T)g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idu, dh. f(T) = g(T)"' = (T —
o)™t Somit ist A\g € p(T).

b) Zu zeigen ist nur die letzte Gleichheit in b). Sei z € R(E({\o}), d.h. =
E({Xo})z. Dann gilt

(T = Xo)z,y) = (T = M) E({Ao})2,y) = /(A = A) - Xy (N AEXN)z, ) = 0.

(Beachte, dass (A — X\g)x», (A) = 0 fiir alle A € R gilt.) Damit ist (7' — A\g)z = 0, d.h.
x € ker(T — N).

Falls andererseits « € ker(T — \g), so folgt nach Satz 6.14 ¢) f(T)x = f(\o)(z) fur
alle f € C(o(7T')) und nach Lemma 6.20 fiir alle f € B(o(T)). Setzt man f = x{xe},
so folgt E({Xo})r = xpo}(T)T = X1a0}(Mo)xr = 2, d.h. z € R(E({Ao}).

c) folgt aus a) und b) (beachte o,.(T) = 0). O

6.38 Lemma. a) Seien A,B € L(H) mit A> 0, B> 0 und AB = BA. Dann ist
AB > 0.

b) Sei A € L(H) mit A > 0. Dann existiert genau ein B € L(H) mit B > 0 und
B? = A. Der Operator B heifit die Wurzel von A. Insbesondere existiert zu jedem
Operator A € L(H) der Absolutbetrag |A| := v A*A.

Beweis. a) Es gilt

AB = AVB? = VBAVB > 0

wegen

(VBAVBz,z) = (AVBx,V/Bz) >0 (z € H).
Hier wurde verwendet, dass A und /B vertauschen (Lemma 6.33).

b) Der Operator B := VA erfiillt B > 0 urid B? = A nach dem Spektralsatz. Zu
zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Sei also B > 0 mit B%? = A. Wihle b € R mit
b > M := supy,—; (Az, z) und b > || B||>.
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Zur Funktion g(t) := /t existiert nach dem Satz von Weierstraf} eine Folge (p,)nen
von Polynomen mit ||p, — g|le — 0 (n — 00) im Intervall [0,b] D [m, M]. Damit
gilt

1P (A) = g(A)ll = llpn(A) = Bl = 0 in L(H). (6-6)

Setze p,(t) := p,(t*) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
1Pn —Glle — 0 (n — o0) im Intervall [0,v/5] D [0, ]| B]]].
Nach dem Funktionalkalkiil gilt
1Pu(B) = §(B)|| = [I5a(B) = B = 0 (n — o0). (6-7)

Aber es ist pp(B) = pn(B2) = pa(A). Somit folgt aus (6-6) und (6-7) die Gleichheit

B =g(A) = B. m

6.39 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz folgen eine ganze Reihe von Aussagen
iiber Spektrum bzw. Norm von Operatoren. So gilt zum Beispiel:

a) Sei T € L(H) selbstadjungiert und Ay € p(7T'). Dann gilt

(T —Xo)~H| = [dist(o, o(T))] "

Denn die rechte Seite ist || f||o fiir die Funktion f € C(o(T)) mit f(A) := /\_1)\0.
Vergleiche dazu Satz 5.6 bzw. Korollar 4.7.

b) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(T')). Dann gilt || f(T')| = max{|A| :
A€ a(T)} = ||flleo- Denn das Maximum ist der Spektralradius von 7" und || f(T")|| =
|| f|loo nach dem stetigen Funktionalkalkiil. (Vergleiche Satz 6.8.) Insbesondere folgt
aus der Darstellung T = [, AdE(X) bereits ||T]| < max{|A| : A\ € K}.

6.40 Bemerkung. Der Spektralsatz wird hdufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
definiert. Dabei heifit eine Familie {F)} cg C L(H) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist orthogonaler Projektor fir alle A € R.

(i) F,Fy\ = F)F, = F, fiir alle p < A

(ili) F,xz — Fyx fur p \, A (x € H) (Rechtsstetigkeit).

(iv) Fox — 0 fir A - —oo (z € H).

(v) Fax — x fir A — 400 (x € H).

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und E das zugehorige PV-Mafl. Dann wird durch

Py = B((~00,)]) (A €R)
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eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral iiber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann-Stieltjes-Integrals), so gilt

T:/)\dE()\):/ AdE).
R —00

Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, die Darstellung von T durch Spektralscharen ist dquivalent zur Dar-
stellung durch PV-Mafe.
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Der in diesem Teil der Vorlesung allgemeinste Spektralsatz behandelt unbeschrink-
te selbstadjungierte Operatoren. Um den Beweis kurz zu halten (und damit iiber-
haupt noch im Rahmen dieser Vorlesung zu bleiben), wird auf einen systematischen
Aufbau des entsprechenden Integralbegriffs verzichtet und stattdessen die Cayley-
Transformierte verwendet. Diese Standardmethode erlaubt es, den Beweis des Spek-
tralsatzes auf die Spektraldarstellung unitéirer Operatoren zuriickzufiihren.

a) Spektralzerlegung unitirer Operatoren

Wie bisher sei H ein C-Hilbertraum. Zunéchst wiederholen wir einige Aussagen
iiber unitére Operatoren, die wir bereits kennengelernt haben. Ein Operator U €
L(H) heiBt unitér, falls UU* = U*U = idy gilt. Ein (nicht notwendig auf ganz H
definierter) Operator U in H heifit isometrisch, falls |Uz|| = ||z|| (x € D(U)) gilt.

7.1 Lemma. Sei U € L(H). Dann sind dquivalent:

(i) U ist unitdr.
(ii) U ist surjektiv und es gilt (Ux,Uy) = (z,y) (z,y € H).

(iii) U ist surjektiv und isometrisch.
Beweis. Sei U € L(H) unitdr. Dann gilt UU* = idy, d.h. U ist surjektiv, und
(Uz,Uy) = (z,U"Vy) = (z,y) (z,y € H).

Aus dieser Gleichheit folgt sofort ||Ux| = ||z| fiir alle x € H.

Sei andererseits U surjektiv und isometrisch. Dann folgt aus der Polarisationsformel
(Satz 1.3) (Uz,Uy) = (x,y) fiir alle x,y € H und damit U*U = idg. Da U bijektiv
ist, folgt U* = U*UU' = U~!, d.h. U ist unitér. O

Wir wissen schon, dass fiir einen selbstadjungierten Operator T'= T* € L(H) der
Operator ¢4 unitér ist. Wir werden nun zeigen, dass alle unitiren Operatoren diese
Form haben.

7.2 Satz. Sei U € L(H) unitir. Dann existiert ein selbstadjungierter Operator
T e LH) mit |T| <7 undU = e,

Beweisskizze. Setze V := 1(U + U*) = ReU und W := (U — U*) = ImU. Dann
sind V und W selbstadjungiert, vertauschen, es gilt VZ+W?2 =1, |V| < 1, |[W] < 1
und U =V +iW.
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Die Idee besteht nun darin, einen Operator 1" zu suchen, fiir welchen gilt
V4+iW=U=¢eT =cosT +isinT.

D.h. wir suchen T mit cosT = V und sinT = W. Grundsétzlich kéonnte man
T := arccos V setzen. Aber die Gleichung sinT = W gilt dann nicht immer, es ist
eine Modifikation nétig. Diese besteht in den folgenden Schritten:

(i) Setze W := sin(arccos V). Dann gilt V24 W2 = 1, W ist selbstadjungiert und es
gilt WIW =WW.
(ii) Nach (i) gilt W? = W2, und beide Operatoren sind selbstadjungiert und vertau-

schen. Man rechnet direkt nach, dass

W=@2P-1)IW
gilt, wobei P := x{o(W — W) die orthogonale Projektion auf ker(W — W) ist.
Beachte, dass (2P — 1)% = 1 gilt.
(iii) Setze nun T' := (2P — 1) arccos V. Da die cos-Reihe nur quadratische Terme
enthilt und (2P — 1)? = 1 gilt, erhalten wir cosT = V. Die sin-Reihe enthélt nur

ungerade Potenzen, in jedem Summanden bleibt also ein Faktor 2P — 1 stehen (hier
braucht man, dass 2P — 1 mit 7" vertauscht). Damit haben wir

sin T’ = sin[(2P — 1) arccos V] = (2P — 1)sin(arccos V) = (2P — )W = W.

Damit ist 7' der gesuchte Operator mit U = 7. Die Bedingung ||T'|| < 7 folgt aus
dem Spektralsatz, da || arccos || = 7. O

7.3 Satz (Spektralsatz fiir unitire Operatoren). Sei U € L(H) unitir. Dann
existiert ein PV-Maf8 E auf Z(R) mit E([—7,n]) =idy und

U= / e dE(N).

Fiir jedes Polynom p gilt _

p0) = [ pleNaB)
Durch f(U) = ["_f(e®)dE(X) wird der Operator f(U) € L(H) fir jedes [ €
B([—m,x]) definiert.

Beweis. Sei U = €' nach Satz 7.2 und E die Spektralschar von 7. Dann folgt die
Behauptung aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren. Beachte o(T") C
(=T, IT||] € [—m,x]. Fir die letzte Aussage verwende den Transformationssatz

6.36. -
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b) Der Spektralsatz fiir unbeschrinkte Operatoren

7.4 Definition. Sei T ein linearer Operator in H mit D(T = H.

a) T heiit symmetrisch, wenn 7' C 7™ gilt, d.h. wenn D(T') C D(T*) und T™|p(ry =
T.

b) T heifit selbstadjungiert, falls T = T™* gilt.

c¢) T heiBt wesentlich selbstadjungiert, falls der Abschluss T existiert und T selbst-
adjungiert ist.

7.5 Bemerkung. a) Es gilt T C T* genau dann, wenn G(T') C G(T™) gilt. Dies ist

dquivalent dazu, dass

(Tz,y) = (=, Ty) (x,y € D(T)).

b) Falls T' symmetrisch ist, so gilt
(Tz,z) e R (x € D(T)).

Dies ist (da H komplexer Hilbertraum ist) sogar dquivalent zur Symmetrie von 7.
Dies sieht man genauso wie im Beweis von Lemma 5.5

c¢) Falls T' symmetrisch ist, so ist 7" abschlieBbar, und es gilt T C T*. Denn der
Graph G(T*) ist abgeschlossen.

7.6 Definition. Sei T ein linearer Operator in H. Dann heift
r(T):={AeC: ICy>0VzeDT):|(T—-Nz| >Cyllz|}

die Menge der Punkte reguldren Typs von 7.

7.7 Bemerkung. Falls 7" symmetrisch ist, so gilt C\R C (7). Dann fiir z € C\R
gilt

1T =Nzl - o]l = [{(T = Na,2)| > [Im(T = Nz, )| = [Tm X[ - ||z]|*.

Hier wurde verwendet, dass (T'z, z) € R.

7.8 Definition. Sei T ein symmetrischer Operator in H. Dann heiflen
ny(T) := dim R(T —4)*

und
n_(T) :=dim R(T +i)*

die Defektindizes von T'.
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Es gilt ny, = dim R(T — \)* fiir alle A € C mit Im A > 0. Eine analoge Aussage gilt
fiir n_. Der Beweis dieser Tatsache wird hier weggelassen.

7.9 Definition. Sei T" ein symmetrischer linearer Operator in H. Dann heiflt der
Operator
Ur: R(T+i)— H, Up = (T —i)(T +i)"

die Cayley-Transformierte von 7.

In obiger Definition ist zu beachten, dass ¢ € r(7T) und damit 7' + ¢ injektiv ist.
Daher ist die Inverse (T +4)~! und somit Uz wohldefiniert.
7.10 Lemma. Sei T ein symmetrischer dicht definierter Operator in H.

a) T ist genau dann abgeschlossen, wenn R(T +1i) und R(T — 1) beide abgeschlossen
sind.

b) Die Cayley-Transformierte Ur ist isometrisch, und es gilt 1 ¢ o,(Ur).

c¢) Ur ist genau dann ein unitirer Operator in L(H), falls T selbstadjungiert ist.

Beweis. b) Zu zeigen ist [|[Ury|| = |ly|| (v € D(Ur)), d.h.
(T + )| = (T = d)x|| (x € D(T)).

Dies folgt leicht durch Ausmultiplizieren von ((T' + i)z, (T +i)x) wegen (x, Tz) =
(Tx,z) (xz e D(T)).

Angenommen es gelte 1 € 0,(Ur). Dann existiert ein x € D(T") mit
y=(T+i)x=Upry = (T —i)x.
Also ist 2¢z = 0 und somit x = 0 und y = 0, Widerspruch.

a) (i) Sei T' abgeschlossen und (y,), C R(T + ¢) eine Folge mit y,, — y. Wegen
1Urynll = ||lyn|| ist auch (Ury,), konvergent, etwa Ury,, — 4. Sei x,, := (T+1i) 'y, €
D(T). Dann gilt y, = (T + i)z, und Ury, = (T — i)z,,. Somit

1 1
Ln = 2_Z(yn - UTyn)7 Tx, = §<yn + UTyn)' (7'1)
Also sind beide Folgen (z,), und (Tz,), konvergent. Sei z := limz, und w :=

lim T'x,,. Da T abgeschlossen ist, gilt € D(T') und w = T'z.
Wegen = = & (y — §) und Tz = ;(y + ) folgt
y=Tz+ix e D(Ur), y=Tz—ize R(T+1i)=R(Ur).

Somit ist D(Ur) abgeschlossen. Da Ur : D(Ur) — R(Ur) eine Isometrie ist, ist Up
offen und damit R(Ur) abgeschlossen.
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(ii) Falls R(T + i) abgeschlossen ist, folgt mit den gleichen Uberlegungen unter
Verwendung von (7-1), dass der Operator T" abgeschlossen ist.

c) (i) Sei T selbstadjungiert. Dann ist R(T i)+ = ker(T Fi) = {0}. Nach Teil b)
ist R(T + i) abgeschlossen. Damit ist D(Ur) = H und R(Ur) = H. Nach Lemma
7.1 ist U unitér.

(i) Sei nun Up € L(H) unitér. Dann folgt R(T + i) = D(Uy) = H und R(T — i) =
R(Ur) = H. Daraus folgt wie oben ker(7 £ i) = {0}.

Sei v € D(T*). Dann ist (Tz,v) = (z,T*v) (x € D(T)). Es gilt

1

1
T = Q—Z.(y—UTy), Te =5 (y + Ury) (7-2)

mit y = (T + i)x (vergleiche auch (7-1)). Also gilt

<%(y+ UTy),v> = <%(y - UTy),T*v> (y € H).

Bringt man den Operator Ur durch Adjunktion auf eine Seite, erhilt man
Also gilt
w+ iU = =T"v + UpT™v
und damit
T*v — v = Up(T"v + ).
Setze z := T"v + iv. Dann gelten die beiden Gleichungen

T v +iv = z,

T v —iv = Upz.

Wir erhalten
1

und Tv = 1(1+ Up)z = T*v.

Wir haben gezeigt, dass T' D T™ gilt. Da T' symmetrisch ist, folgt "= T", d.h. T ist
selbstadjungiert. O

7.11 Bemerkung. Im letzten Beweis haben wir gesehen, dass D(T') = R(1 — Ur)
und T =i(1 + Ur)(1 — Up)~! gilt. Damit ist 7' durch Uy eindeutig festgelegt.
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7.12 Satz (Spektralsatz fiir unbeschriinkte selbstadjungierte Operatoren).
Sei T ein selbstadjungierter (nicht notwendig beschrdnkter) Operator in einem C-
Hilbertraum H. Dann existiert ein PV-Maf$ E: (R) — L(H) mit

amwzémwgm@ (z € D(T)).

Beweis. Sei Ur die Cayley-Transformierte von 7. Dann ist Ur unitér nach Lemma
7.10, und es gilt nach Bemerkung 7.11

T =i(l1+Ur)(1—Up)™".

Sei E: #(R) — L(H) die zu —Uy gehérige Spektralschar, d.h. es gilt
—Up = / e dE(N).
[_ﬂ—?ﬂ—}

Es gilt E({#r}) = 0. Denn sonst ist nach Satz 6.37 die Zahl £ ein Eigenwert des
Operators B := [ AdE()). Aus Bz = £z folgt nach Satz 6.14 auch f(B)z =

f(£m)z fir alle stetigen Funktionen f. Damit ist
—1 =" € g,(e'P) = 0,(~Ur),

d.h. es gilt 1 € 0,(Ur) im Widerspruch zu Lemma 7.10.
Somit gilt

—Up = / e dE(N).
(_ﬂ—?ﬂ—)

Sei z € D(T) = R(1 — Ur) (siche Bemerkung 7.11) und y := (1 — Uz)~'z. Dann ist
Tx =i(1+ Ur)y und damit

(Ta,xz) = (i(1+ Ur)y, (1 = Ur)y) = i(Ury,y) — i{y, Ury)
= i((Ur = Ur')y,y) = —i/ (€ — e d(E(Ny, y).

(771-777)

Betrachte nun die Transformation

p: (=m,m) = R, ,u»—>tang,

und definiere dazu das Bildma8 E := E o ©~!. Nach dem Tranformationssatz gilt
fir x € D(T)

/RAd<E(A)x,x> :/Ad<Eogpl(A)x,x>

R
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— [ OB
(—mm)

|7

{ / B =31~ Uy

P(B)(1 = Up)(1 = Ur)y.y)

P(B)(1+eP)(1+cF)y,y)

A
/ tan 5 (24 e + eMAEWN)y, y)
(—m,m)

(NA(E\)(1 = U;)(1 = Ur)y,y)

L—

=
= {

_ / )@M_e—ik)d@(x)y,m
= (Tz,x).
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8. Ein kurzer Ausflug in die Quantenmechanik

Dieser kurze Abschnitt ist der letzte, der sich mit dem Spektralsatz im weiteren Sinne
beschiéftigt. Mit den bisher behandelten Begriffen und Methoden haben wir schon alles
zur Verfiigung, um die Quantentheorie zu formulieren. Die Operatortheorie ist das
wichtigste Hilfsmittel, um quantenmechanische Aussagen zu beweisen. Hier findet auch
das Spektrum eines Operators eine Interpretation. In diesem Abschnitt sollen vor allem
Begriffe gekldrt werden.

8.1 Definition. Ein quantenmechanisches System ist beschrieben durch folgende
Groflen:

(i) Der Zustandsraum ist ein C-Hilbertraum H. Die Menge
Hy={¢eH:|]y| =1}

heifit die Menge der reinen Zusténde.

(ii) Eine Observable ist ein selbstadjungierter Operator in H (oder dquivalent dazu,
ein PV-Maf} F). Beispiele sind der Ort X, der Impuls P, der Drehimpuls J, die
Energie H und der Spin o.

(iii) Sei S eine Observable mit Spektralmafl F. Falls das System im Zustand ¢ €
Hy, N D(S) ist, dann heifit (¢, S1p) € R der Erwartungswert der Observable S im
Zustand .

Fir A € #(R) ist
(¥, E(A)y) = [|[E(A)y[|* = Ey(A) € [0,1]

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Messung von S der gemessene Wert in
der Menge A liegt.

8.2 Bemerkung. Nach den obigen Definitionen und unter Verwendung des Spek-
tralsatzes gilt

(. 5v) = (¢, /a et dEY ) = /G ot 4B = /R AE,(N).

Damit stimmt der Begriff des Erwartungswertes aus Definition 8.1 (iii) mit dem
iiblichen Begriff des Erwartungswertes aus der Stochastik {iberein (wobei hier das
Mafl durch E gegeben ist).

8.3 Beispiel (Ortsobservable). Hier ist H = Ly(R). Die Ortsobservable X ist
definiert durch

(X)) (z) == wip(x),
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72 8. Ein kurzer Ausflug in die Quantenmechanik

d.h. X ist der Multiplikationsoperator mit der Funktion idg. Der natiirliche Defini-
tionsbereich dieses Multiplikationsoperators ist gegeben durch

D(X) = {Zﬁ € Ly(R) : /xQW(x)]2dx < oo}.
Der Operator X ist selbstadjungiert. Es gilt fiir das zugehorige Spektralmafl

(E(A)Y)(x) = xalz) -d(x) (z€R; A e B(R)).

Somit ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens im Gebiet A € #A(R)
gegeben durch

(W, B(AW) = Ey(A) = /A () [Pz

Damit ist [¢(+)|* die Aufenthaltsdichte des Teilchens, d.h. die Wahrscheinlichkeits-
verteilung hat |¢(-)|? als Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles.

Man spricht von der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion in der
Ortsdarstellung nach Schrodinger.

8.4 Beispiel (Impulsobservable). Wieder ist H = Ly(R). Definiere die Abbil-
dung
U:R — L(H), (U(a)p)(z) = y(x—a).

Dann ist U eine starkstetige unitére Gruppe (die starke Stetigkeit miisste man noch
nachrechnen). Nach dem Satz von Stone existiert ein eindeutiger Operator P mit
U(a) = e/ Dabei ist h eine Konstante, das Planksche Wirkungsquantum. Die
Konstanten i und das Minus-Zeichen sind (aus mathematischer Sicht) nur Konven-
tion.

Fiir ¢ € 2(R) gilt

L) - idn)p(@) = S @@ - a) - (@) — —¥'(z) (a—0)

a a

punktweise und — mit majorisierter Konvergenz — auch in Ly(R). Damit ist P gege-

ben durch

Y —a) =9

D(P) := {@/} € Ly(R) : ¢ := lim ) existiert in LQ(R)},

a—0
h
Pyi=240 (€ D(P),

Wenn man den Begriff der Ableitung allgemeiner gefasst hat, so kann man sehen,

dass
D(P) ={¢ € Ly(R) : ¢’ € Ly(R)} =: Hl(R).

Dabei ist H'(R) der sogenannte Sobolevraum der Ordnung 1.
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8.5 Lemma (Kanonische Vertauschungsrelationen nach Heisenberg). Fir
die Ortsvariable X und die Impulsvariable P gilt

XP —PX Chiidp,g-

Beweis. Fir ¢ € 2(R) gilt

(XP— PX(a) = @ /(2) = & la) — * auf(a) = hii(a).

Damit gilt
XP — PX|gm = hi idgm) .

Sei A := %(XP — PX). Dann ist A symmetrisch, d.h. es gilt A C A*, und idgg) =
Algmy C A C A*. Damit erhalten wir

AcA=a"c (idow ) = (Tom) = (dne)" = idre .

Im folgenden vereinfachen wir die Darstellung, indem wir & = 1 wéhlen.

8.6 Lemma (Kanonische Vertauschungsrelationen nach Weyl). Es gilt fir
alle a,b € R

giaP gibX _ iba LibX iaP
Beweis. Der Operator e®* € L(H) ist der Multiplikationsoperator mit der Funktion
t — e®. AuBerdem gilt (e'*F))(x) = ¢ (x + a). Somit gilt

(eiaPeibX,(/}) (SC) _ (eibXQ/})(SC + CL) _ eib(:r+a)w<x + a)

und
(eibXeianxx) — €ibx¢(1} + CL).
O

8.7 Definition. Sei S eine Observable und ¢ € Hy N D(S) ein reiner Zustand. Der
Erwartungswert von .S im Zustand 1 wird geschrieben als

(S)ei= (0.59) (= [ saBu(s)).
Fiir v € D(S?) € D(9) ist die Varianz von S im Zustand 1 definiert als
vary 1= (0,8 = (S)oidi)*v) (= [ (s = (90 dBu(s)).

Die GroBle (AS)y = /varyS heifit die Standardabweichung oder Unschérfe von S
im Zustand .
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8.8 Lemma. In der Situation von Defintion 8.7 gilt (AS)y = 0 genau dann, wenn
Y ein Eigenvektor von S zum Eigenwert Xg := (S)y ist.

Beweis. Die folgenden Bedingungen sind alle dquivalent:

(AS)y =
/(3 — Xo)2dE,(s) = 0,
Ey({Mo}) =1,

€ R(E{Ao}),
P € ker(S — \p).

]

8.9 Satz (Heisenbergsche Unschirferelation). Seien A, B Observable und sei
v € D(A?) N D(AB) N D(BA) N D(B?%). Dann gilt

(AA)W(AB)y > ~(Chy  mit C 1= %(AB _ BA).

N | —

Speziell folgt fiir die Orts- und Impulsobservable:

(AX)4(AP), g (¢ € H, N D(X?) N D(P?)).

Beweis. Sei a := (A)y, b:= (B)y, Ao := A—aund By := B —b. Dann ist
ApBy — BgAg = AB — BA=1iC

und

[ Aol = (&, Ag)'/? = (AA),.
Analog gilt || Byy|| = (AB),. Wir haben
2i Tm(Aoth, Bop) = (Agth, Bowb) — (Both, Agh) = (¥, (Ao Bo — BoAo)t) = —i(th, C).
Daraus folgt
(AA)y(AB)y = [|Ae¥]| - || Bo || > !<Aow By)|

> | Im(Agth, Boy)| > —! (. CY)| = S(C)y-

N)I}—k

Der Spezialfall folgt aus Lemma 8.5. O
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8.10 Beispiel (Schrodinger-Gleichung). Sei E ein Hilbertraum, H : D(H) — E
ein selbstadjungierter Operator (der sogenannte Hamilton-Operator). Dann wird
die Zeitentwicklung eines Zustands 1y = ¥ (0) gegeben durch die unitdre Gruppe
U(t) = enflt. D.h. wenn 1) der Zustand zur Zeit ¢ = 0 ist, so ist ¥(t) := U(t)ty der
Zustand zur Zeit t.

Fiir ¢y € D(H) gilt

L d
—ihpb(t) = H(t) (tER)

¥(0) = tho.
Dies ist die Schrodinger-Gleichung zum Hamilton-Operator H.

a) Freies eindimensionales Teilchen: Hier ist H = ﬁPz, wobei m > 0 die Masse des
Teilchens ist. Fiir h: R — R, s — 55 gilt nach dem Funktionalkalkiil H = h(P).
Fiir ¢ € Z(R) ist der Operator H gegeben durch

Hib(a) = — 22 y/(a).

2m

b) Eindimensionaler harmonischer Oszillator: Hier ist der Hamilton-Operator H,

gegeben durch
. 1 mw?

Hy = 5 P?+ 5 X2,
d.h. fiir ¥ € Z(R) ist
R, muw?
Hb () = 2 o (2) + "o (),

Die Operatoren X, P und H in a) haben rein kontinuierliches Spektrum, fiir den
Operator H, gilt

1
U(Ho) = O'P(Ho) = {hw(n + 5) n e No}
Eigenfunktionen sind die Hermite-Funktionen

hy(x) := const - ¢ (di)ne_“’”Q.
x

Diese bilden eine Orthonormalbasis von Lo(R).
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