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1. Topologische und metrische Riaume,
Kompaktheit

1.1 Worum geht’s? Aus der Analysis sind viele Begriffe bekannt, welche mit Kon-
vergenz und Stetigkeit zusammenhéngen. Auftretende Strukturen sind hier z.B. me-
trische Rdume, normierte Rdume oder Hilbertrdume. Der gemeinsame Begriff fiir
diese Rdume sind topologische Rdume. Die Topologie ist eines Raums beschreibt
das System aller offenen Mengen und ist axiomatisch dhnlich wie eine o-Algebra
definiert. Einer der wichtigsten Begriffe bei topologischen Ridumen ist die Kompakt-
heit. Bekannte Satze wie ,,Bilder kompakter Mengen bei stetigen Funktionen sind
kompakt“ {ibertragen sich ohne Schwierigkeiten auf allgemeine topologische Raume.

a) Topologie und Metrik

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

1.2 Definition. Sei X # () eine Menge; & (X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C Z?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt

(i) 0.XeT,
(i) Falls A,B € T,soistauch ANB €T,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € T (i € I), so ist auch (J,. ; 4 € T.

In diesem Falls heifit (X, 7)) ein topologischer Raum.

b) Seien (Xi,7;) und (Xs,73) topologische Rdume. Dann heifit eine Abbildung
f: X1 — X, stetig, falls f~1(75) C 7. Die Abbildung f heiit offen, falls fiir al-
le U € T; gilt f(U) € T5. Die Abbildung f heifit ein Homéomorphismus, falls f
bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

c) Sei % C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die % enthilt, die von %
erzeugte Topologie T (% ). In diesem Fall heifit % eine Subbasis der Topologie.

d) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Dann heifit ein Mengensystem % C T eine
Basis der Topologie T, falls sich jedes Element von T als Vereinigung von Elementen
aus % schreiben lésst.

e) Sei I eine Menge und (Y, 7;) topologischer Raum fiir ¢ € 1. Sei F' = {f;: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie T (F') auf X.
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2 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

f) Sei X = [],c; Xi das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir ¢ € I ist. Sei pr;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
T ({pr;: i € I}) die Produkttopologie auf X.

g) Sei (X, T) ein topologischer Raum, und sei Y C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Mengensystem Ty = {UNY: U € T} C Z(Y) heifit Spurtopologie auf Y (auch
Teilraumtopologie oder relative Topologie oder induzierte Topologie genannt). Dies
ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die Inklusionsabbildung ¥ — X, y — v,
stetig ist.

1.3 Bemerkung. a) Die kleinste (grobste) Topologie auf einer Menge X ist gegeben
durch 77 := {0, X'}. Die grofite (feinste) Topologie ist gegeben durch 73 := P(X).

b) In der Situation von 1.2 d) gilt
TR =T({7'(U): Vie T, ieT}).

[[Sei % .= {f7"(U:): U; € T;, i € I}.

T(F) D T(%): Da jedes f; stetig ist, gilt f;*(U;) € T(F) (U; € Tiyi € I), dh. % C T(F). Da
T (F) eine Topologie ist, welche % enthélt, gilt T(F) D T(%).

T(F) C T(%): Wegen f; " (U;) € T(%) ist jedes f; stetig. Damit ist 7 (%) eine Obermenge der
kleinsten Topologie, in welcher jedes f; stetig ist.]]

c) Die erzeugte Topologie T (%) ist das System aller Mengen der Form | J,, NN, Us,
mit U, € %, N; € Ny, I eine Indexmenge. Dabei ist 02:1 Uin = Nheg Un = X.
Insbesondere ist eine Subbasis einer Topologie bereits eine Basis, falls sie durch-
schnittstabil ist, d.h. falls der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus der Subbasis
wieder Element der Subbasis ist.

[[Jede Menge dieser Form muss nach Definition einer Topologie in 7 (%) enthalten sein. Zu zeigen
ist daher, dass das System all dieser Mengen eine Topologie ist. Sei % := {ﬂi:;l Up,:U,€%,N €
No}. Dann gilt X € Zund zu V4,Va € Bund © € ViNV; existiert ein V € Zmitx € V C V1NV,
(denn man kann V' := V; N V5, wéhlen). Dann ist % Basis einer Topologie, und (nach Definition

einer Basis) das oben angegebene System ist gleich 7 (), also insbesondere eine Topologie. ]]

d) Zur Erinnerung: das kartesische Produkt X einer (eventuell iiberabzéhlbaren)
Familie (X;);e; von Mengen X; ist definiert als die Menge aller Abbildungen f: I —
Uie; Xi mit f(i) € X; fiir jedes i € I. Falls jedes X; nichtleer ist, dann ist auch das
kartesische Produkt nichtleer — dies ist aquivalent zum Auswahlaxiom, welches wir
in dieser Vorlesung immer annehmen wollen.

e) Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei einer o-Algebra
A gilt statt a) (iii) nur

A, €A (neN)=|JA, €4,

neN
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 3

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in a).

1.4 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum.

a) Eine Menge U C X heifit offen, falls U € T, und abgeschlossen, falls X \U € T.
Das Innere A einer Menge A C X ist definiert als die grofite offene Menge U mit
U C A. Der Abschluss A ist definiert als die kleinste abgeschlossene Menge V' mit
AcCV.

b) Seien A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A D B gilt.

c¢) Der topologische Raum (X, 7) heifit separabel, falls eine abzéhlbare Teilmenge
A C X existiert, welche dicht in X ist.

d) Eine (nicht notwendig offene) Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes
x € X, falls eine offene Menge U € T existiert mit € U C V. Eine Familie A4
von Teilmengen von X heifit eine Umgebungsbasis des Punktes z € X, wenn jedes
N € A4 eine Umgebung von z ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € A
existiert mit N C M.

e) (X, T) heit Hausdorff-Raum (oder To-Raum), falls fiir jedes x,y € X mit = # y
offene Mengen U,,U, € T existieren mit z € U,, y € U, und U, N U, = 0.

f) (X,7T) heiBt normal (oder Ty-Raum), falls (X,7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A;, A, mit A; N Ay = () offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = ().

Die beiden folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen.

1.5 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,7) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit Ay N Ay = (. Dann existiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und f|la, =0, fla, = 1.

1.6 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, 7) ein normaler topologischer
Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R mita < b und f: M — [a,b] stetig. Dann
existiert eine stetige Fortsetzung F: X — [a,b] von f.

Um hierbei die Stetigkeit der Abbildung f erkldren zu kénnen, wird M mit der
Spurtopologie ausgestattet.

Bei topologischen Rdumen kann man einige Begriffe definieren, die schon aus dem
ersten Studienjahr bekannt sind. Hier einige Beispiele:

1.7 Definition. Seien (X, 7) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge und

© Robert Denk 22.07.2022



4 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

(Zn)neny C X eine Folge.

a) Ein Element € X heifit Hiufungspunkt der Menge A, falls fiir jede Umgebung
U von x ein a € A existiert mit a € U und a # x.

Ein Element z € X heifit Hiufungspunkt der Folge (z,,),en, falls in jeder Umgebung
von x unendlich viele Folgenglieder liegen.

b) Ein Element x € X heifit Grenzwert oder Limes der Folge (z,,)nen, falls in jeder
offenen Menge, die x enthilt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. Man
schreibt lim,, o, x, := x, oder z,, = x (n — 00).

Und auch fiir die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y gibt es eine Beschreibung,
die dem bereits bekannten e—-6—Zugang entspricht:

1.8 Lemma. Seien (X, Tx) und (Y, Ty) topologische Riume. Dann ist eine Abbil-
dung f: X — Y stetig genau dann, wenn zu jedem xo € X und jeder Umgebung Vy
von Yo = f(xo) eine Umgebung Ux von xq existiert mit f(Ux) C Vy-.

[[ (i) Sei f stetig. Wihle W C Y offen mit yo € W C Vi (Definition Umgebung). Dann ist
Ux = f_l(W) € Tx mit f(Ux) cW CVy.

(ii) Es gelte die Bedingung des Lemmas, und sei B C Y offen. Fiir jedes x € f~1(B) ist B eine
Umgebung von f(x), und nach Voraussetzung existiert eine Umgebung V. von x mit f(V,) C B.
Damit existiert eine offene Menge U, mit z € U, C V, und f(U,) C B, also ist f~}(B) =
Uses-1(s) Us offen. 1]

1.9 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. Dann heif}t
d eine Metrik und (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir alle z,y, z € X gilt:

1.10 Beispiele. FEinige Beispiele von metrischen Rdumen sind:

a) Sei X beliebig und
1, fallsz #y,

d(z,y) =
() {o, falls = y

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C ist gegeben durch d(z,y) = |z — y.
c¢) Sei X = C(]0,1];R). Dann sind

d(f,9) = [If = gl := sup [f(z) —g(z)],

z€[0,1]
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit )

b(fg) = |If = gll,. = / f(x) - g(a)|da

zwel Metriken auf X.

1.11 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um zy mit Radius r > 0 ist definiert als B(zg,7) := {z €
X:d(zg,z) <1}

b) Eine Teilmenge U C X heifit offen, falls fiir alle uw € U ein € > 0 existiert mit
B(u,e) C U. Dies definiert die Topologie Ty, d.h. jeder metrische Raum ist damit
ein topologischer Raum (X, 7).

c¢) Ein topologischer Raum (X, 7") heiit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
T=T.

[[Zu b): Man sieht direkt aus der Definition, dass

Ta={UCX:VueU3Je>0: B(u,e) CU}
eine Topologie ist: Offensichtlich ist (), X € Ty. Fiir Uy, Us € Tg und u € U; NUs; existieren 1,59 > 0
mit B(u,e1) C Uy und B(u,e9) C Us. Damit ist B(u,e) C Uy NUs fiir € := min{ey,es}.

Falls Uy € T3 fur A € A und v € |J, Uy, so existiert ein A\g mit u € Uy,. Damit existiert ein € > 0
mit B(u,e) C Uy, und damit B(u,e) C Jy Us. |]

1.12 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum
metrisierbar ist: Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und T := {0, X }.
Falls (X, 7) metrisierbar mit Metrik d wire, so wére fiir zwei Elemente z # y € X
der Abstand v := d(z,y) positiv und es folgt B(x,3) € Tq. Wegen § C B(z,2) € X
erhalten wir einen Widerspruch.

Metrische Réume sind zwar weniger allgemein als topologische Rdume, aber sie
verfiigen iiber einige niitzliche Eigenschaften, wie in den beiden folgenden Bemer-
kungen ausgefiihrt:

1.13 Bemerkung. Sei X ein topologischer Raum und A C X. Dann sind dquiva-
lent:
(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.

(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

Beweis: Ubung (Aufgabe 2.1).

1.14 Bemerkung. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum: Betrachte

B 152), 0, (s 2520),
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6 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

1.15 Beispiel. Wir greifen das Beispiel 1.10 ¢) noch einmal auf. Die identische
Abbildung idy : f — f ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit hangt von der gew&hlten
Metrik ab:

So ist id: (C([0,1]),dy) — (C([0,1]),d2) stetig, denn es gilt
do(f. g) = / )~ o) de < sup 1f(2) ~ g(o)] = ().

Hingegen ist id: (C([0,1]),d2) — (C([0,1]),d;y) nicht stetig: Definiere zu n € N die
Funktion f, wie in folgender Abbildung:

21 21 1
Dann gilt

! 1 1 1 1
dZ(me) = ) ’f(l‘)ldl': 5 (2?1—1 - 2n+1) - (2n_1)(2n+1) — 0,

aber: dy(f,,0) = SUD,e0,1] | fu(2)] = 1.

1.16 Definition. Seien (X, dy), (Y, dy) metrische Rdume. Dann heifit eine Abbil-
dung f: X — Y eine [sometrie, falls

dy (f(z), f(y)) = dx(z,y) (z,y € X) (1-1)

gilt. Eine bijektive Isometrie heifft isometrischer Isomorphismus.

1.17 Beispiel. Versicht man R"™ mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R™.

1.18 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (,,)nen C X heiit eine Cauchyfolge, falls gilt
Ve>03dng e NVn,m>ng: d(x,,x,) <ec.
Der Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.
b) Eine Menge A C X heifit beschréinkt, falls ein 7 > 0 und ein xy € X existieren
mit A C B(xg, 7).
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 7

1.19 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,)nen
eine Cauchyfolge. Dann existiert ein xy € X und ein ng € N so, dass fiir alle n > ny
gilt: x,, = xo.

1.20 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Es ezistiert ein beschrinkter metrischer Raum (X,d’), welcher homéomorph zu

(X, d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Man wihlt d'(x,y) := li(dw—(f)y) (z,y € X).

b) wird hier nicht bewiesen. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.

1.21 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h. es ezistiere ein k € [0,1) mit

d(Tz,Ty) < k-d(z,y) (z,y€ X).

Dann existiert genau ein Fixpunkt von T, d.h. genau ein x* € X mit Ta* = x*. Fiir
alle zo € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x*, und es gilt die Abschdtzung

n

11—k

d(x*,T"zg) < ~d(Txg, xo).

b) Kompaktheit

1.22 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xca (Wobei A eine beliebige
Indexmenge ist) mit Uy € 7 und A C [J,., U Eine endliche Teiliiberdeckung der
offenen Uberdeckung (Uy)aeca ist eine Uberdeckung der Form A C U?:l Uy, mit
n € Nund \; € A.

b) Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.23 Satz. Seien (X, Tx) und (Y, Ty ) topologische Riume. Falls X kompakt ist und
[ (X, Tx) — (Y, Ty) stetig, so ist der Wertebereich f(X) kompakt.
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8 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

Beweis. Sei f(X) C Uyep Va mit Vi € Ty. Setze Uy := f~'(V4). Da f stetig ist,
folgt UyeTyx, und X C UAe A Uy ist eine offene Uberdeckung von X. Wegen der
Kompaktheit von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C U?Zl Uy,. Dann
ist aber f(X) C Jj_, V), ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, und f(X) ist
kompakt. O

1.24 Bemerkung. a) In (R™,|-|) gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt,
wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist. In beliebigen metrischen Rédumen (X, d)
gilt nur eine Richtung: Jede kompakte Teilmenge A ist beschrinkt und abgeschlos-
sen, aber nicht umgekehrt, wie das unten stehende Beispiel 1.25 b) zeigt.

b) Sei (X, T) ein topologischer Raum. Falls X kompakt ist und A C X abgeschlossen
ist, so ist auch A kompakt. Falls X Hausdorffsch ist und K C X kompakt ist, so ist
K abgeschlossen. Diese beiden Aussagen werden in den Ubungen bewiesen (Aufgabe
2.2). Ohne die Hausdorff-Bedingung folgt im Allgemeinen aus der Kompaktheit nicht
die Abgeschlossenheit, wie die kofinite Topologie (Ubungsaufgabe 1.2) zeigt.

1.25 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X

beschrinkt und abgeschlossen, aber X = J,.y B(z, 1) ist eine offene Uberdeckung
von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.

b) Sei p € [1,00], K € {R,C} und sei

X =P .= {x = (7j)jen CK: ||z < OO}

1/p
<Zj€N |xj‘p) ) falls pE [17 OO),

supje 751, falls p = oo.

() jenller :=

Dann wird durch d(z,y) := ||z — y||e eine Metrik auf 7 definiert. Fiir die Einheits-
vektoren
e;=(0,0,...,0, _1_.,0,..))
j-te Stelle
gilt fiir alle 7, j € N mit ¢ # j

o ) 21/P falls p € [1,00),
€i,€j) =
! 1, falls p = co.

Die Einheitssphére S := {z: d(x,0) = 1} ist beschrankt und abgeschlossen, aber
nicht kompakt. Denn S C |J, g B(, 3) ist eine offene Uberdeckung von S. Ange-
nommen, es gibt eine endliche Teiliiberdeckung S C U?Zl B(z;, 5). Dann kann jede
Umgebung B(z;, %) hochstens einen Einheitsvektor enthalten, da fiir alle Vektoren

21,22 € B(wy, 3) gilt:
d(21,2) < d(z1, 7)) +d(wj,22) <5+ 5 =1
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 9

Da es unendliche viele Einheitsvektoren gibt, kann keine endliche Teiliiberdeckung
existieren, und S ist nicht kompakt.

c) Wiére in einem metrischen Raum jede abgeschlossene, beschrinkte Menge auto-
matisch kompakt, so wére jeder metrische Raum kompakt, da jeder metrische Raum
homdomorph zu einem beschréankten, metrischen Raum ist.

1.26 Definition. Sei X ein topologischer Raum.

a) Der Raum X heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teil-
folge besitzt.

b) Eine Menge A C X heifit relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

c¢) Sei nun X sogar ein metrischer Raum mit Metrik d. Der Raum X heifit total-
beschrankt oder priakompakt, wenn es zu jedem € > 0 eine endliche Menge £ C X
gibt mit
X =[] B(z,9). (1-2)
el

E heiit (endliches) e-Netz fiir X.

1.27 Bemerkung. a) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist eine Teilmenge
A C X (mit der induzierten Metrik) genau dann prikompakt, wenn eine endliche
Teilmenge E C X existiert mit A C |J,p B(z,€). Denn mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung kann man sich dann ein e-Netz in A konstruieren.

b) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann kann man leicht zeigen, dass X genau dann
kompakt ist, wenn X folgenkompakt ist.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Topologie; der Beweis (der
etwa mit Hilfe von Ultrafiltern gefiihrt werden kann) ist aber zu aufwindig fiir diese
Vorlesung.

1.28 Satz (Tychonov). Seil eine Menge und X = [[,.; X; das kartesische Produkt

der topologischen Riume (X;,T;). Falls jedes (X;,T;) kompakt ist, dann ist auch X
in der Produkttopologie kompakt.
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10 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2. Normierte Raume und Hilbertraume

2.1 Worum geht’s? Unter den topologischen Rdumen haben die Hilbertraume die
meiste Struktur: Sie besitzen ein Skalarprodukt, d.h. man kann von Orthogonalitét
und auch von Winkeln sprechen. In Kombination mit der Vollstdndigkeit ergeben
sich eine Vielzahl von in Anwendungen wichtigen Sétzen, wie etwa die Existenz
des orthogonalen Komplements und eine einfache Darstellung des Dualraums. Jeder
nichttriviale Hilbertraum besitzt zudem eine Orthonormalbasis, beziiglich welcher
alle Elemente des Hilbertraums als Reihe geschrieben werden konnen. Dies verall-
gemeinert den Begriff eines linearen Erzeugendensystems, wie er aus der linearen
Algebra fiir endlich-dimensionale Vektorrdume bekannt ist.

Im folgenden sei X ein K-Vektorraum, wobei K € {R, C}.

a) Normierte Rdume und Banachriume

2.2 Definition. Eine Norm ist eine Abbildung ||-|| : X — [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

i) [|z]| =0 <= z=0(xe€X),
(i) flazl] = laf - [lz]] (e € K, z € X)
(iif) [l +yll <=l + [lyll (z,y € X)

In diesem Fall heifit (X, ||-|]]) normierter Raum. Falls in (i) nur die Richtung ,,<*
gilt, so heifit ||-|| eine Halbnorm oder Seminorm.

2.3 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, ||-||) wird mit d(z,y) := ||z — y|| zu
einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

b) Sei (X,d) ein metrischer Vektorraum, so ist d: X — R, d(z) := d(z,0) eine
Norm genau dann, wenn gilt

(i) d(z +z,y+2) =d(z,y), Vo,y,2 € X
(it) d(azx,ay) = |ald(z,y), Yo,y € X,a € K

Wenn dies gilt, dann ist die von der Norm d induzierte Metrik wieder d.
2.4 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

2.5 Beispiele. a) Der Raum (R™, ||-||), |||l = - | ist ein Banachraum.

b) Sei A kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
C(A;Y) aller stetigen Funktionen von A nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
1/ lloc := supeea | f(a)]ly, ein Banachraum.
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2.6 Definition und Satz. a) Sei p: X — [0,00) eine Seminorm. Dann ist das
System

{UCX:VxEUE|5>O: B(m,e)CU}

eine Topologie auf X und heifit die von p erzeugte Topologie (vgl. Definition 1.11).
Dabei ist B(x,e) :={y € X : p(v —y) < e}.

b) Diese von einer Seminorm p erzeugte Topologie ist genau dann Hausdorffsch,
wenn die Seminorm sogar eine Norm ist. Die Menge {B(x,¢) : x € X, e > 0} bildet
eine Basis der Topologie. Die von p erzeugte Topologie ist die gribste Topologie auf
X, beziiglich der alle Abbildungen x — p(x — xo) mit xg € X stetig sind.

[[Das das System T, := {U € X : V2 € U 3¢ >0: B(x,e) C U} eine Topologie ist, sieht
man sofort wie in 1.11. Falls die Seminorm eine Norm ist, ist X Hausdorffsch nach Bem. 1.14.
Ansonsten existiert ein € X \ {0} mit p(z) = 0, und fiir die Punkte 0 und z ist die Bedingung
eines Hausdorff-Raums verletzt.

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist B(z,e) € 7T, fiir alle x € X und ¢ > 0. Andererseits 14sst
sich jedes U € T, in der Form U = (J,;; B(%,¢,) schreiben, d.h. die Menge aller B(z,¢) bildet
eine Basis der Topologie.

Sei 71 die von allen Abbildungen p,, : « — p(z — zg) erzeugte Topologie auf X. Dann gilt
B(xo,€) = py;((—¢,€)) € T und damit 7, C Ti.

Fiir die Richtung 7, D Ty ist zu zeigen, dass jedes pg,: (X, 7T,) — R stetig ist. Dazu verwendet
man Lemma 1.8: Sei x € X und W C R eine Umgebung von p,,(x) = p(z — o). Dann existiert
ein € > 0 mit V := (pg, (z) — €,ps,(x) +€) C W. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sieht man,
dass U := B(x,¢) eine Umgebung von x ist mit p,,(U) C V C W. |]

Der Beweis des folgenden Satzes sollte aus der Analysis bekannt sein.

2.7 Satz. Seien X,Y normierte Raume, T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist beschrinkt, d.h. 3¢ > 0: ||Tz|y <cllz|y (r € X).

(il) T: X =Y st stetig.

(i) T: X =Y ist stetig an der Stelle 0 € X.

2.8 Definition. Seien X,Y Vektorrdaume, ausgestattet mit Topologien. Der Raum
L(X,Y):={T: X —» Y : T linear, stetig}

heifit der Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y (im Falle von nor-
mierten Raumen X und Y sind diese Operatoren dann auch beschrénkt). Wir setzen
L(X) := L(X, X). Der Raum X’ := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von
X. Oft schreibt man Tz statt T'(x).

Fir T e L(X,Y) (mit normierten Rdumen X und Y) definiert man

7],

T == sup |Tzfly = sup :
zeX, |lz) x <1 zeX\{0} ]l x
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12 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

wobei die zweite Gleichheit fiir X # {0} gilt. ||T'|| heifit die Operatornorm von 7.
Sei

kerT := N(T) :={z € X: Tx =0},
im7T :=R(T):=T(X):={Tz: z € X}

der Kern (englisch ,kernel* oder ,null space“) bzw. der Wertebereich (englisch
»image“ oder ,range“) von 7.

2.9 Bemerkung. Es gilt
[Tzlly <ITI-llzlx  (z € X)
und

IT|| = inf {C' > 0: Vo e X: |Tzlly < Claly}

2.10 Definition und Satz. Sei X ein K-Vektorraum, und sei L = {py: A € A}
eine Familie von Seminormen py: X — [0,00). Definiere T als das System aller
Mengen U C X, fiir welche gilt

VeeU3IreNIN,... .\, €A3e>0: BM(z,e)n---NBM(z,¢) C U.
Dabei sei BN (z,¢) :={y € X : py,(x —y) < e} die Kugel um x mit Radius € bzgl.
der Seminorm py,. Dann ist T eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie
zu L auf X. Dies ist die grobste Topologie auf X, fir die jede der Abbildungen
pa(s — xo) mit X € A und xg € X stetig von X nach R ist, vgl. Definition 1.2. Eine
Subbasis von T ist gegeben durch

{(BY(z,r): Ae A, ze€X, r>0}

[[Das zeigt man analog zum Beweis von Satz 2.6.]]

2.11 Definition. Sei X K-VR und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7)) ein
topologischer Vektorraum , falls die Abbildungen

s: X x X — X, (T1,x2) > 1 + 9
m: Kx X — X, (o, ) = ax

beide stetig sind.

2.12 Bemerkung. Normierte Rdume sind topologische Vektorrdume.
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2.13 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir Y C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie 7 (Y) (vgl. Definition 1.2) auf X auch mit o(X,Y).

b) Sei X topologischer Vektorraum und X’ C X* der topologische Dualraum. Dann
heifit (X, X’) die schwache Topologie auf X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie
auf X'. (Wir werden spéter sehen, dass man X als Teilmenge von X" auffassen
kann.) Fiir die schwache Konvergenz schreibt man z,, — z oder x, — x, fiir die

schwach-*-Konvergenz schreibt man f,, = f oder f, RN fin X"

Als Warnung vermerken wir, dass die schwache Topologie eines unendlichdimensio-
nalen Raumes im Allgemeinen nicht metrisierbar ist. Wir konnen in Zukunft also
nicht davon ausgehen, dass jeder von uns benotigte Raum eine Metrik besitzt, die
zu seiner Topologie passt.

2.14 Bemerkung. Sei X ein topologischer Vektorraum. Dann gilt:

a) Die Verschiebung einer in X offenen Menge um einen konstanten Vektor ergibt
in X wieder eine offene Menge.

b) Wenn A C X eine offene Teilmenge ist und B C X eine beliebige Teilmenge,
dann ist A + B offen in X.

2.15 Definition (Quotientenraum fiir topologische Vektorrdume). Sei (X,7T) ein
topologischer Vektorraum (nicht unbedingt Hausdorffsch), und M C X ein Unter-
vektorraum, sowie X/M := {[z] = x4+ M : x € X} der algebraische Quotientenraum.
Wir schreiben @ fiir die (lineare) Quotientenabbildung,

O x— [z], o X — X/M,

und wir statten X/M mit der feinsten Topologie aus, fiir die ®: X — X/M stetig
ist.

2.16 Bemerkung. Die oben definierte Topologie auf X /M ist gegeben durch
Tv ={V C X/M:® (V) C X offen}.

Somit besteht diese Topologie aus genau jenen Mengen H + M C X /M, fiir die
H + M eine in X offene Menge ist. Und aus Bemerkung 2.14 bekommen wir dann:

wenn H C X offen in X ist, dann ist ®(H) offen in X/M, d.h. die Abbildung ® ist
offen.

[[Man sieht direkt aus der Definition, dass 7Tas eine Topologie auf X/M ist und dass ® bzgl. dieser
Topologie stetig ist. Falls andererseits ® : (X,7) — (X/M,T’) fiir eine beliebige Topologie T’
stetig ist, so folgt fiir alle V' € T’ schon ®~1(V) € T und damit V € Ty, d.h. Ty ist die maximale
Topologie mit dieser Eigenschaft.]]
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14 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

Wie bendtigen noch eine Eigenschaft dieser Quotientenrdume, welche hier nicht
bewiesen wird.

2.17 Bemerkung. Sei X ein Vektorraum mit einer Seminorm p(-), ausgestattet
mit der davon gemifl Definition 2.6 erzeugten Topologie; und es sei M C X ein
Untervektorraum. Dann ist der Quotientenraum X /M Hausdorffsch genau dann,
wenn M eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

2.18 Definition und Satz (Quotientenraum fiir normierte Raume). Sei X nor-
mierter Raum, M C X ein Untervektorraum, und X/M der Quotientenraum. Dann
15t
= dist(z, M) := inf ||z —
I[]ll = dist(z, M) := inf ||z -yl

eine Seminorm auf X/M. Falls M abgeschlossen ist, so ist ||[-]|| eine Norm und
(X/M|[]ll) ein normierter Raum. Falls X Banachraum ist und M abgeschlossen
ist, so ist auch X/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([,])nen
Cauchyfolge in X /M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([zn]) — ([zm])]| — 0 (n,m — 00), existiert eine
Teilfolge ([#n,])ken von ([zn))nen, 50 dass ||[zn,] — [@n, ]| < 27*FD. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in X: Wir wéhlen induktiv eine Folge von Représen-
tanten zp € [rg], beginnend mit z; := x;. Sei 2z, = x + my mit my, € M bereits
gewahlt. Dann wahlt man my,.; € M so, dass

k1 — @k + M || < l[zea] — [l +27F
gilt. Setzt man 241 := Tpp1 + Mpy1 = Tpy1 + Mpi1 + My, so erhdlt man
Ize0r = 26ll = Nlwnsr — 2k + Mg | < Meen] = [ealllxm +27F (k €N).

Damit

k+m
|2kem — 2ellx < D llze — 2e-llx
(=k+1
k+m
< > (e = el +27°)
0=k+1
k+m

S Z 27@4’1 S 27k+1’
l=k+1
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d.h. (zx)r C X ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen

lzw] = [2llx/ne = [llz] = [2llxar < 2k = 2llx =0

gilt [zx] — [2] in X/M. O

2.19 Definition und Satz (direkte Summe). Seien (X1, |-|l,), (X2, ||-||,) normierte
Raume. Dann wird durch

[(@y, z2)|| = llaally + [lz2ll,  ((21,22) € Xi X Xy)

eine Norm auf X = X1 X Xy definiert. Mit dieser Norm heifit X die direkte Summe
von X1 und Xs, Schreibweise X = X1 @& Xo. Falls X1 und X5 beide Banachrdume
sind, so ist auch X1 @ Xy ein Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage ergibt sich nicht durch Nachrechnen. Falls die Folge
() en = (xgn),azgn))neN eine Cauchyfolge in X; @ X, ist, so sind auch die ein-
zelnen Komponenten Cauchyfolgen und damit, falls X; und X, Banachrédume sind,
konvergent gegen x; bzw. x5. Damit ist aber auch die Folge (x("))neN C X198 X,
konvergent gegen x := (1, 3). ]

2.20 Definition (.ZP-Raume). Sei (Z,.<7, p) ein MaBraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere £?(u) als die Menge aller messbaren Funktionen

f:Z — C mit X
111, = ( f1oran) " <o

b) Fir p = oo wird £ (u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f:Z — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € Z: |f(2)| > C¢}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrinkten Funktionen. Fiir f € £°°(u) definiert man

£l == inf{C’ eR: u({z € Z: |f(2)| > C}) = o}.

¢) Fiir Funktionen f: Z — R werden die entsprechenden Funktionenridume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt Z7(u).

Der folgende Satz aus der Analysis wird hier nicht bewiesen.

2.21 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fir 1 < p,q < oo mit % + % =1 gilt

1 -glly < WA, - Nlglly  (F € Z7(n), g € Z9(n)).
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16 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
1f+all, < A1+ llgll, (.9 € Z27(w).

¢) Fir 1 < p < oo ist der Raum ZL*(u) ein Vektorraum, und ||-||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf £P(u).

2.22 Definition und Satz (LP-Réume). Sei (Z,,p) ein Mafraum, und sei
1 < p < oco. Den Vektorraum X := £LP(u) versehen wir mit der Seminorm ||-||,
und anschlieflend mit der sich daraus ergebenden Topologie. Definiere eine Menge
M C £P(u), bestehend aus all jenen Funktionen, fir die die Seminorm den Wert
Null annimmt. Dann ist M ein Untervektorraum, und auch eine abgeschlossene Teil-
menge von £P (), denn {0} ist abgeschlossen in R und [|-[|, : £P(u) — R ist stetig
per Definition.

Dann definieren wir

LP(p) == 27 () /M
als Quotientenraum. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die pi—
fast diberall tibereinstimmen.

Mit dieser Konstruktion wird (LP(u),[|-]|,) zu einem Banachraum.

Falls das Maf durch das Lebesque—Maf8 Nq auf einer messbaren Mengen Q0 C R™
gegeben ist, schreibt man auch LP(Q)) statt LP(M|q).

2.23 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfiille der oberen Definition.

a) Der Raum R"™ oder C" wird mit jeder der Normen

1
n P

el = (E !wj!p> (1<p<o0),
j=1

z|| = max{\xj\,j =1,... ,n}
zu einem Banachraum.

b) Fiir 1 < p < oo sind die P-Réume definiert durch

o0

7= {x = (21, 22,... )|z; € C, |z, == (Z |xj|p>1/p < oo},

j=1
und fiir p = oo den Raum ¢ durch
> = {x = (1,29, ...)|x; € C,||z| . =sup{|z;],j € N} < oo}.
Dann ist ¢? fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Hier ist jeweils Z = N und p das

Zahlmaf.
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b) Hilbertraume
Im folgenden sei stets K = R oder K = C.

2.24 Definition. a) Ein K-Vektorraum X, versehen mit einer Abbildung (-, -) : X X
X — K, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung x — (z,y) linear.
(i) Fur alle z,y € X gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle x € X gilt (x,z) > 0. Es gilt (x,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

b) Zwei Vektoren x,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen z L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1 fallse =y,

(Ti,25) = 045 = {

0 sonst.

¢) In einem Préhilbertraum (X, (-,-)) wird durch ||z]| := (z,z)"* die kanonische
Norm definiert. Ein vollstédndiger Prahilbertraum heif3t Hilbertraum.

2.25 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := "7, ;7; werden R” und C"
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C'([0, 1]) wird mit dem Skalarprodukt
1 —
()= [ f@ig@)ds
0

c) Sei (X, A, p) ein MaBraum. Dann wird L?(u), versehen mit dem Skalarprodukt

zu einem Prahilbertraum.

/f Jdu(z) (f.9 € I*(n)

zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L*(Q) fiir Q C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Prahilbertrdumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

2.26 Satz. Sei X Prahilbertraum.

a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt

2 2 2
[z +ylI” = [zl + [lylI”-
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b) Sei {x,}\_, orthonormal. Dann gilt

2

N
2
l1* = [ @,z | +
n=1

N
T — Z (, ) Ty,
n=1

c) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,,}\_, orthonormal. Dann ist

lzl* =) [e,za) P (2 € X).

d) (Cauchy—Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[y [ < el -yl (zy € X).

e) (Parallelogramm-Identitat) Fir x,y € X gilt

2 2 2 2
[+ ylI” + [l =yl = 2|[=[]” + 2 ly[I”-
f) (Polarisationsformel) Fir z,y € X gilt

gy = Lzl =l =yl), falls K = R,
) _ 2 2 . . 2 . . 2
iz +yll” = llz —ylI” +illz +iyl” —illz —iyl]"), falls K=C.

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertrdumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt auf X &Y durch

((z1,91), (T2, 42)) xay = (T1,22) x + (Y1, Y2)y

definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch

) 5 \1/2
I )lxey = (Nl + Iyl )
Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.19.
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c) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertraume

Im folgenden sei (X, (-, -)) ein K-Hilbertraum.

2.27 Definition. a)M C X heifit konvex, falls gilt

Ve,ye MVael0,1]: ar+ (1 —a)y € M.

b) Zu M C X heifit
M+ ={reX:VyeM: (z,y) =0}

das orthogonale Komplement von M in X.
2.28 Lemma. FEs ist M+ ein abgeschlossener linearer Teilraum von X .

Beweis. Die Teilraumeigenschaft ist klar. Fiir die Abgeschlossenheit vermerken wir

M= () {v}

y*eM

sodass es geniigt nachzuweisen, dass jede Menge {y*}* abgeschlossen ist. Wir defi-
nieren eine lineare Abbildung

Ty: X - K, Ty x— (T,y").

Dann ist {y*}+ = ker T}~. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist T}« eine
beschrinkte Abbildung vom normierten Raum X in den normierten Raum K!, und
aufgrund von Satz 2.7 ist T« stetig. Bei jeder stetigen Abbildung ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge wieder abgeschlossen. Nun ist aber {0} eine abgeschlossene
Teilmenge von K', also ist auch ker T- = T.."({0}) abgeschlossen in X. O

2.29 Bemerkung. a) Es ist M+ = M = (spanM)*.

b) Es gilt M N M+ C {0}. Denn sei z € M N M*. Dann ist (z,z) =0, d.h. z = 0.
Insbesondere gilt M N M+ = {0}, falls 0 € M (z.B. falls M ein Untervektorraum
von X ist).

2.30 Satz (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X nichtleer, konvex
und abgeschlossen, sowie zg € X. Dann existiert genau ein x € M mit ||x — zo|| =
dist(z9, M) := inf{||ly — 20| : y € M }.
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Beweis. Ohne Einschriankung sei zy = 0 (betrachte die verschobene Menge M — zp).
Sei d := inf{||y|| : y € M}. Wihle eine Folge (y,,)nen € M mit |ly,| — d.

Unter Verwendung der Parallelogrammgleichung folgt

‘W_%Q
2

= gl = 2 gl + 2 gl ” = 4 |

cM
< 2|yl + 2 |[ym)* — 4d* — 0,

da [|y,|| — d. Daher ist (y,)nen Cauchyfolge. Da M vollstiandig ist, existiert x :=
lim, y, € M. Es gilt ||z|| = lim,, ||y,|| = d. Damit folgt ||z|| < ||y| fiir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1] < ||yl , ||z2]] < |ly|| fiir jedes y € M. Dann ist

21 — @2|” = 2||z1]® + 2 ||l22)|* = [lz1 + 22

2 2

2 T+ o 2 r1+ T2
= 2((flaal” = | 252 ) 2Nl - | 22| ) <0
<0 <0

]

2.31 Satz (Projektionssatz). Seien X ein Hilbertraum und M C X ein abgeschlos-
sener linearer Teilraum wvon X. Dann existiert fir alle x € X eine eindeutige
Zerlegung x = m +m' mit m € M,m' € M*. Somit ist X = M © M*. Es ist
[ = m|| = mingen [l —yl|.

Beweis. Nach dem Approximationssatz existiert genau ein m € M mit ||m — z|| =
inf{||ly — z|| : y € M}. Setze m' := x—m. Fur alley € M ist dann |m/|| < ||y — z|| =
|m" = (y —m)||.

1 Ir zeigen m’' € BEs ailt [|m/||]” < |m” +ty telkye . Andererselts
i) Wir zei '€ Mt Esgilt ||m/||? < ||m’ 2 K,y € M). And i
ist
Im’ + tyl|* = [|m|” + 2Re (m’, ty) + [t [|y]*.

Fiir alle t € R gilt somit

[t [yl + 2t Re (m, y) > 0,
also Re (m/;y) = 0.
Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch it und erhélt

[t llyll® + 2t Im (m', ) > 0,
also Im (m/, y) = 0.
(ii)) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M, m/, 2’ €

Mt Dannist m—z =2 —m' e MNM*+ = {0}, dh. m=2,m' = 2. O
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2.32 Satz (von Riesz). Seien X ein Hilbertraum und T € X'. Dann existiert genau
etn xp € X mit

Tx = (x,xp) (reX).
Es qgilt ||T||x, = ||zr|| - Die Abbildung Igies,: X' — X, T — xp ist bijektiv, isome-
trisch und konjugiert linear.

Beweis. (i) Konstruktion von z7: Der Raum M :=ker T = T~'({0}) ist abgeschlos-
sen als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit
ist X = M @ M~ nach Satz 2.31.

Falls M = X, so folgt T'= 0, und wir wihlen 7 = IRjes,(T") := 0.

Sei jetzt M # X. Wihle y € M+ \ {0}. Wegen M F‘I M+ = {0} ist dann Ty # 0.
Setze xp = IRiess(T) =

” ” -y. Dann gilt ||zr| = ” ” , und wir merken uns, dass

Tor = —= Ty = HxTH

Um zu zeigen, dass Tx = (x,x7) fiir jedes x € X gilt, zerlegen wir z gemafi X =
M+ @ M:
Tx L Tx L
rT=—0u T— —x7 | =2 +x).
TZET r TIT T + I

Dies ist tatsédchlich die angestrebte Zerlegung von z, denn es ist x, ein Vielfaches
von zr € M+, und es ist

Tx Tx
Txy=T o Ty — —Txp =0,
I‘H ([L’ T:ET ZL’T) x TJ,‘T IrT =

also x) € kerT'= M.

Damit haben wir dann tatsachlich

T T
(x,27) = (1, 270) + <xH,l‘T> = T—;T (@r,27) +0 = T—;T | TH
=Tz,
wie gewiinscht.
(i) IRies; ist Isometrie: Nach Cauchy—Schwarz ist ||T'||y, = sup | (@, zr) | < |lzr]-
=zl <1
Andererseits haben wir || 1|, > |T(”§;”)| = |lzr||.

(iii) IRiesz(T") ist eindeutig: Angenommen, es gébe zusétzlich zu z7 noch ein T mit
Tx = (x,x7) = (z,zr) (r € X). Dann gilt

0:<‘T,(L’T—ET> ($€X)

© Robert Denk 22.07.2022



22 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

Wiéhle © = xp — T und erhalte ||z — 27| = 0.
(iv) IRjes, ist konjugiert linear: Sei T = a3 T +axTs. Dann ist einerseits Tx = (x, z7),
und andererseits
Tr=aThzx + asTor = oy {(x,x7,) + o {x, x7,)
= (r, ) + (2, Qo) = (T, 27, + CaTpy,)
also [Riesz (T) =TT = Oé_lel + 04_2:CT2 = a_llRiesz(Tl) + a_QIRiesz (TQ)

(V) IRies, ist surjektiv: Zu y € X sei Tyx := (z,y). Dann ist |T,z| < ||y|| - ||=]|, d.h.
T, stetig und damit 7, € X' und Igjes, (1) = .

(vi) IRies, ist injektiv: Aus ||T||y, = |lzr|  ergibt sich direkt, dass der Kern der
linearen Abbildung Igjes,: T+ x7 nur das Nullfunktional enthalten kann. O

d) Orthonormalbasen

2.33 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls fiir A, B, C' € M gilt:

A=A,
A<B, B<A=— A=0B,
A<B, B<(C=—A=<C.

Beachte, dass A < B oder B < A nicht fiir alle A, B € M gelten muss.

(ii) Eine Menge ) C M heif}t total geordnet oder eine Kette, falls fiir alle A, B € @
gilt: A < B oder B < A.

(iii) Ein Element A € M heifit obere Schranke fir S C M, falls B < A fiir alle
Bes.

(iv) Ein Element M € M heifit maximal, falls aus M < A folgt M = A.

2.34 Beispiel. Sei X # () eine Menge, und M eine nichtleere Teilmenge der Potenz-
menge von X. Dann definieren wir, dass A < B genau dann gilt, wenn A, B € M
und A C B.

2.35 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fiir welche
jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum dquivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.
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2.36 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollstdndiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch
von Hilbertraumbasis.

2.37 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen des Hilbertraumes X.
Dann ist .7 # 0 da {7} € & fiir jedes z € X\ {0}.

Sei {Sa taca eine Kette in .7, d.h. fir , 8 € A gilt S, C Sp oder Sz C S,. Setze
So = Upea Sa € X. Dann ist Sy D S, fiir alle o € A. Zu x,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y € S,, d.h. Sy ist orthonormal, also Sy € .. Damit ist Sy eine obere
Schranke zu {S, }aeca. Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in

. ]

2.38 Lemma. Seien X ein Prdhilbertraum und {e,: n € N} ein Orthonormalsy-
stem. Dann gilt

D Hen) (yen)| < oo (2, € X).

n=1

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R und der
Besselschen Ungleichung

S e Tedl < (e ) (1w )™ < el ol

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O]

2.39 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S = {e, : n € N} ein abzihlbares Ortho-
normalsystem.

a) Fir alle v € X konvergiert die Reihe ), (7, en) e, in X.

b) Seic, € C firn e Nmit )", |ca|> < 00. Dann konvergiert die Reihey .,  Cn €n
in X.

¢) &= cn (@ en)en € ST

Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 2.26 ¢)) gilt fiir alle N € N
N
> e [P <l
n=1
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Alsoist Y, | (z,en) |* < 0o. Nach dem Satz von Pythagoras gilt

2

M M
ern Zwen|—>0 (N, M — o).
n=N n=N

Also ist (Zgil (x,en) en) eine Cauchyfolge, und y = > >~ (z,e,)e, € X
NeN
existiert.

b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c) Fir m € N gilt

[o.¢]
< E x, e, en,em> (x,em) E z,en) (én, €m) =0
n=1 n=1

wegen (€, €,) = Onm. Man beachte hier, dass nach a) und wegen der Stetigkeit der
Abbildung X — K, y — (y, e,,) das Skalarprodukt in die Summe gezogen werden
darf. O

2.40 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S = {e, : n € N} C X ein abzdihlbares
Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.

(i) S+ = {0}.

(iii) Fiir alley € X gilt y =Y, o (Y, €n) €n-
(

(

iv) Fir alle x,y € X gilt (x,y) = >, cn (T, €n) (Y, €n).
v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt

lzl* =) 1{z.ea) P (2 € X).

neN

Beweis. (i)==(ii). Falls ein z € S+ \ {0} existiert, so ist S U {ﬁ} ein Orthonor-
malsystem.

(i) = (iii). Satz 2.39 c).

(iii)==(iv). Die Reihen konvergieren absolut nach Lemma 2.38 und Satz 2.39 a),
man darf also einsetzen.

(iv)=(v). Setze z = y.
(v)==(i). Falls S nicht maximal ist, wihlen wir ein z € S* mit ||z|| = 1. Es ergibt
sich Y, .| (z,en) |* = 0, Widerspruch zu (v). O
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2.41 Bemerkung. Ein topologischer Raum heifit nach Definition 1.4 separabel,
wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt. Da jeder Hilbertraum ein me-
trischer Raum ist, ergibt sich der topologische Abschluss einer Menge durch Hin-
zufiigen aller Haufungspunkte (vgl. Bemerkung 1.13), was in der Anwendung héufig
praktischer ist.

Ein normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein abzéhlbares linear
unabhéngiges S C X gibt mit span S = X. Insbesondere ist ein Hilbertraum genau
dann separabel, wenn er eine hochstens abzahlbare Orthonormalbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen der Form ), _, axsy,

ar, € Q+1Q, s, € S.

2.42 Satz. Sei X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {e; }ien. Dann ist die Abbildung X — (%, x — ({x,¢;))ien ein isometri-
scher Isomorphismus von Hilbertraumen (d.h. linear, bijektiv und isometrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, Isometrie und damit Injektivitat nach Satz 2.40 (v),
die Surjektivitdt nach Satz 2.39 b). O

2.43 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?*(Q2) mit Q C R" offen ist
ein separabler Hilbertraum. Speziell ist durch e, (z) := \/%761”“ (n € Z) eine Hilber-

traumbasis des Hilbertraums L?((—m, ), C) gegeben (Fourierreihen). In diesem Fall
erhdlt man

1 " —inx £
(fen) =5z [ f@e™do = fl) (ne )
die Fourier-Koeffizienten von f. Die Parsevalsche Gleichung besagt dann

£ 1|2y = I (f(7))nezllez),

~

und die Abbildung f — (f(n)),ez ist ein Hilbertraum-Isomorhpismus.

Eine Orthonormalbasis von L*(R) ist durch die Hermite-Funktionen gegeben, die

die Form 9, (x) = ¢, (x — %)”6_””2/ 2 mit geeigneter Konstante ¢, besitzen.

b) Es gibt auch Préhilbertraume mit iiberabzihlbaren Orthonormalsystemen.

[[Dies zeigt das folgende Beispiel: Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit f|_p 1) €
L?(=T,T) fiir alle T > 0, fiir welche

LT 1/2
171 = (TlggoT / T|f<x>|2dx)

existiert. Dann ist ||-||; eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die charakteristische
Funktion f := x(_1,1) zwar || f||; = 0, aber f # 0).
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Sei N := {f e€Y: |f]l; =0}. Dann ist N ein abgeschlossener Unterraum. Sei X := Y/N der
Quotientenraum mit induzierter Norm ||[f]|, := infgen ||f — gl (f € V). Durch

(U] gy o= lim = / h@g @)z (fi € [l € o))

T—oo T

wird X zu einem Préhilbertraum, und es gilt ([f], [f])y = I|[f]ll5-

Zu « > 0 definiere v, () := sin(ax)(z € R). Wegen

7/ va(2)?do = (T— Sm(sw)) =2
20

gilt vo € Y und ||vall; = [|[valll, = 1. Andererseits erhilt man fiir o # S

T

—/ sin(ar) sin(fr) dr = % cos((a — B)r) — cos((a + B)r) dr

1 [sm((a —B)r)  sin((a+ B)T)]T_T
2T o — 6 o+ B r=—T

1 [Sin((a - B)T) sin((a+ B)T)} Tos
a—pf a+pf '

T

Daher gilt ([va], [vg]), = 0 fiir o # B3, d.h. {v4}a ist ein iiberabzéhlbares Orthonormalsystem in
X

2.44 Beispiele (Separabilitit). a) Der Raum C([a,b]) mit ||-||  -Norm ist ein se-
parabler Banachraum, denn die Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.
Die Rdaume R” und ¢? sind separabel nach Bemerkung 2.41. Ebenso separabel ist
der Raum L?(92) fiir eine offene Teilmenge 2 C R™.

b) Der Banachraum ¢ ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen Raum: Angenom-

( (k)

men es existiert eine dichte Teilmenge {#*): k € N} C £*. Schreibe 2¥) = (z,”)pen

und betrachte
o (k) +1, |x§€k)| <1,
Yk - 0 . sonst.

2 und damit y = (yx)ren € €°°. Aber fiir alle & € N haben
1 und damit ||y — 2®||,, > 1, Widerspruch zur Dichtheit von

Dann gilt |y
: (k)
wir |y, — x|

{z®): k € N}.

<
>

c¢) Auch der Raum L*°(2) mit 2 C R™ offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.
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3. Hahn-Banach-Satze und Reflexivitat

3.1 Worum geht’s? Die Sdtze von Hahn-Banach konnen auf zwei verschiedene
Arten formuliert und interpretiert werden: Zum einen als Fortsetzungssitze, bei
welchen Fortsetzungen von Funktionalen gesucht werden, zum anderen als Tren-
nungssitze, bei welchen Teilmengen durch den Wert eines Funktionals getrennt wer-
den. Beide Versionen sind fiir Anwendungen wichtig. Beiden Versionen gemeinsam
ist die Aussage, dass der topologische Dualraum eines normierten Raums hinrei-
chend viele Funktionale enthélt, um ausreichend Information iiber den urspriingli-
chen Raum zu erhalten. Als ein Beispiel einer Anwendung des Satzes von Hahn-
Banach wird hier auch die Injektivitdt der sogenannten kanonischen Einbettung
auftauchen. Diese bettet einen normierten Raum in seinen Bidualraum ein. Falls
diese Einbettung auch surjektiv ist, heiffit der Raum reflexiv, ein Begriff, der un-
ter anderem im Bereich der schwachen Topologien und entsprechender Konvergenz-
bzw. Kompaktheitsaussagen wichtig ist.

a) Hahn—Banach-Sitze

3.2 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach, reelle Version). Sei X ein R- Vektorraum
und p: X — R konvex, d.h. es gelte

plax + (1 —a)y) < ap(z) + (1 —a)p(y) (a€l0,1],z,y € X).
Sei ferner L C X ein linearer Teilraum und \: L — R linear mait

AMz) <p(x) (z€Ll).

Dann existiert ein lineares A: X — R mit Al = X und A(z) < p(x) (z€ X).

Beweis. (i) Fortsetzung auf L & Rz:

Sei z € X \ L fest gewihlt, und definiere L= span{L,z} = L & Rz. Wir setzen
jetzt A auf L fort.

Fiir y1,y2 € L und «, f > 0 beliebig gilt:

BA(y1) + aX(y2) = MBy1 + aya) = (a+ 3) - )\(afﬂ Y1+ &iﬁ yz)

(Y1 —az) + L(?b + BZ)>

§<Q+B)P<m ot B

< Bp(y1 — az) + ap(yz + B2).
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Damit erhalten wir

1

o A1) —plyr — az)] <

[p(y2 + Bz) — A(y2)] (3-1)

™| =~

Wihle

~ A _ N 1
Az)=ap€ | sup () = p(y1 az)7 inf p(y2 + Bz) — A1)
y1€L, a>0 o y2€L, B>0 I}

und definiere A(pz +y) := pA(z) + My) auf L=L &R - 2.

\ ist linear auf L nach Definition, und es gilt

AMpz +y) = poo + My) < p(pz +y).

Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «q die Abschitzung

p (Y2 + Bz) = Ay2) + Ba.

Setze nun ys := y und § := u. Den Fall p < 0 sieht man analog.
(ii) Fortsetzung auf X:

Sei .# die Menge aller Abbildungen m: M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
m1 < My < Ml C MQ, m2|M1 =m

wird .# partiell geordnet. Sei {m;} eine Kette in .#. Deshalb ist dann M := |, M,
ein linearer Unterraum, und durch

m(z) :==my(x) (x € My)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € # .

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert, denn sonst existiert nach Schritt 1
eine Fortsetzung auf D(A) @ R -z mit z € X \ D(A). O

3.3 Satz (Hahn—-Banach, komplexe Version). Sei X ein C— Vektorraum undp: X —
R eine Abbildung mit

plazx + By) < |af p(x) + (8] ply) (a8 € C mit o] + 5] = 1).

Sei L C X linearer Teilraum und \: L — C sei C—linear mit |\(z)| < p(z) (x € L).
Dann existiert ein C-lineares A: X — C mit Al = X und |A(z)| < p(x) (z € X).
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Beweis. Setze ((x) := Re A(x). Dann ist £: L — R eine R-lineare Abbildung mit
l(z) < |Mz)| <p(z) (z€l)

Weil A C-linear ist, haben wir £(iz) = —Im A(z), und somit ist A(z) = ¢(x) —il(ix).

Setze ¢ nach Satz 3.2 fort zu einem R—linearen £: X — R mit L(z) < p(z) (z €

X). Dann ist
A(z) = L(x) —iL(ix)

R-linear. Wegen
A(iz) = L(iz) —1L(—x) = L(iz) + iL(x) = iA(x)

ist A tatsachlich C-linear.

Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(2)] = e PA(x) = Ale™2) = L(e72) < p(e ™) < p(w).

Hier wurde Re A = £ und A(e ?z) = |A(x)] € R verwendet. O

3.4 Korollar. Sei X normiert, L C X linearer Teilraum und X € L'. Dann existiert
ein A € X" mit ||All, = [l s AlL = A

Beweis. Sei p(z) = [|All, - [J«]]. Dann'ist [A(z)] < p(z) (v € L).

Nach Satz 3.3 existiert eine Fortsetzung A mit
@) < A - llzll (2 € X)),

dh. A e X' und ||All < ||All- Wegen Alp = Nist [|[A]l o = ||l - O

3.5 Korollar. Sei X normiert, o € X \ {0} fest. Dann existiert ein A € X' mit
A(xo) = ||zol| und ||Allx, = 1.

Beweis. Definiere L := span(xg), A\: L — K, Mazg) = alzo||, und setze nach
Korollar 3.4 fort. []

3.6 Korollar. Sei X normiert, M C X linearer Teilraum und xq € X. Sei

d:= inf |z —y| > 0.
Inf lzo =y

Dann existiert ein A € X' mit ||A|| =1, A(xg) = d und A|p = 0.
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Beweis. Definiere A auf L := M @ span(zg) durch A(y + axg) := ad. Dann gilt

lad]| |ad]|
||)‘||L’ =8Sup /7 = T
ack ||y +axoll  ozack ||y + x|
yeM yeM
|aud| d d d ]
= sup ———— = sup = - =—-=1.
0#acK |~z + ax| 0#acK |lzo — || inf.cns [|wo — 2| d
zeEM zeM
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 3.4. OJ

Die letzte Aussage kann bereits als Trennungseigenschaft gesehen werden: Der Vek-
tor xg wird durch das Funktional A vom Unterraum M getrennt. Etwas allgemeiner
gilt z.B. folgender Trennungssatz, der hier nicht bewiesen werden soll. (Der Beweis
verwendet das sogenannte Minkowski-Funktional.)

3.7 Satz (Hahn-Banach, Trennungssatz-Version). Sei X ein normierter Raum,
M C X eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge, und sei xo € X \ M. Dann
existieren ein A € X' und ein o € R mit

ReA(y) < a < ReA(zg) (y € M).

b) Dualrdume und Reflexivitét

3.8 Satz. Seien X normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y’) Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollstédndigkeit ist nichttrivial. Sei (A, )neny € L(X,Y) eine Cauchy-
folge. Wegen ||A,x — Apzlly < [|An — Anll||z||x ist (Apx)pey C Y fiir jedes z € X
ebenfalls eine Cauchyfolge. Da Cauchyfolgen beschrankt sind, existiert ein C' > 0
mit |A4,| < C fiir jedes n.

Setze Az :=lim, A,z € Y. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen

[Az]ly = lim [[Apzfly, <lim[[A, ] - [lz]lx < Cflz]lx

ist Ae L(X,Y). Da ||[(A — A,)z|y = im0 ||(Ar — A)z ||y, erhalten wir

4= A = sup A ANy g iy Aol gy g, =
w0 llx a0 M0 IR Moo
<e¢€
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(X,Y). O
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3.9 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung X — X", x — T mit
TN = Ax) (Me X))
1st linear und 1sometrisch. Insbesondere gilt

|zllx = sup  [Az)] (z€X).
AEXY, || M| /=1

Beweis. Es gilt

—_—~——

(ax + By)(A) = Maz + By) = aX(z) + BA(y) = az(A) + By(A),
d.h. die Abbildung = + 7 ist linear. Weiter ist

17l = sup [#N]= sup [M@)} < sup Al - [l < fllly

IAl<1 Al<1 (A
Nach Lemma 3.5 existiert zu jedem x € X ein A\g € X’ mit |[Ao]ly, = 1 und
Ao(z) = [zl . Damit gilt ||Z]| v, = supyyy <1 [A@)] = [Ao(2)] = [l x- O

3.10 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Ein-
bettung X — X" aus Lemma 3.9 surjektiv ist.

3.11 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, o7, u) ein Maraum. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

7 L)~ (). (X)) = [ Fodu (3-2)

ein isometrischer Isomorphismus von Banachriaumen, wobei ¢ € (1,00) definiert ist
durch p~! + ¢! = 1. Damit ist LP(u) fiir 1 < p < oo reflexiv.

[[Sei A € (LP(u))". Definiere das Funktional A; := Ao T € (L9(u))’. Nach dem Satz von Riesz,
angewendet auf den Raum (L%(u))’, existiert genau eine Funktion h € LP(u), so dass fiir alle
g € L9(p) der Wert Aq(g) gegeben ist durch

Ai(g) = /g ~hdp. (3-3)
Somit gilt fiir jedes A € (LP(p))’
AQ) = A (T1) | A=peT
= / (T7N) - hdu ‘ wegen (3-3)
= \(h) ‘ wegen (3-2)
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=h(\).

Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h — 7L, X — X", surjektiv ist. Die
LP(p)-Riume sind fiir 1 < p < oo also reflexiv.]]

¢) In der Situation von b) gilt die Isomorphie (Ll(u))/ = L*(u), aber andererseits
LY(w) € (L®())', d.h. L'(u) ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.
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4. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

4.1 Worum geht’s? Eine der zentralen Begriffe der Funktionalanalysis ist der
eines linearen Operators. Wahrend im Endlich-Dimensionalen alle linearen Abbil-
dungen stetig und damit beschrénkt sind (und durch Matrizen dargestellt werden
kénnen), treten gerade in vielen Anwendungen wie etwa bei Differentialgleichungen
unbeschrinkte Operatoren auf. Ein typisches Beispiel ist - bei geeigneter Wahl der
Réaume - der Ableitungsoperator. In diesem Abschnitt geht es um grundlegende Be-
griffe und Eigenschaften wie das Spektrum eines Operators und Eigenschaften der
Resolvente.

a) Operatoren und Spektrum
Im folgenden sei stets K € {R, C}.

4.2 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sk € L(¢?) durch

0, falls n = 1,
Tp—1 fallsnm > 1.

SR((In)nEN) = (yn)n6N7 Yn = {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt ||Sz||, = ||z, (z €
%)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linksshift

SL((xn)nGN) = (xn—i—l)nEN
stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.

b) Sei ((Z) :={z: Z =K : |z, := (3 ,ez |zal?)/? < co} und Sg der Rechtsshift

SR ((xn)neZ) = (xnfl>n€Z-

Dann ist Sy ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, Sp und S5' sind
stetig, und Sg ist eine Isometrie.

4.3 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C'([0,1]) mit Norm |f]y :=
sup{|f(t)| + |f'(t)]: t € [0,1]} und Y := C([0, 1]), versehen mit der Norm || f|y :=
| fll. :=sup{|f(¢)]: t € [0,1]}. Dann sind X,Y Banachrdume, und der Ableitungs-
operator

T: X =Y, f—f
ist ein linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wahlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f||_ , so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fir f,(t) = t" gilt ||ful|,, = 1 und ||T'f,]|,, = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollstéandig.
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Das letzte Beispiel (Teil b)) ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T') des
Operators T ein linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7" bildet nach
X ab. In diesem Sinn ist 1" ein Operator ,,in“ X.

4.4 Definition. Seien X, Y normierte Raume.

a) Ein linearer Operator T: X D D(T) — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(T') C X nach Y, wobei D(T) ein linearer Unterraum von X ist. Die
Menge G(T') := {(z,Tz): x € D(T)} heifit der Graph von 7'

b) Der Operator T heifit abgeschlossen, wenn G(T) eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

c) Der Operator T' heifit abschliefibar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Opera-
tor T' gibt mit G(T') = G(T'). Der Operator T" heifit AbschlieBung oder der Abschluss
von T

4.5 Bemerkung. a) Wie iiblich bei Abbildungen, ist die Stetigkeit eines linearen
Operators T: X D D(T) — Y unter Verwendung der Relativtopologie auf D(T)
erkldart. Damit ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (2, )ney € D(T) mit
x, — 0 gilt Tz,, — 0 (hierbei haben wir benutzt, dass eine Abbildung zwischen
metrischen Rdumen genau dann stetig ist, wenn sie folgenstetig ist).

b) Ein linearer Operator 7' ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen
(n)ney € D(T) mit x, — 2z € X und Tz, — y € Y gilt x € D(T) und
Tr =y.

4.6 Lemma. Seien X,Y normierte Riume und T € L(X,Y). Dann ist T abge-
schlossen.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 4.5 b). Sei (2, )neny C€ D(T) mit x,, — x in X
und 7'z, — y in Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist,
folgt Tx,, — Tx, d.h. Tx = y. O

4.7 Lemma. Seien X,Y Banachrdume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert

el = llzllx + |1 Tlly  (z € D(T))

eine Norm auf D(T), die sog. Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), ||| ) ist
genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T' abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abgeschlossen und (x,)neny € D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm ||-||;. Dann ist nach Definition der Norm ||-|| sowohl die Folge (z)nen C
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X bzgl. der Norm ||-|| als auch die Folge (T'z,)nen C Y bzgl. der Norm |||y
eine Cauchyfolge. Da X und Y Banachrdume sind, existieren x € X und y € Y
mit ||z, — x|y — 0 und ||Tz, —y|ly, —> 0. Da T" abgeschlossen ist, folgt nach
Bemerkung 4.5 b) € D(T) und Tz = y. Insbesondere folgt ||z, — x| — 0. Also
ist (D(T),]|+||;) ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. O]

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7: X D D(T) — X statt T'— Nidx
einfach 7" — A.

4.8 Definition. Sei X ein Banachraum und 7: X D D(T) — X ein linearer
Operator.

a) p(T) == {N € C: R(T -\ = X, (T — ) injektiv, (T — \)7': R(T — \) —
X stetig} heifit die Resolventenmenge von T

b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.

c) 0,(T) :== {X € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7' (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {N € C: T — XNinjektiv, R(T—)\) = X, (T —N)"': R(T —\) —
X nicht stetig} heiit das kontinuierliche Spektrum von 7.

e) o.(T) :={\ € C: T — X injektiv, R(T — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

4.9 Bemerkung. a) Nach Definition gilt
C = p(T) Ua(T) = p(T) U o,(T) U o(T) U o, (T),
wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

b) Nach dem Satz vom stetigen Inversen (wird spéter bewiesen) folgt fiir abgeschlos-
sene Operatoren T" aus der Bijektivitidt von (T'—\): D(T') — X bereits die Stetigkeit
von (T —A)~': X — X. Somit gilt fiir 7" abgeschlossen

p(T)={AeC|T - X: D(T) — X bijektiv},

0.(T)={\e€C|T - X: D(T) — X injektiv, R(T — ) =X, R(T — \) # X}.
Andererseits gilt: Falls T — X\: D(T) — X bijektiv ist und (7' — A\)™': X — X
stetig ist, so folgt bereits die Abgeschlossenheit von T'. Denn nach Lemma 4.6 ist

(T — \)~! abgeschlossen, und damit ist auch T'— X\ abgeschlossen (wie man z.B. mit
Bemerkung 4.5 b) sieht). Somit ist auch 7" abgeschlossen (wieder mit Bemerkung 4.5

b)).
¢) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.
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4.10 Definition. Sei T': X D D(T) — X ein abgeschlossener linearer Operator.

a) Fir A € p(T) heiBt Ry\(T) := (T — \)~! die Resolvente von T'. Die Abbildung
p(T) — L(X), A — Rx(T), heiBBt Resolventenabbildung.

b) Fiir A € 0,(T) heifit ker(7" — ) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und
{re€D(T): IneN:ze€ D(T") und (T — \)"z =0}
der algebraische Eigenraum von 7" zu \.

Hierbei haben wir den Definitionsbereich fiir die Verkniipfung von Operatoren (ins-
besondere den Definitionsbereich von (7" — A\)") auf naheliegende Weise definiert:

4.11 Definition. Seien X, Y, Z normierte Rdume. Seien ferner S, S lineare Opera-
toren von X nach Y und T ein linearer Operator von Y nach Z.

a) Der Operator S + S ist definiert durch

D(S+S) :=D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 9)).
b) Der Operator T'S: X — Z ist definiert durch

D(TS) :={x € D(S): Sz € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (x € D(TS)).
¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) € D(S) und §|D(S) = 9 gilt.

4.12 Beispiel. Sei X = (> und S = S € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel
4.2, dh. S(xy,29,...) == (0,21,29,...). Dann ist D(S) = (2, kerS = {0} und
ey —y|| > 1 fiir alle y € R(S), wobei e; := (1,0,0,...). Daher ist R(S) # X und
damit 0 € 0,.(9).

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung

4.13 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit
|IT|| < 1. Dann e:cz'stz’ert (1-T)"' e L(X), und es gilt (1 =T)' =3, T" und
”(1 - ) 1” < 1— ||T||

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z 17" < Z 17" = IITH
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d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := >~ T" € L(X), und es

. 1
gilt 1S < =z

Esgilt ST=TS =% T""=5-1,dh S(1-T)=(1-T)S =1 und damit
S=(1-T)" O

4.14 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T: X D D(T) — X ein abgeschlossener

linearer Operator. Dann ist p(T') offen und somit o(T') abgeschlossen.

Beweis. Falls p(T') = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T—X=T—=X—(A=X)=(T—=X)[L=A=X)(T—X)""]

Nach Definition der Resolventenmenge ist (7" — \g)~' beschrinkt. Fiir A € C mit
IAN = Xo| - [[(T = Xo) Y| < 1 existiert

1

(1= (A= 2)(T = X) '] € L(X)

nach Lemma 4.13. Damit existiert
(T=XN)"=[1= (A= X)(T = X)'] (T = A)! € L(X).

Somit gilt
{/\ €C: A= ol < [|(T = 2o) " } c p(T),

also ist p(7") offen. O

4.15 Korollar. a) Fir \g € p(T) gilt
| R (T)|| > [dist (Ao, o(T))] "

b) Fiir Ay € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || R, (T)|| ™" gilt

o0

RA(T) =) (A= Xo)" Ry (T)"H.

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 4.14, b) aus der Darstellung
von R, (T) im Beweis von Satz 4.14 und der Neumann-Reihe. O

4.16 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.
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Beweis. (i) Fiir A € C mit [A| > ||T|| ist T — X = (—=A\)(1 — A™'T') nach Lemma 4.13
in L(X) invertierbar, d.h. A € p(T). Also ist o(7") eine abgeschlossene Teilmenge
von {\ € C: |A| < ||T']|} und damit kompakt.

(ii)) Angenommen, es gilt p(T') = C. Nach Korollar 4.15 b) gilt fiir jedes x € X und
jedes f € X'

oo

g(A) = F(RA(T)z) =) (A= Xo)" f (R (T)" ),

n=0

falls |A — Xo| < ||Ra,(T)||”". Also ist ¢ eine in ganz C holomorphe Funktion. Fiir
A2 2|7 il
_ 1 — 2
IRA(T)] = [[(=\) 1 = A7) < o (IAl = 00),

damit ist g: C — C beschrankt. Nach dem Satz von Liouville aus der Funktionen-
theorie folgt, dass g konstant ist, und wegen |g(A\)| — 0 (JA\| — oo) erhalten wir
g(A\) = 0. Insbesondere gilt f(R),(7)z) = 0 fir alle f € X’ und x € X und damit
Ry, (T) = 0 im Widerspruch zur Bijektivitdt von T — Ao. O

4.17 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschréinkte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T') = C und o(7) = () auftreten kénnen.

a) Sei X = C([0,1]) und Tf := f' fiir f € D(T) := C*([0,1]). Dann ist T" unbe-
schriankt, da | Tf,|| = n und || f,|| = 1 gilt fiir f,(t) := ¢

Wir zeigen, dass T" abgeschlossen ist: Sei ( f,,)neny € D(T') mit Konvergenzen f,, — f
in X und T'f,, = f, — g in X. Da (f)neny und (f))nen gleichméfig konvergieren,
gilt f € C1([0,1]) und f/ — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =Tf.

Weil fiir jedes A € C die Funktion f(t) := e in ker(T — \) liegt, gilt gilt o(T) =
o,(T) =C.

b) Sei X := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]): f(0) =0} und T'f := f" fur f € D(T) :=
{f € X:f € X}. Sei A € C, und seien f,g € X. Betrachte die Gleichung (T —
AN f =g, dh. f/—\f =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese
gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

ft) = eAtA e g(s)ds.

Es gilt f/(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f* € X und damit f € D(T). Somit ist
T — X\: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T) = C.

Der Vergleich von a) und b) zeigt, dass eine kleine Anderung des Grundraums X
das Spektrum eines unbeschrinkten Operators erheblich beeinflussen kann.
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4.18 Definition und Satz (Adjungierte beschrinkter Operatoren). Seien X,Y
Banachriume und T € L(X,Y). Fir jedes f € Y' wird durch fi == foT, d.h.
fi(z) :== f(Tx) (x € X) ein beschrinktes lineares Funktional fi € X' definiert. Die
Abbildung T": Y' — X', f +— foT heifst (Banachraum-)adjungierter Operator zu
T. Es gilt T" € L(Y', X"). Die Abbildung T — T', L(X,Y) — L(Y’', X') ist eine
Isometrie.

Manchmal schreibt man (z, g) x«x := g() fiir £ € X und g € X’. In dieser Schreib-
weise wird die Gleichung f(Tz) = (17" f)(z) zu

Tz, flysyr = (2, T f)xxx-
Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

@) = [fT2) < flly - N7l e X,

ist || fill, < [T - I fllyr, d-h || 77)] < ||T7||. Der Operator 7" ist linear wegen

T'(af + Bg)(z) = (af + Bg)(Tz) = af (Tz) + Bg(Tx).
Ebenso ist die Abbildung 7" — T linear.

Zu zeigen ist noch, dass ||T'|| < ||7”|| gilt. Nach Lemma 3.5 a) existiert zu z € X ein
fo €Y' mit ||fylly, =1 und f,(Tz) = ||Tz||y. Damit ist

1Ty = |fo(Tx)| = [(T"fa) ()] < T7| -l x - -

4.19 Bemerkung. Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir den adjungierten Ope-
rator: Falls T € L(X,Y) und S € L(Y,Z), so ist (ST) = T'S’. Denn es gilt
((STY f)(x) = F(STx) = (S'F)(Tx) = [I'(S'f))(x) (¢ € X), also (ST)'f = T'S'f
fiir jedes f € Z'.

Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (T') = (T")~!. Dies folgt aus (T~1)T" =
(TT™'Y = idy = idy: und T(T~Y) = (T7'T) = idy = idx.

4.20 Definition (Adjungierte unbeschrénkter Operatoren). Seien X, Y Banachraume

und 7': X — Y ein linearer dicht definierter Operator (d.h. D(T") = X). Definiere
D(T):={feY" 3 feX mit f(Tz) = fi(z) (x € D(T))}

und
T'f:=fi (fe€DT)).

Kurz kann man auch schreiben: D(T") = {f € Y': o — f(Tz) € X'}. Die Abbil-
dung T7": Y — X’ mit Definitionsbereich D(7T”) heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 7.
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4.21 Bemerkung. a) T"f ist eindeutig definiert. Denn seien f, fo € X’ mit fi(x) =
f(Tx) = fo(x) (x € D(T)). Da D(T) = X und fi, fo stetig sind, folgt f; = fo auf
ganz X. Aus der Eindeutigkeit von 71" f folgt dann auch die Linearitit von 7".

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (x € D(T)).

c¢) Der Operator T” ist abgeschlossen. Denn sei (f,)nen € D(T”) mit Konvergenzen
fo— finY' und T'f,, — ¢ in X'. Dann gilt fiir z € D(T):

F(Tx) = Tim £,(Tx) = lim (T'f,)(x) = g(z).
Damit haben wir f € D(T") und (f,g) € G(T") nach b).

Hilbertraume sind Spezialfille von Banachraumen, daher iibertragen sich die obigen
Definitionen auch auf Hilbertrdume. Man verwendet aber meistens den Begriff der
Hilbertraum-Adjungierten. Grundlage dafiir ist die Beschreibung des Dualraums
durch den Satz von Riesz (Satz 2.32).

4.22 Definition und Satz. Seien X,Y Hilbertraume, und T € L(X,Y). Dann
existiert zu jedem y € Y genau ein x* € X mit
(Tx,y)yy = (x, %) (v € X).

Setze T*y = x*. Die Abbildung T* € L(Y, X) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.18 und dem Satz von Riesz. Man beachte, dass
die Abbildung aus dem Satz von Riesz

ix: X > X', x— (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hingen Hilbertraum- und Banachraum-
adjungierte iiber T* = iy o T 0 iy zusammen. O

4.23 Definition. Seien X,Y Hilbertraume und 7: X — Y ein linearer dicht defi-
nierter Operator. Definiere

D(T") := {y eY: e X : (Tx,y)y =(zr,2%)y (v € D(T))},
Ty =" (xeD(T)).

Der Operator T* heifit (Hilbertraum-)Adjungierte von 7.
4.24 Definition. a) Seien XY Hilbertrdume und 7' € L(X,Y’). Dann heiit T
unitéar, falls 77" = idy und T*T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7" ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit T’
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(i) selbstadjungiert, falls T'= T,

)
(ii) normal, falls TT* = T*T,
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls 7" abschliefSbar ist und T selbstadjungiert ist,
)

(iv) symmetrisch, falls T C T* gilt.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass zwei Operatoren genau dann gleich sind,
falls sie gleiche Definitionsbereiche haben und darauf gleiche Werte annehmen.
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5. Distributionen und Sobolevriaume

5.1 Worum geht’s? In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es
oftmals sinnvoll, den Begriff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzu-
lockern. Dies ermoglicht es etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher
sind als bereits bekannte, trotzdem aber fiir viele Anwendungen ausreichend sind.
Die Theorie der Distributionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es
uns im Folgenden erlauben werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Ins-
besondere werden wir in der Lage sein, der Diracschen -, Funktion® einen préazisen
Sinn zu geben. Dies wiederum wird von groflier Wichtigkeit fiir die darauf folgende
Potentialtheorie sein. Zu erwéhnen ist, dass der Name ,, Distributionen®“ von Laurent
Schwartz eingefiihrt wurde.

a) Distributionen

In diesem Kapitel werden wir die praktische Multiindex-Schreibweise verwenden:

5.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien z,£ € R™ und a € Nj. Dann
definieren wir

n
€ = Z ST
j=1
n

2] o= (ijz)m’

j=1
=t
lal =1+ -+ + .
Fiir f € Cl*/(R") sei
o™ o

01 () = g g ()

5.3 Definition. Sei G C R" offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heifit supp ¢ := {x € G: ¢(z) # 0} der Tréger von
©.

Die Menge C*(G) := {p € C*(G): suppp C G, supp ¢ kompakt} heifit die Men-
ge der Testfunktionen auf G (oder die Menge der C'*°-Funktionen mit kompaktem
Triager). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C5°(G) := C(G).

b) Sei (pr)een € C°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt: Es gilt ¢, 79

0 (¢ — 00), falls eine kompakte Teilmenge K C G existiert mit supp p, C K (¢ € N)
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und

Va € Nj: sup |0%(z)] = 0 (£ — o).
zeK

¢) Die Menge 2'(G) wird definiert als die Menge aller Abbildungen u: 2(G) — C
mit den Eigenschaften

(i) u: 2(G) — C ist linear,

R . 72(G) :

(ii) fur alle Folgen (pg)seny mit pp — 0 (£ — 00) gilt u(pe) — 0.
2'(G) heiit Menge der Distributionen von G.

5.4 Bemerkung. a) Es existiert eine Topologie 7 auf 2(G) (in Form einer lokal-
konvexen Topologie), so dass die oben definierte Konvergenz in Z(G) gerade der
Konvergenz bzgl. T entspricht und eine lineare Abbildung u: 2(G) — C genau
dann stetig ist, wenn c¢) (ii) gilt. Versieht man 2(G) mit dieser Topologie, so ist
72'(G) ={u: 2(G) — C|u linear und stetig}.

b) Es existieren ausreichend viele Testfunktionen; ein Beispiel einer Testfunktion
ldsst sich mit Hilfe der exp-Funktion konstruieren. Tatséchlich liegen die Testfunk-
tionen sogar dicht in LP(G) fiir 1 < p < oo (aber nicht in L>(G)). Der Beweis dieser
Aussage verwendet etwa den sogenannten Friedrichsschen Glattungsoperator.

5.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei f € L} .(G) :={f: G — C: VK C G,
K kompakt: f|x € L'(K)}. Dann definiert

1: 2@ =R o [Me)= [ e
eine Distribution, denn
(1) [f] ist offensichtlich linear.
(73) Sei (pr)een eine Folge in 2(G) mit ¢y 29 0 fiw 0 oo, dann folgt:
el < [ 1o do < il - 500 lorlz)] = 0
G reK

fiir £ — oo und ein passendes K C GG, K kompakt. In diesem Zusammenhang
spricht man auch davon, dass [f] eine von f erzeugte Distribution ist. Eine
von einer Li -Funktion erzeugte Distribution heifit regulire Distribution.
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5.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulére Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,Deltafunktion®), die fiir festes xy € G
definiert ist durch

0zg: D(G) = C, @+ 0y () 1= p(0).

Offensichtlich ist 6,,: Z(G) — Clinear. Sei (p¢)en C Z(G) eine Folge mit ¢y 7S 0.
Dann gilt

190 (o)l = lipe(wo)| < sup [ge(z) =0
Te
fiir £ — oo und jedes kompakte K C G mit g € K.

Die Dirac-Distribution ist jedoch nicht regulér. Denn sonst existiert ein f € Ll (G)
existiert mit

&d@=¢@w=1fwwwmx(weﬁﬁn

Wir wihlen € > 0 so, dass B(zg,e) C G und fB(xO 0 |f(z)|dz < 1 gilt. Weiter
wéhlen wir eine Testfunktion ¢, fiir die einerseits supp ¢ C B(zo, €) und andererseits
Ve e G: p(xo) > ¢(x) > 0 sowie p(zg) > 0 gilt. Damit ergibt sich dann aber

sui) = o) = loteo) =| [ s@e@ de] <o) [ 1r@lar < ptro)

Widerspruch.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwidhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet
aber, dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen
nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C*(R") und [f]
die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle p € Z(R™) und
alle @ € Nj mit |o| < k

1) = | @ ede= (-1 [ forpds = (-1 [f(0")

n R

Dies motiviert die folgende

5.7 Definition. Fiir beliebiges u € Z'(G) sei fir a € Nj
u: 2(G) — C, @ (=D)u(9%).
0%u heifit Ableitung der Distribution u vom Grad |a|.

Es ist klar, dass 0“u € Z'(G) ist, da mit ¢, 7% () auch 0%py 79 g gilt. Also ist
jede Distribution beliebig oft differenzierbar.
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5.8 Beispiel (Heaviside-Funktion). Sei

1, falls x >0,

A) = Xiooo) (%) = {o falls 2 < 0.

Dann ist h € Li (R), und fiir p € Z(R), supp ¢ C [a,b] mit a < 0 < b gilt

loc

b b
M) = — / h(z)g'(z) dz = — / o (2) dr = (0) = o(p).

Also erhalten wir [h] = Jp in Z'(R). Fiir die zweite Ableitung gilt direkt nach
Definition

[h]"(0) = do(p) = —=do(¢) = = (0) (v € Z2(R)).

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im Folgenden sei G C R” ein Gebiet und 1 < p < oc.

Fiir eine Distribution v € 2'(G) und einen Multiindex o € Ny schreiben wir
0%u € LP(G),

falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0%u = [f] in 2'(G). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige regulére Distribution.

5.9 Definition (Sobolevraume). a) Zu s € Ny definiere
WH(G) :={ueZ'(G): 0% e L’(G) (0<|al <s)}.
Als Norm in W (@) definiert man

1/p

lullws ey = lullype = | D N10%ulfne)

0<]a|<s

b) Zu s € Ny definiere Hy(G) als die Vervollstindigung von {u € C*(G): [[ull, 4 <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?*(G).

¢) Zu s € Ny definiere H;(G) als den Abschluss von C¢°(G) im Raum H(G).

5.10 Bemerkung. a) In der Definition von W;(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

Wi G) ={u e LP(G): 0"ue LP(G) (0< |af <s)}
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b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden.
Im Fall von H;(G) ist aber wegen ||| 1,y < [|[],, ¢ offensichtlich H}(G) C LP(G),
d.h. ein Element der abstrakten Vervollsténdigung kann mit einer Funktion in LP(G)
identifiziert werden.

¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U, 0) sy = Z (0%, 0°0) 1) -

laf<s

5.11 Lemma. Die Riume H;(G) und W;(G) sind Banachrdaume.

Beweis. Der Raum H(G) ist als Vervollstiandigung eines normierten Raumes kon-
struktionsgemif ein Banachraum. Sei also (us)eeny C W, (G) eine Cauchyfolge. Nach
Definition der Norm ist fir 0 < |a| < s auch (0%uy)eeny C LP(G) eine Cauchyfolge,

-----

Fiir die zugehorigen reguléren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir
alle p € 2(G)

0°ud(¢) — [ual()] = /G (0°ur — ) (2)p(z) dz

< [|0%ue — uOéHLP(G) ’ ||S0||Lq((;) — 0 (£ — o0),

wobei % + % =1 ist. Also gilt

(0°[u)) () = (=1)*u)(9%p) = lim (~1)*'[ur) (9%¢) = lim [0"us] () = [ual(p)

{—o00 f—r00
fiir alle o € 2(G). Somit ist 0%u = u, in Z'(G), d.h. u € WS(G).
Es folgt

lue —ulls, ¢ = Z 10%ue — 3a“||§p(c) — 0 ({ — o0),
0<a|<s

also haben wir uy — u in WJ(G), und W (G) ist ein Banachraum. O

Die beiden Definitionen von Sobolevraumen sind fiir allgemeine Gebiete dquivalent.
Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wihrend die ersten Definitionen bereits
1938 formuliert wurden).

5.12 Satz (,H = W*). Firl <p<oo unds € Ny gilt
WiG) = Hy(G).

© Robert Denk 22.07.2022



5. Distributionen und Sobolevrdume 47

Beweisskizze. (i) Es gilt H3(G) C W3 (G): Sei u € Hy(G) und (ug)en C C*(G) eine
Cauchyfolge bzgl. [|-[|,, o, welche gegen u konvergiert. Nach Definition der [|-[|, , +-
Norm gilt wieder 0%u; — u, mit u, € LP(G). Wie im letzten Beweis sieht man
0% = u, in Z'(G) und damit v € W (G).

(ii) Fiir die Inklusion W (G) C H(G) ist zu zeigen, dass C°(G) N H(G) dicht in
W3 (G) liegt. Unter Verwendung des Friedrichsschen Gléttungsoperators kann man
sogar zeigen, dass

{p e C(G): el pe < o0}

dicht in W, (G) liegt. Dies geschieht {iber eine kompakte Ausschépfung von G und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [!]
beschrieben. ]

5.13 Bemerkung. Statt mit distributionellen Ableitungen zu arbeiten, kann man
auch schwache Ableitungen betrachten. Zu v € L*(G) und a € N? heifit eine Funk-
tion f, € L*(G) die schwache a-fache Ableitung von u, falls

/GU(x)(aaw)(x)dxz (—1)“'Lfa(x)¢(x)dx (p € 2(G))

gilt. Man beachte, dass wegen u, @, 3%¢, f, € L*(G) alle Integrale existieren. Direkt
anhand der Definitionen sieht man, dass die schwache a-fache Ableitung f, mit der
distributionellen Ableitung 0“u tibereinstimmt, und dass der Raum H*(G) genau
aus allen v € L?*(G) besteht, fiir welche alle schwachen a-fachen Ableitungen mit
|a| < s existieren. Das Konzept der schwachen Ableitung hat den Vorteil, ohne den
Begriff der Distributionen auszukommen, ist aber weniger allgemein, da z.B. die
Heaviside-Funktion keine schwache Ableitung besitzt.

c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume

Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevraume werden nicht bewiesen.

5.14 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < oo,
und sei G C R™ ein C'-Gebiet.

Falls s > % + k, dann gilt
Wi G) — CH@).
Insbesondere existiert ein C' > 0, so dass fiir alle w € W3 (G) die Abschitzung

[ullorey < Cllullys e

gilt.
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5.15 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K: X — Y eine (nicht
unbedingt lineare) Abbildung. Dann heift K kompakt, falls fiir jede beschrinkte
Folge (z,,)neny C X die Folge (Kxy,)neny C Y eine konvergente Teilfolge besitzt.

5.16 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei G C R" ein beschrinktes C'-Gebiet.
a) Firl <p< oo und s € N ist die Einbettung
Wi(G) — LP(G)

kompakt.
b) Fiir 1 <p < oo und s € N mit sp > n ist die Einbettung

W3(G) = (@)
kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschétzungen beweisen zu kénnen.

5.17 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante b > 0 so, dass

lull 2y S 0IVUllp2geny  (w€ Hy(G)).

Damit ist durch

1/2
ulme = (D 10l )

|af=1

auf Hy(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm [|-|| () dquivalent ist.
Beweis. Es sei G ohne Einschrankung in z,-Richtung beschrankt, d.h. es gelte

GCc{reR":0<xz, <b}

fiir ein b > 0. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir u € Z(G), wobei wir u(z) := 0
fir z € R™ \ G setzen. Offenbar gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

u(z) = / 1-Ohu(xy, ..., oy 1,t)dt.
0

Damit konnen wir unter Verwendung der Cauchy—-Schwarz-Ungleichung wie folgt
abschétzen:

Tn b
fu(z) 2 < b/o O, w1, )Pt < b/o Vo, e, t)dt.
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Somit folgt

b b
||U||iz(G) < b/o {/Rnl /0 |Vu(xy, ... To 1, t)|Pdtdy - - d:vn_l} dzx,

< B | Vulia)
und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € Hy(G) durch Approximation in der ||-|| ;1 (g-Norm. O

5.18 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C R™ ein beschrinktes C*-
Gebiet. Dann ezistiert ein ¢ > 0 mit

il < ¢ (19l + | [ uteaal ) we i),

Damit ist durch

2 2 1/2

[[ul

eine Norm auf H*(G) gegeben, welche zur Norm [l 771y dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass eine Folge (u/)rey € H'(G) existiert mit
el 2y = 1 und

||VW||L2 + } (uy, 1>L2(G) ‘ —0 (£ — oc0).
Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (y)sen, die etwa
gegen ug € L*(G) konvergiert. Wegen ||V, — 0 folgt, dass ()eny C H'(G) eine
Cauchyfolge ist. Da H'(G) vollstéindig ist, existiert ein g € H'(G) mit u, — ug
in H'(G). Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist uy = uy. Wegen (ug, 1) —
0 folgt (ug,1) = 0. Andererseits gilt Vug = lim,_,., Viy = 0, also ug = const.
Insgesamt folgt also uy = 0, was im Widerspruch zu

Juoll 2 = Jim (1] o = 1

steht. O
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