Skript zur Vorlesung

Funktionalanalysis

Sommersemester 2009

Robert Denk

[T1
/

Universitat Konstanz

Fachbereich Mathematik und Statistik

Stand: 3. 8. 2009



Inhaltsverzeichnis

1 Topologische und metrische Rdume, Kompaktheit . . . ... ... .. 1
a) Topologie und Metrik . . . . ... ... ... ... L. 1
b) Kompaktheit . . . ... ... o 5
2 Normierte Rdume und Hilbertrdume . . . . . . . . .. ... ... ... 9
a) Normierte Rdume und Banachrdume . . . . ... .. ... .. ... 9
b) Hilbertrdume . . . . . ... ... Lo 14
c¢) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir Hilbertrdume . 16
d) Orthonormalbasen . . . . . ... .. ... ... ... ....... 18
3 Lineare Operatoren: Grundbegriffe . . . . . . ... .. ... ... ... 24
a) Operatoren und Spektrum . . . . . . ... ... ... L. 24
b) Eigenschaften der Resolventenabbildung . . . . . .. ... ... .. 27
4 Dualrdume und adjungierte Operatoren . . . . . . . . ... ... ... 31
a) Dualrdume und Reflexivitdt . . . .. ... ... ... ... .. 31
b) Adjungierte Operatoren in Banachrdumen . . . . . . ... ... .. 33
¢) Adjungierte Operatoren in Hilbertrdumen . . . . .. .. ... ... 34
5 Distributionen und Sobolevrdume . . . . . .. .. ... 38
a) Distributionen . . . . . ... oo o 38
b) Sobolevraume: Definition und erste Eigenschaften . . . . . . . . .. 41
c) Wichtige Satze aus der Theorie der Sobolevrdume . . . . . . . . .. 44
6 Klassische Séatze der Funktionalanalysis . . . . . . ... ... .. ... 48
a) Der Satz von Baire . . . . ... ... oL 48
b) Hahn-Banach-Sétze . . . . . . ... ... ... .. ... 52
7 Niitzliches iiber das Spektrum . . . . . . . ... ... ... .. .... 56
8 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren . . . . 63
a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkil . . . . . . ... .. .. .. 63
b) Orthogonale Projektionen . . . . . . .. ... ... ... ...... 70

c¢) Projektorwertige MaBle und der Spektralsatz . . . . . ... ... .. 73



9 FEigenschaften der LP-Rdume . . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 83

a) Die Faltung . . . . . . ... . 83

b) Vollsténdigkeits- und Dichtheitsaussagen . . . . . . . . . ... ... 85

10 Die Fourier-Transformation . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 89
Literatur . . . . . . . . e 95

A Index . . . 96



1. Topologische und metrische Riaume,
Kompaktheit

a) Topologie und Metrik

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

1.1 Definition. Sei X # ) eine Menge; &(X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C &?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt

(i) 0,X eT,
(i) Falls A,B € T, soist auch ANB €T,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € 7 (i € I), so ist auch (J,. ; 4; € 7. In
diesem Falls heiit (X, 7") ein topologischer Raum.

b) Seien (Xi,77) und (X, 73) topologische Réume. Dann heifit eine Abbildung
f: X, — X, stetig, falls f~1(7;) C 7;. Die Abbildung f heifit offen, falls fiir al-
le U € Ty gilt f(U) € T5. Die Abbildung f heifit ein Homéomorphismus, falls f
bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

c) Sei % C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die U enthélt, die von U
erzeugte Topologie 7 (U).

d) Sei I eine Menge und (Y;,7;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f;: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie 7 (F') auf X. Es gilt

T(F) = T({f;l(w U €T, ic 1}).

e) Sei X = [],.; X; das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir 7 € I ist. Sei pr; : X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heif3t
7 ({pr; : i € I}) die Produkttopologie auf X.

1.2 Bemerkung. a) Die erzeugte Topologie 7 (%) ist das System aller Mengen der
Form UZ.E] ﬂfj:l Ui, mit U;, € U, N € N, I eine Indexmenge.

b) Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei einer o-Algebra
A gilt statt a) (iii) nur

A, €A (neN) = |JA, €4,

neN
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2 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in a).

c) Die kleinste (grobste Topologie) auf einer Menge X ist gegeben durch 7; :=
{0, X}. Die grofite (feinste Topologie) ist gegeben durch 75 := P(X).

1.3 Definition. Sei (X, 7) topologischer Raum.

a) Ein Mengensystem % C 7 heifit eine Basis der Topologie 7, falls sich jedes
Element von 7 als Vereinigung von Elementen aus % schreiben ldasst. Ein Mengen-
system 7 heifit eine Subbasis von 7, falls 7 die von % erzeugte Topologie ist.

b) Eine Menge U C X heifit genau dann offen, falls U € 7, und genau dann
abgeschlossen, falls X \ U € 7. Das Innere A einer Menge A C X ist definiert als
die grofte offene Menge U mit U C A. Der Abschluss A ist definiert als die kleinste
abgeschlossene Menge V mit A C V.

c) Eine Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes = € X, falls eine offene
Menge U € T existiert mit x € U C V. Eine Familie .4 von Teilmengen von X
heifit eine Umgebungsbasis des Punktes x € X, wenn jedes N € .4 eine Umgebung
von z ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € 4 existiert mit N C M.

d) (X, 7T) heiBt Hausdorff-Raum (oder Ty-Raum), falls fiir jedes z,y € X mit z # y
offene Mengen U,, U, € T existieren mit = € U,, y € U, und U, N U, = 0.

e) (X,7) heifit normal (oder T4-Raum), falls (X, 7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A, As mit A; N Ay = () offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = 0.

Die beiden folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen.

1.4 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,7) normaler topologischer Raum, und
seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit A1 N Ay = (). Dann ezistiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und f|la, =0, fla, = 1.

1.5 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, 7) ein normaler topologischer
Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R mita < b und f: M — [a,b] stetig. Dann
existiert eine stetige Fortsetzung F: X — [a,b] von f.

1.6 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. Dann heifit
d eine Metrik und (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir alle z,y, z € X gilt:

(i) d(z,y) = d(y,z)
(ii) d(z,y) =0 x =y

© Robert Denk 3. 8. 2009



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 3
(ili) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)

1.7 Beispiele. Einige Beispiele von metrischen Réumen sind:

a) Sei X beliebig und

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C ist gegeben durch d(z,y) = |z — y|.
c¢) Sei X = C([0,1];R). Dann sind

d(f,9) = If = gllc := sup [f(x) = g(z)],

z€[0,1]
da(f.9) = IIf — gllus = / (@) - g(w)|dz

zwel Metriken auf X.

1.8 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um 2y mit Radius > 0 ist definiert als B(xg,r) := {z € X|
d(zg,x) <71}
b) Eine Teilmenge U C X heift offen, falls fiir alle u € U ein € > 0 existiert mit

B(u,e) C U. Dies definiert die Topologie 7;, d.h. jeder metrische Raum ist damit
ein topologischer Raum (X, 7).

c¢) Ein topologischer Raum (X, 7") heifit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
T,=T.

1.9 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum me-
trisierbar ist: Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und 7 := {0, X }.
Falls (X, 7) metrisierbar mit Metrik d wére, so wire fiir zwei Elemente x # y € X
der Abstand v := d(z,y) positiv und es folgt B(x,3) € 73. Wegen § C B(z,3) € X
erhalten wir einen Widerspruch.

1.10 Beispiel. Wir greifen das Beispiel 1.7 ¢) noch einmal auf. Die Identitét idy : f +—
f, ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit héngt von der gewahlten Metrik ab:

So ist id: (C([0,1]),dy) — (C([0,1]),d2) stetig, denn es gilt

do(f,g) = / F(2) — g(@)ldz < sup |f(x) — g(x)| = di(f. g).

z€[0,1]

© Robert Denk 3. 8. 2009



4 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit
Hingegen ist id: (C([0, 1]),d2) — (C([0,1]), d;) nicht stetig: Definiere zu n € N die
Funktion f,, wie in folgender Abbildung:

1 ]

1 1 i
241 21 1

Dann gilt

1 1 - 1
-1 2n+1" 2n—-1(2n+1)

G0 = [ 1@l = 5

— 0,

aber: dy(f,,0) = SUDze0,1] | fn(z)| = 1.

Bei topologischen Rdumen bzw. metrischen Rdumen kann man einige Begriffe de-
finieren, die schon aus der Theorie normierter Rdume bekannt sind. Hier einige
Beispiele:

1.11 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum, (z,), C X Folge.

a) Ein Element 2 € X heifit Haufungspunkt von (z,,),, falls in jeder offenen Menge,
die z € X enthélt, unendlich viele Folgenglieder liegen.

b) Ein Element x € X heit Grenzwert oder Limes der Folge (z,),, falls in jeder
offenen Menge, die = enthélt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. Man
schreibt lim,,_, z, := .

1.12 Definition. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume. Dann heiit eine Abbil-
dung f : X — Y eine Isometrie, falls

dy(f(z), f(y)) = dx(z,y) (z,y € X) (1-1)

gilt. Eine bijektive Isometrie heifft isometrischer Isomorphismus.

1.13 Beispiel. Versicht man R"™ mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R™.

1.14 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Eine Folge (2,,)neny C X heifit eine Cauchyfolge, falls gilt

Ve>03dno e NVn,m>ng:d(x,x,) <e.
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit )

Der Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.

b) Eine Menge A C X heifit beschréinkt, falls ein 7 > 0 und ein xy € X existieren
mit A C B(xg, ).

¢) Seien A, B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A D B gilt.

1.15 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,,),
eine Cauchyfolge. Dann existiert ein o € X und ein ng € N so, dass fiir alle n > ng
gilt: z,, = zo.

1.16 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Es existiert ein beschrdankter metrischer Raum (X,d'), welcher homéomorph zu
(X, d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Siehe Ubung (man wihlt d' = pi(f—(’g’)y)).

b) wird hier nicht bewiesen. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.

1.17 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h. es ezistiere ein k € [0,1) mit

Dann existiert genau ein Fixpunkt von T, d.h. genau ein x* € X mit Ta* = x*. Fiir
alle zo € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x*, und es gilt die Abschdtzung

n

d(z*, T"xg) < . i

2 : d(TJ)O, ZL‘Q).

b) Kompaktheit

1.18 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xca (Wobei A eine beliebige
Indexmenge ist) mit Uy € 7 und A C [J,., U Eine endliche Teiliiberdeckung der
offenen Uberdeckung (Uy)aeca ist eine Uberdeckung der Form A C U?:l Uy, mit
n € Nund \; € A.

© Robert Denk 3. 8. 2009



6 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

b) Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.19 Satz. Seien (X, 7x) und (Y, Ty ) topologische Riume. Falls X kompakt ist und
f:(X,Tx) — (Y, Ty) stetig, so ist der Wertebereich f(X) kompakt.

Beweis. Sei f(X) C Uyep Va mit Vi € Ty. Setze Uy := f~1(V4). Da f stetig ist,
folgt Ux€Tx, und X C [J,cp Us ist eine offene Uberdeckung von X. Wegen der
Kompaktheit von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C U;l:l U, Dann
ist aber f(X) C Jj_, Vi, ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, und f(X) ist
kompakt. [

1.20 Bemerkung. In (R™, |-|) gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt, wenn
A beschréankt und abgeschlossen ist. In beliebigen metrischen Raumen (X, d) gilt nur
eine Richtung: Jede kompakte Teilmenge A ist beschrankt und abgeschlossen, aber
nicht umgekehrt, wie das unten stehende Beispiel 1.21 b) zeigt.

1.21 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X
beschrinkt und abgeschlossen, aber X = |J, .y B(z, 3) ist eine offene Uberdeckung
von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.

b) Sei
X =0 ={r=(,&, ) : &R, Y |§]* < oo},
j=1

Durch

d(z,y) := (i & — 77]'\2)%

wird eine Metrik auf ¢2 definiert. Fiir die Einheitsvektoren

e; =(0,0,...,0, _1_,0,...)

j-te Stelle

gilt v = 322 jej und d(e;, ;) = V2 (i # 7). Die Einheitssphire S := {x | d(z,0) =
1} ist beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Denn S C {J,cq B(z, \/75) ist eine offene Uberdeckung von S. Falls eine endliche
Teiliiberdeckung S C (Jj_, B(z;, \/75) existiert, so existieren ein zg € {z1,...,x,}
und Indizes ¢ # j mit e;, e; € B(xo, ‘/75) Damit folgt

V2 =d(e;,e;) < d(es, x) + d(xo,e;) < +YE_ e

ol
<l

© Robert Denk 3. 8. 2009



1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 7

Widerspruch. Also ist S nicht kompakt.

c) Wiére in einem metrischen Raum jede abgeschlossene, beschrinkte Menge auto-
matisch kompakt, so wére jeder metrische Raum kompakt, da jeder metrische Raum
hom&omorph zu einem beschréankten, metrischen Raum ist.

1.22 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind dquivalent:

(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.
(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

1.23 Definition. Sei (X, d) metrischer Raum.
a) Dann heifit X folgenkompakt, wenn jede Folge in X einen Haufungspunkt besitzt.
b) Der Raum X heifit totalbeschrankt, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Menge
E C X gibt mit:

X = B(,e).

zel

E heifit (endliches) e-Netz fiir X.

1.24 Bemerkung. Entsprechendes gilt auch fiir Teilmengen A C X, wobei £ C X
ausreicht. Daraus ist £ C A konstruierbar (Dreiecksungleichung).

1.25 Satz. (X, d) sei metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist kompakt.
(il) X ist folgenkompakt.
(iii) X ist totalbeschrinkt und X wvollstandig.

Beweis. (i)=-(ii). Angenommen, es existiert eine Folge (x,,)nen, welche keinen Hau-
fungspunkt besitzt. Dann existiert zu jedem x € X ein ¢, > 0 so, dass die Men-
ge {n € N |z, € B(x,e,)} endlich ist. Durch X C (U, B(z,¢,) ist eine offene
Uberdeckung von X gegeben, und da X kompakt ist, existieren ein m € N und
Tl ey Ty € X mit

X =|JB(@j,e,).
j=1

Insbesondere sind alle (unendlich vielen) x,, in den endlich vielen Kugeln enthalten.
Dies ist ein Widerspruch zur Endlichkeit der Menge U;n:l{n €N:w, € B(Tj,e,,)} <
00.

© Robert Denk 3. 8. 2009



8 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

(ii)=-(iii). Als folgenkompakter Raum ist X vollstéindig. Angenommen, X ist nicht
totalbeschrankt. Dann existiert ein ¢ > 0 mit |Jj_, B(z;,e) € X fiir alle endlichen
Mengen {z1,...x,}. Wihle z; € X beliebig, xo € X\B(z1,¢), 3 € X\(B(x1,¢) U
B(zg,¢)) usw. Dann gilt x4, € X\ U}, B(z;,¢). Fiir alle v € X liegt maximal ein
Element der Folge in B(x, §), da d(xy, 2n41) > €. Also besitzt die Folge (z,,), keinen
Héufungspunkt in X, Widerspruch.

(iii)=(i). Wir nehmen an, es gibt eine offene Uberdeckung A von X, welche keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Da X totalbeschréankt ist, existieren n € N und
Yy s Y € X mit X = U?Zl B(yj,%). Wiiren alle B(yj,%), j = 1,...,n, endlich
iiberdeckbar, so auch X. Also gibt es 21 € {y1, ..., Y } so, dass B(1, ) nicht endlich
iiberdeckbar ist.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (x,,),: Seien x1, ..., x,, gegeben und so konstru-
iert, dass B(x,_1, Zn%l) nicht endlich iiberdeckbar ist, d.h. es gibt z,, € B(x,,_1, 2'”%1)
mit B(x,, 37) nicht endlich iiberdeckbar. Da die Abschitzung d(zy, 2,,) <z fiir
m > n gilt, ist (x,), eine Cauchy-Folge. Wegen der Vollstéandigkeit von X existiert
der Grenzwert x := lim,,_,, x,, € X. Da A eine offene Uberdeckung ist, gibt es ein
V € Amit B(x,e) C V. Dazu existiert ein Index ng € N mit B(z,,,27") C B(z,¢),
denn fiir y € B(z,,2™") gilt

1
d(y, z) < d(y, zn) + d(zn, x) < on T o1

<e€

fir hinreichend grofles n. Somit ist y € B(z, ¢) und damit B(z,,,2-") C V, Wider-
spruch. O

1.26 Bemerkung. a) Eine andere Bezeichnung fiir ,,totalbeschrankt® ist auch ,,pré-
kompakt“.

b) Eine Menge A C X heiBt relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Topologie; der Beweis (der
etwa mit Hilfe von Ultrafiltern gefithrt werden kann) ist aber zu aufwéndig fiir diese
Vorlesung.

1.27 Satz (Tychonov). Seil eine Menge und X = [[,.; X; das kartesische Produkt

der topologischen Riume (X;,7T;). Falls jedes (X;,T;) kompakt ist, dann ist auch X
i der Produkttopologie kompakt.

© Robert Denk 3. 8. 2009



2. Normierte Raume und Hilbertraume

Im folgenden sei X ein K-VR, wobei K € {R, C}.

a) Normierte Rdume und Banachriume

2.1 Definition. Eine Norm ist eine Abbildung || - ||: X — [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

(i) [|z]| =0 & =0 (z € X),

(i) [lozll = laf [lz]| (o € K, 2z € X)

(i) [l +yll < [l + llyll (z,y € X)

In diesem Fall heiit (X, || - ||) normierter Raum. Falls in (i) nur die Richtung ,<*
gilt, so heifit || - || eine Halbnorm oder Seminorm.
2.2 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, || - ||) wird mit d(z,y) := || —y|| zu

einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.
b) Sei (X,d) ein metrischer Raum, so ist d : X — R, d(z) := d(z,0) eine Norm

genau dann, wenn gilt

(i) d(@ + 2,y + 2) = d(z,y),Va,y,z € X
(i) d(azx,ay) = |ald(z,y), Vr,y € X,a € K

~

Wenn dies gilt, dann ist d;,q(d) = d.
2.3 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstéandiger normierter Raum.

2.4 Beispiele. a) Der Raum (R",|| - ||), || - || = -| ist ein Banachraum.

b) Sei A kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
C(A;Y) aller stetigen Funktionen von A nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
|| fllco := supuea || f(a)|ly ein Banachraum.

Der Beweis des folgenden Satzes sollte aus der Analysis bekannt sein.

2.5 Satz. Seien XY normierte Riaume, T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) T ist beschrankt, d. h. 3¢ > 0: [|[Tz|ly <clz||lx (z € X).
(ii)) T : X =Y st stetig.
(i) T: X —Y ist stetig an der Stelle 0 € Y.

© Robert Denk 3. 8. 2009



10 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.6 Definition. Seien X, Y normierte Rdume. Der Raum
L(X,Y):={T: X — Y | T linear, beschréankt}

heifit der Raum der linearen beschrankten Operatoren von X nach Y. Wir setzen
L(X) := L(X,X). Der Raum X' := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von
X. Oft schreibt man Tz statt T'(z).

Fir T € L(X,Y) definiert man

Tx Y
|T|| := sup —” ” = sup | Tz|y.
zeX\{0} [y z€X, ||lz[|x <1

|T|| heiBt die Operatornorm von T'. Sei

kerT:= N(T) :={x € X : Tx =0},
ImT :=R(T) =T(X) ={Tz:x € X}

der Kern (englisch ,null space”) bzw. der Wertebereich (englisch ,,range“) von T

2.7 Bemerkung. Es gilt
[Tzlly <7 - llzllx (= € X)

und

IT|| = inf{C > 0| Vz € X : | Tz|ly < C||z|x}-

2.8 Definition und Satz (Quotientenraum). Sei X normierter Raum, M C X
ein Unterraum. Sei X/M :={[z] =x + M : x € X} der Quotientenraum. Dann ist

I[z]ll = dist(z, M) == inf [lz — |

eine Seminorm auf X /M. Falls M abgeschlossen ist, ist ||[-]|| eine Norm. Falls X
Banachraum ist und M abgeschlossen ist, so ist auch X/M Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([,])nen
Cauchyfolge in X/M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([z,]) — ([zm])|| — 0 (n,m — o0), existiert eine
Teilfolge ([#n,])ken von ([zn))nen, 50 dass ||[zn,] — [T, ]| < 27*FD. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in X: Induktiv sieht man, dass nach Definition der Norm
in X/M eine Folge (z¢)seny C X existiert mit z, € [z,] und

211 — 2el| < Nwea] =[x +27° (€ €N).

© Robert Denk 3. 8. 2009



2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume 11

Damit
k+m

l2kim = 26llx < Y ll2e = zeallx
{=k+1
k+m

< 3 (Ied = fealllgm +27°)
0=k+1

S Z 2—€+1 S 2—k+1’
l=k+1

d.h. (zx)r C X ist eine Cauchyfolge. Setze z := limy, z;,. Wegen
k] = [2lllx/ar = [ll2] = [2llxar < 2k = 2llx =0

gilt [zx] — [2] in X/M. O

2.9 Definition und Satz (direkte Summe). Seien (X1, ||1), (X, ||-||l2) normierte
Riume. Dann wird durch

(1, z2)|| = |1 ||y + [lz2lle ((21,22) € X1 x X3)

eine Norm auf X = Xy x Xy definiert. Mit dieser Norm heifst X die direkte Summe
von Xq und Xs, Schreibweise X = X1 ® Xs. Falls X1 und X5 beide Banachriume
sind, so ist auch X1 & Xy ein Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage folgt nicht durch Nachrechnen. Falls die Folge (2(™),,en =

(m&n), xén))n eine Cauchyfolge in X; @ X ist, so sind auch die einzelnen Komponen-

ten Cauchyfolgen und damit, falls X; und X, Banachrdume sind, konvergent gegen
x1 bzw. xo. Damit ist aber auch die Folge (z(™), C X; @ X, konvergent gegen
x = (21, 22). O

2.10 Definition. Sei X K-VR und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X, 7) ein
topologischer Vektorraum, falls die Abbildungen

s: X XX — X, (21,29) — 21 + 29
m:Kx X — X, (a,z) — ax

beide stetig sind.

2.11 Bemerkung. a) Normierte Rdume sind topologische Vektorrdume.

b) Ein beliebiger metrischer Raum ist ein Hausdorffraum: Betrachte

0. 8(e 252 v, (o 120,
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12 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.12 Definition (ZP-Riume). Sei (X, <7, 1) ein Mafiraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere .Z?(u1) als die Menge aller messbaren Funktionen

f: X — C mit X
£l = ([ 17Pdn) " < o

b) Fir p = oo wird £*(u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f: X — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € X : [f(z)| > C;}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrankten Funktionen. Fir f € Z°°(u) definiert man

1£]loo = inf{C’ eR:u({z e X :|f(z)>C}) = o}.

¢) Fiir Funktionen f: X — R werden die entsprechenden Funktionenriume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt Z7(u).

Der folgende Satz aus der Analysis wird hier nicht bewiesen.

2.13 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fir 1l < p,q < co mit ]10 + % =1 gilt
1 - gl <[ fllp - lglly  (f € Z27(w), g € Z%(w))-

b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
1F+glle < W fllo +Nlglls (f;9 € Z7(1).

¢) Firl < p < oo ist der Raum £?(u) ein Vektorraum, und || - ||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf £P(u).

2.14 Definition und Satz (LP-Riume). Sei (X, o/, ) ein Mafraum, und sei 1 <
p < 00. Definiere auf £LP(u) die Aquivalenzrelation ~ durch

frg e pl{ze X f@) # g(a)}) =0

(d.h. durch Gleichheit p-fast diberall). Die Menge der Aquivalenzklassen {[f]: f €
LP(u)} wird mit LP(p) bezeichnet.

Auf LP(u) wird reprasentantenweise eine Vektorraumstruktur definiert: off] := [af]
und [f]+ [g] :==[f + 9] fiir a € C und f,g € L*(u). Analog definiert man

LA = W flly (€ Z7(w).

Damit wird (LP(p), || - ||,) 2u einem Banachraum.

Falls das MafS durch das Lebesgue-Maf Mg auf einer messbaren Mengen Q@ C R"
gegeben ist, schreibt man auch LP(Q)) statt LP(\q).
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2.15 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfille der oberen Definition.

a) Der Raum R" oder C" wird mit jeder der Normen
n 1
loll == (Y l6l7)" (1 <p<o0),
j=1

Jolloe == max {I&],j = 1,..n}
zu einem Banachraum.

b) Definiere fiir 1 < p < oo die P-Rdume durch
> 1/p
ri={o = (.6, )G €C ol = (Y 1617) T < oo},
j=1

und fiir p = oo den Raum ¢°° durch

(> = {x = (&1,&,..)|¢ € C, 7|l :==sup{|¢|,j € N} < oo}
Dann ist /P fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum.

Das folgende Beispiel und die folgende Definition sind Nachtrdge zum Abschnitt
Topologie.

2.16 Beispiel. Sei X ein K-Vektorraum, und sei L = {p) : A € A} eine Familie
von Seminormen py: X — [0,00). Definiere 7 als das System aller Mengen U C X,
fiir welche gilt

VeeU3IreNIN,...,. A, €A3e>0: BM(z,e)n---NnBM(z,¢) C U

Dabei sei B (z, €) die Kugel um z mit Radius & bzgl. der Seminorm py,. Dann ist
7 eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie zu L auf X. Eine Subbasis
von 7 ist gegeben durch

{BM(z,r): Ne A, ze X, r>0}

2.17 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir Y C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie 7 (Y) auf X auch mit o(X,Y).

b) Sei X normierter Vektorraum. Dann heifit o(X, X’) die schwache Topologie auf
X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie auf X’. (Wir werden spéter sehen, dass
man X als Teilmenge von X" auffassen kann.) Fiir die schwache Konvergenz schreibt

w .. . . w* .
man x, — x oder z, — x, fiir die schwach-*-Konvergenz schreibt man f,, — f in
X'
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14 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

b) Hilbertraume
Im folgenden sei stets K = R oder K = C.

2.18 Definition. a) Ein K-Vektorraum X, versehen mit einer Abbildung (-, ) :
X x X — K, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prihilbertraum,
falls gilt:

(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung x +— (z,y) linear.
(i) Fur alle z,y € X gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle z € X gilt (x,z) > 0. Es gilt (z,2) = 0 genau dann, wenn z = 0.

b) Zwei Vektoren z,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen x L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {z;};c; von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1 falls ¢ =j,

(i, 25) = 63 = {

0 sonst.

¢) In einem Prahilbertraum (X, (-,-)) wird durch |z| := (x,2)"/? die kanonische
Norm definiert. Ein vollstdndiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

2.19 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := >_7_| x;7; werden R" und C"
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C'([0, 1]) wird mit dem Skalarprodukt
1
()= [ Flalglords
0

c) Sei (X, A, i) ein Mafiraum. Dann wird L?(u), versehen mit dem Skalarprodukt

zu einem Préahilbertraum.

(f.9): /f z)du(z) (f,g € L*(n))

zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L?(Q) fiir  C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Préahilbertraumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

2.20 Satz. Sei X Prdhilbertraum.

a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt

Iz +ylI* = [l2l* + llyl*
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b) Sei {x,}\_, orthonormal. Dann gilt

2

N N
2l = 3 Iz} 2+ ||o = (@, @)
n=1 n=1

¢) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,,}_, orthonormal. Dann ist

Izl =) e za)® (2 € X).

d) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es gilt

()| <l - NIyl (2,9 € X).

e) (Parallelogramm-Identitiat) Fir x,y € X gilt

Iz +yll* + llz — l* = 2[l=]* + 2llyl*

f) (Polarisationsformel) Fir z,y € X gilt

gy = 4 1T+l = llz = yl), falls K = R,
’ Yz +yl? = |z — yl|* + il + iy||* — ifl —iy|*),  falls K =C.

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertrdumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man
das Skalarprodukt auf X &Y durch

((z1,01), (%2, 92)) xoy = (21, T2)x + (Y1, ¥2)y
definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch
1/2
Iy lIxey = (2l + Iyl )
Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.9.
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16 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

c) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertraume

Im folgenden sei (X, (-, -)) ein K-Hilbertraum.

2.21 Definition. a)M C X heifit konvex, falls gilt
Ve,ye MVae[0,1]:ar+ (1 —a)y e M.

b) Zu M C X heift
M+ ={zeX|VyeM: (z,y)=0}

das orthogonale Komplement von M in X.

2.22 Bemerkung. a) M* ist abgeschlossener linearer Teilraum von X. Es gilt
M N M+ = {0}. Denn sei x € M N M*. Dann ist (z,z) =0, d.h. z = 0.

b) Es ist M+ = M = (spanM)*.

2.23 Satz (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X konvex und ab-
geschlossen und zy € X. Dann so ezistiert genau ein x € M mit ||z — 2| =

dist(zo, M) := inf{|ly — 20| : y € M}.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei zp = 0 (betrachte die verschobene Menge M — zy).
Sei d := inf{||y|| : y € M}. Wéhle eine Folge (y,), C M mit ||y,|| — d.

Falls d = 0, gilt v, — 0 und wegen M = M ist 0 € M.
Falls d > 0, schreiben wir unter Verwendung der Parallelogrammgleichung

Ynt 2

2
~—
eM

< 2/yall® + 2llym|* — 4d* — 0,

1Yn — Yml|* = 2[|ynll* + 2[|ym|> — 4|

da ||yn|| — d. Daher ist (y,), Cauchy-Folge. Da M vollstindig ist, existiert z :=
limy, € M. Es gilt ||z|| = lim ||y,|| = d. Damit folgt ||z| < ||y| fir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1] < ||y, |z2]| < |ly|]] (y € M). Dann ist

T+ X9
ey = wall” = 2]l |” + 2l|s|* — 4| ==
1+ T2 T+ X2
= ol ~ 1222 4 2l — | 222) <0
<0 <0 O
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2.24 Satz (Projektionssatz). Sei M = M C X linearer Teilraum. Dann existiert
fiir alle x € X eine eindeutige Zerlequng x = m +m' mit m € M, m’ € M*. Somit
ist E =M & M*. Es ist |z —m|| = minyep ||z — y]|.

Beweis. Wéhle m' € x + M mit ||m/|| < [z +y| (y € M), und m =z —m'.
(i) Wir zeigen m’ € M*. Es gilt [|[m/[|? < ||m’ +ty||* (t € K,y € M). Andererseits
ist
lm +tyl* = [Im||* + 2 Re{m’, ty) + [t [ly]|*.
Fiir alle t € R gilt somit
[t [lylI* + 2t Re(m’, y) > 0,

also Re(m/,y) = 0.
Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch it und erhéilt

[t |yl + 2¢ Tm(m, y) > 0,

also Im(m/, y) = 0.

(ii) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M, m/, 2’ €
M+t Dannist m—z=2 —m'e MN M+ ={0},d. h.m=z,m' = 7. O

2.25 Satz (von Riesz). Sei X Hilbert-Raum und T € X'. Dann existiert genau ein
xr € X mit
Tx = (x,z7) (v€X).

FEs gilt |T|| = ||zr||x. Die Abbildung X' — X, T + xp ist bijektiv, isometrisch und
konjugiert linear.

Beweis. M :=kerT = T~1({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist X = M @ M* nach Satz 2.24.

(i) Falls M = X, folgt T'= 0. Wéhle z7 := 0.
(ii) Sei M # X. Wihle y € M+\ {0}. Wegen M N M=+ = {0} ist dann Ty # 0. Setze

Ty = ” fz - . Dann gilt |zr|]? = |HTZ|’||2 und

Yy
Ty = [z

T
lyl*
Fiir x € M gilt (z,27) = 0 = Tx wegen 7 € M=,
Fir z ¢ M gilt

TI'T =

T T
T(m——x-mT>:Tx——x-TxT:0,
T$T

© Robert Denk 3. 8. 2009



18 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

dh Ti=z— 7% - xp € M,

Dabher folgt Tz = (z,x7)(= 0). Wir erhalten

T ~ T
T =T7 + T_XT - Tep = (T, xr) + <T—;T-3:T,:UT> = (z,x7).
[EZdls
(iii) Nach Cauchy-Schwarz ist ||T'|| = sup |{z,x7)| < ||z7||. Andererseits haben wir
llzll<1

IT) > 12| = ol
(iv) Eindeutigkeit: Sei Tz = (z,x7) = (x,Zr) (z € X). Dann gilt
0= (x,xp —27) (x€X).
Wihle x = xp — Ty und erhalte ||zr — 27| = 0.
(v) Die Abbildung ist konjugiert linear: Sei T' = ay T} + asT5. Dann ist
Tx =Tz + asToxr = ay(x, x7,) + gz, x1,) =

= <ZII,51{L‘TI> + <$,62[L’T2> = <IE,@1[L’T1 —{—EQITQ) = <I,ZL‘T>.

(vi) Die Abbildung ist surjektiv: Zu y € X sei Tyx := (z,y). Dann ist |T,z| <
lyll - |l=]|, d-h. T, stetig und damit T, € X". O

d) Orthonormalbasen

2.26 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Abbildung < auf einer Teilmenge von
M x M heifit Halbordnung, falls gilt:

a < a,
a<b,b<a=a=0,
a<b b<c=a=<c
Beachte, dass a < b oder b < a nicht fiir alle a,b € M gelten muss.

(ii) Eine Menge @ C M heifit total geordnet oder eine Kette, falls fir alle a,b € Q
gilt: @ < b oder b < a.

(iii) Ein Element a € M heiit obere Schranke fiir S C M, falls s < a fiir alle s € S.

(iv) Ein Element m € M heifft maximal, falls aus m < z folgt m = x.

2.27 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fiir welche
jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.
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Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum &quivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.

2.28 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollstdndiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch
von Hilbertraumbasis.

2.29 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei .# die Menge aller orthonormalen Teilmengen von X. Dann ist .7 # ()
da {75} € 7 fiir jedes v € X'\ {0}.

Sei {Sq}aca eine Kette in .77, d. h. fiir a, 8 € A gilt S, C Sz oder Sz C S,. Setze
So = Upes Sa C E. Dann ist Sy D S, fiir alle @ € A. Zu z,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y €.5,, d. h. Sy ist orthonormal. Damit ist Sy eine obere Schranke zu
{Sa}aca- Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in .. O

2.30 Lemma. Seien X ein Prdhilbertraum und {e, : n € N} ein Orthonormalsy-

stem. Dann gilt

Y @ en)(y,en)| < oo (,y € X),

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in RY und der
Besselschen Ungleichung

ﬁ [, en) Ty en)| < (ﬁ o) (S Honenh?)” < el Il

n=1

Mit N — oo erhéilt man die Behauptung. O]

Im folgenden werden auch Hilbertraume auftreten, welche eine iiberabzahlbare Hil-
bertraumbasis besitzen, d.h. man muss grundsétzlich auch Summen mit tiberabzahl-
barer Indexmenge betrachten. Dazu dient die folgende Definition.

2.31 Definition. a) Sei I # () eine Menge und «; > 0 (i € I). Definiere

Zai = sup { Zai IhC I endlich} € [0, oo.

iel 1€lp

© Robert Denk 3. 8. 2009



20 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

b) Sei X Hilbertraum, I # ) eine Menge und y; € X fiir alle i € I,y € X. Dann
heiflt die Reihe ), ,4; unbedingt konvergent gegen ein Element y € X, falls die
Menge [y := {i € I : y; # 0} abzahlbar ist und fur jede Aufzihlung Iy = {i1, 2, ...}
die Gleichheit "7 | y;, = v gilt. Wir schreiben in diesem Fall

Zyi =Y.

iel

2.32 Bemerkung. a) Fir X = K" ist eine Reihe mit abzéhlbarer Indexmenge
genau dann unbedingt konvergent, falls sie absolut konvergent ist (vgl. grofiler Um-
ordnungssatz).

b) Seien I # §und o; € R (i € ) mit Y, ; || < co. Dannist [y :={i € I : o; #
0} abzéhlbar, denn

{ZGI.O&Z‘#O}—U{ZEI.|@1‘>R}J.

neN™.

~
endlich

Da die Reihe absolut konvergent ist, ist » .., a; unbedingt konvergent nach dem
groflen Umordnungssatz.

2.33 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem.
a) Fiir alle v € X konvergiert die Reihe ) . o(x,e)e unbedingt.

b) Seic. € C firee S mity,, glc* < oo. Dann konvergiert die Reihe Y  gcc €
unbedingt i X.

¢)x— Y, cqlz,e)e € St
Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 2.20 c)) gilt fiir alle endlichen

XcXx
> o)’ < o
eeX

Damit ist -,y [(z,€)]* < oo, und nach Bemerkung 2.32 b) ist Xy := {e € S :
(x,e) # 0} abzéhlbar. Sei Xy = {ey,eq,... }.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt

H 7;\[(3:, €n)eén

Also ist Y7 (z,e,)e, eine Cauchyreihe, und y := > > (x,e,)e, € X existiert.

9 M
=) |z e’ =0 (N, M — o).
n=N
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Analog existiert fiir jede Permutation 0: N — N die umgeordnete Reihe y, :=
Yo (T, eo(n)) a(n). WIr zeigen y = y,. Fiir z € X gilt

[e.e]

(y,z) = Z(:L’,en (z,e Z T, €(n)) (2, €an)) = (Yo, 2)-

n=1

Dabei wurde die absolute Konvergenz der Reihe nach Lemma 2.30 benutzt. Es folgt
Y—Yo EXJ_:{O}

b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c¢) Fir e € X gilt mit der Bezeichnung aus a)

<a: - i(az, €n)en, e> = 0.

n=1

(Betrachte die Fille e € Xy, d.h. e = e,,, und e € Xo, d.h. (x,e) =0.) O

2.34 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem. Dann
sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.
i) S+ ={0}.
iii) Fiir alley € X gilt y =Y .s(y, e)e.

iv) Fir alle v,y € X gilt (x,y) = > .z, €)(y,€).
v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt

|z|)* = Z\xe (x € X).

e€eS

(
(
(
(

Beweis. (i)=(ii). Falls ein x € S+ \ {0} existiert, so ist SU {727} ein Orthonormal-
system.

(ii)=-(iii). Satz 2.33 ¢).

(iii)=-(iv). Die Reihen erstrecken sich nur iiber einen abzéhlbaren Indexbereich und
konvergieren absolut nach Lemma 2.30 und Satz 2.33 a), man darf also einsetzen.

(iv)=(v). Setze x = y.

(v)=(i). Falls S nicht maximal ist, withle € S+ mit ||z|| = 1. Esfolgt Y ¢ |(z, €)|* =
0, Widerspruch zu (v). O
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22 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.35 Definition. Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare
dichte Teilmenge besitzt.

2.36 Bemerkung. Ein normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein
abzéhlbares linear unabhéngiges S C X gibt mit span S = X. Insbesondere ist ein
Hilbertraum genau dann separabel, wenn er eine hochstens abzédhlbare Orthonor-
malbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen der Form Z?:l a;S;, a; €

Q‘i‘i@,SiES.

2.37 Satz. Sei X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {€;}ien. Dann ist die Abbildung X — (%, x — ({x,¢;))ien ein isometri-
scher Isomorphismus von Hilbertrdumen (d.h. linear, bijektiv und isometrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, Isometrie und damit Injektivitat nach Satz 2.34 (v),
die Surjektivitidt nach Satz 2.33 b). O

2.38 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?(Q2) mit Q@ C R" offen

ist ein separabler Hilbertraum. Speziell ist durch e,(z) := \/%emx (n € Z) eine

Hilbertraumbasis des Hilbertraums L?((—m,7), C) gegeben (Fourierreihen).

b) Es gibt auch Prahilbertraume mit iiberabzdhlbaren Orthonormalsystemen, wie
das folgende Beispiel zeigt: Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit
fleerm € L*(—=T,T) fiir alle T > 0, fiir welche

1 T 2
11l = (Tlggof/_T\f(x)\Q da:)

existiert. Dann ist || - ||; eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die
charakteristische Funktion f := x(_11) zwar | f|[, =0, aber f # 0).

Sei N:={f €Y :|f|, =0} Dann ist N ein abgeschlossener Unterraum. Sei X :=
Y/N der Quotientenraum mit induzierter Norm ||[f]||, := infen ||f —gll; (f € Y).
Durch

(L) [gl)z = Jim = / h@a(@) dr (helflo el

T—o0 [’
wird X zu einem Prahilbertraum, und es gilt ([f], [f])2 = [|[f]ll-

Zu o > 0 definiere v, (z) := sin(ax)(z € R). Wegen

I ) 1 sin(saT), 700
= o(2)? do = —(T — ——~ 1
T/_TU (2)" dv =7l 2 )
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gilt v, € Y und ||va||1 = ||[valll, = 1. Andererseits erhdlt man fiir o # 3

l/ sin(ar) sin(8r) dr 1 cos((aw — B)r) — cos((av + B)r) dr

T)q T oy
L ite=0n) _sitoim
2T a—pf a+ —
_ Lsin((a— A7) _sin((a+ A1) rooe
T a—f a+f '

Dabher gilt ([va], [vg])2 = 0 fiir a # 3, d.h. {v,}, ist ein {iberabzéhlbares Orthonor-
malsystem in X.

2.39 Beispiele (Separabilitit). a) Der Raum C([a, b]) mit || - ||oo-Norm ist ein se-
parabler Banachraum, denn die Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.
Die Riaume R” und ¢? sind separabel nach Bemerkung 2.36. Ebenso separabel ist
der Raum L?(9) fiir eine offene Teilmenge 2 C R™.

b) Ein Beispiel fiir einen nicht separablen metrischen Raum ist durch den Prahil-
bertraum aus Beispiel 2.38 b) gegeben. Auch der Banachraum ¢ ist ein Beispiel
fiir einen nicht separablen Raum: Angenommen es existiert eine dichte Teilmenge
{z,, : n € N} C £*°. Schreibe x = (&1, k2, ...) und betrachte

{fkk +1, falls |Gl < 1
U
0, sonst

Dann gilt || < 2 und damit y := (n1,72,...) € £>°. Aber fiir alle k € N haben wir
e — &kl = 1, dohees gilt [ly — @l > [ — &l = 1 (k € N), Widerspruch zur
Dichtheit von {z, : n € N}.

¢) Auch der Raum L*() fiir 2 C R™ offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.
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3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

a) Operatoren und Spektrum
Im folgenden sei stets K € {R, C}.

3.1 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sr € L(¢?) durch

0, n=1,

Tpn_1, n > 1.

SR((xn)neN) = (yn)neNa Yn = {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt ||Sz|s = ||z|l2 (z €
%)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linskshift

SL((xn)neN) = (xn—i-l)nEN
stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.

b) Sei 2(Z;K) := {z: Z — K| ||z|l2 := (3,7 [zn]?)"? < 0o} und Sk der Rechts-
shift

SR(@%)nEZ) = (xnfl)nGZ-
Dann ist Si ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, S und S;{l sind
stetig und Sg ist eine Isometrie.

3.2 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C*([0,1]) mit Norm ||f]x :=
sup;epo) |f () 1+ ()] und Y := C([0, 1]) mit Norm [[f]ly := [ fllec := sup,epoyy [£(£)]-
Dann sind X, Y Banachrdume, und der Ableitungsoperator

T:X =Y, frf
ist linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wihlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f||~, so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fir f,(t) := t" gilt ||fullc = 1 und || Tfs]le = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollstéandig.

Das letzte Beispiel (Teil b)) ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T) des
Operators T ein linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7" bildet nach
X ab. In diesem Sinn ist 7" ein Operator ,,in“ X.

3.3 Definition. Seien X,Y normierte Rdume.

a) Ein linearer Operator 7: X D D(T') — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(7") C X nach Y, wobei D(T') ein linearer Unterraum von X ist. Die
Menge G(T') := {(z,Tz) : x € D(T)} heifit der Graph von 7'
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b) Der Operator T heiit abgeschlossen, wenn G(7T') eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

c) Der Operator T" heifit abschlieBbar, wenn es einen abgeschlosenen linearen Opera-
tor T' gibt mit G(T') = G(T'). Der Operator T" heifit AbschlieBung oder der Abschluss
von 1.

3.4 Bemerkung. a) Wie iiblich bei Abbildungen, ist die Stetigkeit eines linearen
Operators T: X D D(T) — Y unter Verwendung der Relativtopologie auf D(T)
erklart. Damit ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (x,,)neny € D(T') mit
xn, — 0 gilt Tx,, — 0.

b) Seien nun X,Y Banachrdume. Ein linearer Operator T' ist genau dann abge-
schlossen, wenn fiir alle Folgen (2, )peny € D(T) mit z,, = 2 € X und Tz,, >y €Y
gilt z € D(T) und Tz = y.

3.5 Lemma. Seien X,Y Banachrdume und T' € L(X,Y). Dann ist T abgeschlos-
sen.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 3.4 b). Sei (x,,), C D(T) mit x,, — x in X und
Tz, — y in Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist, folgt
Tx, — Tx,dh. Tz =y. ]

3.6 Lemma. Seien X,Y Banachridume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert

lzllz = llzllx + [ Tzlly (=€ D(T))

eine Norm auf D(T), die sogenannte Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), || -
|l7) ist genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T' abgeschlossen und (z,)neny C D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm || - [|7. Dann ist nach Definition der Norm || - || sowohl die Folge (z,), C X
bzgl. der Norm || - ||x als auch die Folge (T'z,), C Y bzgl. der Norm || - ||y eine
Cauchyfolge. Da X und Y Banachrdume sind, existieren x € X und y € Y mit
|z, —z||x — 0und ||Txz, —y|ly — 0. Da T abgeschlossen ist, folgt nach Bemerkung
3.4b)xz € D(T) und Tz = y. Insbesondere folgt ||z, —x|r — 0. Alsoist (D(T), ||-||7)
ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. O

Die folgenden Sétze werden im zweiten Teil der Vorlesung bewiesen.
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3.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien XY Banachrdiume, T : X —
Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist T stetig.

3.8 Korollar. Seien X,Y Banachridume, T : X — 'Y linearer Operator. Falls D(T)
abgeschlossen ist, so ist T genau dann stetig, wenn T abgeschlossen ist.

3.9 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. das Bild einer offenen Menge ist offen.

3.10 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachriume und T : X — 'Y ein
abgeschlossener linearer Operator mit kerT = {0} und R(T) abgeschlossen. Dann
ist T=1: R(T) — X stetig.

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7' : X — X statt T'— Nidx einfach
T— M\

3.11 Definition. Sei X ein Banachraum und 7" : X — X ein linearer Operator
mit D(T) = X (d.h. T ist dicht definiert).

a) p(T) :={Ae€ C|T —X:D(T) — X ist bijektiv } heifit die Resolventenmenge

von 7.
b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.
¢) 0,(T) := {\ € C : T'— X nicht injektiv } heifit das Punktspektrum von 7' (die

Menge aller Eigenwerte von 7).
d) o0.(T) == {A € C: T — XNinjektiv, R(T —\) = X, R(T — \) # X} heifit das
kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0.(T) :={A € C:T — Xinjektiv, R(T — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

3.12 Bemerkung. a) Direkt aufgrund der Definition haben wir
C=p(T)Ua(T)=p(T)UJo,(T)Uoc.(T)Uo.(T),

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.

b) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.

c) Sei T abgeschlossen und A € p(T'). Dann ist die Inverse (T'— \)~! : X — D(T)
stetig. Denn T" — X ist ebenfalls abgeschlossen, der Wertebereich R(T' — \) = X ist
abgeschlossen. Damit folgt die Aussage aus dem Satz vom stetigen Inversen.

3.13 Definition. Sei T : X — X ein linearer Operator mit Definitionsbereich
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D(T).
a) Fiir A € p(T) heiBt R\(T) := (T — \)~! die Resolvente von T
b) Fiir A € 0,(T") heiit ker(7"— A) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und

NYT):={z e D(T)|IneN: (T —\)"z =0}

der algebraische Eigenraum von 7' zu \.

3.14 Beispiel. Sei X = (? und S = Sp € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel
3.1, d.h. S(z1,29,...) := (0,21,29,...). Dann ist D(S) = ¢ ker S = {0} und
lex — y|| > 1 fiir alle y € R(S), wobei ey := (1,0,0,...). Daher ist R(S) # X und
damit 0 € 0,(9).

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung

3.15 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X) mit
|T|| < 1. Dann existz'ert (1-T7)"e L(X), und es gilt (1 =T)"* =3 /T" und

11 =T) M < =7y -

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z 17" < Z 17" = HTH

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := Y - 7" € L(X), und es

gilt ||| < = HTH

Esgilt ST =T85 =32 T =8 —1 dh S1-T)=(1-T)S =1 und damit
S=(1-T)" 0

3.16 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T ein abgeschlossener linearer Operator
in X mit D(T) = X. Dann ist p(T) offen und somit o(T) abgeschlossen.

Beweis. Falls p(T) = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T). Es gilt
T—A=T—=X—A=X)=(T—=X)[1—=(A=2)(T—X)"].

Fiir A € C mit |\ — Xo| - (T — Xo) 7| < 1 existiert

-1

(1= (A =2)(T = X)7'] " € L(X)
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nach Lemma 3.15. Damit existiert
(T =27 = [1= (A= 2)(T = 2) 7] (T = %) 7" € L(X).

Somit gilt
{A €C: A=Al < ||(T - AO)‘lH_l} c o(T),

also ist p(T") offen. O

3.17 Korollar. a) Fiir \g € p(T') gilt

1R (7)) = [dist (Ao, o(T))] .

b) Fiir Ao € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || Ry, (T)|| " gilt

o0

RA(T) = 3 (0= 2o)" Ry (T,

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 3.16, b) aus der Darstellung
von Ry (T) im Beweis von Satz 3.16 und der Neumann-Reihe. O

3.18 Definition (holomorphe Funktionen in Banachriumen). Sei Q@ C C ein Ge-

biet, X ein C-Banachraum und z: Q@ — X. Dann heiit  holomorph [schwach
z(z)—=(20)

z2—20

holomorph]| in zy € Q, falls lim, .., in der Norm von X [in der schwachen

Topologie] existiert.

Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

3.19 Satz. Seit X ein Banachraum, zy € C und € > 0. Es gelte

x(z) = Z an(z — zo)"

n=0
mit a, € X und
o
Z llan|l - |2 = 20|" < 00 fiir |z — 2] < e.
n=0

Dann ist © holomorph an der Stelle z.

3.20 Satz. Sei X ein Banachraum, T ein abgeschlossener linearer Operator in X

mit D(T) = X. Dann ist die Resolvente X\ — Rx(T'), p(T) — L(X), holomorph in
p(T).
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Beweis. Sei \g € p(T'). Nach Korollar 3.17 b) lasst sich Ry(7) in eine absolut kon-
vergente Potenzreihe

RA(T) = Y (A= Ao)" Ry (T)"*!
n=0
entwickeln. Nach Korollar 3.19 ist A +— R,(7") holomorph an der Stelle \,. O]

Die beiden folgenden Aussagen sind Korollare zum Satz von Hahn-Banach und wer-
den spéter bewiesen.

3.21 Lemma. Sei X ein normierter Raum.
a) Zu x € X \ {0} ezistiert ein f € X' mit f(x) = ||z||x und ||f||x = 1.
b) Falls x € X mit f(x) =0 (f € X'), so ist x =0.

3.22 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.

Beweis. Fiir A € C mit [\ > ||T]| ist T — X = (=A)(1 — A7'T) nach Lemma 3.15 in
L(X) invertierbar, d.h. A € p(T'). Also ist o(T") eine abgeschlossene Teilmenge von
{Ae C: |A <||T||} und damit kompakt.

Fiir |A| > ||T]| gilt
[o¢] Tn

ENGTE ES Pk

Al =171

0 (JA] = o).

n=

Angenommen, es wire p(7') = C. Dann ist ||R\(T)|| < C (A€ C). Fir z € X und
f € X' ist die Abbildung A — f(R\(T)x) holomorph in ganz C und beschrinkt,
also nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen

[F(BA(TD)2) ] < I - Ml - [IBA(T) = 0 (JA] = 00)

folgt f(R\(T)x) =0 (f € X',z € X,\ € C). Nach Lemma 3.21 b) folgt daraus
R\(T)x =0 (z € X), d.h. R\(T) =0, Widerspruch. O

3.23 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschrinkte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T) = C und o(T") = ) auftreten konnen.

a) Sei X = C([0,1]) und Tf := f' fiir f € D(T) := C*([0,1]). Dann ist T unbe-
schrankt, da |Tf,|| = n und || f,.]| = 1 gilt fir f,,(¢) := ™.

Wir zeigen, dass T abgeschlossen ist: Sei (fn)neny € D(T') mit f, — f in X und
Tfn=f, — gin X.Da (f,), und (f), gleichméBig konvergieren, gilt f € C*([0, 1])
und f/ — f'. Somit ist f € D(T) und g = f' =Tf.
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Es gilt o(T) = 0,(T) = C, denn die Funktion f(t) := e liegt in ker(7' — \) fiir alle
reC.

b) Sei X := Co([0,1]) := {f € C(]0,1]) : f(0) =0} und T'f := f' fir f € D(T) :=
{f € X : f € X}. Sei A € C, und seien f,g € X. Betrachte die Gleichung
(T'—N)f =g,dh. f/—\f =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat
diese gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

Fy = [ eatsyis

Es gilt f'(0) = g(0) + Af(0) = 0, d.h. f" € X und damit f € D(T). Somit ist
T —\: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T") = C.

Das letzte Beispiel zeigt, dass man bei unbeschrankten Operatoren sehr genau auf
den Definitionsbereich achten muss. Fiir die Verkniipfung von Operatoren ergeben
sich dabei natiirliche Definitionsbereiche.

3.24 Definition. Seien XY, Z normierte Rdume. Seien ferner 5, S lineare Opera-
toren von X nach Y und T ein linearer Operator von Y nach Z.

a) Der Operator S + S ist definiert durch

D(S +5) := D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 5)).

b) Der Operator T'S: X — Z ist definiert durch

D(TS) :={x € D(S):Sx € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (x € D(TS)).

¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) € D(S) und §|D(S) = 9 gilt.
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4. Dualrdume und adjungierte Operatoren

a) Dualrdume und Reflexivitit

4.1 Satz. Seien X normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y") Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollstéandigkeit ist nichttrivial. Sei (A,,), Cauchyfolge in L(X,Y).
Dann ist (A,z), Cauchyfolge in Y fiir jedes z € X.

Setze Ax :=lim A,x € Y. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen
[Azlly = lim | Ayzfly <lim [[An[] - [lz]x < Cllz]lx

ist Ae L(X,Y). Da ||(A— A,)z|| = lim |[(A,, — A,)z|, erhalten wir

A—A A, —A
I|IA — A,|| = sup —”( )] = sup lim 1A )z < lim |4, — A, <e
w0l wA( Moo ]l m—o0
fir n > ng, d.h. es gilt A, — A in L(X,Y). O

4.2 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung X — X", x — X mit
TN = Ax) (Me X))

ist linear und isometrisch.

Beweis. Es gilt

az + By(A) = Maz + By) = ar(z) + SAy) = az(A) + Fy(X),
d. h. die Abbildung x — z ist linear. Weiter ist

[Z]lx = sup [#(A)] = sup |A(z)] < sup [[A]l - [lz]lx < [l][x.
[RYE <1 A<t

Nach Lemma 3.21 existiert zu jedem z € X ein Ay € X’ mit || Ao]| = 1 und Ao(x) =
]| Damit gilt |Z]] = supyy<i [AM@)| = [Ao(2)] = [|z]]. O

4.3 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Einbet-
tung X — X" aus Lemma 4.2 surjektiv ist.
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4.4 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < 0o und (X, A, i) ein Mafiraum. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

T L) — (L"), (Tg)(f) == / fadu (41)

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen. Dabei ist ¢ € (1, 00) definiert
durch p~ ' +¢t=1.

Sei nun A € (LP(u))"”. Definiere das Funktional Ay := Ao T € (L%u)). Nach
dem Satz von Riesz, angewendet auf den Raum (L%(u))’, existiert eine Funktion
h € LP(u), so dass fiir alle g € L(u) der Wert A;(g) gegeben ist durch

Ai(g) = / ghdp. (4-2)
Somit gilt fir jedes A € (LP(u))’
AN = A(T7HN) = /(Tl)\) - hdp = MR) = h(\).

Dabei wurde fiir die zweite Gleichheit (4-2) verwendet und fiir die dritte Gleichheit
(4-1). Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h +— h, X — X",
surjektiv ist. Die LP(u)-Raume sind fiir 1 < p < oo also reflexix.

¢) In der Situation von b) gilt (L'(1))" = L(u) aber L'(u) € (L=(u))’, d.h. L' (p)
ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.

4.5 Definition (Konvergenz von Operatoren). Seien X,Y normierte Raume. Sei

(T )nen € L(X,Y) und T € L(X,Y).
a) T,, konvergiert gleichméBig oder in der Norm gegen 7', wenn ||T;, — T'|| (x,y) — 0.

b) T, konvergiert stark (in der starken Operatortopologie) gegen T', wenn gilt
VeeX: ||T,x—Tzxly — 0.

Man schreibt T, = T.

c¢) T,, konvergiert schwach (in der schwachen Operatortopologie) gegen T', wenn gilt
Vee XV feY' : |f(Twx)— f(Tz)|— 0.
Man schreibt T}, = T.

Man beachte, dass das Symbol T, = T fiir Operatoren eine doppelte Bedeutung
hat. Im Normalfall versteht man aber die Konvergenz nach Definition 4.5 darunter.
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Eine Umgebungssubbasis der 0 € L(X,Y) in der starken Operatortopologie ist
gegeben durch

1
{T cLX,Y): |Tally <~ z€ X, ne N}.
n

Analog ist eine Umgebungssubbasis der 0 € L(X,Y") in der schwachen Operatorto-
pologie gegeben durch

{TeL(X,Y) |f(T)] < % fey, zeX, neN}.

Offensichtlich gilt

Wy — 1 o — T

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

b) Adjungierte Operatoren in Banachriumen

4.6 Definition und Satz (Adjungierte beschriankter Operatoren). Seien X,Y Ba-
nachrdume und T € L(X,Y). Dann wird durch fi(z) := f(Tx) fir jedes f € Y’
ein beschrdnktes lineares Funktional fi € X' definiert. Die Abbildung T' : ' Y' —
X', f f1 heifit (Banachraum-)adjungierter Operator zuT. Es gilt T" € L(Y', X').
Die Abbildung T — T, L(X,Y) — L(Y', X") ist eine Isometrie.

Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

[fi(@)| = [f(T) < |- 1T - (]
ist || fill < |7 - | £Il, d-h. ||T7]] < ||T)]. Der Operator 1" ist linear wegen
T'(oof + Bg) = (af + Bg)(Tz) = af(Tx) + Bg(Tx).
Ebenso ist die Abbildung 7" — T linear.

Zu zeigen ist noch, dass ||T']| < [|7”]] gilt. Nach Lemma 3.21 a) existiert zu z € X
ein f, € X' mit || f,|| =1 und f,(Tz) = || Tx|. Damit ist

1 Tz]| = | fo(Tz)| = [(T"fo) ()] < T[] - || O

4.7 Bemerkung. a) Fir T € L(X,Y) ist T € L(X",Y") und T"|x = T. Denn es
gilt (T"7)(f) = #(1"f) = (T'f)(w) = f(T) = Ta(f).

b) Falls T € L(X,Y) und S € L(Y,G), so ist (ST) = T'S’. Denn ((ST)'f)(x) =
f(STx) = (S"f)(Tx) = [T'(S"f)](x).

¢) Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (T~') = (T")"!. Dies gilt wegen
(T~Y)T' = (TT7') =id = id und (T"(TY) = (T7'T) = id’ = id.
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4.8 Definition (Adjungierte unbeschriankter Operatoren). Seien XY Banachraume
und 7 : X — Y ein linearer dicht definierter Operator (d.h. D(T") = X). Definiere

D(T):={feY': 3 fie X' mit f(Tz) = fi(z) (z€ D(T))}

und

T'f:=f (feDT)).
Kurz kann man auch schreiben: D(T") = {f € Y': x> f(Tx) € X'}. Die Abbil-
dung 7" : Y' — X’ mit Definitionsbereich D(7") heit (Banachraum-)Adjungierte
von T

4.9 Bemerkung. a) T"f ist eindeutig definiert. Denn seien f, fo € X’ mit fi(x) =
f(Tz) = fa(x) (z € D(T)). Da D(T) = X und fi, f> stetig sind, folgt f; = f> auf
ganz X.

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (z € D(T)).

c¢) Der Operator 7" ist abgeschlossen. Denn sei (fy,)neny € D(T") mit f, — fin Y’
und 7" f,, — ¢g in X'. Dann gilt fir z € D(T):
f(Tz) = lim f,(Tz) = lim (T'f,)(x) = g(x).

n—oo

Damit gilt f € D(T’) und (f, g) € G(T") nach b).

c) Adjungierte Operatoren in Hilbertriumen

Hilbertraume sind Spezialfille von Banachraumen, daher iibertragen sich die obigen
Definitionen auch auf Hilbertraume. Man verwendet aber meistens den Begriff der
Hilbertraum-Adjungierten. Grundlage dafiir ist die Beschreibung des Dualraums
durch den Satz von Riesz (Satz 2.25).

4.10 Definition und Satz. Seien X,Y Hilbertrdume, und T € L(X,Y). Dann
existiert zu jedem y € Y genau ein y* € X mit

(Tz,y)y ={z,y") (zeX)
Setze T*y := y*. Die Abbildung T* € L(Y, X) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu T .
Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.6 und dem Satz von Riesz. Man beachte, dass
die Abbildung aus dem Satz von Riesz
ix: X=X v (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hdngen Hilbertraum- und Banachrau-
madjungierte iiber T* = i} o T" 0 iy zusammen. O
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4.11 Definition. Seien XY Hilbertraume und 7' : X — Y ein linearer dicht
definierter Operator. Definiere

D(T*) :={yeY : x> (Tz,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T")}.
Fiir y € D(T™) existiert ein eindeutiges y* € X mit
(Tz,y)y = (z,y")x (z € D(T)).

Definiere 7% : Y — X durch T*y = y* (y € D(T*)). Der Operator T* heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7'

4.12 Definition. a) Seien XY Hilbertraume und 7" € L(X,Y’). Dann heiit T
unitéar, falls 77" = idy und 7T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7" ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit T’

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T,
(i

(iii

)
) normal, falls TT* = T*T,

) wesentlich selbstadjungiert, falls 7" abschlieBbar ist und T selbstadjungiert ist,
(iv) symmetrisch, falls T C T gilt.

Man beachte, dass zwei lineare Operatoren nur dann gleich sind, falls sie die gleichen
Definitionsbereiche besitzen und darauf die gleichen Werte annehmen.

4.13 Lemma. Betrachte in der Situation von Definition 4.11 den unitdren Isomor-
phismus
U: XY -YaX, (v,y) — (y,—x).

Dann gilt
G(T") =U(G(T)") = [U(G(T))]*

Beweis. Sei (y,y*) € G(T™). Nach Definition von T* gilt
<T1',y>y = <l’,y*>x (:U S D(T))7

d.h.

0=—(z,y")x +(Tz,y)y = ((z,T2), (~y",y))xey = ((z,T2), U~ (y,4")) xav-

Beachte dabei, dass U~} (y, z) = (—=,y) gilt. Somit ist U~ (y,y*) € G(T)*, d.h.

(y.y") € U(G(T)") = [U(G(T)]*

Bei der letzten Gleichheit wurde verwendet, dass U unitér ist. O
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4.14 Satz. Seien X,Y Hilbertraume und T' : X — Y ein dicht definierter linea-
rer Operator. Dann ist T abgeschlossen. Falls T' abschliefSbar ist, so ist T* dicht
definiert und T =T.

Beweis. Wegen G(T*) = [U(G(T))]* (siche Lemma 4.13) ist T* abgeschlossen.
Sei T abschliefbar und yy € D(T*)*. Dann ist

(vo,y) =0 (y € D(T7)).
Damit folgt
<(07y0)7 <_Z’y)>X€BY =0 ((y,Z) € G(T*))

Somit ist unter Verwendung von Lemma 4.13 und nach Definition des Abschlusses

(0,30) € [UHG(T)]" = G = G(T) = G(T).

Dabher ist yo = 70 = 0, also D(T*) =Y. Wir wenden Lemma 4.13 nun an auf den
adjungierten Operator 7% : Y — X und erhalten

G(T) = [UHGT)]" = [-UNGT)] =G(T™).

Also gilt T** =T. m

4.15 Korollar. Seien X,Y Hilbertriume und T' : X — Y ein dicht definierter
und abgeschlossener Operator. Dann ist T* dicht definiert und abgeschlossen, und
T =T.

4.16 Satz. Seien X,Y Hilbertrdume und T : X — Y ein abgeschlossener und dicht
definierter Operator. Dann gilt

a) R(T)" = R(T)" = ker T".

b) R(T) = (ker T*)*.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tx,y) = 0.
Dies ist aquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.

c) Nach Satz 4.14 ist T* abgeschlossen, dicht definiert, und es gilt 7** = T". Wende
a) auf T* an und erhalte R(T*)* = ker T** = ker T'.

)
d) Wende b) auf 7* an. O
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4.17 Beispiel. Sei X = Ly([0, 1]). Definiere die Operatoren T, T3, T3 durch

D(Ty) :=={f :[0,1] — C| f absolutstetig, f € Lo([0,1])},
D(Tz) = D(Ty) n{f: f(0) = f(1)},
D(T3) = D(Ty) n{f : f(0) = f(1) =0}

und Ty f :=1if" (f € D(Ty)) fir k = 1,2, 3. Offensichtlich ist D(7},) dicht in X.
Sei f € D(Ty) und g € D(T7). Dann gilt

(T\f.g) = /0 if () (@) de

~ife)g@)], - [ ity
= i£(1)g(1) ~ i (0)g(0) + (f. Tig).

Damit gilt

<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir f € D(T1)7 g€ D(T3)>
<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir fug € D<T2)
Also haben wir D(T}) C D(T%), D(Ty) C D(T}) und D(T3) € D(T}).

Sei g € D(T7) und ¢ := T} g. Definiere ®(z) := [ o(t)dt. Dann ist ® absolutstetig
mit ' = . Fir f € D(T}) gilt

‘Awuﬁam:mﬂmzmwzlfmaﬂw

- @@ - [ r@e

~ 12 - [ J @

Wihlt man fiir f eine konstante Funktion, so erhélt man ®(1) = 0. Damit gilt

| i@+ =0 (e D)
dh. g +i® € R(T1)* = {0}. Also ist g absolutstetig und g(0) = —i®(0) = 0,
g(1) = —i®(1) = 0, d.h. g € D(Ty).

Insgesamt haben wir D(T}) = D(T3), TYg = Ts9 (g € D(T3)), also T}y = T5.
Genauso zeigt man T = T und 75 = T5. Insbesondere folgt, dass T}, abgeschlossen
ist fir £k =1,2,3.
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5. Distributionen und Sobolevriaume

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es oftmals sinnvoll, den Be-
griff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzulockern. Dies erméglicht es
etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher sind als bereits bekannte,
trotzdem aber fiir gewisse Anwendungen ausreichend sind. Die Theorie der Distribu-
tionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es uns im Folgenden erlauben
werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Insbesondere werden wir in der
Lage sein, der Diracschen d-Funktion einen prézisen Sinn zu geben. Dies wieder-
um wird von grofler Wichtigkeit fiir die darauf folgende Potentialtheorie sein. Zu
erwahnen ist, dass der Name , Distributionen* von L. Schwartz eingefithrt wurde.

a) Distributionen

5.1 Definition. Sei G C R" offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heiit supp ¢ := {x € G : p(z) # 0} der Tréger von
p.

b) Die Menge C3°(G) = {¢ € C®(G) : suppp C G, supp ¢ kompakt} heifit die
Menge der Testfunktionen auf G (oder die Menge der C*°-Funktionen mit kompak-
tem Tréger). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C°(G) := C3°(G).

¢) Wir schreiben K CC G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist. Sei nun
(¢n)nen C C§°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt:

on =9 0= (1) IKCCG:YneN:suppy, C K

(i1) Va € Ny : sup |0%,(z)| — 0 fir n — oo
zeK

Versieht man den Raum der Testfunktionen mit der zu dieser Konvergenz gehoren-
den Topologie, so schreibt man Z(G).

In obiger Definition wurde die praktische Multiindex-Schreibweise verwendet.

5.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien z,{ € R™ und a € Nj. Dann
definieren wir

n
x£ = Z .Tjéj,
j=1

n

|| := (wa) 1/2,

=1

«

¢ =t

n

© Robert Denk 3. 8. 2009



5. Distributionen und Sobolevrdume 39

la] == a; + -+ + ap.

Fiir f € Clol(R") sei

0 1e) = () (50) ")

5.3 Bemerkung. a) Eine Topologie, zu welcher obiger Konvergenzbegriff gehort,
ldsst sich als lokalkonvexe Topologie definieren. Die zugehorige Familie von Halb-
normen ist jedoch relativ kompliziert zu definieren, was an Bedingung (i) in obiger
Definition liegt.

b) Es existieren hinreichend viele Testfunktionen, ein Beispiel fiir eine Testfunktion
wird in den Ubungen konstruiert. Tatséchlich liegen die Testfunktionen sogar dicht
in LP(G) fiir 1 < p < oo. Der Beweis dieser Aussage verwendet etwa den sogenannten
Friedrichschen Glattungsoperator.

Da die Menge der Testfunktionen offensichtlich einen C-Vektorraum bilden, ist die
Menge der linearen Funktionale, d.h. der linearen Abbildungen 7: Z2(G) — C,
betrachten. Eine stetige lineare Abbildung heifit eine Distribution auf G. Dabei
entspricht die obige Topologie auf Z(G) der Stetigkeit in folgender Definition.

5.4 Definition. 2'(G) bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von Z(G)
nach C, welche stetig sind, d.h.

fe20@G) = () f:2(G)— C linear, und
flen) — 0 fiir n — oo

2'(G) heiit Menge der Distributionen von G.
5.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei u € L{ .(G) :=={u: G — C: VK C G,
K kompakt: ulr € L'(K)}. Dann definiert

[u] : 2(G) — R
@ — [ul(p) = [pul)e(r)de

eine Distribution, denn

() [u] ist offensichtlich linear.

(7i) Sei (¢n)n eine Folge in & mit ¢,, — 0 fiir n — oo, dann folgt:
|[u]eon| < / |upn| < [ull L) - sup |en ()] — 0
G zeK
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fiir n — oo und ein K CC G. In diesem Zusammenhang spricht man auch da-
von, dass [u] eine von u erzeugte Distribution ist. Eine von einer L{ -Funktion
erzeugte Distribution heifit reguldre Distribution.

5.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulére Distribution
ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche ,,Deltafunktion®). Sei zy € G fest.

b0 i 2(G) — C
@ g () = @(0)

(7) Linearitét ist klar.

(73) Sei (pn)n eine Folge in Z(G) mit ¢,, — 0 fiir n — oo, dann folgt:
190 n| = [@n(20)] < sup |ipn(w)] — 0
e

fiir n — oo und ein K CC G.

(14i) Oy, ist nicht regulér
Beweis: Sei angenommen, dass ein u € L} (G) existiert, so dass fiir alle ¢ €

2(G) gilt
620 (10) = pl0) = / u(z)p(z)dz

G

Es gibt nun sicher ein € > 0 so dass B(zg,e) C G und fB(wo,s) lu(z)|de < 1
gilt. Weiter finden wir eine Testfunktion ¢ fiir die einerseits supp ¢ C B(xy, €)
und andererseits Vo € G : ¢(xg) > ¢(x) > 0, p(x¢) > 0 gilt. Damit ergibt sich
dann aber

Gus(9) = plan) = lelan)| = | [ u@ptnta] < oleo) [ julo)lde < o),

(x()vs)

was im Widerspruch zur Annahme steht.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwdhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet
aber, dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen
nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C*(R") und [f]
die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € Z(R") und
alle o € Njj mit o] < k

0°fl(@) = | 0 fpda = (=D [ f0%pda = (1)1 [£](8%)

R7 R7
Dies motiviert die folgende
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5.7 Definition. Fiir beliebiges f € 2'(G) sei fiir a € Nj

f: 2G) — C
@ — (=) f(9%)

0% f heiBt Ableitung der Distribution f vom Grad |a.

Es ist klar, dass 0“f € 2(G) ist, da mit ¢,, — 0 auch 0%p,, — 0 gilt. Also ist jede
Distribution beliebig oft differenzierbar.

5.8 Beispiele. Sei xp € G C R und

1, z>=z
N

fir x € G, dann gilt [h,,]" = 04,-
Ist ¢ € C°(G), so folgt, wenn wir 0.B.d.A. G = (a,b) annehmen:

o 0) == [ ()¢ ()de = = [ ) = plan) = B ).

Zo

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei G C R" ein Gebiet und 1 < p < oo.

Fiir eine Distribution u € 2'(G) und einen Multiindex o € Ny schreiben wir
0%u € LP(G),

falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0%u = [f] in 2'(G). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige regulére Distribution.

5.9 Definition (Sobolevraume). a) Zu s € Ny definiere
WP(G) :={u e Z'(G): ®ue LP(G) (0<|a| < s)}.

Als Norm in W*P(G) definiert man

1/p
lullwes@) = lullone = (3 10%ullug)

0<|r|<s

b) Zu s € Ny definiere H*P(G) als die Vervollstandigung von {u € C*(G) : ||ul|sp.c <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?*(G).

¢) Zu s € Ny definiere Hy"(G) als den Abschluss von C§°(G) im Raum H*P(G).
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5.10 Bemerkung. a) In der Definition von W*?(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WeP(G) ={u e LP(GQ): 0w e LP(G) (0 <|a| < s)}.

b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden. Im
Fall von H*P(G) ist aber wegen || - ||zr(q) < || - ||s,p,c offensichtlich H*P(G) C LP(G),
d.h. ein Element der Vervollstdndigung kann mit einer Funktion in L?(G) identifiziert
werden.

c¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U V) ypsa(gy 1= Z (0%, 0"0) 2y -

laf<s

5.11 Lemma. Die Riume H*?(G) und W*P(G) sind Banachrdume.

Beweis. Der Raum H*P(G) ist als Vervollstandigung eines normierten Raumes ein
Banachraum. Sei also (u,)neny € W*P(G) eine Cauchyfolge. Nach Definition der
Norm ist fiir 0 < |a| < s auch (0%uy,), C LP(G) eine Cauchyfolge, daher existiert

.....

Fiir die zugehorigen regulidren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir

alle p € Z2(G)

[0 unl() = lual@)] = | [ (@, = ) @hole)ds

< N0%un = tall o [l o) = 0 (0 — o0),

wobei % + é = 1 ist. Also gilt

(0°[u) (@) = (=1)*)(9%0) = lim (1) *[u,)(0%p) = lim [0%u,](p)

n—oo n—oo

= lim [0%u,](v) = [ua)(¢)

fir alle p € Z2(G). Somit ist 0%u = u, in Z'(G), d.h. u € WP(G).
Es folgt

ln —ull? s € 7 110%un — 3%ully — 0 (n— o0),

0<||<s

also haben wir u,, — u in W*P(G), und W*?(G) ist ein Banachraum. O

5.12 Lemma. Firl <p < oo und s € Ny gilt

H%(G) € W*2(G).
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Beweis. Seiw € H¥(G) und (u,,), C C*(G) eine Cauchyfolge bzgl. || - |s.c, welche

gegen u konvergiert. Nach Definition der || - |5, ¢-Norm gilt wieder 0%u, — uq
mit u, € LP(G). Wie im letzten Beweis siecht man 0%u = u, in 2’(G) und damit
u € WP(QG). 0

Tatséchlich sind die beiden Definitionen von Sobolevraumen fiir allgemeine Gebiete
dquivalent. Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wihrend die ersten Defini-
tionen bereits 1938 formuliert wurden).

5.13 Satz. Firl <p < oo und s € Ny gilt

WP(G) = H*"(G).

Beweisskizze. Wir miissen nur noch W#P(G) C H*P(G) zeigen, d.h. zu zeigen ist,
dass C™(G) N H*P(G) dicht in W*P(G) liegt. Unter Verwendung des Friedrichschen
Glattungsoperators kann man sogar zeigen, dass

{o € C=(G) : [|¢llspa < oo}

dicht in W*P(G) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschopfung von G und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [!]
beschrieben. ]

Die Rdume H*?(G) und W*P(G) sind typische Sobolevraume, benannt nach Sergei
L’vovich Sobolev (6.10.1908 - 3.1.1980). Wir gehen jetzt noch kurz auf den Raum
Hy?(@) ein, wobei wir uns auf p = 2 beschrianken. Im folgenden bezeichne

(4, v)g = /G u(z)o()dz

das L2-Skalarprodukt. Fiir vektorwertige Abbildungen F,G € L*(G)" := L*(G;C")
wird ebenfalls die Bezeichnung (F,G), = [, > F;(x)Gi(x)dx verwendet. Fiir
F e CYG)" war divF =" | 0,,F; die Divergenz.

Analog zur Definition von W*P(G) betrachtet man

WA (G) :=={u € H"*(G) : VF € (L*(G))",div F € L*(G) :
(u,div F)g = —(Vu, F)a}.

Der Raum W, ?(G) verallgemeinert die Bedingung u|s = 0. Ist namlich dG glatt
und u ebenfalls glatt, so konnen wir zunéchst

0= / udiv Fdx —i—/ VuFdz = / u{n, FdS(z)) (F € CY(Q))
G G oG
und somit u|sg = 0 schlieBen.
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5.14 Satz. Es gilt Hy*(G) = W, 2(Q).

Beweis. (i) Zu u € H)?(G) existiert nach Definition eine Folge (u)nen C C2(G)
mit u, — u beziiglich der H“?-Norm. Es ergibt sich fiir alle F' € (L?(G))" mit
div F € L*(G):

(u,div F), = lim (u,,div F), = — lim (Vu,, F), = — (Vu, F),,

n—oo n—oo

d.h. es gilt u € Wy*(G). Hier wurde die Holder-Ungleichung fiir p = 2 in der Form
[((u = wn), div Fs| < flu— unf2 - || div F]|

verwendet.

(ii) Zunichst ist offensichtlich, dass W,*(G) ein Hilbertraum mit dem H"2-Skalar-
produkt ist. Weiter ist nun H,”(G) ein abgeschlossener Unterraum. Wir werden
zeigen, dass das orthogonale Komplement

(Hy*(@)" = {u e W3*(G) : (u,@)wnzie) =0 (v € Hy*(G))}

nur aus der Null besteht. Da der Raum W, *(G) in der Form W,?*(G) = Hy*(G) &
(Hé’z(G))L direkt zerlegt werden kann, folgt daraus die Behauptung.

Sei also u € (Hé’Q(G))L. Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € Z(G)

<U,, 90>W1v2(G) - <U’7 90>2 + <Vu7 v()0>2 =0.

Damit gilt

(Afu))(p) = div[Vul(p) = = (Vu, Vo) = (u,9) = [ul(¢) (¢ € 2(G)),
d.h. Au = u € L*(G). Daraus folgt nun wiederum
0 < [lull5 = (u,u)y = (u, Au)y = = (Vu, V), = = Vul[; <0

also u = 0 und das war zu zeigen. O]

c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume
Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevraume werden nicht bewiesen.

5.15 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k € Ny und 1 < p < o0,
und sei G C R™ ein C'-Gebiet.
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Falls s > 2+ k, dann gilt
WP (GQ) — CF(G).
Weiter existiert ein C > 0 so dass fiir alle u € W?(G) die Abschditzung
ullepay < Cllullws»@)
gilt.
5.16 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K : X — Y eine Abbil-

dung. Man spricht davon, dass K kompakt ist, falls fiir jede Folge (z,)nen in X,
welche dort beschrankt ist gilt: (K, ),en besitzt in Y eine konvergente Teilfolge.

5.17 Definition. Sei G C R,

(1) Fiir eine beliebige Indexmenge I sei (U;)ie; eine Uberdeckung von G. Sie heifit
lokal-endlich, falls gilt:

Ve € G:3e>0:#{U;: UiN B(x,e) #0,i € [} < o0

(i) G besitzt die Segmenteigenschaft genau dann wenn es eine lokal endliche offene

Uberdeckung {U;,i € I} des Randes OG' mit
Viel:3eR:VaeUNGYte (0,1):z+t5 €

gibt.

5.18 Satz (Rellich-Kondrachov). a) Sei G C R" ein Gebiet. Sei 1 < p < oo und
m € N. Dann ist die Einbettung

Wy™(G) — L(G)
kompakt.

b) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e R" ist die Einbettung

Wm(G) — L' (G)
kompakt.

c) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e N mit mp>n ist die Einbettung

WP (G) — Cy(G)

kompakt.
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Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschétzungen beweisen zu kénnen.

5.19 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R™ ein Gebiet, welches in
eine Richtung beschrinkt ist. Dann existiert eine Konstante d > 0 so, dass

lull 2y < dIVullzzy  (u € Hy(G)).

Damit ist durch

1/2
[l = (D 19°ulle))

la=1

auf Hy(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm || - ||g1(q) dquivalent ist.

Beweis. Es sei G ohne Einschrankung in z,-Richtung beschrankt, d.h. es gelte
GC{rxeR":0<z, <d}

fiir ein d > 0. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir u € Z(G). Offenbar gilt nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

u(x):/ Opu(1,y ooy Ty, t)dt
0

Damit kénnen wir unter Verwendung der Hélderschen Ungleichung wie folgt abschétzen:

In

|u(:v)|2 < d/|8nu($1,...,xn_1,t)|2dt

0

< d/|Vu(x1,...,a:n1,t)|2dt

Damit folgt

[|ul%2 <d/{m/ /|Vu T1y ey Ty, t)|Pdtday - day, g p Ao, < dP||Vul?

und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € H}(G) durch Approxnnatlon in der | - || g1(¢)-Norm. O

5.20 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet
mit Segmenteigenschaft. Dann existiert ein ¢ > 0 mat

lallize < e | 1Vulliz@ + /u(x)dx (ue H'(Q)).
G
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Damit ist durch

o\ 1/2
el = (1Nl + | Dz |)

eine Norm auf H'(G) gegeben, welche zur Norm || - || g1 (q) dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge (u,)nen C H'(G) existiert mit ||u, || r2(q) =
1 und 1
IVl + |G, Dy | < - (n € N).

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (u,)nen, die et-
wa gegen ug € L*(G) konvergiert. Wegen ||[Vu,|[zz — 0 folgt, dass (@, )neny C
H'(G) eine Cauchyfolge ist. Da H'(G) vollstindig ist, existiert ein uy € H'(G)
mit ||@, — Uollp1e) — 0. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist uy = .
Wegen (u,, 1) — 0 folgt (ug,1) = 0. Andererseits gilt Vuy = lim,,_,o Vu,, = 0, also
ug = const. Insgesamt folgt also ug = 0 was im Widerspruch zu

[uollz2 = lim ||u, ||z =1
n—oo

steht. O
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6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

Zu den klassischen Sdtzen der Funktionalanalysis gehtren der Satz von Baire mit
seinen Folgerungen und der Satz von Hahn-Banach. Die Folgerungen aus diesen
Satzen werden von entscheidender Bedeutung fiir die ganze Operatortheorie sein.

Das Prinzip der offenen Abbildung ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire und
erlaubt recht schnell wichtige Aussagen iiber das Spektrum unbeschrankter Opera-
toren. Hier werden auch die ersten Begriffe der Operatortheorie definiert, wie etwa
die Abgeschlossenheit eines unbeschrankten Operators.

a) Der Satz von Baire

Sei (X,d) metrischer Raum. Eine Menge A C X heifit nirgends dicht, falls A keine

inneren Punkte enthilt, d. h. A = (). Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene
Kugel enthélt.

6.1 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (X, d) wvollstindiger metrischer Raum,
A, C X abgeschlossen. Falls A := |J, oy An eine offene Kugel enthilt, so existiert
ein ng € N so, dass Ay, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei B(xg,r) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A,, enthélt eine
offene Kugel, d. h. es gilt

VneNVe>0VzeX: (X\A,)NB(zx,e) #0.
Wiéhle zq mit 0 < g1 < 1/2 und
B(x1,e1/2) C (X \ A1) N B(xg, 7).
Da beide Mengen auf der rechten Seite offen sind, ist auch der Durchschnitt offen

(und nichtleer).

Wiéhle nun im néchsten Schritt xo mit B(xg, &) C (X \ Az) N B(x1,¢1) (offen, nicht
leer), 0 < &5 < 3.

Allgemein wéhle x,,, e, mit B(x,,c,) C (X \ A,) NB(x,_1,6,1) und 0 < g, < 27",

Wegen ¢, — 0 und =, € B(x,_1,&,-1) ist (z,)nen Cauchyfolge, d.h. z, — = € X.
Hier verwenden wir, dass X vollstandig ist. Wegen d(x, z,) = lim  d(x,,,x,) <&,
—_———

m—oo
<en/2 falls m>n

ist x € () K, (z,).

neN
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Aber es gilt sowohl

() B(wnen) C [ (X \A) =X\ A

neN neN
als auch
ﬂ B(xp,e,) C B(x1,e1) C B(xg,r) C A.
neN
Somit ist (),cn B(Zn, en) = 0 im Widerspruch zu & € (,cy B(%n, €n)- O

Satz 6.1 heifit aus folgendem Grund Kategoriensatz: Eine Menge A C X heifit von
erster Kategorie (mager) in X, falls A C U A, mit nirgends dichten Mengen A,
gilt. Gibt es keine solche Darstellung, helﬁt A von von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir folgende Formulierung des Satzes von Baire: Sei (X, d) vollstandi-
ger metrischer Raum. Dann ist X ist von zweiter Kategorie in sich.

6.2 Satz (Prinzip der gleichméafiigen Beschrianktheit). Sei (X, d) vollstindiger me-
trischer Raum, T eine Familie stetiger Abbildungen f : X — K. Die Familie T sei
punktweise gleichmdfig beschrdankt, d.h. es gilt

VeeX3e>0VfeT: |f(o)]<ec
Dann existiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KVfeT: |f(rv)<ec

Beweis. Die Menge A, :={x € X |V f € T : |f(z)] < n} ist abgeschlossen. Fiir
r € X existiert nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(x)| < ¢, (f €7T),d h.es

existiert eine natiirliche Zahl n mit x € A,. Somit X = (J, .y An

Nach dem Satz von Baire existiert ein ng € N und eine offene Kugel K C A,,.
Damit ist |f(x)| <ny (re€ K,feT). O

6.3 Satz (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X Banachraum und Y normierter
Raum. Sei T C L(X,Y) eine punktweise gleichmdfiig beschrinkte Familie, d. h.
es gelte

VeeX3e,>0vVT eT : ||Tz| <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit |T|| <c (T'eT).
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Beweis. Definiere 77 := {fr : X — K,T € T} mit fr(z) := ||[Tz||. Nach Vorausset-
zung ist die Familie 7’ punktweise gleichméfig beschrankt.

Nach Satz 6.2 existieren B(z,7) und ¢ > 0 mit
V€ B(xo,ro) VT €T :||Tx|]| <.

Sei nun x € X, ||z|| =1 und 7' € 7. Dann gilt

g = 2 (e )] 5
<2 (=)l 2o s ie—
m €B(z0,70)
Somit gilt |T]| <c (T €T). O

6.4 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. das Bild einer offenen Menge ist offen.

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst, dass ein € > 0 existiert mit B(0,e) C T'B(0,1).
Sei dazu B,, := B(0,n) C X. Da T surjektiv ist, gilt Y = (J, .y T(B,). Nach dem
Satz von Baire ist das Innere von T'(B,,) fiir ein n € N nichtleer, d.h. es existiert ein
g0 > 0 und ein yg € Y mit B(y0,€0> C T(Bn)

Da T surjektiv ist, existiert ein o € X mit Txy = yo. Es ist B(yo,e0) = Txo +
B(0,e0) und damit

B(0,20) C T(By) — Taro = T(By) — Ty
=T(nBy) —Txyg=T(nBy —x¢) C T(mB,) =m T(By)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass nB; —xy C mB; fiir grofies m gilt. Wir erhalten

B(0,£0/m) € T(By).

Wihle € := g¢/m.

(ii) Wir zeigen nun, dass T'(B;) C T'(B2) gilt. Dazu sei y € T'(B;) und ¢ wie in (i).
Wihle x1 € By mit y — Ty € B(0,¢/2).

Nach (i) ist B(0,e/2) C TB(0,3). Wihle nun z, € B(0,3) mit y — Tay — Txy €
B(0,e/4) C TB(0, 3).
Wir erhalten iterativ eine Folge (), mit =, € B(0,27"") mit y — Y7  Tx; €

B(0,e-27™). Nach Wahl der z,, ist  := >~ | x, absolut konvergent. Es gilt x € B,
wegen [lz]| <37, [zl < 2.
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Unter Verwendung der Stetigkeit von T erhalten wir y =Y oo, Ta; = T(D "2, x;) =
Tz € T'Bs.

(iii) Nach (i) und (ii) ist K. C T'B,. Also enthilt das Bild jeder Umgebung von
0 € X eine offene Kugel in Y, d.h. ist eine Umgebung von 0 € Y. Sei nun U C X
offen. Zu = € U existiert B(0,6) mit z 4+ B(0,d) C U.

Damit T'(x 4+ B(0,9)) = Tx+TB(0,6) D Tx+ B(0,¢) fiir ein € > 0, d.h. es existiert
eine Umgebung Tz + B(0,€) von T'x mit Tx+ B(0,£) C TU. Somit ist TU offen. [

6.5 Korollar. Seien X,Y Banachriume, T : X — Y abgeschlossener linearer
Operator mit Definitionsbereich D(T'). Sei R(T') abgeschlossen. Dann ist T offen
als Abbildung von D(T) nach R(T) (wobei sowohl D(T) als auch R(T) mit der

Spurtopologie versehen werden).

Beweis. Betrachte die Graphennorm ||z||r := ||z|| + ||Tz|| (x € D(T)).

Dann ist || - ||z eine Norm auf D(T) und (D(T),| - ||r) ein Banachraum (da T
abgeschlossen ist). Der Operator T': (D(T), | - |lr) — Y, = — Tz, ist stetig.

Eine Teilmenge U C D(T) ist offen bzgl. || - ||z, falls U offen ist bzgl. ||.||x. Nach
Satz 6.4 ist TU = TU offen fiir U offen. O

6.6 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachrdume und T : X — Y ein
abgeschlossener linearer Operator mit ker T = {0} und R(T) abgeschlossen. Dann
ist T=1: R(T) — X stetig.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 6.5 aufgrund der Aquivalenz der Offenheit
von T und der Stetigkeit von 77 O

6.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien XY Banachriume, T : X —
Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist T stetig.

Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) ist mit ||(z,Tz)|| = |z| + ||Tz| als
abgeschlossener Unterraum von X @Y ein Banachraum. Die Projektion m; : G(T') —
X, (x,Tx) — =z, ist stetig und damit ein abgeschlossener linearer Operator. Der
Werteberich R(m;) = D(T) ist abgeschlossen. Nach Satz 6.6 ist 7, stetig. Ebenso
ist m : G(T) — Y, (v, Tx) — T, stetig. Damit ist T = mp o 7] stetig. O

6.8 Korollar. Seien X; = (X, || - ||1) und Xy = (X,]| - ||2) Banachrdume mit

lells < ellzlls (x € X)
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fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen || - ||y und || -||2 dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit C|zlly < flzfy < cflzlls (x € X).

Beweis. Satz vom stetigen Inversen, angewendet auf id: (X, ||-[|2) — (X, ||-|l1), = —
x. [

6.9 Korollar (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X Hilbertraum und T : X — X
linearer Operator mit D(T) = X und

(Tz,y) = (z,Ty)  (z,y € X).
Dann st T' stetig.
Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in X @Y.
Sei (z,y) = lim,(x,, Tx,), d.h. z = lim, x, und y = lim,, T'z,,. Fiir z € X gilt
(y,z) = lim(Tx,, z) =lim(x,, Tz) = (x,Tz) = (Tz, ).

Damit folgt (y—T'z,z) = 0 fiiralle z € X. Alsoist y—Tx =0, d.h. (z,y) € G(T). O

b) Hahn-Banach-Sitze

6.10 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei X ein R—Vektorraum und
p: X — R konvez, d.h. es gelte

plaz + (1 —a)y) < ap(z) + (1 —a)p(y) (a€l0,1],z,y € X).
Sei ferner L C X ein linearer Teilraum und X\ : L — R linear mit

AMz) <plx) (zel).
Dann existiert ein lineares A : X — R mit Al = X und A(x) < p(x) (x € X).

Beweis. (i) Fortsetzung auf L := span{L, 2z} = L ® Rz mit z € X \ L:
Fiir 1,92 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BAw) +02m) = Ao + ) = (0 + ) A+ —— )
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(11— a2) + —— (1 + 62))

< (a+5)p<a—+6 e

< Bp(y1 — az) + ap(y2 + 82).

Damit erhalten wir
1

- IN) =l — 0] < 5 plae -+ 2) ~ M) (6-1)
Wiéhle
X(z) =g € [y ESL“F;>O§()‘(Z/1) —ply — @Z))ainfyzeL, 3>0 %(P(yz + B2) — )\(yz))]

und definiere Az + y) := pM(z) + A(y) auf L=L®R - z.

X ist linear auf L nach Definition, und es gilt

AMpz +y) = pao + A(y) < p(pz +y).

Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «q die Abschitzung

p (Y2 + Bz) = Ay2) + Bag.
Setze nun ys := y und 3 := u. Den Fall p < 0 sieht man analog.

(i) Sei .4 die Menge aller Abbildungen m : M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < ply,.

Durch
my < mey < M, CMQ, 7’I’L2|]\/11 =my

wird .# partiell geordnet. Sei {my;} eine Kette in .#. Dann ist M := (J, M}, ein
linearer Unterraum, und durch

m(x) :=my(x) (x € My)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € .

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert. Sonst existiert nach (i) eine Fortsetzung
auf D(A) @R -z mit z € X \ D(A). O

6.11 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version). Sei X ein C— Vektorraum und p :
X — R eine Abbildung mit

plax + By) < |af p(z) + 18] p(y) (o, B € C mit |a| + |B] = 1).

Sei L C X linearer Teilraum und X : L — C linear mit |\(x)| < p(x) (z € L).
Dann existiert ein lineares A : X — C mit A|p = X und |A(x)| < p(z) (z € X).
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Beweis. Setze ((z) := Re A(x). Dann ist £: X — R linear mit
l(z) < Mz) <p(z) (z€ L)

Wegen ((ix) = —Im A(x) ist AM(z) = £(x) — il(iz). Setze ¢ nach Satz 6.10 fort zu
einem R—linearen L : X — R mit L(z) < p(z) (z € X). Dann ist

A(x) := L(z) — iL(ix)
R-linear. Wegen
A(iz) = L(ix) — iL(—x) = L(iz) + iL(x) = iA(zx)
ist A sogar C—linear.

Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(z)] = e A(z) = AMe ?z) = L(e™"z) < ple™"x) = p(x).
Hier wurde Re A = L und A(e™%z) = |A(x)| € R verwendet. O

6.12 Korollar. Sei X normiert, L. C X linearer Teilraum und X € L'. Dann
ezistiert ein A € X' mit ||A||x = [|[ M|z, Al = A

Beweis. Sei p(z) = [|A]l - [l]|. Dannist [A(x)| < p(z) (2 € L).

Nach Satz 6.11 existiert eine Fortsetzung A mit
A < Al -zl (= € X),
d.h. A € X und ||A|| < ||A||- Wegen Al = Aist ||[A|| = || O

Damit konnen wir nun den Beweis von Lemma 3.21 nachholen.

6.13 Korollar. Sei X normiert, v € X \ {0} fest. Dann existiert ein A € X' mit
A(z) = [lz]| und [|A]l = 1.

Beweis. Definiere A : Kz — K, A(ax) := |a|||z|| und setze nach Korollar 6.12 fort.
O]

6.14 Korollar. Sei X normiert, L C X linearer Teilraum und x € X. Sei
= inf — .
d:= inf [z —y[ >0
Dann existiert ein A € X' mit ||A|| =1, A(x) =d und Al = 0.
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Beweis. Definiere A auf L & Kz durch A(ax + y) := ad. Dann gilt

x| od ! d 1_,
ek |y + ax|| ack £+ | inf |[£+2f d
yeL yEL yeL
a€k\{0}
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 6.12. [

© Robert Denk 3. 8. 2009



56 7. Niitzliches diber das Spektrum

7. Niitzliches iiber das Spektrum

In vielen Anwendungen ist es wichtig, das Spektrum eines Operators gut zu kennen.
So kann man etwa am Spektrum ablesen, ob die Losung einer Differentialgleichung
fiir grofie Zeiten gegen Null konvergiert (Stabilitdt). Es gibt eine ganze Reihe klei-
ner Aussagen iiber das Spektrum, welche bei der Bestimmung des Spektrum helfen
konnen. Am einfachsten (aus der Sicht des Spektrums gesehen) sind selbstadjun-
gierte Operatoren. Zum Gliick sind das auch die Operatoren, welche am h&ufigsten
vorkommen. Fiir Anwendungen sehr niitzlich ist auch der Begriff des approximativen
Spektrums.

7.1 Lemma. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X). Dann ist T genau dann
selbstadjungiert, falls (Tx,x) € R gilt fir alle x € X.

Beweis. (i) Sei T'=T*. Dann ist (T'z,z) = (x,Tz) = (Tz,z) € R.
(ii) Seien z,y € X und a € C. Nach Voraussetzung ist

(T(z+ay),z+ay) = (T'(z + ay), v + ay)
und damit

a(Ty,z) + a(Tx,y) = aly, Tx) + alz, Ty).
Fir « = 1 erhalt man

(Ty,z) + (Tz,y) = (y, Tx) + (z,Ty).

Fiir « = ¢ erhalt man

Somit folgt
(Ty,z) = {y,Tx) (x,y € X).
Nach Definition von T gilt also T' = T™. O

7.2 Bemerkung. Sei X Banachraum, Y normierter Raum und 7: X — Y ein
Isomorphismus normierter Réume, d.h. T linear, bijektiv und T, 7! stetig. Dann
ist auch Y ein Banachraum. Denn falls (y,), C Y eine Cauchyfolge ist, so auch
Ty, := T y,. Damit existiert z := lim,, ,, € X, und fiir y := Tz € Y gilt y,, — v.

Man beachte, dass hier die Linearitdt entscheidend ist, vergleiche arctan: R —
(—m/2,m/2).
7.3 Lemma. Seien XY Banachrdume und T: X — Y abgeschlossener linearer

Operator. Dann sind dquivalent:
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(i) Es existiert ein C' > 0 mit |Tz|| > C||z|| (x € D(T)).
(ii) T ist injektiv und R(T) ist abgeschlossen.

Beweis. (1)=(ii). Offensichtlich ist 7" injektiv. Der Operator T: (D(T),] - ||r) —
(R(T),|| - ||) ist nach (i) Isomorphismus von normierten Raumen. Da (D(T), | - ||7)
Banachraum ist, ist R(7T) abgeschlossen nach Bemerkung 7.2.

(ii)=(i) folgt aus dem Satz vom stetigen Inversen. O

7.4 Satz (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei X ein C-Hilbertraum und
T ein selbstadjungierter linearer (nicht notwendig beschrinkter) Operator. Dann gilt

(i) o(T) C R.
(i) [(T =)~ < [ImA[7h (A€ C\R).

(iii) Fir X € o,(T) ist ker(T' — \) = N§“) (T'), d.h. geometrischer und algebraischer
FEigenraum sind identisch.

(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Figenwerten sind orthogonal.

(v) o.(T) = 0.

Beweis. (i) Sei A € C\ R und z € D(T). Es gilt mit Lemma 7.1
(T =Nl -zl > [(T = Nz, 2)| > [In((T = N, 2)| = [TmA[ - [|z]*. (7-1)

Nach Lemma 7.3 ist 7' — X injektiv und R(7 — \) abgeschlossen.

T — X ist surjektiv: Nach Satz 4.16 a) gilt R(T — A\)* = ker(T — A)* = ker(T — X).
Nach dem bisher Bewiesenen ist T — X injektiv und es folgt R(T — A\)*+ = {0}. Da
R(T — \) abgeschlossen ist, erhalten wir die Surjektivitdt von 7" — A.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator T'— X bijektiv ist.
(i) Setze y := (T'— ANz in (7-1) und erhalte

lyll = [Tm AL [T = 2) "yl
(iii) Die Inklusion ker(T —X) C N\(T) gilt immer. Sei also z € N\ (T")\ ker(T — \)
mit A € R. Dann gilt (T'— \)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T"— \)z # 0. Wegen T' = T

ist dann

(T =X a]* = (T = \)"e, (T = N)" ) = 0.
Induktiv folgt (T — \)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.
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(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien xq,xs Eigenvektoren zu A\ # Ao
mit A\ o € R. Dann gilt

)\1<331,96’2> = <TIL’1,$2> = (l’bTiUz) = )\2<$1,5L’2>-

Wegen Ay # Ay folgt (xq,29) = 0.

(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,(7"). Dann ist A € R, 7' — X injektiv und
R(T — X\) # X. Wihle y € R(T — A\)* \ {0}. Dann ist

0={((T—Na,y)=(z,(T—Ny) (v€D(T)),

d.h. (T'— ANy =0 und, da T — X injektiv ist, y = 0, Widerspruch. ]
Der folgende Satz wird genauso wie Satz 7.4 bewiesen.

7.5 Satz (Spektrum unitérer Operatoren). Sei X ein Hilbertraum und T € L(X)
unitdr. Dann gilt

(i) o(T) C {A e C:|A =1}

() 17 = X)) < oty i 1

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 7.4 gelten analog.

7.6 Definition (numerischer Wertebereich). Sei X ein Hilbertraum und 7" € L(X).
Der numerische Wertebereich ist definiert durch

WA(T) = {(Tw,z) - [lx]| = 1},

7.7 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X). Dann gilt o(T') C W(T)).

~—

Beweis. Fiir A @ W(T) und ||z| =1 gilt

0 <d :=dist(z, W(T) < |\ = (Tz,z)| = (AN —T)x, x)|
<7 = Nazl| - |l = [I(T = M)

Damit gilt [[(T"— N)z|| > d||z|| (z € X). Also ist nach Lemma 7.3 der Operator
T — X injektiv und R(T — \) abgeschlossen. Falls g € R(T — \)* mit ||ag]| = 1, so
1st

0= <(T — )\)$0,$0> = <T.1'0, $0> — )\,

Widerspruch zu A € W(T'). O
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7.8 Lemma (approximative Eigenwerte). Seien X,Y Banachriume und T: X —
Y ein abgeschlossener linearer Operator. Die Menge der approzimativen Figenwerte
st definiert als

Gupp(T) = {A € C+ 3 (2)uen € DT, [zl = 1+ (T = Azl — 0}.

Dann gilt
0p(T)U 0 (T) C 0app(T) C o(T).

Beweis. (i) Sei A € 0app(T). Falls X € p(T'), so wire |[(T' — \) || stetig, d.h. fiir alle
x € D(T) ist

[Eal 1
T S T = A7 < oo
(T = A)zn||

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(ii) Fiir A € 0,(T) setze z,, :== x mit einem normierten Eigenvektor x zum Eigenwert

A

Sei A € 0.(T). Dann ist T' — X injektiv und R(T — \) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 7.3 existiert kein C' > 0 mit ||(7"— \)z|| > C||z||. Somit existiert eine Folge
x, mit ||z,|| =1 und [(T — N)a,|| — 0. O

7.9 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X) selbstadjungiert. Fir m :=
inf =1 (Tz, z) und M := sup—1 (T, z) gilt o(T) C [m, M] und m, M € o(T).

Beweis. Die Inklusion o(T) C W(T) C [m, M] gilt nach Lemma 7.7.

Sei (), C X mit ||z,|| = 1 und (T'z,, z,) — m. Nach Definition von m ist die
Bilinearform [z,y] := ((T — m)z,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy-Schwarz
gilt

[T = )2 = [0, (T = m)a] < [, 20 V2T = ), (T — ), ]2
(T — m)xn,xn>1/2 (T —m)*z,, (T — m)xn>1/2 —0 (n— o0),

da (T — m)xp,z,) — 0 und (T — m)%x,, (T — m)x,) beschrinkt ist. Also ist
m € Oapp(T’) C o(T). Genauso zeigt man M € o(T). O

7.10 Definition und Satz. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X). Fir den
Spektralradius
r(T) = inf ||T7|'/"
ne

gilt
r(T) = lim ||[T]™ = max{|\| : A € o(T)}.
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Beweis. (i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (a,)neny C R mit 0 < apyp < apay, fiir
alle n,m € N. Dann gilt (a,)"" — a := inf,(a,)"" (n — ).

Um dies zu zeigen, sei ¢ > 0. Wihle N € N mit (ax)"N < a + ¢ und setze b(e) :=
max{ai,...,ay}. Schreibe nun n € N in der Form n = kN +r mit 0 < r < N.
Dann gilt

(an)l/n = (agpn4r )Un (a a )1/n

< (a4 )™y = (a4 e)(a + &) mpMm

= (a+€)<(af€)r>1/n

< a+ 2e,

falls n hinreichend grof ist. Dies zeigt (i).

(ii) Setze in (i) nun a, := ||T"||. Dann folgt r(T) = lim,, o [|T7||"/". Fiir |A| > r(T)
gilt
Yn T (T

= lim = < 1.
n—os[Al Al

hinﬁsup H < )

Damit konvergiert

SICHE p

Also ist A € p(T).

(iii) Sei ro := max{|A| : A € o(T)}. Sei p € C mit |u| > ro, und f € [L(X)].
Betrachte die Funktion F'(\) := f((A —T)~!). Dann ist ' holomorph in {\ € C :
|IA| > (T}, da die Reihe

=Y AT
n=0

absolut konvergent ist fiir |\| > (7).

Andererseits ist F' holomorph in p(T") und damit fiir alle |A| > ry. Eine Potenzreihe
konvergiert aber im grofiten offenen Kreisring, in dem sie holomorph ist. Daher
konvergiert die obige Reihe an der Stelle p (wegen |u| > o).

Insbesondere folgt lim,, .o | f(u™""'T™)| — 0. Da f € [L(X)] beliebig war, konver-
giert die Folge (4™ 'T™),en in der schwachen Topologie gegen 0.

Die Folge (1" 'T™),en ist normbeschriinkt: Fiir jedes f € [L(X)] die Folge
(f(u™" 7 T"))nen € C
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als konvergente Folge beschrankt, es existiert also eine Konstante ¢ mit |ﬁ( =
|f(Tn)| < ¢; (n € N). Nach dem Satz von Banach-Steinhaus existiert ein ¢ > 0

mit || T,|| < c. Aber es gilt ||T5]| = ||T5]-

Damit gilt
1/n

T < (Clul™)
Da die rechte Seite fiir n — oo gegen |u| konvergiert, folgt
r(T) = lim [TV < |ul.
Da die Zahl p beliebig mit |u| > ro war, folgt 7(7") < ry. Nach (ii) gilt jedoch auch
r(T) > ro und damit r(T) = ro. O
7.11 Satz. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt

r(T) = ||T|| = max{|A| : A € o(T)} = sup [(T'z,z)]|.

ll=]|=1
Beweis. Es gilt
1/2
ITh = sw  |Tall= sw ({Tw,Tx))
veX, ||z)=1 veX, |z =1
1/2
= sup <<T2x,x>>
zeX, ||zl|=1
< |12,
d.h. ||T))* < ||T?||. Die andere Richtung gilt, da || - | submultiplikativ ist. Iterativ
folgt damit || 72| = ||T||>" fiir n € N. Damit ist r(T) = lim, .. [|T"||"/" = ||,
und die Behauptung folgt aus Lemma 7.9 und Satz 7.10. O

7.12 Bemerkung. a) Fiir nicht selbstadjungierte Operatoren gilt die Aussage von
Satz 7.11 i. allg. nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht. Sei X = Ls([0, 1]) und

(Az)(t) ::/0 x(7)dT.

Der Operator A ist ein Beispiel eines Volterra-Operators. Es gilt o(A) = {0}.

b) Es gibt selbstadjungierte Operatoren, welche keinen Eigenwert besitzen. Betrach-
te dazu wieder X = L([0,1]) und (Az)(t) := ta(t) (Multiplikationsoperator). Dann
ist 0,(A) = 0.
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7.13 Bemerkung. Die meisten obigen Aussagen und Beweise gelten nicht nur fiir
beschrénkte Operatoren in Hilbert- bzw. Banachrdaumen, sondern allgemein fiir Ele-
mente von Banachalgebren bzw. C*-Algebren. Die sog. Gelfand-Theorie von C*-
Algebren ermdglicht es, einen abstrakten Zugang zu Spektrum und Spektralsatz zu
finden. Hier sollen nur die Definitionen zitiert werden.

7.14 Definition. a) Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf der eine
bilineare, assoziative Abbildung A x A — A, (z,y) — z -y definiert ist (die
Multiplikation), wobei

-yl < flzll - Nyl (2, € A).

Wir schreiben wieder zy := z -y. Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls zy =
yr (z,y € A). Ein Element e € A heifit Einheit von A, falls ze = ex =z (v € A)
und |le]| = 1.

b) Eine Abbildung A — A, = — z* heifit Involution, falls gilt

(i

)
(ii) (Az)* =Xz* (A€ C,z € A),
)
)

(z+y)=2"+y" (v,yecA),

(ili) 2™ =2 (x € A),

(iv) (zy)* =y*z* (z,y € A).

c) Falls A eine Involution mit
lz"z]| = ||=[I* (€ A)

besitzt, so heiffit A eine C*-Algebra. Ein Algebrenhomomorphismus ® : A — B von
C*-Algebren heifit ein *x-Homomorphismus, falls &(z*) = (®(x))* (z € A).

7.15 Beispiele. a) Sei X ein C-Banachraum. Dann sind A = L(X) und A =
K(X) :={T € L(X) : T kompakt} Banachalgebren. Dabei hat L(X) die Einheit
idy, wihrend K(X) nur dann eine Einheit hat (némlich ebenfalls idy), falls X
endlich-dimensional ist.

b) Sei T ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist C(T") eine Banachalgebra mit
der konstanten Funktion 1 als Einheit.

c) Sei (X, A, u) ein Mafiraum. Dann ist L>°(u; C) eine Banachalgebra mit der kon-
stanten Funktion 1 als Einheit.
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8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
beschrinkte Operatoren

Der Spektralsatz ist einer der wichtigsten Sétze der Operatortheorie. Es handelt
sich dabei um eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes aus der Linearen Alge-
bra, nach welchem selbstadjungierte Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind, also
zundchst einmal um eine Strukturaussage. Diese Darstellung linearer selbstadjun-
gierter Operatoren kann nun verwendet werden, um etwa Funktionen von Operato-
ren zu definieren, was wichtige Anwendungen z.B. fiir partielle Differentialgleichun-
gen besitzt. Man erhélt einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren.

Tatséchlich kann man stetige Funktionen von Operatoren auf relativ einfache Weise
definieren, indem man die Dichtheit der Polynome im Raum der stetigen Funktionen
ausniitzt. Polynomiale Abbildungen von Operatoren sind in natiirlicher Weise defi-
niert. Ein entscheidender Schritt auf dem Weg zum Spektralsatz liegt nun darin, den
stetigen Funktionalkalkiil zu einem messbaren Funktionalkalkiil auszudehnen. Dies
ist moglich, indem ein Satz von Riesz zur Darstellung der Dualraums der stetigen
Funktionen verwendet wird. Der messbare Funktionalkalkiil erlaubt es uns schlief3-
lich, charakteristische Funktionen von Operatoren zu betrachten, was zur Definition
und Darstellung des Spektralmafles fiithrt. Insgesamt erhélt man eine Darstellung
eines selbstadjungierten Operators als Integral iiber eine skalarwertige Funktion,
wobei das Maf} selbst operatorwertig ist.

In diesem Abschnitt werden nur beschréinkte selbstadjungierte Operatoren betrach-
tet. In vielen Anwendungen sind die Operatoren unbeschrénkt, und die Ubertragung
auf unbeschréankte Operatoren erfolgt spéter.

a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkiil

Im folgenden sei stets H ein C-Hilbertraum.

Wir wollen im folgenden Funktionen f(7") eines selbstadjungierten Operators T €
L(H) definieren. Die Definition ist noch klar, falls f ein Polynom ist: Fiir f(t) =
ZnN:o a,t"™ mit a, € C ist

N

f(T) = Z a, T" (8-1)

n=0

(mit 7° := idg). Dieser sog. Funktionalkalkiil kann mit Hilfe des Satzes von Wei-
erstrafl eindeutig auf stetige Funktionen ausgeweitet werden, wie wir spéater sehen
werden. Zunéchst eine Version eines Spektralabbildungssatzes.

8.1 Lemma. Sei T € L(H), und fiir ein Polynom f sei f(T') durch (8-1) definiert.
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Dann gilt

o(£(T) = Fo(T) (= (/) : X e a(T)}).

Beweis. (i) Sei p € o(f(T)). Wir faktorisieren

FOESTECA | ((En)
i=1

und erhalten f(T) — p = B, - [[[,(T — ). Falls v; € p(T) fir alle ¢ gelten wiirde,
so wére f(T) — u bijektiv, d.h. es gilt u € p(f(T)). Also existiert ein ig, so dass
T — 7;, nicht bijektiv ist. Das heifit aber 7;, € o(T). Wegen f(v;,) — 1 = 0 folgt
e flo(T)).

(ii) Sei nun p € f(o(7)), d.h. es gilt p = f(7y) mit einem v € (7). Dann folgt
F(v) — =0, dh. i

f@) —p=({—=7)f()

mit einem Polynom fvon Grad nicht grofler als n — 1. Also gilt

f(T) = p= (T =) f(T) = F(T)T =),
Da v € o(T), ist entweder 7' — ~ nicht surjektiv und damit auch f(7) — p nicht
surjektiv, oder es ist 7" — 7 nicht injektiv und damit f(7') — p nicht injektiv. In
beiden Fillen folgt p € a(f(T)). O

Im folgenden sei 1 die konstante Funktion 1 und P(o(T)) := {f € C(o(T)) :
f ist Polynom}.

8.2 Definition und Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T' € L(H) selbstadjun-
giert. Dann ezistiert genau ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren ®: C(o(T)) —
L(H) mit ®(idy(r)) = T und ®(1) = idy. Die Abbildung ® heifst der stetige Funk-
tionalkalkil von T. Wir schreiben f(T) :=®(T) (f € C(o(T))).

Beweis. (i) Dichtheit der Polynome: Da T" = T* € L(H), existiert ein Intervall
[m, M| D o(T). Zu f € C(c(T)) existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze

(Satz 1.5) eine stetige Fortsetzung f € C([m, M]). Nach dem Satz von Weierstrafl
liegen die Polynome dicht in C'([m, M]) und damit auch dicht in C(o(T)).

(ii) Eindeutigkeit: Da & stetig ist, ist ® durch die Werte auf der Menge P (o (7))
aller Polynome bereits festgelegt. Wegen ®(fg) = ®(f)®(g) ist ¢ bereits durch die
Werte ®(idy(7)) und ®(1) eindeutig bestimmt.

(iii) Existenz von ®: Fiir ein Polynom f € P(a(T)), f: ¢+ 37 ¢t/ setze <I>(Ji) =
>0 ¢;T7. Dann ist ®: P(o(T)) — L(H) linear, multiplikativ und erfiillt ®(f) =
(@)
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Wir zeigen, dass ® stetig ist. Fiir f € (T)) ist

P(o
IR(NI* = @) ()l = I2(F NIl = sup{|Al : A € o(@(/))}
=sup{(ff)(\) : A€ o(T)} = Sup P =115

Hier wurden Satz 7.11 auf den selbstadjungierten Operator ®(ff) angewendet sowie
der Spektralabbildungssatz fiir Polynome (Lemma 8.1).

Somit ist ® eine Isometrie auf P(o(7)), und es existiert eine eindeutige (wieder
isometrische) stetige Fortsetzung auf C'(o(7')). Diese Fortsetzung ist wieder linear,
multiplikativ und erfiillt ®(f) = ®(f)*. Zum Beispiel kann man die letzte Eigen-
schaft folgendermaflen zeigen: Falls f der Limes von Polynomen f,, ist, so gilt

o(7) = & ( lin 7,) = lim ©(7,) = lim ©(1,)
— [ Jim ®(£,)]" = ®(lim £,)" = 2(f)"

n—oo

8.3 Satz (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T' € L(H) selbstadjungiert.

a) Der Funktionalkalkil C(o(T)) — L(H), f +— f(T), ist isometrisch, d.h. | f(T)| =
[/ lse-

b) Falls f >0, soist f(T) >0 (& VYoxe H: (z, f(T)x) >0).
¢) Falls Tx = Az, so ist f(T)x = f(Nx fir f € C(o(T)).
d) (Spektralabbildungssatz). Es ist o(f(T)) = f(a(T)).
e) Die Menge {f(T) : f € C(o(T))} C L(H) ist kommutative Unteralgebra. Der
Operator f(T) ist normal, und f(T)* = f(T) gilt genau dann, wenn f = f.
Beweis. a) wurde bereits im Beweis von Satz 8.2 gezeigt (fiir Polynome, welche dicht
liegen).
e) ist nach Satz 8.2 klar.
b) Sei 0 < f = ¢* mit g € C(o(T)), g > 0. Dann ist
(f(T)z,z) = (¢*(T)z,z) = [lg(T)=|* = 0,
wobei die Selbstadjungiertheit von ¢g(7") ausgenutzt wurde.

c) ist klar fiir Polynome und folgt fiir allgemeine Funktionen durch Approximation.
d) (i) Sei u & f(o(T)), d.h. g := f_iu € C(o(T)). Dann ist
g(T)(f(T) =) = (go (f = wNT) = Lo (T) = idp .

© Robert Denk 3. 8. 2009



66 8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren

Genauso folgt (f(T) — pn)g(T) =idy. Also ist u € p(f(T)).
(ii) Sei nun p € f(o(7)), d.h. es gibt ein A € o(T") mit p = f(A). Wihle Polynome
gn € P(o(T)) mit || f = gnllo < = (und damit || f(T)—gn(T)||(m) < 2). Nach Lemma
8.1 1ist g,(A\) € 0(gn(T)), d.h. es existiert eine Folge (2,,)neny C H mit ||z,|| = 1 und
1(gn(T) = gn(A))zn|| < £ (approximative Eigenwerte). Somit ist

IF(T) = FA))anll < W) = gu(T))wnll + (90 (T) = gn(A))znll

+lgn () = S]] < 2,

dh. f(N) € a(f(T)). O

Der stetige Funktionalkalkiil liefert uns z.B. die Resolvente Ry(T) := (T — \)~! =
f(T) mit f(t) := & € C(o(T)) fiir A € p(T). Aber eine gute Beschreibung von
T erhélt man erst {iber Mafle, und dafiir brauchen wir noch die charakteristischen
Funktionen von 7', z.B. x[4,5(T). Dazu reicht der stetige Funktionalkalkiil nicht aus,
wir brauchen eine messbare Version.

8.4 Lemma (Stetige Bilinearformen). Sei H Hilbertraum, B : H x H — K mit
(i) x — B(z,y) linear (y € H),

(ii) y — B(z,y) konjugiert linear (x € H),

(ii)) [B(z,y)| < Clle] - Nyl (v,y € H).

Dann ezistiert genau ein T € L(H) mit

B(x,y) = (x,Ty) (v,y € H).

Dabei ist ||T|| die kleinste Konstante C, fir die (iii) gilt.

Beweis. Da x — B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=y. Es ist

—~——

(T, 0011 + aoye) = Bz, 0qy1 + awys) = a1 B(x, y1) + aaB(x, y2)
=ay(x,y1) + a2(z, o) = (r,0qy1 + a2lp).

Also ist T linear.

Wegen Eigenschaft (iii) ist T stetig: ||Ty||> = B(Ty,y) < C-||Ty| - lyll, d.h. [|T]] <
C. O
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8.5 Definition. a) Sei (X, .o7) ein Messraum. Eine Abbildung p: &7 — R heift ein
signiertes MaB, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, ),eny C &7 gilt:

(U =St

Mafle pu: @/ — C mit dieser Eigenschaft heilen komplexe Mafle. Die Menge aller
K-wertigen (also signierten bzw. komplexen) Mafie wird mit M (X, .o/) bezeichnet.
Falls X ein topologischer Raum mit Borel-o-Algebra %(X) ist, so schreibt man
M(X):=M(X,A(X)).

b) Zu p € M(X, o) definiert man die Variation (das Variationsmaf) |u| durch

l(4) = sup 3 (),

Ecz

wobei das Supremum {iiber alle Zerlegungen 2 von A in endlich viele paarweise
disjunkten Mengen aus &/ gebildet wird. Die Totalvariation oder Variationsnorm
von g ist definiert durch ||u|| := |u(X).

8.6 Bemerkung. Man kann zeigen, dass |u| ein endliches (positives) Maf auf o
ist. Es gilt ferner: M (X, /), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum.
Beweise finden sich z.B. in [13].

8.7 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter topologischer Raum.
Dann ist die Abbildung

T: M(X)— C(X), e Tu mit (Tu)(f) ::/deu

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdiumen.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, siche z.B. [13].

8.8 Lemma. Sei X C C kompakt und nichtleer. Sei C(X) C U C B(X), wo-
bei B(X) der Raum der beschrinkten messbaren Funktionen auf M sei. Es sei
U abgeschlossen bzgl. punktweiser gleichmdfig beschrinkter Konvergenz, d.h. falls
(fu)nen C U mit sup,, || fulloo < 00 und f, — f (n — o0) punktweise gilt, so folgt
f € U. Dann gilt bereits U = B(X).

Beweis. (a) Sei V' der Durchschnitt aller Mengen S mit C(X) C S C B(X), wel-
che abgeschlossen sind bzgl. punktweiser gleichméfig beschrinkter Konvergenz. Wir
werden zeigen, dass V = B(X) gilt, damit folgt auch U = B(X). Offensichtlich gilt
C(X)cV.
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Wir zeigen, dass V' ein Vektorraum ist. Sei zunéchst f € C(X) fest. Dann gelten
fir V; :== {h € B(X) : f+ h € V} die Eigenschaften C(X) C Vj, und V; ist
abgeschlossen bzgl. obiger Konvergenz. Damit folgt V; D V.

Fiir jedes g € V und jedes f € C(X) gilt also g € V}, d.h. f 4+ g € V. Damit ist
V, D C(X), und da V ebenfalls abgeschlossen ist bzgl. obiger Konvergenz, folgt
Vy D V. Insgesamt erhalten wir f + ¢ € V fiir alle f,g € V. Genauso zeigt man,
dass V' bzgl. Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

(b) Wir zeigen, dass V' = B(X) gilt: Da die Stufenfunktionen im Raum B(X)
der beschrinkten messbaren Funktionen dicht liegen, reicht es zu zeigen, dass jede
Stufenfunktion in V' liegt. Dazu zeigen wir, dass jede Stufenfunktion durch stetige
Funktionen approximiert werden kann. Dazu reicht es, die charakteristischen Funk-
tionen zu approximieren.

Sei also #(X) die o-Algebra der Borelmengen von M und

F={Ac B(X): xa€V}.

Falls A offen ist, existiert eine Folge (f,)nen € C(X) mit 0 < f,, < 1 und f,(t) —
xa(t) (n— oo) fir alle t € X. Also sind alle offenen Mengen in .% enthalten.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:

(i) Falls A, B € % mit A C B, so ist auch B\ A € .#. Denn es gilt xp\4 = XB— X4,
und da V' ein Vektorraum ist, folgt xp\a € V.

(ii) Seien (An)neny C # paarweise disjunkt. Dann ist auch A := (J, .y A4n € Z.
Denn es gilt x4 = Y -, Xa,, d.h. x4 ist punktweiser Limes von Funktionen in V
und damit selbst in V.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass .# ein Dynkinsystem ist. Da die offenen
Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem dieses Dynkinsystems bilden,
ist F eine o-Algebra. Damit ist # = Z(X), d.h. jede Stufenfunktion liegt in V', was
ZU zeigen war. O

8.9 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). Sei T' € L(H) selbstadjungiert. Dann gibt
es genau eine Abbildung ®: B(o(T)) — L(H) mit

(i) ®(ide(r)) =T, (1) = idp.

(ii) D ist ein stetiger x-Homomorphismus von C*-Algebren.

(iii) Sei (fu)nen C B(a(T)) mit sup,, || fallee < 00 und fo(t) — f(t) (t € o(T)).
Dann folgt (®(fn)z,y) — (2(f)z,y) (z,y € H).

Beweis. (i) Eindeutigkeit: Durch (i)-(ii) wird ®(f) fiir f € C(o(T')) bereits festgelegt
(siehe Satz 8.2). Nach (iii) ist ® eindeutig bestimmt fiir alle Funktionen, welche
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punktweiser Limes von stetigen Funktionen sind. Nach Lemma 8.8 ist dies aber
schon B(a(T)).

(ii) Existenz: Seien x,y € H. Dann definiert
loy: C(o(T)) = C, fr=(f(T)z,y)

eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitédt klar, die Stetigkeit folgt aus

|l (D] < WD) || - [yl = ([ f Moo - ]l - Iyl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil Satz 8.3 verwendet. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz 8.7 existiert ein komplexes Maf p,,, € M (o (7)) mit

() = [

a(

. fdpay (f € Clo(T))) (8-2)

Ebenfalls nach Satz 8.7 gilt [|p. | = [[€zyll < ||zl - |lyl|. Die rechte Seite ist aber
nicht nur fiir stetige f, sondern fiir beschréinkte messbare f € B(o (7)) definiert.
Fir f € B(o(T)) betrachte also die Abbildung

(Q?, y) = / fd,uw,y-
o(T)
Diese Abbildung ist bilinear, und wegen

‘ / fdpiay
o(T)

auch stetig. Nach Lemma 8.4 iiber stetige Bilinearformen existiert also ein eindeu-
tiger Operator ®(f) mit ||P(f)]| < || f]le und

< ool Il < N flloo - Nl - Nyl

<Wﬁ%w=/?ﬁww 2.y € H).

Wir miissen noch die Eigenschaften (i)—(iii) des eben definierten Funktionalkalkiils
nachweisen. Dabei ist (i) klar, da ®(f) = f(T') fir stetige Funktionen gilt. Auch die
Stetigkeit von ® ist nach Konstruktion klar.

Zu (iii): Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt

(@(fn)z,y) = Sndpizy —>/ fdpey = (®(f)x,y).
) o(T)

o(T
Zu (ii): Sei g € C(o(T)) fest. Setze
U:={f € B(a(T)): ®(fg) = 2(/)®(g)}-
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Nach Satz 8.3 gilt C'(o(T')) C U. Wir zeigen, dass U bzgl. punktweiser gleichméBig
beschrénkter Konvergenz abgeschlossen ist. Seien f,, € U mit sup,, || fn||cc < 00 und
f = lim, f,, punktweise. Dann gilt nach (iii)

(@(fg)z,y) = lim (&(fug)z,y) = lm ((fn)P(9)z,y) = (2(f)2(9)7,y)-

Somit ist f € U. Nach Lemma 8.8 folgt U = B(c(T')) und damit ist ® multiplikativ.
Genauso zeigt man, dass ®(f) = O(f)* gilt. O

im
n—oo

Wir schreiben wieder f(7T') statt ®(f). Das nichste Lemma zeigt, dass sogar Kon-
vergenz in der starken Operatortopologie vorliegt.

8.10 Lemma. Sei T' € L(H) selbstadjungiert und C(o(T)) — B(H), f + f(T)
der messbare Funktionalkalkil. Falls (fn)n, C B(o(T)) mit sup,, || fulleo und fn — f
punktweise, so gilt f,(T)x — f(T)z fir alle x € H.

Beweis. In einem Hilbertraum gilt 2, — z in der Normtopologie genau dann, wenn
zp — z in der schwachen Topologie und ||z,|| — ||z|| gilt. Dies folgt sofort aus
120 — 2II* = lzull® — 2Re(za, 2) + [12]|".

In der Situation von Satz 8.9 haben wir die schwache Konvergenz von f,,(T)z gegen
f(T)z nach (iii). Die Konvergenz der Norm folgt aus

1£u(T)2]|* = (fu(T)z, fu(T)z) = (fu(T)" fua(T)z,z) = ((fofu) (D)2, 2)
= ((f D)z, ) = [|F(T)x]*.

b) Orthogonale Projektionen

8.11 Definition. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann heiit P : H — H, x +— x; mit @ = 21 + 29, 11 € M, 25 € M+, die
orthogonale Projektion von H auf M.

8.12 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

R T,

Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.

b) Ein Operator P € L(H) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P?* = P =
Pr.
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Beweis. a) Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras
1P]* = [lza]* < [laa]® + flz2]l* = ll2]1%,

d.h. P € L(H) und ||P]| < 1. Fir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fiir x € M \ {0}
die Gleichheit x = Pz und damit ||P|| = 1.

b) (i). Sei P eine orthogonale Projektion. Die Gleichheit P? = P ist klar nach
Definition von P. Seien z,y € H mit x = x1 + 22, y = y1 + Y2, wobei x1,y; € M
und 29,9, € M*. Dann gilt

(Pr,y) = (21,1 + y2) = (21, y1) + (T1,92) = (z,y1) = (z, Py),
=0
d.h. es gilt P = P*.

(ii). Es gilt P? = P = P*. Setze M := R(P). Fiir (x,)ney C M mit 2, — z und
Tn = Py,, ist
Pz, = P?%y, = Py, = x, (8-3)

und damit
lzn = Pzl = [[P(zn —2)|| < [|P] - [[zn — 2| =0 (n — o0),
d.h. Px = x. Somit ist M abgeschlossen.
Sei P die orthogonale Projektion zum Unterraum M. Fiir x € H und y € M gilt
(Pz,y) = (z,Py) = (w,y) = (z, Py) = (Pz,y).

Dabei wurde im zweiten Gleichheitszeichen y € M verwendet, fiir das dritte Gleich-
heitszeichen wurde (8-3) verwendet und fiir die letzte Gleichheit P = P*. Setzt man
y = Px — Px € M, so folgt

0= (P — Pz,y) = ||(P - P)z|.
Also gilt pP= P, und P ist eine orthogonale Projektion. O]

8.13 Lemma. Sei H ein Hilbertraum, und seien Py, Py orthogonale Projektionen
auf My bzw. Ms.

a) PP, ist genau dann orthogonale Projektion, falls PyPy = Py Py gilt. In diesem
Fall ist P, Py orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:
(1) M1 C MQ.
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(i) Es gilt |Pix|| < ||Pyz| (z € H).
(i) Es gilt P, < Py, d.h. (Pyz,x) < (Pox,z) (v € H).
(IV) ESgiltPl.PQ:PgPl :Pl.

Beweis. a) (i). Es gelte P, Py = P,P;. Dann erhalten wir
(P1P2)2:P1P2P1P2:P12P22:P1P2

und
(Plpg)*:(P2P1>*:P1*P2*:P1P2

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.
(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fur z,y € H

(z, bPy) = (z, P; Ply) = (PiPox, y) = (z, PLPy).
Daher ist PP, = PP,

In diesem Fall gllt R(ngl) C R(PQ) = M2 und R(P2P1> = R(PIPQ) C Ml. Zu
r € MiNM,ist x = Pyx = Py, d.h. (PyPy)x = x. Insgesamt erhalten wir R(PyPy) =
M, N M,.

Der Beweis von Teil b) wird dem Leser als Ubung iiberlassen. ]
Sei H ein C-Hilbertraum.

8.14 Lemma. Sei (P,),en C L(H) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum H mit P, < P, fir m < n. Dann konvergiert P, stark gegen eine
orthogonale Projektion P € L(H).

Beweis. Fir x € H ist (|| P,z||)nen beschrénkt, monoton steigend (Lemma 8.13 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| Por — Ppx||* = (Pyx, Pyx) — (Pyx, Ppx) —(Pnzx, Pyz) + (P, Ppo)
——_——— ——_—— ~———
:||P7L$H2 :(PNLP'eraZ'):<P'm$7-73>:”P'm$”2 :HP7erH2
Bl + [P — 20 Pl — 0 (. — 00).

Also existiert Pz :=lim, .., P,x (z € H).
Es gilt (Px,y) = lim,, oo (P2, y) = lim, o (x, Pyy) = (z, Py) und
(P*z,y) = (Pz, Py) = lim (P,z, P,y) = lim (P,a,y) = (Pz,y).

Somit gilt P> = P = P* und P, > P. O
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c) Projektorwertige Mafle und der Spektralsatz

8.15 Definition. Sei (X, .o/) ein Messraum. Eine Abbildung H: &/ — L(H) heifit
ein projektorwertiges Mafl (PV-Maf), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € ).

(i) Seien (Ap)neny C &7 paarweise disjunkt. Dann gilt
[E( U An>]:£ =Y E(A)z (vcH).
neN neN

(iii) Es gilt F(X) = idg.
Eine Menge A € &7 heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der

rechten Seite der Nulloperator in H).

Falls X topologischer Raum ist und &/ = %(X) die Borel-o-Algebra, so besitzt das
PV-Mafl kompakten Triger, falls eine kompakte Menge K € Z(X) existiert mit
E(K) =idy.

8.16 Bemerkung. Sei E ein PV-Maf. Dann gilt

a) E(0) =

b) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A, Be ).

) E(B\A)=E(B)— E(A) fir A,B € & mit A C B.

d) Seien A, € & mit A, C A1 (n € N). Dannist E({J, ey An) = s-lim, oo E(A,).

Analog gilt fiir A, € A mit 4, D A,11 (n € N) die Gleichheit E(ﬂneN n) =
s-lim, .. E(A,).

e) E(ANB)=E(A)E(B) = E(B)E(A) (A,Be «).
f) Seien A, B € o/ mit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
g) Sei x € H. Dann ist E,: &/ — [0,00) mit

C

Ey(A) = (E(A)z,z) = | E(A)z|*

ein endliches Mafl mit ||E,| = E.(X) = ||z|*.
h) Seien z,y € H. Dann ist E, ,: &/ — C mit

Eyy(A) = (E(A)z,y)
ein komplexes Mafl mit ||E, | < ||z - [ly]-
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8.17 Definition. Sei (X, .o/) ein Messraum, E ein PV-Ma8. Sei f: X — C eine
Stufenfunktion, d.h. es existiert eine Darstellung der Form f = > " | fixa, mit
fi € Cund A; € o disjunkt. Dann heifit

/de = ZfiE(Ai) € L(H)
i=1
das Integral von f bzgl. F.

8.18 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f,g Stufenfunktionen.
a) Die Abbildung f — [ fdE ist linear.

b) Fir v € H gilt ||([ fdE)z||* = [ |f*dEs < ||fl5]l=(.

c) Es gilt ([ fdE)([ gdE) = [ fgdE.

d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.

b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

I az)al = | 32 cain]

=Y IAPIEA)|?
1=1

= / |fI?dE,

< IF IS N Eall = N ISl

¢) Mit Bemerkung 8.16 gilt
([ rae) [ i) (5 i) (S
= Z fig; E(A:) E(B;)

2,J
= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals. m
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8.19 Definition. Sei F ein PV-Maf auf (X, &) mit Werten in L(H). Fiir f € B(X)
sei (fu)n C B(X) eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichméifiig gegen f
konvergiert. Definiere das Integral

/ fdE = / FOVAEQ) = Tim | f.dE € L(H).

n—oo

Fiir A € o setzt man [, fdE := [ xafdE.

8.20 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 8.18 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 8.18 iibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
Funktionen.

c¢) Falls K € « ist mit E(K) = idy, so ist [ fdE = [, fdE fiir alle f € B(X)
(denn E(X \ K) = 0).

8.21 Satz. Sei E: #Z(R) — L(H) ein PV-Maf, und sei K C R kompakt mit
E(K) =idy.

a) Durch T := [ AdE(\) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.
b) Es gilt E(o(T)) =idy.

¢) Die Abbildung V: B(o(T)) — L(H), f +— fU(T) fdE ist der (nach Satz 8.9
eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkil zu T'.

Beweis. a) ist klar nach Definition des Integrals und nach Lemma 8.18 d) (fiir
messbare Funktionen).

b) Wihle ein Intervall (a,b] C R mit K C (a,b], d.h. E((a,b]) = idg.

(i) Wir zeigen zuerst: Zu pu € p(7T') existiert eine offene Umgebung U, von p mit
E(U,) = 0. Dazu approximieren wir id(; durch eine Treppenfunktion mit dqui-
distanten Stufen, f = Zsz1 kX (ap_1,a5], WODEL ap == a+kd (b =0,...,N) mit
§ = 2. Damit ist

HT_/ﬂwHSW%m—ngd

Wegen [ fdE = Y0, axE((ar_1, ax]) und S E((agx_1,ax]) = idg folgt
N

5= 1) = 30— ) e, < 6

k=1

Falls § hinreichend klein ist (d.h. N hinreichend groff), so ist der Operator S :=
fo:l(u —ag)E((ax—_1,ag]) invertierbar (da p— T invertierbar ist), und fiir die Norm
gilt |S7TH < 1T+ [(k —T)7.
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Es gilt aber auch ||S™!|| = max{m : E((ag—1, ag]) # 0}. Damit folgt E((ax_1, ax]) =
0 fiir alle & mit |pu—ay| <
U, von .

(i) Falls K C p(T') kompakt ist, ist K C (J,cx U, eine offene Uberdeckung mit

E(U,) = 0 fiir alle u. Wegen Kompaktheit existiert eine endliche Teiliiberdeckung
K C Z?:I UMN und E(K) S Z?:l E(UM) =0.

g b es st £(U,) = 0 fiir eine offene Umgebung

(iii) Schreibe p(T') als abzdhlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen
(K;)jen. Dann folgt E(p(T))x = lim; o E(K;)z =0firallex € H,d.h. E(p(T)) =
0 und damit F(o(T")) = idg.

c) Wir rechnen die Eigenschaften von Satz 8.9 nach. Dabei ist W(idy(r)) = T nach
Definition von 7', und ¥(1,(7)) = idg gilt nach b). Dass ¥ stetiger Homomorphismus
von C*-Algebren ist, ist klar nach Lemma 8.18 fiir messbare Funktionen.

Fiir die letzte Eigenschaft in Satz 8.9 benutzen wir das Mafl F,, aus Bemerkung

8.16 h). Es gilt
<</de>x,y>:/dex,y.

Dies ist klar fiir Treppenfunktionen und folgt durch Approximation fiir messbare
Funktionen. Nun folgt 8.9 (iii) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Damit erfiillt ¥ alle Eigenschaften aus Satz 8.9 und stimmt daher mit dem messbaren
Funktionalkalkiil iiberein. O

8.22 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei H = Lo([0,1]) und T' € L(H) gegeben
durch (Tz)(t) :=t - z(t). Dann ist T selbstadjungiert mit o(7') = 0.(T") = [0, 1].

Fiir z,y € Ly([0,1]) gilt

(Tx,y) = /0 te(t)y(t)dt = / " NE, ,(\)

mit dem Ma8 E, ,(A) = z(A)y(\)dA. Das Ma§ E, , besitzt also eine Dichte beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Fiir das Maf3 erhalten wir somit

E,,(A) = /[ OOV = (- 0) (4 € HR)

d.h. E(A)x = xpajna - ©. Die Projektion E(A) ist damit gegeben als Multiplikati-
onsoperator mit x[o,1jn4-

8.23 Satz (Spektrum und SpektralmaB). Sei T := [ AdE(X) wie in Satz 8.21.

a) Fir g € R gilt \og € p(T) genau dann, falls eine Umgebung U C R wvon Ay
ezistiert mit E(U) = 0.
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b) Es gilt \g € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # 0. Fiir alle A\g € R gilt E({\o}) =
ker(T — )\0)

c) Es gilt \g € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) = 0 und E((Ag — &, 0 +¢)) #0
fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beweis. a) Wir wissen bereits, dass E(p(T)) = 0. Sei andererseits U C R eine
(0.E. offene) Umgebung von Ay mit E(U) = 0. Definiere f,g € B(o(T")) durch
fA) = /\%\O “Xo(ryw und g(A) :== (A = Ag). Dann gilt

FI)T = Xo) = f(T)g(T) = (f - 9)(T) = Xonv(T) = E(a(T) \U) = idp .

Wegen f(T)g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idy, d.h. f(T) = g(T)"' = (T -
o). Somit ist A € p(T).

b) Zu zeigen ist nur die letzte Gleichheit in b). Sei x € R(E({\o}), d.h. =
E({Xo})z. Dann gilt

(T = Xo)z,y) = (T = Xo) E({Ao})2, y) = /O\ =) - Xy (N A(EN)z, ) = 0.
(Beachte, dass (A — Ag)xa,(A) = 0 fiir alle A € R gilt.) Damit ist (7"— A\g)z = 0, d.h.
x € ker(T — N).

Falls andererseits x € ker(T' — Xg), so folgt nach Satz 8.3 ¢) f(T)x = f(A\o)(x) fiir
alle f € C(o(T)) und nach Lemma 8.10 fiir alle f € B(o(T")). Setzt man f = x (a1,
so folgt E({ Ao}z = xpo}(T)z = X} (Mo)z =z, d.h. . € R(E({\o}).

c) folgt aus a) und b) (beachte o,.(T) = 0). O

8.24 Satz (Spektralsatz fir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren). Sei T €
L(H) selbstadjungiert. Dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes PV-Mafi E mit kom-
paktem Trager auf R mit E(o(T)) =idy und

T / ME(N).
o(T)

Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f — f(T) = fU(T)f()\)dE()\) definiert den
messbaren Funktionalkalkil zu T'. Fir f € B(o(T)) und z,y € H gilt

((T)x,y) = / L TN 0

Beweis. (a) Definition des PV-Mafes: Sei f — f(7') der messbare Funktionalkalkiil
nach Satz 8.9. Fiir A € Z(0o(T')) definiere

E(A) := xa(T).
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(i) Wegen x4 = x4 = Y4 gilt E(A) = E(A)? = E(A)*, d.h. E(A) ist eine orthogo-
nale Projektion.

(i) Seien (Ay)nen C #(0(T)) paarweise disjunkt. Die Funktionen f,, := 377 | x4,
konvergieren punktweise gleichméflig beschrinkt gegen f := Z;; X4; = XA mit
A:=J;Z, A, Nach Lemma 8.10 folgt

o

ZE(A]-):L' = ZXAj(T)x =xa(T)z=E(A)z (x € H).

(ili) Nach Satz 8.9 gilt E(o(T)) = 1o(1)(T) = idp.
Nach (i)—(iii) ist E: B(o(T)) — L(H) ein PV-Ma8.

(b) Definiere den Operator S := fU(T) AdE(X) nach Satz 8.21. Sei f — U(f) :=

fU(T) fdE der zugehorige messbare Funktionalkalkiil nach Satz 8.21, und f — f(T)
der zu T gehorige Funktionalkalkiil nach Satz 8.9. Zu zeigen ist S = T.

Wihle dazu eine Treppenfunktion f auf o(7") mit || f —id,(r) || < €. Dann gilt
1T =S| < IT = fDO) + [1F(T) = (I + ¥ () =S

Nach Satz 8.9 ist
1T = F(D) < [lide(r) = flloo < e
Ebenso ist nach Lemma 8.18 b)

Is=wn=] [ 0= ronamoy] < lidon e <<

SchlieBlich ist
f(T) = ¥(f) = ZfiXAi(T) - ZfiE(Ai) = 0.
Jj=1 j=1

Insgesamt erhalten wir
T — S| < 2e,

dh. T =5. O

8.25 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert, E das zugehirige PV-Maf, und
S € L(H). Dann sind dquivalent:

(i) ST =TS,
(i) fir alle A € B(o(T)) gilt SE(A) = E(A)S,
(iii) fir alle f € B(o(T)) gilt Sf(T) = f(T)S.
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Beweis. (1)=(ii). Aus ST = T'S folgt ST™ = T™S fiir alle n € N und damit
(ST",y) = (T"Sz,5) (0,y € H,n>0). (3-4)

Wir wissen bereits, dass £ durch die Familie komplexer Mafle £, , mit x,y € H be-
stimmt ist. Wegen (SE(A)x,y) = (E(A)z, S*y) ist auch (SE(A)z,y) ein komplexes
MaB. Nach dem Spektralsatz ist (8-4) dquivalent zu

/A"d(SE()\)x,y) = /A”d(E()\)Sx,y) (x,y € Hin>0). (8-5)

Damit stimmen die beiden Mafe ui')(A) := (SE(A)z,y) und pi)(A) := (E(A)Sz, y)
als Funktionale {iberein auf den Polynomen A" und damit auf den stetigen Funktio-
nen f € C(o(T)) (Satz von Weierstraf). Nach dem Darstellungssatz von Riesz sind
die MaBe gleich. Damit ist (8-5) dquivalent zu

(SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (v,y € H, Ae B(o(T)),
d.h. es gilt SE(A) = E(A)S fir alle A € B(a(T)).

(ii)=-(iii). Folgt aus (S f(T =[fN) (1) (A) und (f(T)Sz,y)= [ f(N) d,u2
(iii)=(i). Setze f := idg(T). O

8.26 Beispiel. Sei T' € C"*" eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten fu, ..., tiy. Sei E({u;}) die Orthogonalprojektion auf den
Eigenraum ker(p; — 7). Dann gilt

T3 wB(h) = [ aE),

wobei das PV-Mafl zu T" gegeben ist durch

E(A)ZZE(AW{MJ})Z Y Elw}) (AeBR)).

{7 €A}

8.27 Lemma. a) Seien A,B € L(H) mit A> 0, B> 0 und AB = BA. Dann ist
AB > 0.

b) Sei A € L(H) mit A > 0. Dann existiert genau ein B € L(H) mit B > 0 und
B?% = A. Der Operator B heifit die Wurzel von A. Insbesondere existiert zu jedem
Operator A € L(H) der Absolutbetrag |A| := vV A*A.
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Beweis. a) Es gilt

AB = AVB2 = vVBAVB >0

wegen

(VBAVBx,z) = (AVBx,V/Bz) >0 (z € H).
Hier wurde verwendet, dass A und v/B vertauschen (Lemma 8.25).

b) Der Operator B := VA erfiillt B > 0 und B? = A nach dem Spektralsatz. Zu
zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Sei also B > 0 mit B> = A. Wihle b € R mit
b > M := supj, = {(Az,z) und b > || B||*.

Zur Funktion g(t) := /¢t existiert nach dem Satz von Weierstra$ eine Folge (pp)nen
von Polynomen mit ||p, — g|lec = 0 (n — 00) im Intervall [0,b] D [m, M]. Damit
gilt

lpn(A) = g(A)|| = llpn(A) = Bl = 0 in L(H). (8-6)

Setze p,(t) := p,(t*) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
B = Glloe — 0 (n — o) im Intervall [0, V5] > [0, || B]|].
Nach dem Funktionalkalkiil gilt
1Pn(B) = G(B)|| = [Pa(B) = B| = 0 (n — o). (8-7)

Aber es ist pn(B) = pn(B2) = pn(A). Somit folgt aus (8-6) und (8-7) die Gleichheit

B =g(A) = B. m

8.28 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz folgen eine ganze Reihe von Aussagen
iiber Spektrum bzw. Norm von Operatoren. So gilt zum Beispiel:

a) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und A\g € p(T"). Dann gilt

1T = Xo) "l = [dist(Xo, o(T)] "

Denn die rechte Seite ist || f||o fiir die Funktion f € C(o(T)) mit f(A) := /\fAO.
Vergleiche dazu Satz 7.4.

b) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(7")). Dann gilt || f(T")| = max{|A| :
A€ a(T)} = ||fllco- Denn das Maximum ist der Spektralradius von 7" und || f(T")|| =
|| floo nach dem stetigen Funktionalkalkiil. (Vergleiche Satz 7.11.) Insbesondere folgt
aus der Darstellung T' = [, AddE(X) bereits ||T|| < max{|\|: A € K}.

8.29 Bemerkung. Der Spektralsatz wird haufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
formuliert. Dabei heifit eine Familie { F)\} er C L(H) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist orthogonaler Projektor fiir alle A € R.
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(i) F,Fy\ = F)\F, = F, fiir alle p < A,

(iii) Fyoz — Fyx fir p \, A (v € H) (Rechtsstetigkeit).

(iv) Fyx — 0 fiir A - —oo (z € H).

(v) Fhxx — x fir A — +oo (x € H).

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und F das zugehorige PV-Mafl. Dann wird durch

Py = E((—,)]) (A€R)

eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral iiber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann-Stieltjes-Integrals), so gilt

T:/)\dE(A):/ AE.
R —00

Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie, die Darstellung von T durch Spektralscharen ist dquivalent zur Dar-
stellung durch PV-Mafe.

Der Spektralsatz wurde oben fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren formu-
liert. Tatséachlich gilt dieser Satz aber fiir allgemeinere Operatoren: Zum einen kann
die Selbstadjungiertheit 7' = T durch die Normalitédt des Operators 7™ = T*T er-
setzt werden, zum anderen kann 7" auch unbeschréinkt sein. Man beachte, dass zwei
unbeschréankte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie gleichen Definitionsbe-
reich besitzen und auf diesem {iibereinstimmen. Der folgende Satz wird hier nicht
bewiesen, der wesentliche Teil des Beweises wurde aber oben schon durchgefiihrt.

8.30 Definition und Satz (Integral iiber PV-Ma$ fiir messbare Funktionen). Sei
(X, A) ein Messraum, E: A — L(H) ein PV-Maf. Zu x € H sei wieder E,: A —
[0,00) durch E,(A) := ||E(A)z|?* definiert. Sei f: X — C messbar.

Definiere
D(/de) = {xe H:/|f|2dEx < oo}

Dann existiert fir alle x € D([ fdE) eine Folge von Stufenfunktionen f,: X — C
mit f, — f punktweise und [ |f, — fI*dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/de: HDD(/de) S H, (/de 11m fndE

n—oo

1st wohldefiniert.

8.31 Satz (Spektralsatz, allgemeine Formulierung). Sei H ein C-Hilbertraum und
T: H D D(T)— H ein normaler Operator in H. Dann existiert genau ein PV-Majf
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E: B(o(T)) — L(H) mit

T= / idyr) dE.
o(T)

Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch

F(T) = /U(T) fdE, D(f(T)) = {x cH: /U(T) fI2dE, < oo}

ein normaler Operator definiert. Es gelten die iblichen Regeln fiir den Funktional-
kalkil. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T') mit der tblichen Definition iberein.
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9. Eigenschaften der LP-Raume

Die LP-Riume (als Aquivalenzklassen) sind uns bereits bekannt. Es handelt sich um
normierte Rdume. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die LP-Réume vollstéindig
und damit Banachraume sind. Bemerkenswert an dieser Aussage ist auch, dass keine
Bedingungen an den zugrunde liegenden Mafiraum gestellt wird und dass die Aussa-
ge fiir alle 1 < p < oo gilt. Besonders wichtig ist der Fall p = 2: Hier hat man sogar
einen Hilbertraum. Die L?-Riume sind die Grundlage fiir viele weitergehende Un-
tersuchungen der Analysis und der Physik. Z.B. ist L?*(R") einer der fundamentalen
Réume der Quantenmechanik.

Die Testfunktionen (d.h. die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Tréger) liegen dicht in LP fiir alle p mit 1 < p < oco. Diese Aussage ist wichtig,
da sie es erlaubt, sich bei Abschétzungen in LP-Normen auf Testfunktionen zu be-
schranken. Der Beweis der Dichtheit der Testfunktionen wird unter Verwendung
der Faltung gefiihrt. Die Faltung einer recht allgemeinen Funktion mit einer glatten
Funktion ergibt wieder eine glatte Funktion; man spricht auch vom Friedrichschen
Gléattungsoperator.

Die Faltung hat aber auch selbst eine wichtige Bedeutung: Betrachtet man etwa recht
allgemeine lineare und zeitinvariante Ubertragungssysteme, so kann die Ausgabe als
Faltung beschrieben werden. Dieser Zugang ist etwa wichtig in der Signaltheorie; so
wird etwa der Kanal eines Rundfunk- oder Fernsehsystems mit Hilfe der Faltung
beschrieben.

a) Die Faltung
Im folgenden beziehen sich die Begriffe wie Messbarkeit und Integrierbarkeit stets
auf das Lebesgue-Maf. Dabei heifit messbar zunéchst Borel-messbar, falls nétig, ver-

wenden wir auch die Vervollstédndigung des Lebesgue-Mafles, also Lebesgue-messbare
Mengen.

9.1 Definition. Seien f,g: R™ — C messbar. Definiere
Npyi= (o € R [ 17wl -loleo - y)ldy = oc)
und das Faltungsprodukt f * ¢g: R® — C durch

() {f Flalo —v)dy, =€ Ny,

) xevag

9.2 Lemma. Seien f,g: R" — C messbar.
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a) Esist f+g=gx* f, d.h. die Faltung ist kommutativ.
b) Es gilt {f x g # 0} C{f#0; +{9 70} ={v1 + 12 : f(11) #0, g(y2) # 0}
¢) Falls f,g € L'(R™), so ist A\(Nyy) =0 und f x g € L*(R™) mit
1+ glle < ILFl- Nlglh
d) Sei 1 < p,q < oo mit % —i—é = 1. Fir f € LP(R™) und g € LY(R") ist dann
A(Nyg) =0 und f*ge L®(R") mit
1 % gllee < N fllp - llgle-

e) Falls f,g,h € LY(R™), soist (fxg)xh = fx(gxh), d.h. die Faltung ist assoziativ.

Beweis. a) folgt sofort aus dem Transformationssatz mit der Transformation y +—
xr — y, einmal angewendet auf den Integranden |f(-)g(z — -)| und einmal auf den
Integranden f(-)g(xz — -).

b) Falls z & {f # 0} + {g # 0} und y € R"™ beliebig, so ist f(y)g(z —y) = 0 wegen
r=y+ (z—vy). Alsoist (f xg)(x) =0.

c) Nach dem Satz von Fubini und mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Integrals gilt

[ ([ 1011t = wdy)as = [ 1wy [ ot~ wldz =171 ol
Damit folgt A(N;,) = 0 und
£l = [ | [ 1wate— )iz
< [ ([ 1501 lote = wldy)dz = 1. - gl

d) Nach der Holderschen Ungleichung gilt fiir jedes © € R™

fxg)(@)| < /If(y)l gl —y)ldy = [[f(g@ = )|, < 11l - llglla,

wobei wieder die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles verwendet wurde.

e) folgt mit Fubini. O

9.3 Lemma. a) Sei f € L (R") und g € L'(R™) mit suppg kompakt. Dann ist
auch f* g € Li.(R™).

b) Sei f € LY(R") und g € Cy(R™), dann ist f * g stetig. Das Gleiche gilt, falls
f € Ligo(R") und g € C.(R").
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Beweis. a) Sei K C R™ kompakt und L := K —supp g. Als stetiges Bild der kompak-
ten Menge K x supp g unter der Abbildung 0: (z,y) — x —y ist L wieder kompakt.
Firz € K und y € R"ist f(z—y)g(y) = (f-xz)(®—y)g(y). Wegen f-x, € L'(R")
ist

xi - (f*g)=xx-[(f-x)*g] € L'(R").

b) folgt aus dem Satz iiber parameterabhéngige Integrale. O]

9.4 Satz. Sei f € LL .(R") und g € CE(R™). Dann ist f x g € C*(R"), und es gilt
D(fxg) = f+(D%) (Jo| <F).

Insbesondere ist f x g € C®(R™), falls g € Z(R™).

Beweis. Nach Lemma 9.3 ist f * g € L .(R"). Da die Differenzierbarkeit eine lokale

loc
Aussage ist, kann man f € L'(R") annehmen. Dann folgt die Aussage aus dem Satz

iiber parameterabhéngige Integrale, da D%g als stetige Funktion mit kompaktem
Trager beschréankt ist. O]

b) Vollstindigkeits- und Dichtheitsaussagen

9.5 Satz. Sei (X, o/, u) ein Mafiraum und 1 < p < oo. Dann ist (LP(u), || - ||,) ein
Banachraum. Speziell ist L*(u) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f. g2 = / fadu (f.9€ L*(w).

Beweis. Die Eigenschaften einer Norm bzw. des Skalarprodukts folgen durch direk-
tes Nachrechnen und die Minkowski-Ungleichung, es ist also nur noch die Vollstéandig-
keit zu zeigen. Wir beschrénken uns auf p < oo.

Sei 1 < p < oo und (fi)reny C LP(1t) eine Cauchyfolge. Wéhle eine Teilfolge (fx;)jen
mit || fr; — fejt1llp, < 277 und definiere

l 00
9= e — fegal. 9= fri— fejal-

j=1 7=1

Aus der Minkowskischen Ungleichung folgt ||g¢||, < 1, und nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz gilt

lglly = / |gPdp = /\Zliriloge!pdu = }iggo/ |gelPdp < 1.
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Damit ist g u-fast iiberall endlich und damit ist die Reihe
f(@) = fea(z) + Z(fk,j(x) — frjri(x))
j=1

fir p-fast alle z € X absolut konvergent. Somit gilt f = lim;_ f; p-fast iiberall.
Setze noch f = 0, falls die obige Reihe nicht absolut konvergent ist, so ist f messbar
als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen.

Wir zeigen || f — fkll, = 0 (k — o0). Zue > 0 wihle N € N mit || fr — fol|, < € fiir
alle £,/ > N. Nach dem Lemma von Fatou ist

15 = sirau= [ Yo 1y - i < it [ 5y - fpd <2

Insbesondere ist f — fi € LP(p) und damit f = fi + (f — fx) € LP(n), und fr — f
in LP(p). O

9.6 Korollar. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, 1 < p < oo und (fn)nen C LP (1) eine
Folge mit f,, — f € LP(u) (n — o0). Dann besitzt (f,), eine Teilfolge, welche
w-fast iberall gegen f konvergiert.

Beweis. Das wurde im Beweis von Satz 9.5 mit gezeigt. [

Der folgende Satz aus der Mafitheorie wird hier nicht bewiesen.

9.7 Satz (von Lusin). Sei U C R" offen mit A(U) < oo und f: U — C messbar. Zu
e > 0 existiert eine kompakte Menge K C U mit NU \ K) < ¢, so dass f|x stetig
18t.

9.8 Satz. Sei U C R" offen, 1 < p < co. Dann ist C.(U) dicht in L,(U).

Beweis. O.E. sei f € LP(U;R) mit f > 0 (sonst verwende man eine Zerlegung). Sei
e>0.

Wegen
1
U= U Up mit Uy, == {x e U: |z| <k, dist(xz,0U) > E}

keN

gilt [ |f = f xv,[Pdx — 0 (k — 00). Wihle ein k € N mit || f — fil, < £ fiir
fu =1 xu,
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Zu f. existiert eine Folge (s,)nen von Stufenfunktionen mit s, , fr punktweise.
Wegen 0 < s, < fi ist s, € L,(U). Wegen (f, — s,)? < fi folgt mit majorisierter
Konvergenz s,, — fi in L,(U). Wéhle ein ny € N mit
€
[ fx = Snollp < 1

Da A\(Uy) < oo, existiert nach dem Satz von Lusin 9.7 eine kompakte Menge K C Uy,
mit sp, | stetig und

mekj<(—i;—f.

4||SnoHoo
Setze nun
- Spo(x), x € K,
plx) = o)
0, relU \ Uy.

Da K und U \ Uy disjunkt und beide abgeschlossen (in der Relativtopologie von U)
sind, existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze (Satz 1.5) eine Fortsetzung
@ € C(U) mit |o(x)] < ||Snglloc (x € U). Wegen ¢ = 0 auf U \ Uy ist suppe C
U, C U, dh. ¢ € C,(U).

Es gilt
s = ¢l = [ Isw = oPdA= [ Jsny = P
U U\K
NP
< 2|suy [l MU K) < (5)
Damit ist |f — @llp < IIf = fillp + [fi = Snollp + l5n — @llp < - 0

9.9 Satz. Sei U C R" offen. Dann liegt 2(U) dicht in LP(U) fir alle 1 < p < 0.

Beweis. Der Beweis wird unter Verwendung des Friedrichschen Glattungsoperators
gefiihrt. Seien f € LP(U) und ¢ > 0.

Nach Satz 9.8 existiert ein g € C.(U) mit || f —g|l, < 5.

Wihle ¢ € Z(R™) mit ¢ >0, [ p(z)dz =1 und supp ¢ C {x € R" : |x] < 1}. Setze
dann ¢, () :=n~"¢(3) fiir n > 0. Dann gilt supp ¢, C {|z| < n}.

Nach Satz 9.4 gilt g * ¢, € C*°(R"). Nach Lemma 9.2 b) ist fiir hinreichend kleine
n die Menge

K :=supp g Usupp(g * ¢,) C U
kompakt, d.h. g * ¢, € Z2(U).

Fir x € K gilt

9+ onla) ~ 9@ =| [ ool =)o) - 9w)dy
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< (s o)~ 9l) [ ol - vy

lz—yl<n
= sup |g(x) —g(y)l.
lz—y|<n
Da K kompakt und g € C(K), ist g auf K gleichméBig stetig. Damit existiert ein
n > 0 mit
€ 1 \Ur
sup o) =9l < 5 (57755)
lz—y|<n 2 \A(K)

Damit folgt

/U |9 % y(2) — g(z)[Pdz < A(K) sup g * on(x) — g(@)]P < (g)p.

Damit erhalten wir [|f = (g% @y)ll, <[/ = gllp + [lg = (g% @)l <. U
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10. Die Fourier-Transformation

10.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation beschreibt mathematisch die
Zerlegung einer Funktion oder eines akustischen oder elektromagnetischen Signals
in Grundschwingungen. Innerhalb der Mathematik tritt die Fourier-Transformation
insbesondere im Rahmen der partiellen Differentialgleichungen auf. Dies liegt dar-
an, dass die Ableitung in der Fourier-Transformierten zur Multiplikation mit der
Koordinatenfunktion wird.

Die Fourier-Transformierte ist zunéchst fiir Funktionen in L'(R™) definiert. Schrinkt
man die Fourier-Transformation auf den Schwartz-Raum .%(R") ein, so erhalten wir
eine Isometrie bzgl. || - ||[--Norm. Damit kénnen wir die Fourier-Transformation auch
auf L?(R") definieren, was fiir Anwendungen wichtig ist, da es sich bei L2(R") um
einen Hilbertraum handelt.

Im folgenden wird die Multiindex-Schreibweise aus Definition 5.2 verwendet, wobei
zusétzlich
0 0

D* = (—i)w(a—m)al a—xn)a”

gesetzt wird.

10.2 Definition. Fiir f € L*(R") heifit .% f, definiert durch

(TN = ) = oy [ ) e (€ B,

die Fourier-Transformierte von f.

10.3 Lemma (Elementare Eigenschaften). Seien f € L'(R"), @ > 0 und a € R".
a) Fiir g(x) := f(x)e’™ gilt §(&) = f(£ - a).

b) Fiir g(x) := f(z — a) gilt §(&) = f(&)e7.

¢) Fiir g(x) := f(—x) gilt §(¢) = f(£).

d) Fiir g(x) := %) gilt §(¢) = " f(af).

e) Sei g € LY(R™) und h := f % g. Dann, gilt h(€) = (2m)"2f(€) - §(€).

Beweis. Die Aussagen a)-c) folgen unmittelbar aus der Definition, Teil d) folgt aus
dem Transformationssatz. Fiir e) verwende man den Satz von Fubini und erhalte

h(€) = (27) "/2/ /f:v— } e~
=0 [ [ [ 1= powiy]e e
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= 2n) 2m) " [ gwen " [ e ey

= (2m)"2f(£)4(¢).
Il

10.4 Satz. Fir f € LY(R") ist Zf € Co(R™). Die Fourier-Transformation F :
LYR™) — (Co(R™),|| - |leo) ist ein stetiger linearer Operator mit Norm ||F| <
(2m)~™/2,

Beweis. Offensichtlich ist .% f messbar mit |[.Z f|loo < (27)72||f|1, dh. F :
LY(R"™) — L>=(R™) ist stetig mit Norm nicht groBer als (27)~"/2,

(i) Wir zeigen, dass .Z f stetig ist. Sei dazu (£)zey € R mit ¢€#®) — & Dann gilt
emw€™ =it (7 ¢ R") und

FIE) = ZIOI < @n 2 | If@)]- e — e da—0

<2
mit majorisierter Konvergenz.

(ii) Es gilt .Z f(£) — 0 fir |¢] — oco. Dazu verwenden wir, dass nach Satz 9.9 Z(R")
dicht in L'(R") ist. Da % : L' — L* stetig ist, reicht es, % f(£) — 0 fiir f € 2(R")
Zu zeigen.

Sei f € Z(R"), R >0 und £ € R" mit |{| > R. Wihle j mit |¢;] > \%. Dann gilt

F 1O = [y [ e
1

_ ‘ B W /Rn axjf(x) _1& e—ixédaﬁ‘

< @0) o, Sl - B =0 (R o0).

O

10.5 Definition. Der Schwartzraum . (R") wird definiert als die Menge aller f €
C*>(R™), fur welche fiir alle a, 8 € N gilt:

paslf) = sup 2D § ()] < .
reR™
Versehen mit der Familie L = {p,s : o, € Ny} wird (R") ein lokalkonvexer

topologischer Raum (siehe Definition 2.16), der sogar Fréchetraum, d.h. metrisierbar
und vollsténdig ist.
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10.6 Bemerkung. a) Definiere die Familie L := {py : N € N} von Normen auf
< (R™) durch

pu(f) = sup{(1 + [z VD f(2)] : [a] <N, z € R"} (f € L(R")).

Dann wird durch L dieselbe lokalkonvexe Topologie auf . (R™) erzeugt. Im folgenden
wird . (R") stets mit dieser lokalkonvexen Topologie versehen.

Man beachte, dass fiir eine Folge (fi)ren C (R™) und fiir f € ./ (R") gilt
fo = f(k—o00)in (R") <= VNeN: py(f—fr) =0 (k— ).

b) Der Schwartzraum .7 (R") liegt dicht in LP(R") fiir alle 1 < p < co. Denn jedes
f € 7 (R") liegt in LP(R™) wegen

F)Pde < / (1 + [2])~"dz < o0
.

n

fir mp > n. Die Dichtheit von . (R™) C LP(R™) ist klar wegen 2(R") C .7 (R").

¢) Analog zur Definition von Distributionen 7" € 2’'(R") wird auch der Dualraum
von . (R™) betrachtet. Man definiert

SL'(R") :={T: S (R") — C: T linear, stetig }.

Man beachte, dass dabei auf .#(R") die obige lokalkonvexe Topologie gewahlt wird.
Der Raum .#/(R"™) heifit der Raum der temperierten Distributionen.

10.7 Lemma. Fir f € /(R") und o € Ny gilt:
(i) F f € C*(R") und D*(F f) = (—1)*.F (2 f).
(ii) F(D*[)(€) = E(F [)€) (£ €RM).

(iii) F f € Z(R™).

Beweis. (i) Da x — x®f € L'(R") eine integrierbare Majorante der Ableitung des
Integranden ist, folgt aus dem Satz iiber parameterabhéngige Integrale

D(F f)(&) = (2m) " f( z)Dg e~ dg
)2l

T / f(@)ate*8dg = (=) (F (2" £) ().

’L

(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

FDNE) = o [ (D)@
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Ia\

n/2/ fw)Dre e = £ F 1)

(iii) Nach (i) gilt # f € C*°(R"). AuBerdem gilt
#*DUF Q) = (~D)F (D22 £)(€) = 0 (¢ = o0),
€7 (R

wobel wir Satz 10.4 verwendet haben. O]

10.8 Lemma. Fir y(x) := exp(-%) gilt Fry=.

Beweis. (i) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems
v +xy=0, y(0)=1. (10-1)
Damit gilt
0=F( +ay)=i(Fy) +i(Fv).
Wegen

(Z7)(0 =1

v M

lost #~ ebenfalls das Anfangswertproblem (10-1). Also gilt v = F#~.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

(N = 57 [ (He-ﬁ/? He ) dr

_ - - 712./2 —il‘jfjd )
— (& 7" e i
31_[1 <\/27T/]R !
=[[e 9" =+©
=1

10.9 Lemma. a) Fir f,g € S (R"™) gilt
f(2) F g(a)d = / F f(2)g(x)dz,
RTL n

b) Fliir f € Y(R") gilt fzf(x) = f(—z) (zeR").
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Beweis. a) folgt sofort aus dem Satz von Fubini, da (z,y) — f(z)g(y)e ™ €
L1<R2n)_

b) Sei v,(x) := y(ax) fiir a > 0 mit v wie in Lemma 10.8. Nach Lemma 10.3 gilt
- §
_ . -n(g S
(F2)() = a(F7)(2).
Sei g(z) 1= e"™0, () fiir § € R™ fest und a > 0 fest. Dann ist g € .(R™) und
e+
(Z0)(E) = (Fr)(E + &) = ay(FT2),

Unter Verwendung von a) erhalten wir

(zﬂl)n/z /Rn(ﬁf)(x)g(x)dx = (27T1)”/2 /R" f(@)(Fg)(x)dx

O /R fln=ontude )

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution ©v = % und die Identitat
F~ =~ verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann v(au) — 1 punktweise und
g(z) — e~ punktweise. Wegen .% f € L'(R") kénnen wir majorisierte Konvergenz
anwenden und erhalten

W /Rn(ﬁf)(:c)g(x)dx — (F2)(&)-

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (10-2) zu berechnen, verwenden wir
flau — &) — f(—=&) punktweise. Da ||f||o - 7 eine integrierbare Majorante ist,
erhalten wir

o n/z/ flau = &)y (u)du — f(~&).
Also gilt (F2F)(&) = F(~€ 0

10.10 Definition und Satz. a) Die Fourier-Transformation # : . (R") — . (R")
15t eine Bijektion mit

1 .
W /Rn g(f)emgdﬁ-

(F 7 g)(x) =

b) (Satz von Plancherel.) Es gilt
[ lz2@ny = I F fll2@ey  (F € Z(RY).
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Somit ist F |y mwny eine Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Iso-
morphismus Fo : L*(R™) — L*(R™) fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-Transformation
genannt wird. Insbesondere gilt

1Z2fll2=lIfll2 (f € L*(R™)).

Beweis. a) Nach Lemma 10.9 gilt #?f(z) = f(—z), d.h. F* = idy(gn). Damit gilt

(F9)e) = (Fa)(w) = (Fa)(—a) = o [ ale)eae

b) Im Beweis von Lemma 10.9 sahen wir

(ZF [, ra@n) = (f, F 9) 1o@n)-

Setze nun ¢ := .% '3, d.h.

g=F'f =©2n)"? | f(x)etde = Ff.

Damit folgt || = [1f]|z2-

Da Z(R™) C Ly(R™) dicht ist, ist die Fortsetzung %3 : Ly(R™) — Lo(R™) wohl-
definiert und ebenfalls isometrisch. Zu zeigen ist noch, dass %5 surjektiv ist. Nach
Lemma 7.3 ist R(.%,) abgeschlossen. Wegen R(%;) C Z(L(R")) = Z(R") ist
R(%,) dicht in L*(R™) und damit .%, surjektiv. O

10.11 Definition und Satz. Fir T € .'(R") definiere FT(p) :=T(Fp) (¢ €
Z(R™)). Dann ist F: L' (R") — S'(R") linear, stetig und bijektiv mit stetigem

Inversen.
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