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Einleitung

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt der Vorlesung Funktionalanalysis vom Som-
mersemester 2004 an der Universitdt Konstanz wieder. Es handelt sich dabei um
eine fast wortliche Darstellung des préasentierten Stoffes.

Die Vorlesung richtete sich an Studierende des sechsten und achten Semesters und
war (obwohl die ,,I* im Titel fehlt) von Beginn an als erster Teil einer zweisemestrigen
Vorlesung geplant. Die Vorlesung war vierstiindig und wurde durch eine zweistiindige
Ubung ergiinzt; die Ubungsaufgaben finden sich im Anhang des Skriptes wieder.

Eine zweisemestrige, jeweils vierstiindige Vorlesung zur Funktionalanalysis zu hal-
ten, ist heute ein gewisser Luxus geworden. Dies gibt dem Dozenten die Méglichkeit,
manche Themen zu vertiefen und nicht nur durch den Stoff zu hetzen. Andererseits
besuchte ein Teil der Studierenden nur den ersten Teil, was diese Freiheit doch wieder
etwas einschriankte.

Das Ziel des vorliegenden ersten Teils war es, Standardaussagen der linearen Funk-
tionalanalysis bis hin zum Spektralsatz fiir unbeschriankte selbstadjungierte Opera-
toren zu diskutieren. Dabei konnte ich nicht auf die Lebesguesche Integrationstheorie
zuriickgreifen, da diese nicht allen Studierenden vertraut war. Ich wihlte deshalb den
Weg iiber Spektralscharen, welche das Riemann-Stieltjes-Integral verallgemeinern
und recht elementar definiert werden konnen. Der Spektralsatz fiir unbeschrankte
Operatoren, einer der wichtigsten Sétze der Funktionalanalysis iiberhaupt, folgte
dann aus der beschrinkten Version iiber die Cayley-Transformation und unitére
Operatoren. Innerhalb des Stoffes lag ein gewisses Gewicht auf der Operatortheorie,
insbesondere in der Diskussion unbeschrankter Operatoren in Banachriumen.

Zu Beginn jeden Kapitels befindet sich ein kleiner Absatz, der kurz erldutert, um
was es in diesem Abschnitt der Vorlesung geht. Damit soll auch etwas die Frage ,, was
soll’'s“ (oder genauer ,warum wird das jetzt hier behandelt“) beantwortet werden,
eine Frage, die in der Mathematik zu wenig diskutiert wird.

Ich hoffe, dass das vorliegende Skript den Studierenden bei der Nachbereitung des
Stoffes hilft, und mo6chte mich hier noch bei Frau Gerda Baumann fiir ihre Hilfe bei
der Anfertigung des Skriptes herzlich danken. Ich bedanke mich auch bei meinen
Studenten, die mir fleiflig geholfen haben, Fehler im Skript zu entdecken, und dies
hoffentlich auch in Zukunft tun werden.

Konstanz, den 25. 4. 2005 Robert Denk






I. Hilbertraume

1. Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden wichtige elementare Eigenschaften von Hilbertrdumen zu-
sammengefasst. Das einzige, was iiber eine elementare Darstellung hinausgeht, ist die
direkte Summe von Hilbertrdumen.

Wir beginnen mit der Definition eines Hilbertraums. Im folgenden sei stets K = R
oder K = C.

1.1 Definition. a) Ein K-Vektorraum FE, versehen mit einer Abbildung (-,-) : F
E — K, heifit ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Préahilbertraum, falls gilt:
(i) Fiir alle y € E ist die Abbildung x — (z,y) linear.

(ii) Fur alle z,y € E gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle z € F gilt (x,z) > 0. Es gilt (x,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.

b) Zwei Vektoren z,y € E heiflen orthogonal (in Zeichen z L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1 fallse = j,

0 sonst.

<5Ci,l'j> = 51']' = {

c¢) Die Grofle ||z|| := /(z, z) heifit die Norm von z.

Die Bezeichnung in Teil ¢) wird spéter seine Berechtigung finden.

1.2 Beispiele. a) R", (C” mit euklidischem Skalarprodukt.
b) C(la, b]) mit (f, g) f fx

1.3 Satz (Pythagoras). a) Seien x,y € E orthogonal. Dann gilt

Iz +ylI* = [l2]* + llyl*

b) Sei {z,}\_, orthonormal. Dann gilt

2
J«ll* = Z\ z,)[? + Hx_ (v, 7) 2




4 1. Grundbegriffe

Beweis. a) Es gilt |z +y||> = (x +y, v +y) = (z,2) + (z,9) + (y,2) + (y,y) =
z)1? + [lyl|* + 2 Re(z, y).

N
b) Durch Nachrechnen sieht man Px := Y (x,z,)z, L 2 — Px. Damit ||z[|*> =

n=1
| Px||? + ||z — Pz||%. Es gilt nach a):

N N
P> = I, ezl =Y (@, 2a) - [l
— — e
n=1 n=1 -1 D

1.4 Korollar. a) (Besselsche Ungleichung). Sei {z,,}\_, orthonormal. Dann ist
N
Izl =) e za)® (z € B).
n=1

b) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[l <=l Iyl (2,y € E).

Beweis. a) folgt direkt aus Satz 1.3 b).
b) Fiir y # 0 setze x; := roy- Dann ist {1} orthonormal, und aus a) folgt

[(z, y)|”

2 2
z||” = (z,x = .

1.5 Satz (Parallelogramm-Identitit). Fiirx,y € E gilt

z+yl* + [z — ylI” = 2)|z)* + 2(ly||>.
Beweis. Direktes Nachrechnen. OJ

1.6 Satz. Sei E Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist (E, ||-||) normierter Raum,
d.h. es gilt
Az = Al flzl - (A e K,z € E),

[z =0 (z€E), |[z]=0+=2=0,

[+ yll < llzl] + llyll.
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1. Grundbegriffe )

Beweis. Nur die Dreiecksungleichung ist nichttrivial. Unter Verwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung erhalten wir

lz +ylI* = [l2l* + 2Re(z, y) + llyllI* < l2]* + 2/, v)| + [y ]I*
< lll* + 2l - llyll + llyl?
_ 2
= (l=l + ly[D*. 0

1.7 Definition. a) Eine Abbildung d : E' x E — R heifit Metrik, falls gilt:

d(z,y)
d(z,y)

(z,y € E), d(z,y)=0sz=y,

>0
<d(z,2)+d(z,y) (z,y,z € E).

Sei nun (F,d) metrischer Raum.

b) (Konvergenz) Eine Folge (x,,)neny C F konvergiert gegen x (in Zeichen z,, — x),
falls

d(zp,x) =0 (n— o0).
c¢) Eine Teilmenge X C F heifit beschrankt, falls

3C>0 VeeX:dx0) <C.

d) Eine Folge (z,)nen C E heifit Cauchy-Folge, falls

Ve>0 dnge NVnm>ng: d(x,x,) <e.
e) Der metrische Raum (£, d) heifit vollstéandig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.

1.8 Bemerkung. Sei (F,d) metrischer Raum.
a) Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge.
b) Jede Cauchy-Folge ist beschriankt, denn:

dng e NVnm>ng: d(z,x,) <l
Damit gilt fiir n > ny:

d(x,0) < d(xp, Tny) +d(20y,0) < 1+ d(xp,,0) =: C.
—_——

<1

Stand: 25. 4. 2005



6 1. Grundbegriffe

1.9 Beispiele. a) (Q,] - |) ist nicht vollsténdig.
b) Sei X # () eine Menge. Definiere ¢*(X) := {f : X — K beschriankt} und
| flloo :=sup | f(z)|(< o0). Dann ist || - || eine Norm auf ¢>°(X).
zeX
Wir zeigen, dass der Raum (£>°(X), || - ||) vollstandig ist:
Sei (fn)nen Cauchy-Folge, d.h.

‘fn(x)_fm(xﬂ S an_meoo <e€ (nam2n0)~

Damit ist fiir jedes feste € X die Folge (f.(x)), eine Cauchy-Folge in K, d. h.
f(z) == lim f,(x) € K existiert. Als Cauchy-Folge ist ||fn]lcc < C < o0 nach

Bemerkung 1.8 b).

Somit gilt
|f(z)] =lim |[f.(x)] <C (ze€X),
n R,—/
<frllo<C

d.h. || f]le < 00 und damit f € ¢*(X).

1.10 Bemerkung. Sei (E,d) vollstindiger metrischer Raum, F' C FE. Dann ist
(F, d| ) genau dann vollstindig, wenn F abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei F abgeschlossen, d.h. F = F. Sei (z,), C F' Cauchy-Folge. Dann
existiert x :=limz, € E, und es folgt x € F' = F.

(ii) Sei F vollstindig und = € F. Nach Definition von F existieren T, € F mit
xr = lim x,,. Damit ist (x,), Cauchy-Folge in F', d.h. z € F. Insgesamt F'=F. [

1.11 Satz. Sei (E,d) metrischer Raum, xo € E. Definiere zu v € E die Abbildung
d, : E — K durch d,(y) := d(x,y) — d(y,zo). Dann ist E — (*(E), © — d, eine
Isometrie, d.h. ||d, — dp||ec = d(a,b) (a,b € E).
Beweis. Es gilt

|do(@) — dy()] = |d(a, z) — d(b, z)| < d(a,b),

daher ist ||d, — dp|lo < d(a,b). Wegen |d,(b) — dp(b)| = d(a,b) gilt ,=“. Beachte
d, € (*(F) wegen

|da(y)| = |d(a,y) — d(y, xo)| < d(a, zo). 0

Stand: 25. 4. 2005



1. Grundbegriffe 7

Damit 148t sich jeder metrische Raum (E,d) auffassen als Teil eines vollsténdigen
metrischen Raumes (E,d), in dem er dicht liegt. Setze dazu E := {d, :x € E}
(Abschluf} in £ (E) bzgl. || - [|o0)-

1.12 Definition. Ein vollstdndiger Vektorraum mit Skalarprodukt heif3t Hilbert-
raum. Fin vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.

Durch (Z,y) := lim (z,,y,) mit T = limz,, y = limy, wird auf dem oben definier-
n—oo n n

ten £ O E ein Skalarprodukt erklart.

Direkte Summen von Hilbertriumen

Sei I # () eine Menge und «; > 0 (i € I). Definiere

Zai ‘= sup { Zai I endlich}.

i€l i€l

Falls > a; < 00, so ist {i € I : «; # 0} hochstens abzdhlbar, denn
iel

{iel: az#O}—U{ZGI a; > }

neN™

endhch

Sei nun {F;};c; eine Familie von Hilbertrdumen. Definiere die direkte Hilbertraum-

sumime
E @E { :Cl i€l - 0 € EHZ HleE’ < OO}

el i€l

Durch (z;); + (v:)i := (x; + vi); und a(x;); := (ax;); wird E zu einem Vektorraum.

Definiere
(@i (9)i) =D (i, i),

el

1.13 Bemerkung. Fiir (z;);, (y;); € E gilt > [{z;, v:)g,| < 0o, denn fiir alle endli-
i€l
chen Iy C I gilt unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

> i yide il
i€lp i€lp
1/2 1/2
< (ani@) - (Zuyzwa)
i€lp i€lp

< llzlle - lylle < oo

Stand: 25. 4. 2005



8 1. Grundbegriffe

1.14 Satz. Sei{E;};cs eine Familie von Hilbertradumen. Dann ist E = @ E; eben-
iel
falls Hilbertraum.

Beweis. Die Eigenschaften eines Skalarprodukts sind offensichtlich, so gilt z.B.:

(az,y) = Z<0495i,?/i>Ei = Za@%yi)& = a(z,y).

icl %

7 zeigen ist also nur noch die Vollsténdigkeit. Sei (™ = (:L‘l(n) )ies eine Cauchy-Folge

in £. Wegen
2 = a2 =3l = 2,
iel
ist (xl(-n))neN eine Cauchy-Folge in E;, d.h. xE”) — x; in Ej;.

Fiir Iy C I endlich, n € N fest, gilt:

S ol = millE, = lim > [t - zF, < limsup Y (|2 — 23,
i€lp i€lp i€l
und damit

Z [ |3, < limsup [z — 2%,

iel m—ee

Nimmt man nun den Limes Superior fiir n — 00, so erhélt man

limsup Y [l — ™|, < limsup |2 — 2| =0,

n—oo . n,m—0oo
el ’

da (2(™),, eine Cauchy-Folge ist. Damit gilt 2™ — z in E.
Wegen

S lald <> 2]

i€lp i€lg

(n) |

B, T llzi = 2 IE,) < 20l2™ + 2]la - 2™)* < 0o

folgt x € E. O

1.15 Definition. Sei I # () eine Menge, Fy ein Hilbertraum und E; := E, (i € I).
Definiere (*(I; Ey) := €D E;. Speziell schreibt man

iel

Stand: 25. 4. 2005



2. Der Satz von Riesz

Auch dieser kurze Abschnitt ist noch sehr elementar. Inhalt ist im wesentlichen die
Beschreibung des Elements mit kleinstem Abstand durch eine orthogonale Projektion.

Sei (E, (-,-)) ein Hilbertraum.

2.1 Definition. a)M C FE heifit konvex, falls gilt

Ve,ye MVael0,1]:ar+ (1 —a)y € M.

b) Zu M C FE heifit
M+ ={recE|VyeM: (x,y)=0}

das orthogonale Komplement von M.

2.2 Bemerkung. M* ist abgeschlossener linearer Teilraum von E. Es gilt M N
M+ = {0}. Denn sei x € M N M~*. Dann ist (x,z) =0, d.h. . =0

2.3 Lemma. Fulls M C E konver und abgeschlossen ist, so existiert genau ein
x € M mit ||x|| < ||y|| fir alle y € M.

Beweis. Sei d := inf{||y| : y € M }. Wihle eine Folge (y,), C M mit |ly,| — d.
Falls d = 0, gilt v, — 0 und wegen M = M ist 0 € M.

Falls d > 0, schreiben wir unter Verwendung der Parallelogrammgleichung

2
<~

eM
< 2/yall® + 2llym||* — 4d* — 0,

1y = Ymll* = 2/|ynll* + 2/|ym|> — 4 - |

da [|y,|| — d. Daher ist (y,), Cauchy-Folge. Da M vollstindig ist, existiert = :=
limy, € M. Es gilt ||z|] = lim ||y,|| = d. Damit folgt ||z| < ||y| fir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1]| < ||yl |z2]| < |ly|]| (y € M). Dann ist

T+ X9
= 2all? = 2 |2 + 2P — 4222
1+ o T+ X2
<ol = IEE2R) + 2 — 12 R) <
<0 <0 O



10 2. Der Satz von Riesz

2.4 Satz (Projektionssatz). Sei M = M C E linearer Teilraum. Dann existiert
fiir alle x € E eine eindeutige Zerlegung x = m +m’ mit m € M, m’ € M*.

Beweis. Wéhle m' € x + M mit ||m/|| < [z +y| (y € M), und m =z —m'.

(i) Wir zeigen m’ € M*. Es gilt [|[m/[|? < ||m’ +ty||* (t € K,y € M). Andererseits
ist
lm” + tyl[* = [|m/||* + 2Re(m’, ty) + [t|*||y]*.

Fiir alle t € R gilt somit
[t[*ly]|* + 2t Rem’, y) <,

also Re(m’, ty) = 0.

Ersetzt man ¢ durch ¢t, so erhélt man
[t*[ly[|* + 2t Tm(m’, y) < 0,

also Im(m/, y) = 0.

(ii)) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei x = m+m/ = z+ 2’ mit m,z € M, m/, 2’ €
M+t Dannist m—z=2 —m'e MN M+ ={0},d. h.m=2,m =2 O

2.5 Satz. Seien E, F normierte Riume, T : E — F linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist beschrinkt, d. h. 3¢ > 0: ||[Tz||p < c|z||g (z € E).

(ii) T : E — F ist stetig.

(i) T': E — F st stetig an der Stelle 0 € E.

Beweis. (1)=(ii). Sei Ks(z) :={y € E : ||x—yl|| > 0} fiir festes x € E. Fiiry € K4(0)

ist nach (i)
1 Ty|lr < clly|lz < cb.

Damit ist fiir ||z — y|| <, d.h. fir y € Ks(z)
1Ty = Txllp = [T(y — 2)llp < co.

Also ist T' stetig (zu € > 0 wihle § := £).

(il)=-(iii) ist trivial.

(iii)=(i). Da T stetig an der Stelle 0 ist, existiert ein § > 0 mit TKs(0) C K;(0).
Damit |[T(0 - )llr <1 (2 € E), d.h. es gilt

1
§—— |Ta|lp <1 (x€E)
[P

Stand: 25. 4. 2005



2. Der Satz von Riesz 11

und damit

ITzlr < < llzlle (v € E).

1
5
=:c D

2.6 Definition. Seien E, F' normierte Rdume. Der Raum
L(E,F):={T: E — F | T linear, beschriankt}

heiffit der Raum der linearen beschriankten Operatoren von E nach F. Wir setzen
L(E) := L(E,E). Der Raum E' := L(E,K) heifit der (topologische) Dualraum von
E.

Fir T € L(E, F) definiert man

Tx
H HF: sup | Tx|| F
z€E\{0} [Eal¥ 2€E, ||z| g<1

17| =

|T|| heifit die Operatornorm von 7.
Oft schreibt man Tz statt T'(x). Sei

kerT := N(T) :={z € E: Tz = 0},
ImT :=R(T):={Tz:z € E}.

2.7 Bemerkung. Es gilt
[Tl < T - [lzlle  (z € E)

und

|IT|| =inf{C >0|VzeFE:|Tz||r <Clz|s}

2.8 Satz (von Riesz). Sei E Hilbert-Raum und T € E'. Dann existiert genau ein
xr € E mit
Tx = (x,x7) (v € E).

Es gilt ||T|| = ||xr||g. Die Abbildung E' — E, T w— xr ist bijektiv, isometrisch und
konjugiert linear.

Beweis. M :=kerT = T~'({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist £ = M & M*.

(i) Falls M = E, folgt T'= 0. Wihle z7 := 0.

Stand: 25. 4. 2005



12 2. Der Satz von Riesz

(i) Sei M # E. Wihle y € M\ {0}. Wegen M N M+ = {0} ist dann Ty # 0. Setze

Ty . 2 _ |Ty?
Tr := qz - Y- Dann gilt |lxr||* = 1z und

T
T = ﬁ Ty = ||z

Fiir x € M gilt (z,27) =0 = Tx wegen 7 € M*.
Fir o ¢ M gilt

Tx Tx
T(l'—j_'—xTZET> :T{E—j_'—xTTI'T:O,
~ . Tx
Daher folgt Tz = (z,z7)(= 0). Wir erhalten
T . T
T =T7 + T_;T -Ter = (T, xr) + <r;-xT,xT> = (z,x7).
[l |2
(iii) Nach Cauchy-Schwarz ist ||T'|| = sup |(z,x7)| < ||z7||. Andererseits haben wir

]| <1

1T = 1T (k)] = [zl
(iv) Eindeutigkeit: Sei Tx = (x,zr) = (x,Tr) (v € E). Dann gilt
0= (x,x0 —2zr) (z€kFE).
Wiéhle © = x7 — Z7 und erhalte ||z — z7|| = 0.
(v) Die Abbildung ist konjugiert linear: Sei T' = ay T} + asT5. Dann ist
Tx = ayThz + asTor = ay(x, x7,) + gz, o7,) =

= <$,51£L‘Tl> + <$,52£L’Tz> = <£L’,§1[L’T1 +62$Tg> = <$,ZL‘T>.

(vi) Die Abbildung ist surjektiv: Zu y € E sei T,z := (z,y). Dann ist |T,z| <
Nyl - |||, d.h. T, stetig und damit T, € E’. ]

2.9 Korollar (Stetige Bilinearformen). Sei E Hilbertraum, B : Ex E — K mit
(i) © — B(z,y) linear (y € F),

(i) y — B(z,y) konjugiert linear (z € E),

(i) Bz, ) < Cllel - Iyl (o, € B).

Dann existiert genau ein T' € L(E) mit

B(z,y) = {x,Ty) (z,y € E),
Dabei ist ||T|| die kleinste Konstante C, fir die (iii) gilt.

Stand: 25. 4. 2005



2. Der Satz von Riesz 13

Beweis. Da x — B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=7y. Es ist

—~—

(x, 0011 + aoye) = Bz, 0qy1 + o) = a1 B(x, y1) + @ B(x, y2)
= ay(x, v1) + @ (z, J2) = (x, 0qy1 + a2l).

Also ist T linear.

Wegen Eigenschaft (iii) ist T" stetig: | Ty||* = B(Ty,y) < C- || Tyl - [ly|l, d.h. |T| <
C. O

Stand: 25. 4. 2005



3. Orthonormalbasen

Orthonormalbasen erlauben es, jeden Hilbertraum als einen #?-Raum zu schreiben.
Insbesondere gibt es bis auf unitére Isometrie nur einen unendlichen separablen Hilber-
traum. Dieser spielt eine wichtige Rolle in der Physik. Dieser kurze Abschnitt beendet
die elementare Darstellung von Hilbertrdumen.

3.1 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Abbildung < auf einer Teilmenge von
M x M heifit Halbordnung, falls gilt:

a < a,
a<b b<a=a=0b,
a<b b<c=a<c

Beachte, dass a < b oder b < a nicht fiir alle a,b € M gelten muss.

(ii) Eine Menge Q C M heifit total geordnet oder eine Kette, falls fiir alle a,b € @
gilt: a < b oder b < a.

(iii) Ein Element a € M heiit obere Schranke fiir S C M, falls s < a fiir alle s € S.

(iv) Ein Element m € M heifft maximal, falls aus m < z folgt m = x.

3.2 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fir welche
jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein maximales Element.

Der Beweis verwendet das Auswahlaxiom der Mengenlehre und wird hier weggelas-
sen.

3.3 Definition. Sei F ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C E heif3t Orthonormal-
basis oder vollstindiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonormale
Teilmenge von E ist (maximal beziiglich Mengeninklusion).

3.4 Satz. Jeder nichttriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen von E. Dann ist . # ()
da {77} € & fiir jedes z € E'\ {0}.

Sei {Sa}aca eine Kette in .7, d. h. fiir a, € A gilt S, C S5 oder Sz C S,. Setze
So = Upes Sa C E. Dann ist Sy D S, fiir alle @ € A. Zu z,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y € S,, d. h. Sy ist orthonormal. Damit ist Sy eine obere Schranke zu
{Sa}aca- Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in .. O

14



3. Orthonormalbasen 15

3.5 Definition. Sei E Hilbertraum, A # () eine Indexmenge und y, € F fiir alle
a € A,y € E. Dann konvergiert die Summe ) __, ¥, gegen ein Element y € E, falls
fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge A, C A existiert, so dass

Hy— > Yo

a€A;

<e

fiir alle endlichen Mengen ;IE mit A, C /L C A gilt.

3.6 Bemerkung. Falls die Menge A abzihlbar ist, entspricht die obige Definition
der unbedingten Konvergenz (d.h. der Konvergenz unabhéngig von der Reihenfolge
der Summanden).

3.7 Satz. Sei E Hilbertraum mit Orthonormalbasis S = {4 }aca. Dann gilt fir alle

yeklE
Y= (Y,%0)Ta.
acA
Es qilt
lyl|* = Z [y, Ta)|? (Besselsche Gleichung).
acA
Fiir jede Folge {cq}aca mit Z lcal? < 0o konvergiert Z Cala € F.
acA a€A

Beweis. Nach der Besselschen Ungleichung (Korollar 1.4 a)) gilt fiir alle endlichen
Ay C A die Abschétzung

>y za)l® < lyll®. (1)

acAp

Damit ist fiir jedes n € N die Menge {a : [(y,z4)[* > 1} endlich, d. h. die Menge

o0

o Ity 2l 2 0t = U {o: oz > )

n=1
ist abzéhlbar.
Sei {a1, aq,...} = {a: [{y,za)* # 0}. Setze y,, := > (Y, Ta;)Tq,. Dann ist fiir

n>m
n ) n
o =l = | 30 o zadza]| = D Iy

i=m+1 1=m-+1

2

Wegen (1) ist > [(y,70,)* < 00, dh. [[gn — ymll> = D [y, 20,)* < ¢ fiir n,m
=1

1= i=m-+1
hinreichend grof.

Stand: 25. 4. 2005



16 3. Orthonormalbasen

Da (yn)n eine Cauchy-Folge in E ist, existiert 3’ := limy, € E.
Fir a = «a; gilt (y — ¢, 20) = (Y, 20) — (Y, 24) = 0, fir a # «o; gilt (y — v, x4) =
(Y, o) — (Y, 24) =0—0=0.

Damit ist y — ¢’ € S*. Aber S+ = {0}, sonst wiire S nicht maximal (betrachte
S U {”i—”} fiir ein z € S*). Somit y = y’. Die anderen Aussagen sind leicht zu
beweisen. n

3.8 Satz. Sei E Hilbertraum mit Orthonormalbasis S = {xo}aca C E. Dann ist
Abbildung E — (2(A),y — ((y,74))aca isometrischer Isomorphismus.

Es gilt die Parsevalsche Gleichung

(z,y) = Z(xv Ta) (Y Ta)-

a€cA

Beweis. Die Linearitét ist klar, Isometrie und damit Injektivitdt nach Satz 3.7,
ebenso die Surjektivitdt nach Satz 3.7. Zu zeigen ist noch die Parsevalsche Gleichung.
Da{a € A: (z,2,) # 0 oder (y,x,) # 0} = {ay,ay,...} hochstens abzahlbar ist,
konnen wir >~ ... statt »_ _, schreiben. Nach der Holderschen und Besselschen
Ungleichung gilt

M =

i 20, T < (Do) (i .00 )) < - ol

n=1

Also ist SN (2, %0, ) (Y, Ya,) absolut konvergent. Es ist ||z + y||> = [|lz)|* + |ly]|> +
2 Re(z,y) und

lz+ 9l =D (2, Zan) + (¥, Tan)|”
n=1

= > ({2 @a) [+ (9 70,) P+ 2Re((, 70,) - ¥,70,)))

n=1

= [|zl® + llylI® + 2Re Y (2, 2a,)(y, %a,)

n=1

Damit folgt Re(x,y) = Re ) (z,2q,) (Y, a, ). Ersetzt man  durch i -z, erhélt man
die Gleichheit der Imaginarteile. O]

3.9 Definition. Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare
dichte Teilmenge besitzt.

Stand: 25. 4. 2005



3. Orthonormalbasen 17

3.10 Bemerkung. Ein normierter Raum FE ist genau dann separabel, wenn ein
abzéhlbares linear unabhéngiges S C FE gilt mit span S = E. Insbesondere ist ein
Hilbertraum genau dann separabel, wenn er eine hochstens abzidhlbare Orthonor-
malbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen Z?Zl a;S;,a; € Q +
i@, S; € S.

Stand: 25. 4. 2005



II. Banachriaume

4. Der Satz von Baire

Der Satz von Baire ist der erste der klassischen Sétze der Funktionalanalysis. Obwohl
die Formulierung eher abstrakt ist (etwa unter Verwendung des Begriffs der nirgends
dichten Menge), sind die Folgerungen daraus von entscheidender Bedeutung fiir die
ganze Operatortheorie. Dies gilt insbesondere fiir das Prinzip von Banach-Steinhaus.

Sei (E,d) metrischer Raum. Eine Menge A C E heit nirgends dicht, falls A keine

inneren Punkte enthélt, d. h. A = ). Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene
Kugel enthélt.

4.1 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (E, d) vollstindiger metrischer Raum,
A, C E abgeschlossen. Falls A := ], oy An eine offene Kugel enthilt, so existiert
ein ng € N so, dass A, (schon) eine offene Kugel enthdlt.

Beweis. Sei K, (x9) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A,, enthélt eine offene
Kugel, d. h. es gilt

VneNVe>0VaeFE: (E\A,)NK.(x)#0.
Wiéhle z; mit 0 < g1 < 1/2 und
Kq(l'l) C (E\Al) N KT(I'O).

Da beide Mengen auf der rechten Seite offen sind, ist auch der Durchschnitt offen
(und nichtleer).

Wihle nun im néchsten Schritt zo mit K., (x2) C (E '\ Az) N K., (z1) (offen, nicht
leer), 0 < &5 < 3.

Allgemein wihle x,, e, mit K, (x,) C (E'\ A,) N K,

En—1

(Xp—1) und 0 < g, < 27",

Wegen ¢, — 0 und z,, € K., (z,_1) ist (,)nen Cauchyfolge, d.h. z,, — x € E.

Hier verwenden wir, dass E vollstandig ist. Wegen d(x,z,) = lim d(z,,,z,) < e,
m—o0 H/_/

<ep falls m>n

ist x € () K, (2,).

neN

Aber es gilt sowohl

(K- (za) C((E\A)=E\ A

als auch
ﬂKEn (xn) C K., (x1) C K, (x0) C A.

18



4. Der Satz von Baire 19

Somit ist (), K., (z,) = 0 im Widerspruch zu = € () K., (z,,). O

Satz 4.1 heifit aus folgendem Grund Kategoriensatz Eine Menge A C F heifit von
erster Kategorie (mager), falls A C U A,, mit nirgends dichten Mengen A, gilt.

Gibt es keine solche Darstellung, helﬁt A von von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir andere Formulierungen des Satzes von Baire. Sei (E, d) vollstandig.
Dann gilt:

(1) Die Vereinigung hochstens abzéhlbarer nirgends dichter Teilmengen enthélt
keine inneren Punkte.

(2) Der Raum FE ist von zweiter Kategorie in sich.

4.2 Satz. Sei (E,d) vollstindiger metrischer Raum, T eine Familie stetiger Abbil-
dungen f : E — K. Die Familie T sei punktweise gleichmdf$ig beschrdinkt, d.h. es
gilt

VeeEde, >0V feT: |f(z) <c.

Dann ezistiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KV feT: |f(x) <c

Beweis. Die Menge A, :={x € E |V f € T :|f(z)| < n} ist abgeschlossen. Fiir
x € E existiert nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(z)| < ¢, (f €7),d hes
existiert eine natiirliche Zahl n mit € A,. Somit £ = J, .\ A

Nach dem Satz von Baire existiert ein ng € N und eine offene Kugel K C A,,.
Damit ist |f(x)] <ny (re€ K,feT). O

4.3 Satz (Satz von Banach-Steinhaus, Prinzip der gleichmé8igen Beschrinkt-
heit). Sei E Banachraum und F normierter Raum. Sei T C L(E, F) eine punkt-
weise gleichmdj$ig beschrdnkte Familie, d. h. es gelte

VeeFEJe,>0VT eT:|Tz| <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit |T|| <c (T'eT).

Beweis. Definiere 7" := {fr : E — K,T € T} mit fr(z) := ||Tz||. Nach Vorausset-
zung ist die Familie 7" punktweise gleichméfig beschrankt.

Stand: 25. 4. 2005



20 4. Der Satz von Baire

Nach Satz 4.2 existiert K,,(xo),¢ > 0 mit
Vae K, (ro)) VT eT: ||Tx|]| <¢.

Seinun x € E, ||z|]| =1 und T € 7. Dann gilt

| Tx|| = HT( x—xo—l—xO)H <
m (G =m)l 1 2z 1)< 2o =
m €Ky (w0)
Somit gilt ||T|| <c¢ (T €T). O

4.4 Definition und Satz. Sei E normierter Raum, M C E ein abgeschlossener

Unterraum. Sei E/M = {[z] = x + M : x € E} der Quotientenraum. Dann ist

[z]]] :== in]\f4 |z + y|| eine Norm auf E/M. Falls E Banachraum ist, so auch E /M.
ye

Beweis. Nur die Vollstandigkeit folgt nicht durch direktes Nachrechnen. Sei ([z,])nen
Cauchyfolge in E/M.

(i) Ubergang zur Teilfolge: Da ||([z,]) — ([zm])|| — 0 (n,m — o0), existiert eine
Teilfolge ([zn,])ken von ([2,])nen, so dass ||[zn,] — [@n,,,]|| < 27%. Schreibe wieder
[zx] statt [z, ].

(ii) Wahl einer Cauchyfolge in E: Nach Definition der Norm in E/M existiert z; €
[zx] mit ||zx — 2l|lp < 2[|[zx] — [24]]|£/ar- Damit

m m
ok = 2zl < D llzkes — zrticalle < 20 | foww] = s | < 27572,

i=1 i=1 oD
d. h. (zx)x ist eine Cauchyfolge in E. Sei z := limy, 2.
Wegen
el =[]l = lllew] = [2]ll = inf flox — 2+ yle
<z =2l —0
gilt [xx] — [2] in E/M. O

4.5 Definition und Satz. Sei [ # () eine Menge und {E;}ic; eine Familie von
Banachriumen. Dann ist die direkte Summe

@E { xz iel - X5 S Ezyz ||:Bz

el el
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4. Der Satz von Baire

ein Banachraum.

Fir E; = Ey (i € I) schreibt man

(M(I; Ey) EBE

el

Man definiert (*(I) := (*(I;C) und (' := (*(N).

Beweis. Wie im Hilbertraum-Fall (vgl. auch Beispiel 1.9 b)).

Stand: 25. 4. 2005
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5. Das Prinzip der offenen Abbildung

Das Prinzip der offenen Abbildung ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire und
erlaubt recht schnell wichtige Aussagen iiber das Spektrum unbeschrinkter Operatoren.
In diesem Abschnitt werden auch die ersten Begriffe der Operatortheorie definiert, wie
etwa die Abgeschlossenheit eines unbeschriankten Operators.

5.1 Definition. Seien E, F' normierte Raume.

a) Ein linearer Operator T; E — F' ist eine lineare Abb. vom Definitionsbereich
D(T) C E nach F, wobei D(T') ein linearer Unterraum von E ist. Die Menge
G(T) :={(z,Tz) : € D(T)} heifit der Graph von T

b) Der Operator T' heifit abgeschlossen, wenn G(T') eine abgeschlossene Teilmenge
des Banachraums E @ F ist.

c) Der Operator T" heifit abschlieBbar, wenn es einen abgeschlosenen linearen Opera-
tor T gibt mit G(T") = G(T'). Der Operator T heifit AbschlieSung oder der Abschluss
von T

5.2 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien E, F Banachriume und T €
L(E, F) surjektiv. Dann ist T' offen, d.h. das Bild einer offenen Menge ist offen.

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass ein ¢ > 0 existiert mit K.(0) C TK;(0). Sei
dazu K, := K,(0) C E. Da T surjektiv ist, gilt F' = J,.y7(/). Nach dem Satz
von Baire ist das Innere von T'(K,,) fiir ein n € N nichtleer, d.h. es existiert ein
g0 > 0 und ein yy € F mit K, (yo) C T(K,).

Da T surjektiv ist, existiert ein g € E mit Txg = yo. Es ist K., (yo) = Txo + K., (0)
und damit

K., (0) € T(Kp) — To = T(Ky) — Tz
=T(nKy) —Txog=T(nK, —x9) CT(mKy) =mT(K;)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass nK; —xq C mK; fiir groles m gilt. Wir erhalten

Keoym(0) € T(KY).

Wihle € := €q/p-

(ii) Wir zeigen nun, dass T'(K;) C T(Ks) gilt. Dazu sei y € T'(K;) und € wie in (i).
Wahle z, € Ky mit y — Txy € K. 2(0).

Nach (i) ist K./2(0) C TK;1/2(0). Wiahle nun x5 € K;/5(0) mit y — Tey — Ty €

K./4(0) C TK,4(0).

22



5. Das Prinzip der offenen Abbildung 23

Wir erhalten iterativ eine Folge (), mit z, € Ky-n1(0) mit y — > " Ta; €
K.5-x(0). Nach Wahl der z,, ist  := ) °, z, absolut konvergent. Es gilt z € K;
wegen [l2]] < 3, ol < 2.

Unter Verwendung der Stetigkeit von T erhalten wir y = > o> Ta; =T (>0 x;) =
Tz € TK,.

(iii) Nach (i) und (ii) ist K. C TK,. Also enthilt das Bild jeder Umgebung von
0 € FE eine offene Kugel in F, d.h. ist eine Umgebung von 0 € F. Sei nun U C E
offen. Zu = € U existiert K4(0) mit z + K5(0) C U.

Damit T'(x + K;5(0)) = Tx + TKs(0) D Tz + K fiir ein € > 0, d.h. es existiert eine
Umgebung Tz + Kz(0) von Tz mit Tx + Kz(0) C TU. Somit ist TU offen. O

5.3 Korollar. Seien E, F Banachrdume, T : E — F abgeschlossener linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich D(T). Sei R(T) abgeschlossen. Dann ist T offen als
Abbildung von D(T) nach R(T).

Beweis. Definiere die Graphennorm ||z|r := ||z|| + |Tz| (x € D(T)).

Dann ist || - || eine Norm auf D(T) und (D(T),| - ||r) ein Banachraum (da T
abgeschlossen ist). Der Operator T': (D(T), || - |lz) — F, x +— Tz, ist stetig.

Eine Teilmenge U C D(T) ist offen bzgl. ||.||g, falls U offen ist bzgl. || - ||7. Nach
Satz 5.2 ist TU = TU offen fiir U offen. O

5.4 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien E,F Banachrdume und T : E — F
ein abgeschlossener linearer Operator mit kerT = {0} und R(T) abgeschlossen.
Dann st T™' : R(T) — FE stetig.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 5.3 aufgrund der Aquivalenz der Offenheit
von T und der Stetigkeit von 771 O

5.5 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F Banachriume,
T : E — F abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T') abgeschlossen ist, so ist
T stetig.

Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(T) ist mit ||(z,Tz)|| = |z| + ||Tz| als
abgeschlossener Unterraum von E@& F' ein Banachraum. Die Projektion m : G(T') —
E (x,Tx) — =z, ist stetig und damit ein abgeschlossener linearer Operator. Der
Werteberich R(m;) = D(T) ist abgeschlossen. Nach Satz 5.4 ist 7, ! stetig. Ebenso
ist m : G(T) — F, (v, Tx) — T, stetig. Damit ist T = 7y o 7, ' stetig. O
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24 5. Das Prinzip der offenen Abbildung

5.6 Korollar. Seien Ey = (E, || - ||1) und Es = (E,|| - ||2) Banachrdume mit
[zl < cllzlla (x € E)

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen || - ||y und || -||2 dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit Cl|zly < [lz]i < cllzlls (2 € E).

Beweis. Ubung. [

5.7 Korollar (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei E' Hilbertraum undT : E — E
linearer Operator mit D(T) = E und

(Tx,y) = (v, Ty)  (v,y €E).

Dann st T stetig.

Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in £ & F.
Sei (z,y) = lim,(z,, Tx,), d.h. x = lim, x, und y = lim,, T'z,,. Fiir z € F gilt

(y,z) = liéﬂ(Txn, z) = liyrln(xn,Tz> = (x,Tz) = (Tx,z).

Damit folgt (y—T'z, z) = 0 fiiralle z € E. Alsoist y—Tx = 0, d.h. (z,y) € G(T). O
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6. Hahn-Banach-Satze

Die Fortsetzungssétze von Hahn-Banach runden die klassischen Sétze der Funktional-
analysis ab. Zum einen handelt es sich um Trennungssétze, zum anderen um die Exi-
stenz geniigend vieler Fortsetzungen. Damit zeigen die Hahn-Banach-Sédtze, dass der
topologische Dualraum eines Banachraums in gewisser Weise grofl genug ist. Am Ende
des Abschnitts wird noch der wichtige Begriff der Reflexivitéit diskutiert.

6.1 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach). Sei E ein R— Vektorraum und
p: E — R konvex, d.h. es gelte

p(Oé[E + (]' - Oé)y) < O[p(ZE) + (]‘ - Oé)p(y) (O[ S [07 1],[E,y € E)
Sei ferner L C E ein linearer Teilraum und X\ : L — R linear mit

Az) <p(z) (rel)
Dann existiert ein lineares A : E — R mit Al = X und A(z) < p(x) (x € FE).

Beweis. (i) Fortsetzung auf L := span{L,z} mit z € E \ L:
Fiir y1,y2 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BA @) + 02 ) = Ao + ) = (o +0) A2+ —— )

(y1 —az) + L(Z/z + 52)>

<+ (755 0+

< Bp(yr — az) + ap(yz + B2).

Damit erhalten wir

1

M) =l = 02)] < 5 plae -+ 2) ~ M) &)
Wihle
Az) = a € [y ESLUP;N&()\(%) —ply — az)),infy,er poo 5 (P(y2 + 82) — My2))]

und definiere A(pz +y) == pA(z) + My) auf L=L®R - 2.

X ist linear auf L nach Definition, und es gilt

Mpz +y) = pao + Ay) < p(pz +y).

25
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Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «q die Abschéitzung
p (Y2 + Bz) > A(y2) + Bag.
Setze nun ys := y und 3 := p. Den Fall 4 < 0 sieht man analog.

(ii) Sei .# die Menge aller Abbildungen m : M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y.

Durch
mq §m2:<:)M1 CMQ, m2|M1 = Mmy

wird .# partiell geordnet. Sei {my} eine Kette in .#. Dann ist M := (J, M}, ein
linearer Unterraum, und durch

m(z) = my(x) (xr € M)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element A € .# .

Da A maximal ist, ist A auf ganz F definiert. Sonst existiert nach (i) eine Fortsetzung
auf D(A) @R -z mit z € E\ D(A). O

6.2 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version). Sei E ein C— Vektorraum und
p: E — R eine Abbildung mit

plazx + By) < af p(x) + (8] ply) (a5 € C mit o] + 5] = 1).
Sei L C E linearer Teilraum und X : L — C linear mit |AN(z)| < p(x) (z € L).
Dann existiert ein lineares A : E — C mit Al = X und |A(x)| < p(z) (x € E).
Beweis. Setze ((x) := Re A(z). Dann ist £ : E — R linear mit
l(r) < AMx) <p(z) (ze€l)

Wegen ((ix) = —ImA(x) ist A(x) = ¢(x) — il(ix). Setze ¢ nach Satz 6.1 fort zu
einem R—linearen L : £ — R mit |L(x)| < p(z) (2 € E). Dann ist

A(z) := L(z) — iL(ix)
R-linear. Wegen
A(iz) = L(ixz) —iL(—z) = L(iz) + iL(x) = iA(x)
ist A sogar C—linear.
Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(2)| = e A(z) = Ale™2) = L(e™z) < pe ™z = p(a).
Hier wurde Re A = L und A(e ®x) = |A(x)| € R verwendet. O
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6.3 Korollar. Sei E normiert, L C E linearer Teilraum und A € L'. Dann existiert
ein A € E' mit [|[A|| = [|A], A, = A

Beweis. Sei p(x) := ||\||/ - ||z]|. Dann ist [A(z)| < p(x) (z € L).

Nach Satz 6.2 existiert eine Fortsetzung A mit
[A@)] <A [l=]l (= € E),
d.h. A € E' und [|A]] < ||A]|. Wegen Al = A ist ||[A|| = [|A]]. O

6.4 Korollar. Sei E normiert, v € E \ {0} fest. Dann existiert ein A € E' mit
A(z) = [lz]| und [|A]l = 1.

Beweis. Definiere A : Ke — K, AM(ax) := |a||z|| und setze nach Korollar 6.3 fort. [

6.5 Korollar. Sei E normiert, L C E linearer Teilraum und x € E. Sei

= inf — .
d:= inf [|lz —y[| >0
Dann existiert ein A € E' mit |Al]| =1, A(x) =d und Al = 0.

Beweis. Definiere A auf L @& Kz durch A(ax + y) := ad. Dann gilt

N lad| d d d_,
= Sup _—— Sup U = - Y = E = 1.
ot yer Ty +oa ~ P TEFal ~ b a]

Die Behauptung folgt nun aus Korollar 6.3. O]

Mit dem Satz von Hahn-Banach kénnen wir Bidualrdume E” := (E’)’ betrachten.
Vorher betrachten wir noch die Dualrdume.

6.6 Satz. Seien E normierter Raum und F Banachraum. Dann ist L(E, F') Ba-
nachraum. Insbesondere ist E' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollsténdigkeit ist nichttrivial. Sei (A,,), Cauchyfolge in L(E, F).
Dann ist (A,z), Cauchyfolge in F fiir jedes x € E.

Setze Az :=lim A,z € F. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen

[Az][p = lim [| Az ]| < T | A, [ - f|lz][s < Cllz]| 5
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28 6. Hahn-Banach-Sitze

ist A€ L(E,F). Da ||(A— A,)z| = lim [[(A4,, — A4,)z||, erhalten wir

A-A A, —A
|A— A,|| = sup I n)zll _ sup lim [(Am )] < lim [[A, — A, <e
a0 ] w0 00 edl m—so0
fiir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(E, F). O

6.7 Lemma. Sei E ein normierter Raum. Die Abbildung E — E", x +— T mit
T(\) = Xz) (ANeFE)

ist linear und isometrisch.

Beweis. Es gilt

—~——

az + By(A) = Maz + By) = ad(z) + SMy) = az(X) + Fy(A),
d. h. die Abbildung x +— Z ist linear. Weiter ist

[Z] 2 = sup [F(A)] = sup [A(z)] < sup [[A[] - [|z][p < |[z]|&-
[Al<1 [RYst A<t

Nach Korollar 6.4 existiert zu jedem x € E ein A\g € E' mit ||[Ag]| = 1 und A\o(z) =
|lz[l. Damit gilt |[Z]] = supyy<1 [Mz)] 2 [Ao(2)] = || O

6.8 Definition. Ein normierter Raum E heifit reflexiv, falls die kanonische Einbet-
tung F — E" aus Lemma 6.7 surjektiv ist.

6.9 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, A, p) ein Mafiraum. Wir werden im zweiten Teil der

Vorlesung sehen, dass L, () ein Banachraum ist. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

7' L) = (L)' (T0)(f) = [ fodu 3)

ein isometrischer Isomorphismus. Dabei ist ¢ € (1, 00) definiert durch p~' +¢7* = 1.

Sei nun A € (L,(u))”. Definiere das Funktional Ay := Ao T € (L,(p))". Nach
dem Satz von Riesz, angewendet auf den Raum (L,(u))’, existiert eine Funktion
h € Ly(1), so dass fiir alle g € L,(u) der Wert A;(g) gegeben ist durch

Aalg) = / ghdp. (4)
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6. Hahn-Banach-Sdtze 29

Somit gilt fiir jedes A € (L,(u))’
AN = A (TN = /(T‘l)\) - hdp = Mh) = h(\).

Dabei wurde fiir die zweite Gleichheit (4) verwendet und fiir die dritte Gleichheit
(3). Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h — h, £ — E”,
surjektiv ist. Die L,(u)-Réaume sind fiir 1 < p < oo also reflexix.

¢) In der Situation von b) gilt (Ll(u)), = Loo(p) aber Ly(u) C (Loo(u))/, d.h. Ly (p)
ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.
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7. Einige Bemerkungen zur Topologie

In diesem Abschnitt werden kurz einige wichtige topologische Begriffe wiederholt. Wich-
tig fiir uns wird insbesondere der Satz von Banach-Alaoglu sein. Gerade die schwachen
Topologien sind in der Funktionalanalysis wichtig, da in den meisten Féllen keine Ste-
tigkeit in einer Normtopologie vorliegt. Die elementaren Definitionen topologischer Be-
griffe werden parallel zu den analogen Begriffen der o-Algebren formuliert, um die
Allgemeinbildung in diesem Bereich zu stérken.

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem. Um die Ahnlichkeiten
und Unterschiede deutlich zu machen, geben wir jeweils die entsprechenden Defini-
tionen an.

7.1 Definition. Sei X # ) eine Menge; 2% bezeichne die Potenzmenge von X.
al) Ein Mengensystem 7 C 2% heiit eine Topologie auf X, falls gilt

(i) 0,X e,
(ii) Falls A, B € 7, so ist auch AN B € 7,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € 7 (i € I), so ist auch | J,. ; A; € T.

i€l
a2) Ein Mengensystem A C 2% heifit eine o-Algebra auf X, falls gilt

(i) 0,X € A,
(i) Falls A € A, soist auch X \ A € A,

(iii) Falls A, € A (n € N), so ist auch |, 4, € A.

neN
bl) Seien (X;,7) und (X3, 72) topologische Réume. Dann heifit eine Abbildung
f: X; — X, stetig, falls f~1(m) C 7.

b2) Seien (Xi,.A;) und (X3, Ay) Messrdume. Dann heifit eine Abbildung f: X; —
X, messbar, falls f~1(Ay) C A;.

cl) Sei U C 2. Dann heifit die kleinste Topologie, die U enthélt, die von U erzeugte
Topologie 7(U). Die erzeugte Topologie 7(U) ist das System aller Mengen der Form
User NN, Uiy mit Uy, € U, N € N.

c2) Sei U C 2%. Dann heifit die kleinste o-Algebra, die U enthiilt, die von U erzeugte
o-Algebra o(U). Es gibt keine einfache Darstellung von o (U).
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7. Einige Bemerkungen zur Topologie 31

dl) Sei I eine Menge und (Y, 7;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fiur die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie 7(F) auf X. Es gilt

r(F) =7 ({7 W) Uiem i T}).

d2) Sei I eine Menge und (Y;, A;) Messraum fir i € I. Sei F' = {f: X — Yi}ies
eine Familie von Abbildungen. Dann heif3t die kleinste o-Algebra auf X, fiir die alle
f € F messbar sind, die von F' erzeugte o-Algebra o(F') auf X. Es gilt

awnzoﬁﬁﬁwngeAhien)

el) Sei X = [],.; X; das kartesische Produkt, wobei (X, 7;) ein topologischer Raum
fiir © € [ ist. Sei pr; : X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
7({pr; : i € I'}) die Produkttopologic auf X.

e2) Sei X = [[,c; Xi das kartesische Produkt, wobei (Xj, A;) ein Messraum fiir
v € I ist. Sei pr; : X — X; die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
o({pr; : i € I}) die Produkt-o-Algebra auf X.

7.2 Definition. a) Sei E ein K-Vektorraum und E* := {f: E — K, f linear }
der algebraische Dualraum von E. Fiir ' C E* bezeichnet man die F-schwache
Topologie auf £ auch mit o(E, F).

b) Sei E normiert. Dann heifit o(E, E’) die schwache Topologie auf E und o(E’, E)
die schwach-*-Topologie auf E’. (Beachte £ C E” im Sinne von Lemma 6.7.) Fir
die Konvergenzen beziiglich dieser Topologien schreibt man auch z,, — x in E bzw.

£, fin B

7.3 Bemerkung. a) Sei E normiert. Dann ist o(E, £') Hausdorffsch. Dann nach
dem Satz von Hahn-Banach existiert zu x,y € F mit = # y ein f € E' mit f(z) #

f(y).
b) Es gilt o(E', E) C 0(E', E") C Oporm, Wobei 0y die Normtopologie auf E ist.

7.4 Lemma. Sei E normiert, (x,)neny C E eine Folge und v € E mit z, — = in
E. Dann ist (||z,||)nen beschrankt.

Beweis. Betrachte die Einbettung E <— FE” | welche gegeben ist durch z,(f) =
f(zn) (f € E'). Nach Satz 6.6 ist £’ Banachraum. Fiir jedes feste f € E’ ist die
Folge 7, (f) als konvergente Folge beschrénkt, d.h. es gilt |2,,(f)| <¢; (n € N) fur
eine Konstante ¢y > 0. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus existiert ein ¢ > 0 mit
|Zn]] < c. Aber nach Lemma 6.7 gilt ||Z,,|| = ||z O
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32 7. Einige Bemerkungen zur Topologie

7.5 Satz (Banach-Alaoglu). Sei E ein normierter Raum. Dann ist die Einheit-
kugel in E' schwach-*-kompakt.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Menge K| :={f € E': ||f|| < 1} o(£', E)-kompakt
ist.

Fir z € F sei I, := {z € C : |z| < ||z||}. Nach dem Satz von Tychonov ist
I := [],cp I, kompakt beziiglich der Produkttopologie. Die Elemente von I sind
Abbildungen b: E — C mit b(z) € I, (x € FE), d.h. |b(z)] < [|z]|. Daher ist
Ky c I da |f(z)] < [If]] - [J«f] < [l«f| fir alle f € K7 gilt.

Da die Produkttopologie auf I die schwéchste Topologie ist, fiir die alle Abbildungen
b— b(x) (x € F)stetigsind, ist die Spurtopologie davon auf K] genau die schwach-

*-Topologie auf K. Zu zeigen ist also, dass K| C I abgeschlossen ist bzgl. der
Produkttopologie.

Sei f € K| C I, und seien z,y € E. Dann ist

={bel:[blz+y) - flz+y)l <e [blx) - f(z)] <e |bly) — fY)| < e}

eine offene Umgebung von f. Wegen f € K/ existiert ein ¢ € U N K. Da g nach
Definition von K7 linear ist, gilt

1fz+y)— f(z) — fy)] < 3e.

Da ¢ beliebig war, ist f additiv. Analog sieht man, dass f(az) = af(z) (a €
K, x € F) gilt, d.h. f ist linear. Wegen f € [ ist ||f]] < 1 und damit f € KJ. O

7.6 Lemma. Sei E normiert und M total in E’, d.h. span M st dicht in E'. Sei
(Tn)nen C E eine Folge in E. Dann gilt x,, — = genau dann, wenn ||z,| < C und

flan) — f(z) (f € M) gilt.

Beweis. Die Richtung ,,—“ ist klar nach Lemma 7.4 und der Definition der schwa-
chen Topologie.

Fiir die Gegenrichtung bemerken wir zunéchst, dass fiir alle ]?6 span M offensicht-
lich f(x,) — f(x) gilt (endliche Linearkombination). Sei nun f € E’ und € > 0.
Dann existiert ein f € span M mit

_ €
_ < :
If = fll < 3max{C, ||z||}

Damit folgt fiir alle n > ny mit ng hinreichend grof3

[f(en) = f(@)] < [f(n) = flea)| + 1 (2n) = f(2)] + [ f(2) = f(2)]
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~ g ~
< F = ANl + 5+ 17 = F1 -l
<S80 f
-3 3 3
Also gilt f(z,) — f(x). O

7.7 Definition. Seien E,F normierte Réume. Sei (T),)ney C L(E,F) und T €
L(E, F).

a) T, konvergiert gleichméBig oder in der Norm gegen 7', wenn ||7,, — T'|| — 0.
b) T, konvergiert stark (in der starken Operatortopologie) gegen T', wenn gilt

VeeFE: |Tyx—Tz||p— 0.
Man schreibt T,, = T.
c¢) T,, konvergiert schwach (in der schwachen Operatortopologie) gegen 7', wenn gilt
Vee EVYfeF : |f(Tyx)— f(Tx)] — 0.
Man schreibt T, = T.

Man beachte, dass das Symbol T, - T fiir Operatoren eine doppelte Bedeutung
hat. Im Normalfall versteht man aber die Konvergenz nach Definition 7.7 darunter.

Die starke Opertatortopologie ist gegeben durch
o(L(E,F),{e,: x € E})

mite, (1) =Tz (z € E,T € L(E,F)). Analog ist die schwache Operatortopologie
gegeben als
o(L(E,F),{esy v €E, f€F'Y})

mit e, s := f(Tx) (feF,x€E,TecL(E,F)).
Offensichtlich gilt

vy 7 o — T T

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
7.8 Satz. Sei E ein Banachraum und F ein normierter Raum. Sei (T),)nen C

L(E,F) stark konvergent, d.h. fir alle x € E konvergiere (T,,x)pen C F. Dann
existiert ein T € L(E, F) mit T,, > T.
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34 7. Einige Bemerkungen zur Topologie

Beweis. Fir x € E definiert man Tx := lim,,_ . 1,,z. Offensichtlich ist 7" linear,
und es gilt T}, = T'. Zu zeigen ist, dass T stetig ist.

Da (T,z)neny C F konvergiert, existiert ein C, mit ||T,z||r < C,. Nach Banach-
Steinhaus gilt ||7,,|| < C fir alle n € N, d.h. es gilt

[Tazll < I Tall - llzll < Cllz]] (n € N)

und damit [|[Tz|| < C||z]|. O
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III. Lineare Operatoren in Banachriumen

8. Das Spektrum

Dieser Abschnitt definiert die grundlegenden Begriffe der Spektraltheorie. Dabei wer-
den von Anfang auch unbeschrinkte Operatoren betrachtet. Neben der Definition des
Spektrums eines linearen Operators ist die Holomorphie der Resolvente das Haupter-
gebnis dieses Abschnittes.

Wir wiederholen zunéchst bereits bekannte Begriffe und wichtige Aussagen. Seien
E, F Banachrdume, und 7' : E — F ein linearer (nicht notwendig beschriankter)
Operator. Sei D(T') C E der Definitionsbereich und R(T') C F der Wertebereich
von 7. Dann ist der Graph von 7" definiert als {(x,Tx) : x € D(T)}.

Der Operator T' ist genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (z,)neny € D(T) mit
xn, — 0 gilt Tx,, — 0.

Der Operator T ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen (z,,)neny € D(T)

mit z, - x € Eund Tz, —» y € F gilt x € D(T) und Tx = y.

Falls D(T') abgeschlossen ist, so ist T genau dann stetig, wenn 7" abgeschlossen ist
(Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Falls T abgeschlossen und injektiv ist, so ist auch 7! abgeschlossen. Falls T" abge-
schlossen und injektiv ist und R(T') abgeschlossen ist, so ist auch 7! stetig (Satz
von der Stetigkeit des Inversen).

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator 7' : ' — E statt T'— Aidg einfach
T— A\

8.1 Definition. Sei E ein Banachraum und T : £ — E ein linearer Operator mit

D(T) = E (d.h. T ist dicht definiert).

a) p(T) ={A € C|T—X:D(T) — E ist bijektiv } heifit die Resolventenmenge
von 7.

b) o(T') := C\ p(T') heiBt das Spektrum von 7.

c) 0,(T) := {A € C: T — X nicht injektiv } heifit das Punktspektrum von 7" (die
Menge aller Eigenwerte von 7).

d) 0.(T) := {\ € C: T — XNinjektiv, R(T — \) = E, R(T — \) # E} heifit das

kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0.(T) :={X € C: T — Xinjektiv, R(T — \) # E} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.
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36 8. Das Spektrum

8.2 Bemerkung. a) Direkt aufgrund der Definition haben wir
C=p(T)Ua(T)=p(T)Jo,(T)Uoc.(T)Uo.(T),

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
b) Falls dim E < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.

¢) Sei T' abgeschlossen und A € p(T'). Dann ist die Inverse (T'— \)~! : E — D(T)
stetig. Denn T' — A ist ebenfalls abgeschlossen, der Wertebereich R(T — \) = E ist
abgeschlossen. Damit folgt die Aussage aus dem Satz vom stetigen Inversen.

8.3 Definition. Sei 7" : E — FE ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T').
a) Fiir A € p(T) heit Ry\(T) := (T — \)~* die Resolvente von T
b) Fiir A € 0,(T") heiit ker(7"— A) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und

NYT):={z e D(T)|IneN: (T —\)"z =0}

der algebraische Eigenraum von 7" zu .

8.4 Beispiel. Sei E = (> und S: (* — (2 definiert durch S(xy, z,...) := (0,21, 29, ...)
(Rechts-Shift). Dann ist D(S) = ¢%, ker S = {0} und 0 € 0,(S) wegen (1,0,0,...) €
R(S), d.h. B(S) # E.

8.5 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei E ein Banachraum und T € L(E) mit
|IT|| < 1. Dann existiert (1-T)"' e LE), und es gilt (1 —=T)"" =3, T" und

”(1_ ) 1” < 1— HTll

Beweis. Es gilt

Z 1 < Z 17" < Z 17" = ||T||

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := Y > /T™ € L(E), und es

gilt S]] < -

Es gilt ST =TS =Y T =5 —1,dh. S(1=T) = (1 —T)S = 1 und damit
S=01-T)" 0

8.6 Satz. Sei E ein C-Banachraum und T ein abgeschlossener lineare Operator in
E mit D(T) = E. Dann ist p(T) offen und somit o(T) abgeschlossen.
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Beweis. Falls p(T) = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T-A=T—=X—-A=X) =T —=X)[1=A=X)(T—X) "]
Fiir A € C mit |[A — Xo| - (T — Xo) 7] < 1 existiert
[1= (A= X)(T =)' € L(E)
nach Lemma 8.5. Damit existiert
(T—=N"=[1=A=X)(T =)' € L(EB).

Somit gilt
AeC: =l < (=) o),

also ist p(T) offen. O

8.7 Korollar. a) Fir \g € p(T) gilt

-1

1R (T)]| > [dist (Ao, o(T))]

b) Fiir Ao € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || Ry, (T)|| " gilt

o0

RA(T) = 3000 = 2)" Ry (T

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 8.6, b) aus der Darstellung
von R, (T) im Beweis von Satz 8.6 und der Neumann-Reihe. O

8.8 Definition (holomorphe Funktionen in Banachriumen). Sei 2 C C ein
Gebiet, E ein C-Banachraum und f:  — E. Dann heifit f holomorph [schwach
holomorph] in zy € Q, falls lim, ., %ﬁézo) in der Norm von E [in der schwachen

Topologie] existiert.

8.9 Satz. Sei Q) C C ein Gebiet, E ein C-Banachraum und x : Q — E. Dann ist x
genau dann schwach holomorph, wenn x holomorph ist.

Zum Beweis brauchen wir noch ein Lemma.

8.10 Lemma. Sei E ein C-Banachraum und (z,)neny C E eine Folge in E. Dann ist
(Zn)nen genau dann eine Cauchyfolge in E, falls (f(zy))nen C C eine gleichmdfige
Cauchyfolge fiir alle f € E" mit || f|| < 1 ist.
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Beweis. (i) Sei (z,,)neny C E Cauchyfolge. Dann ist

sup | fu(2) = fu(@)[ < sup A len = wmll = llan = 2]
FeEr | flI<1 el Ifl<t

(i) Es gelte
Ve>03aNeNVnm>NVfeE |fll<1:|f(z,)— flzm)| <e.
Dann folgt unter Verwendung der Einbettung £ — E”, x — T die Abschitzung

[2n = 2|l = 0 = Zmll = sup  |(Zn = Zw)(f)] < €
fel, fl<t

fiir n,m > N. O]

Beweis von Satz 8.9. Sei x schwach holomorph und z € Q. Sei I', := K_(2) C € mit
positiver Orientierung. Nach dem Cauchy-Integralsatz gilt fiir alle f € E’

1 f(a(p))
f@@»—;;ﬁzﬂ_zdw
Damit erhélt man fiir 0 < |h| < € die Gleichheit
L[+ 1) — Fa(2)] — = fa(2)
1 1 1 1 1
- %/Fz (E[,u—z—h a ,u—z] B (N_Z>2)f(a:(,u))d,u
h

f(z(h))
=L dp.
%@ﬁZW—z—hxu—a2"
Da p— f(x(p)) holomorph und damit stetig ist, gilt

[f@) <Cr (nels, fekE)

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus folgt
Jz(w] <C (nels)

und damit

[ [7ale 4 1) = Fa(2)] — - fa()]| < ¢ 1Al 5],

Wir erhalten
L[l + 1) — (2] = - faz) (h]—0)

schwach gleichméfig fiir alle f € E’ mit [|f|| < 1. Nach Lemma 8.10 folgt die
Konvergenz in der Norm, d.h. x ist holomorph.

Die andere Richtung des Satzes ist direkt aus den Definitionen klar. m
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8.11 Korollar. Sei E ein Banachraum, zo € C und € > 0. Es gelte

z(z) = Z an(z — 29)"

mit a, € E und
(o]
> lanll - |z = zol" < 00 fiir |z — 2| < e.
n=0

Dann ist x holomorph an der Stelle z.

Beweis. Fir f € F' ist

flz(2) = f( lim ian(z - zo)">

N—oo

N—oo

— Jim 3 flan)(z—20)" = 3 flan)(z — )"

Dabei haben wir die Stetigkeit von f verwendet. Wegen

%) %)
@)l -1z =z < D Nl - llanlls - 12— 20" <00 (|2 = 20| <e)
n=0

n=0

lasst sich f(z(z)) um zo in eine absolut konvergente Potenzreihe entwickeln, ist also
holomorph an der Stelle z;. Somit ist  schwach holomorph an der Stelle z; und
damit nach Satz 8.9 holomorph. O]

8.12 Satz. Sei E ein Banachraum, T ein abgeschlossener linearer Operator in E

mit D(T) = E. Dann ist die Resolvente A\ — R\(T), p(T) — L(E), holomorph in
p(T).

Beweis. Sei A\g € p(T'). Nach Korollar 8.7 b) léasst sich Ry(7") in eine absolut kon-
vergente Potenzreihe

RA(T) =) (A= Xo)" Ra(T)""!
n=0
entwickeln. Nach Korollar 8.11 ist A — R, (7") holomorph an der Stelle . O

8.13 Satz. Sei E ein C-Banachraum und T € L(E). Dann ist das Spektrum o(T') C
C kompakt und nichtleer.
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Beweis. Fiir A € C mit [\ > ||T]| ist T — XA = (—=A)(1 — A7'T) nach Lemma 8.5 in
L(FE) invertierbar, d.h. A € p(T'). Also ist o(T") eine abgeschlossene Teilmenge von
{Ae C: |\ <||T]|} und damit kompakt.

Fiir |\ > |7 gilt
o0 T”

ENGIE ESPEs

o1
=TT

0 (JA] — o).

n=

Angenommen, es wire p(T') = C. Dann ist [|[R)\(T)|| < C (A € C). Fiir z € E und
f € E'ist die Abbildung A — f(Rx(T")z) holomorph in ganz C und beschrénkt, also
nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen

[F(BA(T)2)] < I - Ml - [IBA(T) = 0 (JA] = o0)

folgt f(RA(T)z) = 0 (f € E';z € E,\A € C). Nach Korollar 6.4 zum Satz von
Hahn-Banach folgt daraus R)(T)z =0 (z € E), d.h. R\(T) = 0, Widerspruch. [

8.14 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschrankte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T') = C und o(T) = () auftreten kénnen.

a) Sei £ = C([0,1]) und T'f := f' fiir f € D(T) := C'([0,T]). Dann ist T unbe-
schrankt, da | T'f,|| = n und || f,]| = 1 gilt fiir f,(¢) := ™.

Wir zeigen, dass T abgeschlossen ist: Sei (f,)neny € D(T) mit f, — f in F und
Tf,=f, — gin E.Da (f,), und (f!), gleichméBig konvergieren, gilt f € C'([0,1])
und f! — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =T¥.

Es gilt o(T) = 0,(T) = C, denn die Funktion f(¢) := e liegt in ker(T' — \) fiir alle
AeC.

b) Sei E := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]) : f(0) =0} und T'f := f' fir f € D(T) :=
{f € E:f €FE} Sei A\ € C, und seien f,g € E. Betrachte die Gleichung (T —
AN f =g, dh. f'—\f =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese

gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

() = e /0 LM g(s)ds.

Es gilt f/(0) = ¢g(0) + Af(0) = 0, d.h. f/ € E und damit f € D(T). Somit ist
T — X : D(T) — E bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T) = C.
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9. Adjungierte Operatoren

Dieser Abschnitt behandelt einen zentralen Begriff der Operatortheorie, ndmlich den
Adjungierten eines Operators. Am einfachsten ist dieser Begriff im Fall eines Hilbert-
raums bei beschrinkten Operatoren. Fiir unbeschréinkte Operatoren ist der Definiti-
onsbereich des Adjungierten von entscheidender Bedeutung. Beispiele zeigen, dass bei
unbeschriankten Operatoren der Definitionsbereich des Operators fast genauso wichtig
ist wie der Wert.

a) Adjungierte von beschrinkten Operatoren

9.1 Definition und Satz. Seien E, F Banachriume und T € L(E, F'). Dann wird
durch fi(z) := f(Tx) fir jedes f € F' ein beschrdanktes lineares Funktional f, € E’
definiert. Die Abbildung T' : F' — E', f — fi heifit (Banachraum-)adjungierter
Operator zu T. Es gilt T" € L(F', E"). Die Abbildung T — T', L(E,F) — L(F', E’)
st eine Isometrie.

Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

[fi(@)| = [F(Tz)[ < £ [T [l

ist ||l < T - || f]l, &b |77 < ||T||- Der Operator T” ist linear wegen

T'(af + Bg) = (af + Bg)(Tx) = af(Tx) + Bg(Tx).

Ebenso ist die Abbildung 7"+ 7" linear.

Zu zeigen ist noch, dass ||T'|| < ||7"|| gilt. Nach Korollar 6.4 zum Satz von Hahn-
Banach existiert zu x € F ein f, € E' mit ||f,|| = 1 und f,(Tx) = ||Tz|. Damit
ist

1 Tz]| = | fo(Tz)| = [(T"f) ()] < T[] - || O

9.2 Bemerkung. a) Fir T € L(E,F) ist T" € L(E", F") und T"|g = T. Denn es
gilt (T"%)(f) = F(T'f) = (T'f)(x) = f(Tx) = T(f).

b) Falls T € L(E,F) und S € L(F,G), so ist (ST) = T"S’. Denn ((ST)'f)(x) =
f(STx) = (S"f)(Tx) = [T'(S"f)](x).

¢) Falls T € L(FE,F) invertierbar ist, so gilt (T-') = (7")"!. Dies gilt wegen
(T~Y)T' = (TT7') =id' = id und (T"(TY) = (T7'T) = id’ = id.
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42 9. Adjungierte Operatoren

9.3 Definition. Seien E, F' Hilbertraume, und 7" € L(E, F'). Dann existiert zu
jedem y € F' genau ein y* € F mit

(Tw,y)p = (z,y") (v € E).

Setze T*y := y*. Die Abbildung T* € L(F, E) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Man beachte, dass die Abbildung aus dem Satz von Riesz
ip: E—FE' ©— (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hdngen Hilbertraum- und Banachrau-
madjungierte iiber T% = ifEl o T" o ip zusammen. Vergleiche auch Aufgabe 8.

9.4 Definition. a) Sei F ein Hilbertraum und 7' € L(E). Dann heifit T

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T,
(i) unitér, falls TT* = T*T = idg,
(iii) normal, falls TT* = T*T.

b) Seien E, F' Hilbertrdume und 7" € L(E, F'). Dann heifit 7" unitér, falls 77* = idp
und 7T*T = idg gilt.

9.5 Lemma. Sei E ein C-Hilbertraum und T € L(E). Dann ist T genau dann
selbstadjungiert, falls (Tx,x) € R gilt fir alle x € E.

Beweis. (i) Sei T'=T*. Dann ist (Tz,z) = (x,Tz) = (Txz,z) € R.

(ii) Seien z,y € E und o € C. Nach Voraussetzung ist

(T'(z+ay),z+ay) = (T'(z + ay), v + ay)
und damit

a(Ty,r) + a(Tx,y) = afy, Tz) + alx, Ty).
Fir « = 1 erhalt man

(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z, Ty).

Fiir « = ¢ erhalt man

<T’y,£€> - <T:C7y> = <y,TLC> - <£E,Ty>

Somit folgt
(Ty, ) = (y,Tz) (v,y € E).

Nach Definition von T gilt also T' = T™. m
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9.6 Satz (Spektrum beschrinkter selbstadjungierter Operatoren). Sei E
ein C-Hilbertraum und T € L(E) selbstadjungiert. Dann gilt

(i) o(T) C R.
(i) (7 =27 < [Im A= (A€ C\R).

(iii) Fir X € o,(T) ist ker(T — \) = N)(\a) (T'), d.h. geometrischer und algebraischer
Figenraum sind identisch.

(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(v) 0n(T) = 0.

Beweis. (i) Sei A € C\ R und = € E. Es gilt mit Lemma 9.5
1T =Nzl -zl > [{(T = Nz, 2)| > [In((T = N, z)| = [Tm A 2] (5)

Damit ist T"— X injektiv.

Der Wertebereich R(T — ) ist abgeschlossen: Sei (y,)neny C R(T — A) mit y,, — y.
Sei y, = (T' = A)xp,. Dann ist (z,)neny C F wegen (5) eine Cauchyfolge, d.h. z,, — x
und — da T stetig ist — auch y = lim,, y,, = (T — \)z.

T — X ist surjektiv: Sei y € R(T — \)*, d.h.

(T —Nz,y) =0 (x€FE).

Wegen T' = T* ist dann (z,(T — \)y) =0 (z € E), dh. (T =Ny =0.DaT — )
injektiv ist, folgt y = 0.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir A € C \ R der Operator 7' — X bijektiv ist.

(ii) Setze y := (T'— Nz in (5) und erhalte

lyll = [Tm Al (T = A) .
(iii) Die Inklusion ker(T'—\) C Nﬁa) (T) gilt immer. Sei also = € N)(\a) (T)\ ker(T'— )
mit A € R. Dann gilt (7'— \)"z = 0 fiir ein n > 2, aber (T"—\)z # 0. Wegen T' = T**

ist dann
(T =N al]* = (T — A"z, (T — \)"2z) = 0.

Induktiv folgt (T — A\)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien x1,zy Eigenvektoren zu A\; # Ay
mit A\; o € R. Dann gilt

M{(x1, 22) = (Txy, 22) = (x1, Txa) = Xo(21, T2).

Wegen Ay # Ay folgt (zq,29) = 0.
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44 9. Adjungierte Operatoren

(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,(7"). Dann ist A € R, T'— X injektiv und
R(T — \) # E. Wihle y € R(T — M\)* \ {0}. Dann ist

d.h. (T — XNy = 0 und, da T — X injektiv ist, y = 0, Widerspruch. O
Der folgende Satz wird genauso wie Satz 9.6 bewiesen.

9.7 Satz (Spektrum unitédrer Operatoren). Sei E ein Hilbertraum und T €
L(E) unitir. Dann gilt

(i) o(T) c{ e C:|A| =1}.

.. . 1 < 1 .. 1.

(i) (T =27 < = fir [Al #

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 9.6 gelten analog.

b) Adjungierte von unbeschrinkten Operatoren

9.8 Definition. Seien F, F' Banachrdume und 7' : E — F ein linearer dicht defi-

nierter Operator (d.h. D(T) = E). Definiere
DT :={feF: 3fieE mit f(Tx) = fi(x) (x € D(T))}

und
T'f=f (feDT)).

Kurz kann man auch schreiben: D(17") = {f € F' : x — f(T'z) € E'}. Die Abbil-
dung 7" : F' — E’ mit Definitionsbereich D(7") heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 1.

9.9 Bemerkung. a) 7" f ist eindeutig definiert. Denn seien fi, fo € E' mit fi(z) =

f(Tz) = fo(z) (z € D(T)). Da D(T) = E und fi, fo stetig sind, folgt f; = f> auf
ganz F.

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (z € D(T)).

¢) Der Operator 7" ist abgeschlossen. Denn sei (fy,)neny C D(T") mit f, — f in F’
und 7" f,, — g in E'. Dann gilt fir z € D(T):

f(Tx) = lim f,(T) = lim (I"f,)(x) = g(x).

n—oo

Damit gilt f € D(T") und (f,g) € G(T") nach b).
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9.10 Definition. Seien FE, F' Hilbertraume und 7" : £ — F ein linearer dicht
definierter Operator. Definiere
D(T*) :={ye€ F: xw— (Tx,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T")}.
Fiir y € D(T™) existiert ein eindeutiges y* € E mit
(Tz,y)r = (z,y")p (z € D(T)).

Definiere T* : F — E durch T*y := y* (y € D(T™)). Der Operator T™ heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.

9.11 Lemma. Betrachte in der Situation von Definition 9.10 den unitdren Isomor-
phismus
U:E®&F —-F&E, (v,y) — (y, —x).

Dann gilt
G(I") =U(G(T)") = [U(G(T))]*
Beweis. Sei (y,y*) € G(T*). Nach Definition von 7™ gilt
(Tw,y)r = (2,97 e (v € D(T)),
d.h.
0= (z.y")p + (T2, y)r = (2, T2), (~y", y)) por = (2, T2), U (,y")) por.
Beachte dabei, dass U~ (y, z) = (—x,y) gilt. Somit ist U~(y,y*) € G(T)*, d.h.
(y.y") € U(G(T)") = [U(G(T)]
Bei der letzten Gleichheit wurde verwendet, dass U unitér ist. O
9.12 Satz. Seien E,F Hilbertriume und T : E — F ein dicht definierter linea-

rer Operator. Dann ist T* abgeschlossen. Falls T' abschliefbar ist, so ist T* dicht
definiert und T =T.

Beweis. Wegen G(T*) = [U(G(T))]* (siehe Lemma 9.11) ist T* abgeschlossen.
Sei T abschliebar und vy € D(7*)*. Dann ist

(yo,y) =0 (y € D(T™).

Damit folgt
<<07 yO)? (—Z, y)>E€BF =0 ((y7 Z) < G(T*>>
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46 9. Adjungierte Operatoren

Somit ist unter Verwendung von Lemma 9.11 und nach Definition des Abschlusses
(0,30) € [UTH(G(T)]" = G(T) = G(T) = G(T).

Dabher ist yo = 70 = 0, also D(T*) = F. Wir wenden Lemma 9.11 nun an auf den
adjungierten Operator T : F' — FE und erhalten

G(T) = [UMG(T*)]" = [~ UHG(T)]" = G(T™).
Also gilt T** =T. m

9.13 Korollar. Seien E,F Hilbertrdume und T : E — F ein dicht definierter
und abgeschlossener Operator. Dann ist T* dicht definiert und abgeschlossen, und
T =T.

9.14 Satz. Seien E, I Hilbertraume und T : E — F ein abgeschlossener und dicht
definierter Operator. Dann gilt

a) R(T)* = WL = ker T™.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tx,y) = 0.
Dies ist dquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))** = (ker T*)*.

c) Nach Satz 9.12 ist T* abgeschlossen, dicht definiert, und es gilt 7** = T'. Wende
a) auf T* an und erhalte R(T*)* = ker T** = ker T'.

)
d) Wende b) auf 7* an. O

9.15 Beispiel. Sei E = Ly(][0, 1]). Definiere die Operatoren T}, Ty, T3 durch

D(Ty) :={f :[0,1] — C| f absolutstetig, f € Ly([0,1])},
D(T3) = D(Ty) n{f - f(0) = f(1)},
D(T3) = D(Ty) n{f - f(0) = f(1) = 0}
und Ty f :==1if" (f € D(T})) fiir k = 1,2, 3. Offensichtlich ist D(7}) dicht in E.
Sei f € D(Ty) und g € D(Ty). Dann gilt

(T\f.g) = / if (2) (@) de
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9. Adjungierte Operatoren A7

= ife)s@), - [ it s
= if(1)g(1) ~ i (0)g(0) + (f, Tag)

Damit gilt

<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir f € D(T1)7 g € D(T3)7
<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir fug € D<T2)

Also haben wir D(Ty) C D(Ty), D(T3) C D(Ty) und D(T3) C D(TY).

Sei g € D(T}) und ¢ := Ty g. Definiere ®(z) := [ ¢(t)dt. Dann ist ® absolutstetig
mit @ = ¢. Fiir f € D(T}) gilt

Awwﬁ@m:@mm:w@alfmamm
—f(m)@(x)‘:—/o f(2)®(x)dw
f@ﬂU—Aﬂ@@@ﬁ-

Wiéhlt man fir f eine konstante Funktion, so erhdlt man ®(1) = 0. Damit gilt

| @@ @t =0 ().
dh. g +i® € R(T1)* = {0}. Also ist g absolutstetig und g(0) = —i®(0) = 0,
g(1) = —i®(1) =0, d.h. g € D(T3).

Insgesamt haben wir D(T}) = D(T3), Tyg = Tsg (g € D(T3)), also T} = Ts.
Genauso zeigt man T = 17 und 75 = T5. Insbesondere folgt, dass 7}, abgeschlossen
ist fir £k =1,2,3.
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10. Kompakte Operatoren

Kompakte Operatoren sind in gewisser Weise die einfachsten Operatoren in unendlich-
dimensionalen Réumen. Das Spektrum besteht (bis auf die 0) nur aus Eigenwerten
mit endlicher Vielfachheit. Die Aussagen iiber kompakte Operatoren sind einer der
Hohepunkte dieser Vorlesung, bereiten andererseits aber auch den Spektralsatz vor.
Kompakte selbstadjungierte Operatoren lassen sich sehr gut beschreiben und #hnlich
wie hermitesche Matrizen diagonalisieren. Die Riesz-Schauder-Theorie kompakter Ope-
ratoren, wie sie hier skizziert wird, gehort zu den klassischen Bereichen der Funktio-
nalanalysis.

a) Erste Eigenschaften

10.1 Definition. Seien E, F' Banachrdume und T : £ — F linear. T heifft kompakt,
falls folgende édquivalente Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Das Bild jeder beschréinkten Menge unter 7" ist relativ-kompakt (d.h. der Ab-
schluss des Bildes ist kompakt).

(ii) Die Menge {T'x : ||z||g < 1} ist relativ-kompakt.

(iii) Ist (x,)nen C E eine beschrinkte Folge, so enthélt (T'z,),eny C F eine in F
konvergente Teilfolge.

Wir setzen K(E,F) :={T : E — F|T linear, kompakt } und K(F) := K(E, E).

In obiger Definition ist die Aquivalenz von (i) und (ii) klar, die von (ii) und (iii)
folgt daraus, dass in metrischen Raumen die Kompaktheit dquivalent zur Folgen-
kompaktheit ist. Kompakte Operatoren sind beschréinkt.

10.2 Lemma. a) Falls dim E < oo oder dim F' < oo, so ist T € L(E, F) kompakt.
Falls T € L(E, F) ist mit dim R(T') < oo, so ist T kompakt.

b) Die Identitit idg : E — E ist genau dann kompakt, wenn dim E < oo.

Beweis. a) ist klar, da im endlich-dimensionalen Raum eine Menge genau dann
kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist.

b) Falls dim £ < oo, so ist idg nach a) kompakt.

Seiidp kompakt, d.h. K = {z € E : ||z|| < 1} kompakt. Dann existieren z; € E mit
Ky c U, Ki/2(z;) (endliche offene Uberdeckung). Wir zeigen span{wy, ..., z,} =:
V=EFE.
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Angenommen, es existiert ein x € E'\ V. Dann ist d := inf ey ||z — y|| > 0. Wéhle
y € Vmitd < ||z —yl| < 3d und setze z := Tey- Da z € K, existiert ein z; mit
|z — 2| < 3. Schreibe

r=y+lz—vyll-z=_y +lz—ylz+z—yll (z—2)
ev 2%

Nach Definition von d folgt ||z — y|| - ||z — ;]| > d, d.h.

Iz =l

Widerspruch. O

10.3 Satz. a) Seien E,F Banachrdume. Dann ist K(E,F) ein abgeschlossener
Unterraum von L(E, F) (beziiglich der Normtopologie).

b) Seien E, F,G Banachrdume. Dann gilt

L(F,G)o K(E,F) C K(E,G),
K(F,G)o L(E,F) C K(E,G

~—

I

wobei Lo K :={ToS: TeL,SeK}.
c) K(F) ist ein abgeschlossenes Ideal in (der Banachalgebra) L(E).

Beweis. Teil b) folgt direkt aus der Definition.

a) Seien S,T € K(FE,F). Dann ist offensichtlich S € K(FE,F) fiir Skalare a.
Definiere
SET:E®FE —Fa&F, (v1,v9) — (Sx1,Txs).

Dann ist S @ T kompakt, denn das kartesische Produkt kompakter Mengen ist
kompakt. Damit ist
E — EoE ** rer — F

S+T:
v o (7,1) (Y1,92) — i+

nach Teil b) kompakt.

Wir haben noch die Abgeschlossenheit zu zeigen. Sei T' € K(E, F) C L(E, F'). Dann
existiert ein S € K(F, F') mit ||S —T|| < 5. Da S kompakt ist, existiert eine offene
Uberdeckung

n

i=1
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Fir y € K,(0) existiert ein ¢ mit
1Ty = Tl < [Ty = Syl| + 1Sy = Sail| + || Sz = T
£
T =Sl + 5 + 1T = S|l
<e.

Es gilt also TK,(0) C U}, K.(z;), somit ist T' kompakt. O

10.4 Lemma. Sei E ein Banachraum und A C E kompakt. Sei (fp)nen C Ki =
{f € E:|fll <1}. Dann existiert eine auf A gleichmdfig konvergente Teilfolge.

Im Beweis verwenden wir folgenden Satz.

10.5 Satz (von Arzela-Ascoli). Sei M ein kompakter topologischer Raum, (X, d)
ein metrischer Raum. Dann ist eine Menge H C C(M;X) genau dann relativ-
kompakt, wenn H gleichgradig stetig ist und fir alle m € M die Menge {f(m) : f €
H} C X relativ-kompakt ist.

Dabei wird wie tiblich der Raum C(M; X) mit der Supremumsnorm versehen. Eine
Menge H C C(M; X) heifit gleichgradig stetig, wenn fiir alle m € M und alle ¢ > 0
eine Umgebung U,, von m existiert, so dass fiir alle m’ € U,, und alle f € H gilt

d(f(m), f(m)) <e.
Beweis von Lemma 10.4. Sei
K :={fla: feE,|f] <1} C C(AK).

Zu zeigen ist, dass K’ relativ-kompakt ist. Dafiir geniigt es nach dem Satz von
Arzela-Ascoli, folgende Aussagen zu zeigen:

(1) K’ ist beschréinkt,

(ii) K’ ist gleichgradig stetig.

Zu (i): Sei ||z|| < c fiir alle 2 € A. Dann gilt fiir f|4 € K’
[f @) < ANzl < flefl < e,

d.h. [ flalle@x) < c.

Zu (ii): Sei € A und € > 0. Dann gilt fiir alle y € K.(z) N A und f € K':

(@)= fW < |IfIl - lz =yl <e.
i ]
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10.6 Satz (von Schauder). Seien E, F Banachriume. Dann ist T € L(E,F)
genau dann kompakt, wenn T" € L(F', E') kompakt ist.

Beweis. (1) Sei (fn)nen C Ki. Zu zeigen ist, dass (T'f,)nen C E’ eine in E’ kon-
vergente Teilfolge besitzt. Da T kompakt ist, ist TK; kompakt. Nach Lemma 10.4
existiert eine auf TK; gleichmiflig konvergente Teilfolge (f,, Jxen, d.h. fiir alle € > 0
und k, ¢ hinreichend grof3 ist

(W) = fne W)l <& (y € TKY).
Damit gilt
[fri(Tx) = fo,(T2)|| <& (2 € Ky).

Da f,(Txz) = (T"f,)(x), ist (1" fn, )ren C E' eine Cauchyfolge und damit in £’
konvergent.

(i) Sei T’ € K (F', E'). Nach Teil (i) ist 7" € K(E", F"), d.h. die Menge

T”{Z‘” c B Hx//H S 1}
ist kompakt. Wegen

Ki(0)={ze E:|z]| <1} c{z" e E": ||2"]| <1}

(isometrische Einbettung) ist also 7" K;(0) = T'K;(0) kompakt, d.h. T € K(E, F).
[l

b) Das Spektrum kompakter Operatoren
Zunachst brauchen wir ein Lemma iiber Komplementarrdaume.

10.7 Lemma. Sei E ein normierter Raum, und M C E ein linearer Teilraum.

a) Falls dim M < oo, so ist M abgeschlossen, und es existiert ein komplementdrer
abgeschlossener Unterraum N (d.h. es gilt E =M + N und NN M = {0}).

b) Falls M abgeschlossen ist und codim M := dim E/M < oo, so existiert ein
komplementdrer abgeschlossener Unterraum N zu M.

Beweis. a) Die Abgeschlossenheit von M ist klar. Sei {xy,...,x,} eine Basis von
M und {f1,..., fu} die duale Basis in M’, d.h. fi(x;) = 6;;. Nach dem Satz von
Hahn-Banach existieren Fortsetzungen f1,..., f, € E'. Definiere P : E — FE durch
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Pz :=>"" | fi(x)z;. Dann ist P € L(E) mit P? = P und P|y = idy. Fir N :=
ker P gilt M NN = {0} und

r=(x— Px)+ Pz, (x€F),
EN eM

d.h. F= N+ M.

b) Sei {[z1],...,[z,]} eine Basis von E/M und N := span{zy,...,z,} C E. Dann
ist E = N+ M und NN M = {0}, denn sei x = Y I, ayz; € M, so ist [z] =
Y iy a;x;] = [0] und daher o; = 0.

Nach Teil a) ist N abgeschlossen. ]

10.8 Satz (von Riesz). Sei E ein Banachraum, T € K(FE). Dann gilt:

(i) ker(1 —T) ist endlich-dimensional.
(ii) R(1 —T) ist abgeschlossen.
(ili) codim R(1 —T) < oo.

Beweis. (i) Nach Voraussetzung ist idg |ker1—7) = T '|ker(1—7) kompakt, also gilt nach
Lemma 10.2 b) dimker(1 —7") < oc.

(ii) Sei W ein abgeschlossener komplementéirer Unterraum zu ker(1 — 7') (Lemma
10.7 a)). Dann ist (1 —T")|w : W — R(T) bijektiv und stetig. Wir zeigen, dass auch
der inverse Operator ((1 —T)|w)™ ! : R(1 —T) — W stetig ist.

Sonst existiert eine Folge (2,)ney C W mit [|z,]| =1 und ||(1 = T)z,|| = 0 (n —
o0). Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge (x,, )keny mit Tz, — z € £ (k —
00). Somit gilt
Ty, =T, +(1—T)x,, — 2.
:'J —0

Da W abgeschlossen ist, folgt z € W. Esist (1 — 1)z = limy_.oo(1 —T)x,, =0, d.h.
z € Wnker(l —T) = {0}, Widerspruch zu ||z,| = 1. Somit ist 1 — 7" offen, und
nach Ubungsaufgabe 26 ist R(1 — T') abgeschlossen.

(iii) Es gilt

R(1-T):={f €L flra-1) = 0}
={fel :VzeE: f(1-T)x)=0}
={feFlF . (1-T)f =0} =ker(1-T"),

und nach dem Satz von Schauder ist k := dim R(1 — T)° < oc.
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Seien {[y1, ], ..., [yn)} linear unabhéngig in F/R(1 —T). Dann ist V := span{R(1 —
T),y1,...,Yn} C E abgeschlossen, denn: Sei 7 : E — E/R(1 — T') die kanonische
Abbildung. Dann ist 7(V) € E/R(1 — T) endlich-dimensional, also abgeschlossen.
Da 7 stetig ist, ist auch V' = 7~ 1(7(V)) abgeschlossen.

Nach dem Satz von Hahn-Banach existieren Funktionale \; € E' mit \;|gi—7) = 0
und A;(y;) = d;;. Die letzte Bedingung garantiert, dass {Ai,...,\,} linear un-
abhéngig ist. Wegen \; € R(1 — T)° gilt also n < k.

Wir haben also gezeigt: codim R(1 —T') < dim R(1 — T")° < oc. O

Fiir das Spektrum kompakter Operatoren miissen wir noch ker(1 — 7") untersuchen.
Dazu dient das folgende Lemma.

10.9 Lemma. Sei E ein Banachraum und T € L(E). Seien M, L abgeschlossene
Unterrdume von E mit M G L und (1 —T)L C M. Dann ezistiert ein x € L\ M
mit |zl| =1 und [Tz —T=z| > 5 (2 € M).

Beweis. Seib e L\ M, d.h. d:= dist(b, M) > 0. Dabei ist dist(b, M) := inf,ep ||b—
y|l. Wihle yo € M mit ||b—yo| < 2d und setze z := /=% Dann gilt fiir alle y € M:

llo=yoll

1 1

ly =zl =— [[ Ib—woll -y —b+wo|] =5 -

o=l LI o0l v = aoll = 5

>d
Also gilt fiir z € M:

1

T~ Tal = |2 = (L= T)z + (L= T~ > 5
eM

O

10.10 Satz. Sei E ein Banachraum und T € K(E). Sei Ny, := ker(1 —T)™ und
R, == R((1 —=T)™) fir m € Ny (wobei (1 —T)° :=1). Dann gilt:

a) N C Ny C... unddimN,,, < oo (m € Ny),
Ry D Ry D ... und codim R, < 0o (m € Np).

b) Es gibt eine kleinste Zahln € Ng mit N, = Ny = ... Esqilt R, = Rpo1 = .. ..
Weiter ist E = R, + N,,, R, " N,, = {0}, und (1 —T)|g, : R, — R, ist linear,
bijektiv und stetig mit stetigem Inversen.

Beweis. a) Es gilt

(l—T)mzl—mT+(ZL)TZ—---:l—Tm
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mit einem kompakten Operator T,,, € K(E) (da K(F) ein Ideal in L(E) ist). Also
ist dim V,,, < oo und codim R,,, < oo nach Satz 10.8. Die Inklusionen sind klar.

b) Wir zeigen die Behauptung in mehreren Schritten.

(i) Angenommen, es gilt N, ; Ny fiir alle m. Wegen (1—T)N,,.1 C N,, existiert
nach Lemma 10.9 ein z,,, € Nyppq \ Ny mit |2y, || = 1 und [Tz, — Tyl > 2 (y €
N,,). Insbesondere gilt || Tz, — Tyl > 1 fiir alle k& < m. Daher enthélt (T'z.,)men
keine konvergente Teilfolge, Widerspruch zur Kompaktheit von 7". Sei a := {m €
N: Ny, = Npy1} (Ascent).

(ii) Angenommen, es gilt R,, 2 R, fiir alle m. Wie im Beweis von Lemma 10.9
existiert ein @, € Ry \ Ry mit [[z,] = 1 und dist(z,,, Rins1) > 3. Wieder
gilt | Tz, — Tay|| > 3 fiir alle & < m, Widerspruch zur Kompaktheit von T'. Sei
d :=min{m € N: R,, = R,;,11} (Deszent).

(iii) Fiir alle j € Ny gilt R,NN; = {0}, denn: Sei x € R,NN;. Dannist z = (1-T)%y
und (1 —T)z=0,dh. y € Njyo, = N, und damit z = (1 — T)*y = 0.

(iv) Fiir alle j € Ny gilt E = R; + Nj, denn: Sei € E. Dann ist (1 —T)°z € Rs =
Rsyj und damit (1—T)°z = (1-T)°"y fiir ein y € E. Somit ist z — (1 —T)’y € Ns,
dh. =€ R;+ Nj.

(v) Es gilt @ = ¢, denn: Sei € Ny,;. Nach (iv) mit j = a ist & = x1 425 mit 1 € N
und x5 € R,. Daher ist x5 = z — 21 € Ny, 1. Somit gilt x5 € Ns1 N R, = {0}, wobei
(iii) verwendet wurde. Wir erhalten x = x; € N;. Also gilt N5 = Ns, d.h. es gilt
a <.

Wegen R,NN; = {0} (wieder nach (iii)) ist auch R, 1NNs = {0} und E = Ry11+N;

(nach (iv)). Andererseits ist auch £ = R,+Ns und R,NNs = {0}. Wegen R, D R,11
folgt damit R, = R,1.

(vi) Wir haben bereits alles von Teil b) des Satzes mit n := « = § bewiesen bis auf die
Aussagen iiber (1 —T)|g,. Der Operator (1—1T')|g, ist injektiv wegen NN R,, = {0}
nach Teil (iii). Er ist aber auch surjektiv wegen R[(1 — T)|r,] = Rn41 = R, und
besitzt stetiges Inverses nach Satz 5.4. [

10.11 Satz (Das Spektrum kompakter Operatoren). Sei E Banachraum und
T € L(E) kompakt.

a) Falls A € o(T) \ {0}, so ist A € 0,(T).

b) Das Spektrum o(T) ist hdchstens abzihlbar mit 0 als einzigem maoglichen Haufungs-
punkt.

c) Fir jedes N € o0,(T) \ {0} ist der algebraische FEigenraum N/sa)(T) endlich-

dimensional. Es gilt Nia)(T) = ker(T" — \)? mit einer natirlichen Zahl p € N.
Weiter ist E = R(T — \)? +ker(T — \)P. Beide Unterrdiume sind invariant unter T
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und haben trivialen Durchschnitt.

Dabei heifit ein Unterraum M C E invariant unter 7', falls TM C M gilt.

Beweis. a) Sei n € Ny die Zahl aus Satz 10.10 b) fiir den Operator %. Falls n = 0,
so ist ker(1 — L) = ker(T'— X) = {0} und R(T' — \) = E, d.h. T — X ist bijektiv und
somit A € p(7T).

Falls n > 0, so ist ker(T'— A) # {0}, d.h. A € 0,(T).

b) Es geniigt zu zeigen, dass {A € o(T) : |A| > e} fur jedes ¢ > 0 endlich ist.
Ist dies nicht der Fall, so existiert eine Folge (A\,)neny C o(T) mit |A\| > ¢ und
An # Am (n# m). Nach Teil a) ist A\, € 0,(T), d.h. es existieren x, € E'\ {0} mit
Tx, = \,x,. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig,
daher gilt fiir E, := span{zy,...,z,}: B1 G E» & ... und TE, C E,.

Wie im Beweis von Lemma 10.9 existieren y,, € E, mit ||y,|| = 1 und ||y, — z|| >

1 (x€E,) Firl<m<n gilt

2
Ty — Tym = Man — (TYm — (T — Aa)yn) -

N J/

-~
=z

Sei y,, = Y1, a;;. Dann ist
(T = A)yn = Y ci(Ai = An)a; € By
=1

und damit z € E,,_;. Also ist

z
yn A

n

HTyn _TymH = |/\n’ )
—~

>e
>

N

was einen Widerspruch zur Kompaktheit von 7" darstellt.

c) folgt aus Satz 10.10. O

10.12 Korollar (Fredholm-Alternative). Sei E Banachraum, T € K(E) und
A # 0. Dann ist entweder

(T =Nz =y
fiir alle y € E eindeutig losbar mit Losung x € E, oder die Gleichung
(T'— XNz =0

hat eine nichttriviale Lésung.

Beweis. Das ist eine Umformulierung der Aussage, dass jedes A # 0 entweder in der
Resolventenmenge p(7") oder im Punktspektrum o,(7") liegt. O
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c) Kompakte selbstadjungierte Operatoren

10.13 Definition. Sei E ein Hilbertraum und M C FE ein abgeschlossener Unter-
raum. Dann heit P : £ — E, x + x; mit £ = 21 + 29, 11 € M, 2o € M+, die
orthogonale Projektion von E auf M.

10.14 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

1, M # {0},
1Pl = -
0, M ={0}.
Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.

b) Ein Operator P € L(E) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P* = P =
P

Beweis. a) Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras

1P]* = [lza]|* < [lea]® + flz2]l* = lz]1%,
d.h. P € L(E) und ||P|| < 1. Fir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fir z € M \ {0}
die Gleichheit x = Pz und damit ||P|| = 1.

b) (i). Sei P eine orthogonale Projektion. Die Gleichheit P? = P ist klar nach
Definition von P. Seien x,y € E mit x = x1 + x9, y = y1 + Y2, wobei x1,y; € M und
T3,y2 € M+. Dann gilt

(Px,y) = (x1,y1 + v2) = (x1, 1) + (®1,92) = (x,y1) = (z, Py),
=0
d.h. es gilt P = P*.

(ii). Es gilt P? = P = P*. Setze M := R(P). Fiir (2,)pexy € M mit z,, — z und
rn, = Py,, ist
Pz, = Py, = Py, =z, (6)

und damit
|zn — Pzl = | P(z, — 2)|| < ||P|| - lzn — 2] = 0 (n — o0),

d.h. Px = x. Somit ist M abgeschlossen.

Sei P die orthogonale Projektion zum Unterraum M. Fiir z € F und y € M gilt
(Pz,y) = (z, Py) = (z,y) = (x, Py) = (Px,y).
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Dabei wurde im zweiten Gleichheitszeichen y € M verwendet, fiir das dritte Gleich-
heitszeichen wurde (6) verwendet und fiir die letzte Gleichheit P = P*. Setzt man
y = Px — Px € M, so folgt

0= (Pz - Pa,y) = ||(P - P)a||*.

Also gilt pP= P, und P ist eine orthogonale Projektion. O]

10.15 Lemma. Sei E ein Hilbertraum, und seien Py, Py orthogonale Projektionen
auf My bzw. Ms.

a) P1 P, ist genau dann orthogonale Projektion, falls PoPy = PPy gilt. In diesem
Fall ist P, P, orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:

(i) My C Ms.

(i) Es gilt |Pix| < ||[Pex] (v € E).
(ii) Es gilt Py < Py, d.h. (Piz,2) < (Pyx,x) (v € E).
(iv) Es gilt PLPy, = PP, = P.

Beweis. a) (i). Es gelte Py P, = P, P;. Dann erhalten wir
(P1P2)2:P1P2P1P2:P12P22:P1P2

und
(PLP)" = (PyP)" = P[P, = P\ P,.

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.
(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fir z,y € E

(z, bPy) = (z, P; Ply) = (PiPox, y) = (z, PLPy).
Daher ist PP, = PP,

In diesem Fall gllt R(P2P1> C R(PQ) = M2 und R(P2P1> = R(PIPQ) C Ml. Zu
r € MiNMyist x = Pixz = Pox,d.h. (PyP)x = x. Insgesamt erhalten wir R(PyPy) =
M, N M,.

Der Beweis von Teil b) wird dem Leser als Ubung iiberlassen. ]

10.16 Lemma. Sei (P,),eny C L(E) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum E mit P, < P,, fir n < m. Dann konvergiert P, stark gegen eine
orthogonale Projektion P € L(E).
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Beweis. Fiir x € Eist (|| P,z ||)nen beschriankt, monoton steigend (Lemma 10.15 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| Por — Ppx||* = (Px, Pyx) — (Pyx, Ppx) —(Pyx, Pyx) + (Ppx, Pphx)
———— —_———— ~————
= Pnx]|? =(Pm Pn,x)=(Prma,z)=|| Pmz|* =[|Pma?

= [ Paz|* + | Pz || = 2] Puz]|* — 0 (m,n — o0).
Also existiert Pz :=lim, .., P,x  (x € E).
Es gilt (Px,y) = lim,, . (P,z,y) = lim, . (z, P,y) = (x, Py) und
(P'z,y) = (Pz, Py) = lim (P,z, Py) = lim (P,x,y) = (P,y).

Somit gilt P2 = P = P*und P, > P. O

10.17 Lemma. Sei E ein Hilbertraum und A = A* € L(E). Dann gilt
[All = sup [(Az,z)|.

z€E, ||z||=1

Beweis. Die Ungleichung ,>* gilt nach Cauchy-Schwarz. Zum Beweis der anderen
Ungleichung verwenden wir, dass nach dem Satz von Riesz gilt

|Az|| = sup [(Az,y)],

YeE, [ly[=1

d.h.

[All = sup sup - |(Az, ).
2€E, |lal|=1 yeE, lyl=1

Fiir alle z € F ist [(Az, 2)| < M - ||z|* mit
M := sup |[(Az,z)|. (7)

[[=]|=1
Seien z,y € E mit ||z|| = ||y|| = 1. Es gilt
(A(x +y),x ty) = (Ax, x) £ 2Re(Ax,y) + (Ay, y),
also unter Verwendung von (7)
4Re({Az,y) = (A(z +y),z +y) — (Alx —y), z —y)
< M- (|lz+yl* + lle = ylI*) = 2M(|[2[* + lylI*) = 4M.
Schreibe [(Ax,y)| = € (Ax, y) mit § € [0,27). Dann ist
[(Az,y)| = (Ae"z,y) < M,
—

d.h.
|A]l = sup sup [(Az,y)| < M. 0

l[zl|=1 lly[l=1
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10.18 Lemma. Sei E ein Hilbertraum und A = A* € L(E). Setze

m = inf (Az,x),

[[=]|=1
M := sup (Azx, z).
l[=[I=1

Dann gilt 0(A) C [m, M] und m, M € o(A).

Im Beweis dieser Aussage verwenden wir die Menge o,,(A) der approximativen
Eigenwerte von A. Diese ist definiert als die Menge aller A € C, fiir welche eine
Folge (z,,)nen C E existiert mit ||z,]| =1 und ||(A — N)z,|| = 0 (n — o0). In den
Ubungen wird gezeigt, dass o,,(A) C o(A) gilt.

Beweis. (i) Sei A € R mit A < m und z € E. Dann ist nach Definition von m

I(A = Nal| - |zl = [{(A = N, 2)| > (m = A)||=]]*.

L (A A)~! stetig und abge-
D(( — A\)71) abgeschlossen. Unter
M)t = E. Also ist A — X bijektiv,

)
Somit ist A — A injektiv und ||(4A — X\)7Y| <
schlossen ist, ist der Wertebereich R(A — \) =
Verwendung von 9.14 gilt R(A — \) = (ker(A —
d.h. X € p(4).

(il) Genauso zeigt man (M, c0) C p(A).

(iii) Nach Definition von m existieren x,, € F mit (Ax,, z,) \, m und ||z,|| = 1. Da
(A=m)x,x) >0 (x € k), ist

[.’L‘,y] = <<A - m)x,y)
eine positiv semidefinite Bilinearform. Also gilt

(A = m)z,|? = [z, (A — m)z,]
< [xn,xn]l/z (A —=m)x,, (A - m)xn}m
(A —m)xp, 2,)? - (A —m)2x,, (A — m)z,)"/%

Der erste Faktor in diesem Produkt konvergiert gegen 0 fiir n — oo, der zweite ist
beschrankt, da A beschréankt ist und ||z,|| = 1 gilt. Somit konvergiert das Produkt
gegen 0 fiir n — co. Damit erhalten wir m € o,,(A) C o(A).

(iv) Analog sieht man M € o,,(A) C o(A). O

10.19 Korollar. Sei E ein Hilbertraum und A = A* ein kompakter selbstadjun-
gierter Operator.

a) Mindestens eine der Zahlen ||Al| und —||A|| ist ein Eigenwert von A.

b) Falls A # 0, besitzt A mindestens einen von 0 verschiedenen Eigenwert.
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Beweis. a) Nach Lemma 10.17 ist [[A|| = sup, [{z, Az)[. Der Rest folgt mit
Lemma 10.18.

Teil b) folgt sofort aus a). O

10.20 Bemerkung. a) Fiir einen kompakten, aber nicht selbstadjungierten Ope-
rator A € L(FE) gilt dies i.allg. nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht. Sei
E = Ly(]0,1]) und

(Ax)(t) ::/0 x(T)dT.

Der Operator A ist ein Beispiel eines Volterra-Operators. Es gilt o(A) = {0}.

b) Auch fiir selbstadjungiertes A = A* € L(E), A nicht kompakt, gilt die Aus-
sage des obigen Korollars i.allg. nicht. Betrachte dazu wieder E = Ly(]0,1]) und
(Az)(t) := tx(t) (Multiplikationsoperator). Dann ist o,(A4) = 0.

In Satz 10.11 ist die bisher stiarkste Aussage iiber das Spektrum kompakter Opera-
toren zu finden. Im Falle eines kompakten Operators, der zusétzlich selbstadjungiert
ist, haben wir zusétzliche Eigenschaften. Spéter werden wir sehen, wie sich dies auf
allgemeine selbstadjungierte Operatoren verallgemeinern lasst.

10.21 Satz (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Sei
E ein C-Hilbertraum, und A = A* € L(E) ein kompakter selbstadjungierter Opera-
tor. Dann gilt

(i) Es existiert ein Orthonormalsystem {e,}n<n aus Eigenvektoren von A zu Eigen-
werten {\p}nen mit N € NU {oco}, so dass

Az = Z)\n<a:, enen (T € E).

(ii) Sei Py die orthogonale Projektion auf ker A. Dann gilt

N
r = Pyx + Z(x, enyen (T € E).

n=1

(iii) Sei A € p(A) \ {0}. Dann gilt

N
1
— _1 — ——
(A=XN) "z = )\Poa:—l—ngl)\n_)\en
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Beweis. (1) Setze Fy := E und A; := A. Falls A; # 0, so existiert nach Korollar
10.19 ein Ay € 0,(A) mit |A\| = ||A1]| # 0. Sei M; eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von ker(A — \;). Beachte dabei, dass ker(A — A1) endlich-dimensional
ist.

Setze Fy := (spanM;)t = ker(A — A\;)* = R(A— \;) = R(A — \;). Hier haben
wir Satz 9.14 und Satz 10.8 verwendet. Nach Satz 10.11 gilt AEy C Es, d.h. Ay :=
Alg, € L(E»).

Offensichtlich gilt Ay = A3, und A, ist ebenfalls kompakt. Falls A; # 0, so existiert
wieder nach Korollar 10.19 ein Ay € 0,(A2) mit

[ Xo| = [[Aaf] < [|A]] = M.
Sei M, eine Orthonormalbasis von ker(A — \y). Es gilt Ay # Ao, da (A — A\1)|g, nach
Satz 10.10 b) injektiv ist. Daher ist M; U M, ein Orthonormalsystem (Satz 9.6 iv).

Setze F3 := (span(M; U Ms))*. Dann ist E3 ein abgeschlossener Unterraum. Wie-
der setzen wir A3 := A|g,. Insgesamt erhalten wir eine Folge A, von kompakten
selbstadjungierten Operatoren auf F,,.

Sel nun z € E. Fir

Tpyl =T — Z (x,ej)e; € Enyq

ejEMlLJ---UMn

gilt

HAx - Z (z,e;)e;

e;€EM1U--UM,

= [[ Az ]

= [[Anprznall < [[Angall - 2]
< Anaal -l < Pngal -zl = 0 (0 — o0).
Hier verwendeten wir, dass |\,| — 0 nach Satz 10.11 b) gilt. Damit folgt (i).
(ii) Es gilt ker A = (span{e, }n<n)®, denn sei Az =0, so ist
(@ ea) = 1= (@ Aca) = 1= (A0} =0
Zsen) = 5 (2, Aeg) = +— (Az,e,) = 0.

n n

Sei (x,e,) =0 fir n < N. Dann ist Az = 0 nach Teil (i). Somit ist
E = (ker A) @ span{e, }n<n-
Da {e,}n<n eine Orthonormalbasis von span{e,},<y ist, gilt fir x5 € span{e,}

nach Satz 3.7:
N

Ty = Z(:UQ, €n)en.

n=1
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Somit erhalten wir fiir x € E:

N
v=PRr+(1-PR)r=Pr+» (1- Pz eme,

n=1
Aber es gilt (1 — Py)x,e,) = (z,e,) wegen Pyx € span{e,}*.
(iii) Sei A € p(A) \ {0}. Wegen

Z (z, )| ]2 < 00
[An — )\|2 ~ mingey [\, — A
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Zwischenbilanz: Das Spektrum und der
Spektralsatz

Hier ist vielleicht die richtige Zeit, eine Zwischenbilanz zu ziehen. Der weitreichendste
Satz, den wir bisher kennen gelernt haben, ist der Spektralsatz fiir kompakte und
insbesondere fiir kompakte selbstadjunigierte Operatoren. Wie kann man diesen
interpretieren?

Sei E ein Hilbertraum und A = A* € K(FE) ein kompakter selbstadjungierter Ope-
rator. Dann kann man nach dem Spektralsatz (Satz 10.21) ein Orthonormalsystem
{e.})_, (mit N € NU {oc0}) finden, so dass e, ein Eigenvektor zum Eigenwert ),
ist. Diese Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis von R(A) = ker A+,

Beziiglich dieser Orthonormalbasis hat A eine Diagonalgestalt

A
A
A3

Dies sicht man folgendermafien: Sei # = S_N  ayey € R(A). Schreibt man z
beziiglich der Basis {e, },, so erhélt man den Vektor

aq

Damit ist

N
= Z )\kozkek
k=1
M
A “

Fiir den endlich-dimensionalen Fall ist dies nichts anderes als der aus der Linea-
ren Algebra bekannte Satz, dass man eine hermitesche Matrix mit einer unitéren
Transformation auf Diagonalgestalt bringen kann.

Es sei schliellich noch bemerkt, dass die Orthonormalbasis von R(A) zu einer Or-
thonormalbasis von E ergénzt werden kann, indem eine Orthonormalbasis von ker A
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hinzugefiigt wird. Insbesondere ist schon das urspriingliche System {e, },en eine Or-
thonormalbasis des Hilbertraums F, falls der Operator A injektiv ist.

Wir kénnen uns nochmal den Spektralsatz ansehen. Sei {egj ). ,e%)} eine Ortho-
normalbasis bestehend aus Eigenvektoren von ker(A — ;). Hier ist n; die geometri-
sche (und damit die algebraische) Vielfachheit des Eigenwerts A;. Dann ist

nj

Ppi= > lhel)e

k=1

die orthogonale Projektion auf ker(A — A;). Nimmt man noch die orthogonale Pro-
jektion Py auf ker A hinzu, so gilt nach dem Spektralsatz

(wobei N € NU {o0}), und
N
Az = Z \jPjx.
=0

Hier haben wir \y = 0 gesetzt.

Die Resolvente schliellich, d.h. der Losungsoperator fiir die zugehorige Gleichung,
ist gegeben durch

fiir A € p(A) \ {0}.

Insgesamt haben wir somit die wichtigsten Aussagen iiber selbstadjungierte (hermi-
tesche) Matrizen auf den unendlich-dimensionalen Fall verallgemeinert, allerdings
immer unter der Voraussetzung, dass der Operator kompakt ist. Der aus der Linea-
ren Algebra bekannte Fall endlich-dimensionaler Vektorrdume ist hier natiirlich mit
behandelt, denn hier ist jeder lineare Operator kompakt.

Kompakte Operatoren sind besonders einfach: Hier besteht das Spektrum (abgese-
hen von der Null) nur aus Eigenwerten. Fiir allgemeine selbstadjungierte Operatoren
in Hilbertraumen kann man das nicht erwarten. Hier kann z.B. ein ganzes Intervall
aus Eigenwerten bestehen. In so einem Fall ist es auch nicht mehr moglich, die Ei-
genwerte durchzunummerieren, d.h. die obigen Summen werden nicht mehr giiltig
sein. Um diese Fille einbeziehen zu konnen, werden wir ein Integral definieren. Der
Zugang, den wir hier wihlen werden, ist der iiber sogenannte Spektralscharen. Grob
gesprochen sind diese das Analogon der Verteilungsfunktion, die in der Stochastik
verwendet wird.
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Definiert man (immer noch im Fall eines kompakten selbstadjungierten Operators)
fiir A € R den Operator

E, = ZAJ’S)‘P]" A
idE—Z)\j>)\ Pj’ A Z 0

so erhilt man eine Schar von orthogonalen Projektionen {F)} cr, die im Sinn der
Operatorordnung < monoton nicht-fallend ist (d.h. £y < E, fiir A < p, von rechts
stetig ist in der starken Operatortopologie, fiir A < m den Wert 0 und fiir A > M
den Wert idg annimmt. Eine derartige Schar von orthogonalen Projektionen nennt
man eine Spektralschar.

Das Integral [ f(x)dg(xz) kann fiir eine monotone Funktion g (oder allgemeiner
fiir eine Funktion g von beschrankter Variation) und fiir eine stetige Funktion als
Riemann-Stieltjes-Integral definiert werden. Genauso konnen hier die Integrale iiber
die Spektralschar { £, }, als Riemann-Stieltjes-Integrale definiert werden. Wir wer-
den spéter sehen, dass die entsprechenden Integrale in der Operatornorm konvergei-
ern. Wir erhalten die folgenden Darstellungen:

M
a::/ dE\x,

M
Ax:/ ANFE\x

(A—p) 't = (A — ) tdE)x.

Im Fall einer hermiteschen Matrix in einem endlich-dimensionalen Vektorraum sind
obige Integrale endliche Summen. Im Fall eines kompakten selbstadjungierten Ope-
rators sind obige Integrale endliche oder abzidhlbar-unendliche Summen. Das néchste
grofe Ziel dieser Vorlesung ist es, eine derartige Darstellung fiir alle selbstadjungierte
Operatoren in einem Hilbertraum zu finden.
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IV. Der Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren

11. Beschrinkte selbstadjungierte Operatoren

Der Spektralsatz ist das Hauptergebnis dieser Vorlesung. Er verallgemeinert die Trans-
formation einer hermiteschen Matrix auf Diagonalform oder auch den Spektralsatz fiir
kompakte Operatoren auf den Fall eines beliebigen selbstadjungierten Operators. Hier
werden zunéchst beschrinkte Operatoren betrachtet. Im ersten Teil werden Spektral-
scharen und die zugehorigen Integrale diskutiert, im zweiten Teil wird der Spektralsatz
bewiesen. Als Integrationskonzept liegt dabei das Riemann-Stieltjes-Integral zugrunde,
da sich dieses recht elementar auf Spektralscharen {ibertragen lédsst. Weitere Formulie-
rungen des Spektralsatzes finden sich in Teil 2 der Vorlesung.

a) Spektralscharen

Zunichst wiederholen wir einige Ergebnisse aus der Analysis. Sei « : [a, b] — K eine
Funktion. Dann heifit

var o ;= su alt;) — alt;—
w3 ot - aftio)

die Totalvariation von «. Dabei wird das Supremum {iiber alle Zerlegungen
Z:ia=ty<---<t,=b

genommen wird.

Der Raum
BVia,b] :={a:[a,b] = K| vara < oo}

heiit der Raum aller Funktion von beschrankter Variation. Durch
||| v = |a(a)] + var «

wird BV [a,b] zu einem normierten Raum.

Fiir eine Stufenfunktion f = >"" | fixy, ) ist das Integral

b n
/ fda = Zfi[oé(tz‘) —a(ti-1)]
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11. Beschrinkte selbstadjungierte Operatoren 67

wohldefiniert, linear, und es gilt

b
| [ rda] <151 Nl

Sei T'la,b| die Menge aller Stufenfunktionen f = > " | fiXy, ), und I[a,b] der
Abschluss von T'[a, b] beziiglich der || - ||oo-Norm.

Dann ist fab fda fiir alle f € I[a,b] definiert. Da jede stetige Funktion f € C([a,b])
gleichméBiger Limes von Stufenfunktionen obiger Form ist, gilt C([a,b]) C I[a,b],
und das Integral ist insbesondere fiir alle f € C([a, b]) definiert.

Der obige Ansatz wird im folgenden auf operatorwertige Funktionen « iibertragen,
auf die sogenannten Spektralscharen. Wir beginnen mit der formalen Definition.

11.1 Definition. Sei E ein Hilbertraum. Eine Familie {E)\} ecr C L(E) heifit eine
Spektralschar, falls gilt:

(i) E) ist orthogonaler Projektor fiir alle A € R.

(i) E, B\ = E\E, = E, fiir alle pp < \.

(ili) E,x — By fiir p \, A (x € E) (Rechtsstetigkeit).

(iv) Exx — 0 fir A — —o0 (z € E).

(v) By — z fir A - +oo (z € E).

Nach Satz 10.15 ist (ii) dquivalent zu Fu < E, fir p < v. Wir werden im folgen-

den einige Eigenschaften orthogonaler Projektionen brauchen, die die Aussagen von
Lemma 10.15 ergénzen.

11.2 Lemma. Sei E Hilbertraum, P, und P, orthogonale Projektionen in E. Dann
qgilt:

a) P1P2:0<:;>R(P1)LR(PQ):}PQPIZO

b) P, + P, orthogonale Projektion <= PPy =0 <=
— (R(Pi + P,) = R(P\) ® R(P»), R(P,) L R(P,)).

c) P, — Py ist genau dann orthogonale Projektion, wenn Py Py, = Py = Py Py gilt.

Beweis. a) Es ist PyP, = 0 genau dann, wenn fiir alle x,y € F gilt (P, Pz, y) = 0.
Dies ist dquivalent dazu, dass (Pyz, Piy) = 0 fiir alle z,y € F gilt, d.h. R(P;) L
R(P,).

b) Seien Py, P, orthogonale Projektionen mit Py P, = 0. Dann ist (P, +FP»)* = P+ P,
und

(P + P)? = P} + Py + PP, + P, P,. (8)
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Mit PiP, = 0 und PP, = 0 nach Teil a) ist dies gleich P, + P, d.h. P, + P, ist
orthogonale Projektion.

Sei andererseits P, + P, orthogonale Projektion. Dann gilt nach (8) P, Po+ P, P, = 0.

Multipliziert man von links und von rechts mit Pj, so erhilt man

P1P2+P1P2P1:0,
PPP+ PP =0,

d.h. PP, = — PP, = 0. Damit ist die erste Aquivalenz in Teil b) bewiesen.

Sei nun P P, = 0. Die Inklusion R(P, + ) C R(P,) @ R(P,) gilt allgemein. Sei
also y = Pizy + Pyry € R(Py) @ R(P,). Wegen PP, = 0 folgt Piy = Pix; und
Pyy = Pyxo. Damit ist y = Piy + Py € R(Py + P,). Dies zeigt die Richtung ,,=¢
der zweiten Aquivalenz in b). Die andere Richtung folgt sofort aus a).

¢) P,— P ist genau dann orthogonale Projektion, wenn 1 — (P, — P) = (1—P)— P,
orthogonale Projektion ist. Nach b) ist dies dquivalent dazu, dass (1 — P2)P, =0 =
Pi(1—P), dh. P, = P,P,=P,. O

11.3 Lemma (Eigenschaften von Spektralscharen). Sei {E)\}\cr eine Spek-
tralschar in einem Hilbertraum E. Dann gilt:

(i) Fir p < X ist E\ — E, eine orthogonale Projektion.
(11) Friir )\1 S )\2 S )\3 S )\4 15t

(EM - E)\l)(E)\4 - Eks) = <E>\4 - EA3)<E>\2 - Eh) =0.

(iii) Fir Ay <Xy < A3 und x € E ist

[(Exs — Ex)zl|” = [[(Ex, — Ex,)zl” + [[(Ex, — Ex,)z|
<<E>\3 - EAl)I7x>‘

(iv) Die Grenzwerte Eyyo und Ex_q existieren in der starken Opertatortopologie und
sind orthogonale Projektionen.

(v) Fiir alle v € E ist die Funktion A — ||Exz|* = (Exz, ) monoton wachsend und
beschrinkt durch ||z|*.

(vi) Fir alle x,y € E ist die Funktion A\ — (E\x,y) von beschrinkter Variation in
jedem endlichen Intervall [a,b] C R. Es gilt

var ((Exe, ) hefan) < llz] - 1yl
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Beweis. Die Teile (i)—(iii) sind trivial.
(iv) Lemma 10.16.

(v) Fiir A < p gilt [|Ezz|]? = (B, 2) < (E,z,z) = ||E,x|]* Fir alle A € R gilt
[Exz]l* < [EXP ] < ).

(vi) Sei a =ty < ty...t, = b eine Zerlegung. Dann gilt

Z |<(Etz - Eti71>x7 y>| = Z ‘<(Etz - Eti71>x7 (Etz - Et¢71)y>

< ZH = Bzl - [1(E = Ev )yl

1/2
(Zn g, )el?) (Zn ~ Byl
= (B, — Ey)x[| - [[(Et, — Byl
< [l]| - lyll-
Dabei folgt das erste Ungleichheitszeichen aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in

E. das zweite aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung im R". [

Nun sind wir in der Lage, das Integral iiber eine Spektralschar zu definieren. Dabei
ist
() = 1, teA,
XM= 30 tga
die charakteristische Funktion einer Menge A C R.
11.4 Definition und Satz (Integrale iiber Spektralscharen). Sei E ein Hil-
bertraum, {E\} er eine Spektralschar in E.

a) Sei f =" fiXjti1t)(t) eine Treppenfunktion. Dann ist das Integral

b n
/ de)\ ::Zfi(Eti_Etifl) GL(E)
a =1

unabhdngig von der Darstellung von f, und linear in f.

b) Die Abbildung f; -dEy: Tla,b] — L(FE) ist beschrankt auf dem Raum T|a,b] aller
Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b] mit Norm kleiner gleich 1. Damit existiert
eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung auf dem Abschluss I[a,b] = Tla,b], die
genauso bezeichnet wird. Es gilt

| [ am] <5l (5 € o)
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Beweis. Teil a) ist offensichtlich. Um b) zu zeigen, geniigt es, die Abschitzung

b
| [ a0 < sl (€ Tlat)

zu zeigen. Sei also f € T'[a, b] von der im Satz angegebenen Form. Dann ist

|| same] - Him ]
< Z|fz| (B, — Ey,_))zl)?

< If1% ZH (B, — Byl

=||f||oo||(Eb— E)z|?
< 1A% 1]

Dabei wurde Lemma 11.3 (iii) verwendet.

]

Das folgende Lemma zeigt die Homomorphie-Eigenschaften des neuen Integralbe-

griffs.

11.5 Lemma. Sei E ein Hilbertraum und {E)} er eine Spektralschar. Dann gilt:

) (S FNdEw,y) = [ TN Eae,y)  (w,y € E).

(i) B, [0 fFONAEN = [* FNEEy  (a < p <b).
(iii) Fir f,g € I[a,b] gilt

([ rovam)( [ sva) = [ rovsas

iv) (! f(A)dEQ* = [P TOVdES.
v |1 faEa]” = L 1r OB, 2)

Beweis. Ubungen.

]

11.6 Korollar. Sei E Hilbertraum und {E)} er eine Spektralschar in E. Dann ist

b
A::/ A E)y

ein beschrinkter selbstadjungierter Operator in E.
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b) Der Spektralsatz

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Umkehrung des letzten Korollars zu beweisen: zu
jedem beschrankten selbstadjungierten Operator existiert eine Spektralschar, so dass
die Darstellung aus Korollar 11.6 gilt.

Ein entscheidender Schritt dabei (der uns letztlich die Spektralschar, die wir suchen,
definieren wird), ist folgender Satz (von Riesz), der den Dualraum des Raums der
stetigen Funktionen beschreibt.

11.7 Satz (von Riesz). Sei e > 0. Zu jedem A € (C([a,b])) existiert genau ein
rechtsstetiges a € BV [a — &,b] mit a(t) =0 firt € [a —€,a) und

AH= [ sda (e Clan))

Wir schreiben a(a —0) = 0 und

b b
fda ::/ fda ::/ fda.
[a,b] a—0 a—e

Fiir den Beweis des Spektralsatzes brauchen wir noch eine Zutat.

11.8 Lemma (Spektralabbildungssatz). Sei E ein C-Banachraum und T €
L(E). Sei p ein Polynom. Dann gilt

a(p(T)) = p(a(T)).

Beweis. (i) Sei p € o(p(T)). Wir faktorisieren
p(t) — =B [t =)

i=1
und erhalten p(T) —p = B, - [[;—, (T — ;). Falls ~; € p(T) fiir alle ¢ gelten wiirde, so
wére p(T') — p bijektiv, d.h. es gilt p € p(p(T")). Also existiert ein i, so dass T — 7,
nicht bijektiv ist. Das heifit aber v;, € o(T"). Wegen p(v;,) —p = 0 folgt 1 € p(a(T)).
(ii) Sei nun p € p(o(T)), d.h. es gilt u = p(y) mit einem v € o(T). Dann folgt
p(y) —p=0,dh N

p(t) —p = (t=7)p(t)
mit einem Polynom p von Grad nicht grofler als n — 1. Also gilt
p(T) = p = (T =3)p(T) = p(T)(T = 7).

Da v € o(T), ist entweder T" — ~ nicht surjektiv und damit auch p(T') — p nicht

surjektiv, oder es ist 7" — « nicht injektiv und damit p(7") — p nicht injektiv. In
beiden Fillen folgt v € o(p(T)). O
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Es folgt nun einer der wichtigsten Sétze dieser Vorlesung.

11.9 Satz (Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren).
Sei E ein C-Hilbertraum, und A = A* € L(E) ein beschrinkter selbstadjungierter
Operator. Setze m = infj,=1(Az,x) und M = supy,_(Az,z). Dann existiert
genau eine Spektralschar {E\} er mit folgenden FEigenschaften.

(i) Es gilt Ex=0 (A<m) und E\ =idg (A > M).
(ii) Fir alle A € R gilt AE\ = E)\A.
(iii) Fiir alle Polynome p gilt
M
w4 = [ pnam,
wobei das Integral in der Operatornorm konvergiert. Insbesondere gilt

M
A= / AdE).

m—0

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(a) (Definition der Spektralschar als Schar skalarer Funktionen). Sei P, C C([m, M]; R)
die Menge der reellen Polynome. Fiir p € P, gilt p(A) = p(A)* und damit nach Lem-
ma 10.17, Lemma 10.18 und 10.19:

Ip(A)]] = sup [(p(A)z, )| = max{[A] : A € o(p(A))}

=max{|\| : A € p(c(A))}
< max{|A| : A € p([m, M])} = [|p]|-

Fiir z,y € E definiere

Gz y(p) = (p(A)x,y) (P €P;).

Dann ist die Abbildung p — ¢, ,(p) komplexwertig, R-linear und beschrénkt. Letz-
teres gilt wegen

|62y (D) = [p(A)z, )| < lpCA)] - Nzl -yl < lplloo - 2]l - Iyl

Zerlege nun ¢, ,(p) = ¢, ,(p) +i¢7 ,(p) mit reellwertigen Funktionen ¢}, und ¢7 .

Da die reellwertigen Polynome P,. dicht in C'([m, M]; R) liegen (Satz von Weierstraf),
existieren eindeutige Fortsetzungen ¢, ,, ¢, € C([m, M];R)".

x7y7
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Nach Satz 11.7 mit K = R existieren Funktionen a a2, € BV[m — 0, M]) mit
o ,(m—0) =0, aj , rechtsstetig, var o, , < [|#] || < ||¢a:y|| und

iﬁﬂz/ F(Ndod () (f € C(lm, ML;R)).

m—0

Fiir o == al y T ia?  gilt dann

%Mﬂz/mﬂwmmﬂ)ﬁeCWmMM-

Auflerdem haben wir a, ,(m — 0) = 0, «y, ist rechtsstetig, und es gilt vara,, <

2| ayll-

(b) (Definition der Spektralschar als Operator). Wir zeigen nun, dass (z,y) +—
ay () fiir jedes feste A eine stetige Bilinearform auf £ x E ist. Seien dazu x1, x9,y €
E, ¢1,c0 € Cund p € P,. Dann ist

/ PN desy(A) = duy () = (p(A)z, ).

m—0

Somit gilt

M
/ p<)‘)daclx1+02x2,y = <p<A) (011'1 + 025132)7 y)

m—0
=c1(p(A)x1,y) + c2(p(A)xa, y)
u M
m—0 m—0

Wir erhalten fiir alle Polynome p € P, die Gleichheit

M
/ pO‘)d[O‘cwﬁcwz,y — C10gy y — C2do‘:ﬂ2,y] = 0.

m—0

Da spanP, C C([m, M]) dicht ist, folgt daraus

M
/ FO{Gererserey — €10ty — €20ty =0 (f € C(fm, M])).
m—0

Nach Satz 11.7 gilt also
Aeixq+eors — C100, + Co0lyg, .

Genauso sieht man unter Verwendung der Selbstadjungiertheit von A

/ PNz () = Ay 2) = (z. p(A)y)

m—0
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M

~ Ay = [ pN)dan, ()

m—0
und damit
Qy(A) = ayy(N).
Dabher ist  — a,,(A) linear und y — a,, () konjugiert linear. Wegen

|0‘z,y(/\)| = |O‘z7y(/\) - aac,y(m —0)| < var gy < 2||¢x,y|| < 2[[z[ - ||yl

ist also (x,y) — ay,(A) eine stetige Bilinearform. Nach Korollar 2.9 existiert genau
ein F\ € L(F) mit
O‘x,y(/\) = <$,E)\y>

(c) (Eigenschaften der Operatoren E)). Es gilt

<.T, E;:y> = <E)\.T,y> = <y,E/\l’> - ay,x()‘> = Oé:r,y(A) - <I7E)\y> (xvy € E)
Also erhalten wir E} = E).
Im néchsten Schritt zeigen wir
E)\E'u = E[u == E#E)\ (,U, S )\) (9)

Seien dazu ¢,n € N und x,y € E. Wir setzen
“w
k)= [ NatBsay) (1€ fa.b).
m—0

Nach Ubungsaufgabe 34 gilt

M M
/ pldk(p) = / P (B, y)

m—0 m—0

und damit

Also ist
k(p) = (E,x,A"y) = (A"E,x,y).

Sei nun A € [m, M] fest. Dann gilt

/ JPA(E, Bt y) = (A" Ext, ) = k(A) = / i (B, y)

m—0 m—0
M
_ / 1@, (1),

m—0
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Dabei haben wir die Funktion «, , definiert als

& (M) - <Eu33’y>a K S >‘7
T Bany), p> A

Die Funktion @, , ist also konstant im Intervall [\, M]. Wie oben folgt aufgrund der
Dichtheit von spanP, in C(|m, M]), dass

(Euz,y), p<A,

E, Bz, y) =
B y) {(Ew,y% p> A

Wir erhalten E,Ey = E, fiir p < A und E,E), = F) fir p > A. Vertauscht man
in der letzten Gleichheit ;4 und A, so erhélt man F)\E, = E, fiir p < A. Insgesamt
erhalten wir somit die Aussage (9).

Insbesondere folgt fiir u = A\ die Gleichheit F3 = E\ = E5, d.h. E), ist fiir jedes
feste A € [m, M] eine orthogonale Projektion.

Wir wollen im folgenden zeigen, dass { F)\} eine Spektralschar ist. Dazu miissen wir
o, und Ey auf ganz R ausdehnen. Wir definieren

0, A< m,
Qzy(N) = apy(A), m< A<M,
gy (M), X> M.

Fiir die zugehorigen Operatoren E’A gilt die analoge Gleichheit. Wir schreiben im
folgenden wieder FEy.

Wir zeigen nun, dass {E)}\cr stark rechtsstetig ist. Dazu sei A € R,z,y € E. Es
gilt

lim (B 2,) = i iy (0 +) =
0, A< m,
=< a;,(A+0), m< A<M, » =a,,(\) = (Exz,y).
a4 (M), A>M

Schlielich betrachten wir noch die Limiten A — £oo. Fiir A < m ist a,,(A) =0
und damit £y = 0. Weiter gilt

M

(2.5) = (A%, ) = 1y (\°) = / d(Ext, )

m—0

= / dagy(A) = gy (M) = agy(m = 0) = gy (M) = (Enz, y).

m—0
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Insgesamt haben wir gesehen, dass {F)},cr eine Spektralschar ist.

(d) (Vertauschbarkeit von F) und A). Seien z,y € E. Dann gilt

M M

Qme:%mmzf MWWWMZ/ A(E, By, )
m—0 m—0
M
=/ A(Exe, Eyy) = (Az, Eyy) = (E, Az, y)
m—0

Also gilt AE, = E,A.

(e) (Darstellung von p(A) als Integral). Nach Konstruktion von {FE)}\er gilt fiir
rz,y€ Eundn eN

(Aey) = 0y ) = [

m—0

M M

Nda (V) = / N'd(Exz, y).

m—0
Durch Linearitat folgt damit

w0 = [

m—0

Damit gilt

pmra/ p(\dE,,

m—0

wobei das Integral nach 11.4 in der Operatornorm konvergiert.

(f) (Eindeutigkeit von FE)). Sei {F}}cr eine zweite Spektralschar mit den Eigen-
schaften (i)—(iii) des Satzes. Dann gilt fiir n € N und fiir z,y € E:

M M
t/ Wﬂﬂ%@=@“%w=/ Nd{Era,y).

m—0 m—0

Somit haben wir
(E\r,y) = (Exx,y) (A€ [m,M), 2,y € E).

Somit ist E} = E) fiir alle A\ € [m, M), und wegen Bedingung (i) des Satzes folgt
E\ = E, fiir alle A € R. O

Der Spektralsatz erlaubt es uns, f(A) nicht nur fiir Polynome zu definieren. Man
beachte, dass die folgende Definition mit der iiblichen iibereinstimmt, falls f ein

Polynom ist.

11.10 Definition. Sei A = A* € L(FE) und {F)}cr die zugehorige Spektralschar.
Definiere fiir f € C([m, M]) (mit m, M wie in Satz 11.9) den Operator

fH%=/4fQM&.
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11.11 Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei E ein C-Hilbertraum, A = A* €
L(E). Definiere m := inf|; =1 (Az, ) und M := sup,_, (Az, z). Dann ist die Abbil-
dung C([m, M) — L(E), f + f(A), eine stetiger Banach-Algebren-Homomorphismus.
Genauer gilt:

(i) Fiir alle Polynome f stimmt f(A) mit der iblichen Definition iberein. Insbeson-
dere ist f(A) = 0 fir f =0, f(A) = idg fir f = 1 (konstante Funktion 1), und
f(A) =A fd?“ f = id[m7M].

(ii) Die Abbildung f — f(A) ist linear, stetig mit Norm 1 und multiplikativ, d.h. es
gilt (f9)(A) = f(A)g(A) (f,g € C(m, M])). Es gilt f(A) = f(A)".

(iii) Sei B € L(E). Dann gilt

AB = BA <= E\B=BE, (A€R)<= f(A)B=Bf(4) (f€ C(m,M)])).

(iv) Der Operator f(A) ist normal fir alle f € C([m, M]). Weiter ist f(A) unitdr,
falls |[f(N)] =1 (X € [m, M], und selbstadjungiert, falls f(A\) € R (A € [m, M])
gilt. Es gilt f(A) >0, wenn f(A\) >0 (X € [m, M]) gilt.

(v) Fir alle x € E gilt || f(A)z]]> = [, | f(\)[2d] EA]l?.

m

Beachte in Punkt (iv), dass fiir einen Operator B € L(E) definiert wird:

B>0:<= (B=B" und (Bzx,z) >0 (x€E)).

Beweis. Teil (i) folgt direkt aus Satz 11.9, Teil (ii) folgt aus Lemma 11.5 (ii) und
(i)
(iv) Far f € C([m, M]) ist
FIAVF(A) = FA)F(A) = | FI7(A) = FIA)F(A) = f(A) f(A).
Fiir [f(\)| = 1ist f(A)f(A)* = |f|*(A) = idg. Genauso folgt f(A) = f(A)* falls f

reellwertig ist.
Sei nun f > 0. Dann ist
M
(FAa) = [ fNd(EBwa) 20 (@€ B),
m—0
Dabei wurde verwendet, dass (E\z, z) als Funktion von A monoton steigend ist.

(v) ist Lemma 11.5 (v).
(iii) Sei B € L(E) mit AB = BA. Dann ist A"B = BA" fiir alle n € N und damit

/)x"d(E)\Bx,w = (A"Bx,z) = (BA"x, x)
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— (A", B'y) = / Nd(Exz, Bry) — / Nd(BEyt, )

fir alle z,y € E. Also gilt ExB = BE, (XA € R).
Die gleiche Rechnung zeigt f(A)B = Bf(A) falls ExB = BE, (XA € R). O

11.12 Korollar. a) Seien A,B € L(E) mit A >0, B> 0 und AB = BA. Dann
ist AB > 0.

b) Sei A € L(E) mit A > 0. Dann existiert genau ein B € L(E) mit B > 0 und
B?% = A. Der Operator B heifit die Wurzel von A. Insbesondere existiert zu jedem
Operator A € L(E) der Absolutbetrag |A| := v A*A.

Beweis. a) Es gilt

AB = AVB2 = vVBAVB >0

wegen

(VBAVBz,z) = (AVBx,VBz) >0 (z € E).
Hier wurde verwendet, dass A und v/B vertauschen.

b) Der Operator B := v/A erfiillt B > 0 und B?> = A nach dem Spektralsatz. Zu
zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Sei also B > 0 mit B> = A. Wihle b € R mit
b > M := supj, = {Az,z) und b > || B||*.

Zur Funktion g(t) := /(t) existiert nach dem Satz von Weierstra8 eine Folge (p,, )nen
von Polynomen mit ||p, — g/l — 0 (n — 00) im Intervall [0,b] D [m, M]. Damit
gilt

120 (A) = g(Al = llpn(A) = Bl = 0 in L(E). (10)

Setze p,(t) := p,(t?) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
1Pn = Gllsc — 0 (n — 0o0) im Intervall [0, v/b] D [0, || B]|].
Nach dem Funktionalkalkiil gilt
1Pn(B) = G(B)|| = [Pa(B) = B| = 0 (n — o). (11)

Aber es ist Pn(B) = pa(B%) = po(A). Somit folgt aus (10) und (11) die Gleichheit
B =g(A) = B. O
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12. Spektralzerlegung unitirer Operatoren

In diesem Abschnitt werden unitéire Operatoren und ihre Spektraldarstellung diskutiert.
Dies ist zum einen eine erste Anwendung des bereits entwickelten Funktionalkalkiils,
wird uns aber zum anderen auch einen Beweis des Spektralsatzes fiir unbeschriankte
Operatoren ermoglichen.

Zunichst wiederholen wir einige Aussagen iiber unitdre Operatoren, die wir bereits
kennengelernt haben. Ein Operator U € L(E) heifit unitér, falls UU* = U*U = idp.
Fir U € L(F) gilt die Aquivalenz

U unitdr <= R(U) = F und (Uz,Uy) = (z,y) (z,y € E)
<= R(U)=Fund ||Uz| = ||z| (z€E).
Denn sei U € L(F) unitdr. Dann gilt UU* = idg, d.h. U ist surjektiv, und
({Uz,Uy) = (z,U"Uy) = (x,y) (2,y € E).
Aus dieser Gleichheit folgt sofort ||Ux| = ||z| fiir alle x € E.

Sei andererseits U surjektiv und isometrisch (d.h. ||Uz| = ||z|| (¢ € E). Dann
folgt aus der Polarisationsformel (Uz,Uy) = (z,y) fir alle x,y € F und damit
U*U = idg. Da U bijektiv ist, folgt U* = U*UU ! = U1, d.h. U ist unitér.

Wir wissen schon, dass fiir einen selbstadjungierten Operator A = A* € L(E) der
Operator ¢ unitér ist. Wir werden nun zeigen, dass alle unitiren Operatoren diese
Form haben.

12.1 Lemma. Sei A = A* € L(E). Sei weiter P die orthogonale Projektion auf
ker A und B € L(F) mit AB = BA. Dann gilt PB = BP.

Beweis. (i) Fiir € ker A ist ABx = BAx = 0. Somit ist B(ker A) C ker A, d.h.
PBP = BP.

(i) Es gilt AB* = (BA)* = (AB)* = B*A. Nach (i) ist somit B*(ker A) C ker A.

(iii) Sei z € (ker A)* und y € ker A. Dann ist (Bx,y) = (x, B*y) = 0, da B*y € ker A
nach Teil (ii) gilt.

Somit erhalten wir B((ker A)t) C (ker A)*, d.h. PB(1 — P) = 0 und damit PB =
PBP.

(iii) Aus (i) und (ii) folgt BP = PB. O

12.2 Lemma. Seien W = W* € L(E) und T = T* € L(E) mit WT' = TW und
W2 =T?. Sei P die orthogonale Projektion auf ker(W — T'). Dann gilt:
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(i) Aus Wax =0 folgt Px = x.
(i) W= (2P —idg)T.

Beweis. (i) Es gilt
Wal|* = (W, Wa) = (Wa,2) = (T%z,2) = ||Tz|”.
Damit folgt aus Wz = 0 auch Tx = 0 und damit (W —T)x =0, d.h. Pz = x.

(i) Es gilt (W —T)(W +T) = 0 und damit P(W +T) =W + T. Der Operator W
vertauscht mit W — T und damit nach Lemma 12.1 auch mit P, das Gleiche gilt fiir
T. Wir erhalten

W+T=PW+T)=PW+PTI'=WP+TP=2TP,
wobei (W — T)P = 0 verwendet wurde. Es gilt also "= (2P — 1)W. O

12.3 Satz. Sei E ein C-Hilbertraum und U € L(E) unitir. Dann existiert ein
selbstadjungierter Operator A € L(E) mit ||A|| < 7 und U = 4.

Beweis. Setze V := (U + U*) =ReU und W := (U — U*) = Im U. Dann gilt

O VIV =WV, V=V W=WU=V+ilW.
(i) V24 W2 =2(U?+2+ (U -U*+2— (U)?) =1.
(ii) V][ <1, W]l <1 wegen [|U]| = 1.
Definiere nun 7' := f(V) mit der Funktion f(X) := sin(arccos ) = v/1 — A2. Da

f reellwertig ist, gilt 7" = T™. Nach Satz 11.11 gilt TV = VT und TW = WT.
Auflerdem haben wir

VEATP=V24 V) =Vi 41 -Vi=1

und damit W? = T2, Nach Lemma 12.2 gilt W = (2P — 1)T und ker W C R(P),
wobei die Projektion P wie in 12.2 definiert wird.

Setze A := (2P — 1) arccos V. Dann gilt A = A* und ||A|| < 7 nach Satz 11.11 und
PV = VP nach Lemma 12.2. Nach dem Spektralsatz gilt P arccos V' = (arccos V)P
und damit

A? = (2P — 1)*(arccos V))* = (4P? — 4P + 1)(arccos V)? = (arccos V).

Wir wollen zeigen, dass cos A = V' gilt. Dazu verwenden wir Potenzreihen. Sei

T 23 ad
arccos)\:gl()\):§_A_E_.,,:Zgn)\n
n=0
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die Potenzreihe der arccos-Funktion und g%N)(V) =N g,V Dann gilt
arccos V = A}im g§N)(V),

wobei der Limes in der Operatornorm existiert. Beachte dabei, dass nach dem Abel-
schen Grenzwertsatz die Gleichheit arccos A = Y > (g, A" auch fir A\ = 1 gilt. Sei
andererseits

1 1
=N =1—= X+ —= 4. ..
cos A = ga(A\7) 2)\ + A+

die cos-Reihe. Dann gilt die Identitéit go((arccos A\)?) = X als Identitéit zweier Po-
tenzreihen und damit go(A?%) = go((arccos V))?) = V. Somit ist cos A = go(A?) = V.
Analog gilt mit sin A = X — 27 + 27 — ... = \g3(\?) die Gleichheit

sin A = Ags(A?) = (2P — 1)(arccos V) gs((arccos V)?)
= (2P — 1)sin(arccos V) = (2P — )T = W.

Also folgt '
e = cosA+isin A=V +iW = U. O

12.4 Satz (Spektralsatz fiir unitire Operatoren). Sei E ein C-Hilbertraum
und U € L(E) unitir. Dann existiert eine Spektralschar {Ey\}xer mit Ex = 0 fir

A< —7, B\ =idg fir A > 7 und
U :/ e dE).

p(U) = /7r p(e™)dE\.

—T

Fiir jedes Polynom p gilt

Durch f(U) := [T f(e*)dEy wird der Operator f(U) € L(E) fir jedes f € C([—m,x])
definiert.

Beweis. Sei U = ¢4 nach Satz 12.3 und {Ej}er die Spektralschar von A. Dann
folgt die Behauptung aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren. n
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13. Der Spektralsatz fiir unbeschriankte
Operatoren

Der in diesem Teil der Vorlesung allgemeinste Spektralsatz behandelt unbeschrénk-
te selbstadjungierte Operatoren. Um den Beweis kurz zu halten (und damit iiber-
haupt noch im Rahmen dieser Vorlesung zu bleiben), wird auf einen systematischen
Aufbau des entsprechenden Integralbegriffs verzichtet und stattdessen die Cayley-
Transformierte verwendet. Diese Standardmethode erlaubt es, den Beweis des Spektral-
satzes auf die schon bekannte Spektraldarstellung unitérer Operatoren zuriickzufiihren.

a) Die Cayley-Transformation

13.1 Definition. Sei F ein Hilbertraum und A ein linearer Operator in F mit

D(A) = E.

a) A heifit symmetrisch, wenn A C A* gilt, d.h. wenn D(A) C D(A*) und A*|pa) =
A.

b) A heiit selbstadjungiert, falls A = A* gilt.

c) A heifit wesentlich selbstadjungiert, falls der Abschluss A existiert und A selbst-
adjungiert ist.

13.2 Bemerkung. a) Es gilt A C A* genau dann, wenn G(A) C G(A*) gilt. Dies
ist Aquivalent dazu, dass

(Az,y) = (z, Ay) (v,y € D(A)).

b) Falls A symmetrisch ist, so gilt
(Az,z) e R (z € D(A)).

Falls E ein C-Hilbertraum ist, so ist dies sogar dquivalent zur Symmetrie von A.
Dies sieht man genauso wie im Beweis von Lemma 9.5

c¢) Falls A symmetrisch ist, so ist A abschlieBbar, und es gilt A C A*. Denn der
Graph G(A*) ist abgeschlossen.

13.3 Definition. Sei E ein C-Hilbertraum und A ein linearer Operator in E. Dann
heif}t
r(A):={AeC: 3C\>0Vxze DA :|(A-Nz| > Cyllz|}

die Menge der Punkte reguldren Typs von A.
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13.4 Bemerkung. Falls A symmetrisch ist, so gilt C\R C r(A). Dann fiir z € C\R
gilt

I(A =Nzl - [zl = [((A = Nz, z)| = [Im((A = o, 2)| = [Tm A] - [l]|*.

Hier wurde verwendet, dass (Ax,z) € R.

13.5 Definition. Sei F ein C-Hilbertraum und A ein symmetrischer Operator in
E. Dann heiflen
ni(A) = dim R(A —i)*

und

n_(A) = dim R(A +i)*
die Defektindizes von A.

Es gilt n, = dim R(A — M)+ fiir alle A € C mit Im A > 0. Eine analoge Aussage gilt
fiir n_. Der Beweis dieser Tatsache wird hier weggelassen.

13.6 Definition. Sei A ein symmetrischer linearer Operator in . Dann heifit der
Operator
Ur:R(A+i) = E, Uy =(A—i)(A+4)*

die Cayley-Transformierte von A.

In obiger Definition ist zu beachten, dass i € r(A) und damit A + i injektiv ist.
Daher ist die Inverse (A +4)~! und somit U4 wohldefiniert.

13.7 Lemma. Sei A ein symmetrischer dicht definierter Operator in E.

a) A ist genau dann abgeschlossen, wenn R(A+1) und R(A—1i) beide abgeschlossen
sind.

b) Die Cayley-Transformierte U, ist isometrisch, und es gilt 1 & 0,(Ua).

c) Uy ist genau dann ein unitirer Operator in L(E), falls A selbstadjungiert ist.

Beweis. b) Zu zeigen ist |[Uay|| = |ly]| (v € D(Uy)), d.h.
(A + )] = [[(A=2)z]|  (z € D(A)).

Dies folgt leicht durch Ausmultiplizieren von ((A =+ i)z, A(+i)z) wegen (x, Az) =
(Az,z) (x € D(A)).

Angenommen es gelte 1 € 0,(Uy). Dann existiert ein € D(A) mit
y=(A+i)x=Usy=(A—1i)x.
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Also ist 2iz = 0 und somit = 0 und y = 0, Widerspruch.

a) (i) Sei A abgeschlossen und (y,), C R(A + i) eine Folge mit y, — y. Wegen
Uyl = ||lynll ist auch (Uay,), konvergent, etwa Uay,, — ¥. Sei z,, := (A+i) "y, €
D(A). Dann gilt y, = (A + i)z, und Upy, = (A — i)z,. Somit

1 1
Tn = Z(yn - UAyn)a Az, = i(yn + UAyn)~ (12>
Also sind beide Folgen (z,), und (Az,), konvergent. Sei z := limz, und w :=

lim Az,,. Da A abgeschlossen ist, gilt * € D(A) und w = Az.
Wegen = = 5-(y — J) und Az = (y + 7) folgt
y=Ax+ix € D(Uy), y=Ax—ize€ R(A+1i)=R(Ua).
Somit ist D(Ua) abgeschlossen. Da Uy : D(Ua) — R(U,) eine Isometrie ist, ist Ug
offen und damit R(U,) abgeschlossen.

(ii) Falls R(A =+ i) abgeschlossen ist, folgt mit den gleichen Uberlegungen unter
Verwendung von (12), dass der Operator A abgeschlossen ist.

c) (i) Sei A selbstadjungiert. Dann ist R(A £ 4)* = ker(A F4) = {0}. Nach Teil b)
ist R(A +£ ¢) abgeschlossen. Damit ist D(Us) = F und R(U,) = E. Mit Hilfe der

Polarisationsformel folgt aus ||Uaz|| = ||z|| (z € E) auch
(Uaz,Usy) = (z,y) (v,y € E).

Also gilt (z,y) = (Uaz,Upy) = (z,UUsy) (z,y € F) und somit gilt U3Us = idg.
Da der Operator Uy : E — E bijektiv ist, gilt U, = U, d.h. U ist unitir.

(i) Sei nun Uy € L(E) unitér. Dann folgt R(A +1i) = D(Us) = E und R(A — i) =
R(U,) = E. Daraus folgt wie oben ker(A £+ ¢) = {0}.

Sei v € D(A*). Dann ist (Az,v) = (z, A*v) (z € D(A)). Es gilt

1 1
xr = 2_z'(y —Uyy), Azxr= 5 (y+ Uay) (13)

mit y = (A + i)z (vergleiche auch (12)). Also gilt

<%(y+ UAy),v> = <2%(y - UAy)aA*U> (y € E).

Bringt man den Operator U, durch Adjunktion auf eine Seite, erhélt man
<ya —1 — ZU2U> = <ya Ay — UZA*U> (y € E)

Also gilt
—iUvi — v = UgA™v — A™v
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und damit
A — v = Up(A™v +iv).
Setze z := A*v + iv. Dann gelten die beiden Gleichungen

A*U—{—Z:U =z, (14)
A*v —iv =Upyz.
Wir erhalten 1
v = 2—(1 —Ua)z € R(1—=Ua) = D(A)
i

und Av = (14 Ua)z = A*v.

Wir haben gezeigt, dass A D A* gilt. Da A symmetrisch ist, folgt A = A*, d.h. A
ist selbstadjungiert. O

13.8 Bemerkung. Im letzten Beweis haben wir gesehen, dass D(A) = R(1 — Uy)
und A =i(1 +Ux)(1 — Uy) ™! gilt. Damit ist A durch U, eindeutig festgelegt.

b) Der Spektralsatz
13.9 Satz (Spektrum und Spektralschar). Sei E ein C-Hilbertraum, A = A* €
L(E) und {E\}xer die zu A gehorige Spektralschar. Dann gilt

a) Fiir eine reelle Zahl Ny gilt Ao € p(A) genau dann, wenn ein € > 0 existiert mit
Eyy—c = Exyte, d.h. wenn E\ konstant bei )\ ist.

b) Es gilt Ao € 0,(A) genau dann, wenn E\,_o # E), gilt. Fir alle \g € R gilt
ker(A - /\0) = R(E)\O - E)\O_o).

c) Es gilt \g € 0.(A) genau dann, wenn E\, = E\,—o gilt, aber fir alle ¢ > 0 gilt:
Exo-e # Exge-

Beweis. a) (i) Sei A\g € p(A) und € > 0. Dann gilt
E)\o-‘rs - E)\o—e = (E)\0+€ - E)\o—e)(A - /\0)(A - )\0)71

= [ [ omeaoraOaEs] - [ [ 0= x4 = 2o

- [/f()\)dEA] (A=),
R
wobei die Funktion f definiert wird als f(\) := Xpg—e,n042 (M) (A = o).
Damit erhalten wir

1Erote = Exg—ell < [fllso [I(A = X0) M| <
~——

=€

DO | —
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falls ¢ hinreichend klein ist. Der Operator E), 1. — E)\,— ist also eine orthogonale
Projektion mit Norm nicht grofler als % und damit gleich 0.

(ii) Um die andere Richtung von Teil a) zu zeigen, betrachte die Funktion

==, A=l >
f(A)::{Mo>| |z e

)\;2)\0, |)\—)\0|<5

Esist f € C(R) und
FAYA= Do) = [ FOV = Xo)dE
-/ FONO = Ao)dE
R\{\A—dol<z}

:/ 1dE\ = / 1dEy\ =id.
R\ R E

Dabei wurde verwendet, dass E) im Intervall (A — &, \g + €) konstant ist. Wegen
FA)(A = X)) = (A= Xo)f(A) folgt daraus \g € p(A).

b) Wir zeigen die Gleichheit ker(A — X\g) = R(E), — Ex,—0)-

(i) Um ,,C* zu sehen, beachte man, dass fiir € > 0 gilt

Ao—¢ Ao—¢ 1
E)\O_EJZ = / dE)\I = |:/ dE)\ (A — )\0)%
—o0 —00 A— )‘0

Der letzte Ausdruck ist gleich 0, falls € ker(A — A\g). Man beachte, dass der
Integrand /\%\O stetig ist auf (—oo, A\g — €.

Genauso sieht man (1 — E)y )z = 0 fiir z € ker(A — )g). Damit folgt fiir alle ¢ > 0
r = (Exgte — Eng—c)r (2 € ker(A — Ap)).
Nimmt man nun den Limes € \ 0, so erhélt man

T = (E,\O — E)\O,[))Z' € R(E)\O — E)\Ofo).
(ii) Um ,D“ zu beweisen, betrachte « € E und schreibe
Ao
HM—MW%—EmJMIH/ (A = do)dBxe | < el
Ao—¢€

Mit € N\, 0 folgt
(Ex, — Exg—0)z € ker(A — \).

c) folgt aus a) und b), da fiir einen selbstadjungierten Operator A gilt o,(A) = 0. [
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13.10 Satz (Spektralsatz fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Operato-
ren). Sei A ein selbstadjungierter (nicht notwendig beschrinkter) Operator in ei-
nem C-Hilbertraum E. Dann existiert eine Spektralschar {E)} er mit

(Az, x) = /R)\d<E,\az,x> (x € D(A)).

Beweis. Sei Uy die Cayley-Transformierte von A. Dann ist U, unitdr nach Lemma
13.7, und es gilt nach Bemerkung 13.8

A=i(1+Ua)(1—Ua)"

Sei {EA} aer die zu —U, gehorige Spektralschar, d.h. es gilt
—Uy = / ¢ dE).

Es gilt E_Tr = idg und E_W = 0. Denn sonst ist nach Satz 13.9 die Zahl — ein
Eigenwert des Operators B := f:r AE). Aus Bxr = —nx folgt p(B)x = p(—m)z
fiir alle Polynome p und durch Grenzwertbildung auch f(B)z = f(—mn)x fiir alle
stetigen Funktionen. Damit ist

~l=e""ca,(eP) = 0,(~Ua),
d.h. es gilt 1 € 0,(U4) im Widerspruch zu Lemma 13.7.

w—0
—Uy = / e dE,.

—7+0

Somit gilt

Sei x € D(A) = R(1 — Uy) (siche Bemerkung 13.8) und y := (1 — U4)~x. Dann ist
Az = i(1 + Ua)y und damit

(Az,z) = (i(1 + Ua)y, (1 = Ua)y) = i{Uay, y) — iy, Uay)

T—0

= i{(Us — Uz )y, y) = —i / (B ),

Andererseits ist

= (Ex(1 = Ua)y, (1 = Ua)y)
= (E\(1 = U1 = Ua)y,y)

A ~
= / 2+e"+e"M)d(ELwy,y).

—7+0

(E,\:U, x)
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Hierbei wurde die Gleichheit EAU 12=U AE)\ verwendet. Nun k(')'nnen"wir die Sub-
stitutionsregel fiir das Riemann-Stieltjes-Integral anwenden (siche Ubungsaufga-
be 34 a)). Diese ist fiir Funktionen «, 3 von beschrinkter Variation mit a(\) =

f w0 9(1)dB(1) gegeben durch

ﬁ/m_ f(AkﬂAﬁﬂ%A)zt/w_ F(N)da(A). (15)

—m+0 —m+0

Hierbei sind f und ¢ integrierbare Funktionen. Wir setzen in (15)

a(\) == (Eyz, z),
g(p) =2+ e + e ",

_Z'(ei)\ _ e—i)\) 2\
T =g m— = ~tang

Damit folgt
m—0 A .
(Az,x) = / tan — d(E\z, ).
—m+0 2

Definiere nun Ey := Esaretan s, Dann gilt (siehe auch Aufgabe 34 b) die behauptete
Gleichheit

(Az,2) = /R N(Esz, z).

13.11 Beispiel (Multiplikationsoperator). Es sei E = Ly([0,1]) und Af(t) :=
tf(t). Dann ist 0(A) = 0.(A) = [0,1]. Sei nun p ein Polynom und f,g € E. Wir
haben

(p(A)f,9>=/0 (p(A)f)(t)@dtz/0 p()f(t)g(t)dt

und
w0 = [ e o) (16)
Setze nun .
_ /0 F(r)g(m)dr
Dann gilt 1
(A .9) = [ otyda ) (17)

Da (16) und (17) fiir alle Polynome gleich sind, gilt
(Ef.0) = o) = [ £l = ww - ) (€ (0.1)
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Damit ist die Spektralschar von A gegeben durch

0, t <0,
Etf: X[O,t]'f7 0<t<1,
f t>1.
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Anhang A. Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. Untersuchen Sie, ob der Raum C([a,b]) mit der L,-Norm | f]|, :=

b
(J 1f ()P dx)'/P fiir 1 < p < oo vollstindig ist.

Aufgabe 2 (Satz von Jordan und von Neumann). Eine Norm || - || auf ei-
nem Vektorraum FE wird genau dann durch ein Skalarprodukt definiert, falls die
Parallelogrammgleichung gilt. Beweisen Sie diesen Satz fiir den Fall eines reellen
Grundkorpers.

Hinweis: In einem Raum mit Skalarprodukt ldsst sich dieses durch die Norm aus-
driicken. Verwenden Sie diesen Ausdruck als Definition des Skalarprodukts. Zeigen
Sie dann in einem ersten Schritt (z,z) + (y, z) = 2(3(z + y), 2)(z,y, z € E).

Aufgabe 3. Sei E Vektorraum mit Skalarprodukt und {zy, .., 21} ein Orthonormal-
system in E. Zeigen Sie, dass fiir x € E der Ausdruck ||z — > cxag|| durch die Wahl
k=1

¢k = (x, zx) minimiert wird.

Aufgabe 4. Sei M eine Teilmenge eines Hilbertraums E. Zeigen Sie, dass M~ ein
abgeschlossener linearer Teilraum von E ist, und dass (M=*)* gleich dem abgeschlos-
senen linearen Erzeugnis spanM von M ist.

Aufgabe 5. Sei E der C—Vektorraum der endlichen Linearkombinationen der Funk-
tionen ey(x) := exp(iAx), A € R. Zeigen Sie, dass

()=t o [ f@) g o

ein Skalarprodukt auf E ist, und dass (F, (.,.)) nicht vollstdndig ist.

Aufgabe 6 (Zur Existenz von iiberabzihlbar vielen linear unabhingigen
Vektoren in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum). Zeigen Sie, dass
{e®) . 2 € C,|z| < 1} mit i) == 2" eine linear unabhiingige Teilmenge von ¢%(N)

1st.

Aufgabe 7 (Zur Existenz nichtstetiger linearer Funktionale). Fiir £ = (*(N)
sei F' der Untervektorraum

F={z € FE:x,# 0 nur fir endlich viele n € N}.
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Sei F' ein algebraisches Komplement von F'in E, d.h. FF+ F' = E, F N F' = {0}.
Zeigen Sie, dass f(z) := > 7y, fiir = y+3y' mit y € F und y' € I’ wohldefiniert,
linear und nicht stetig ist.

Aufgabe 8 (Adjungierter Operator). Sei F ein Hilbertraum und A € L(FE).
Zeigen Sie, dass es zu jedem x € F genau ein z* € E gibt mit (Ay, z) = (y,x*) fiir
alle y € E und ||z*|| < || A - ||z

Zeigen Sie weiter:

(i) x — 2" = A*z definiert A* € L(E).

(ii) A — A* ist konjugiert linear.
(ifi) A = A.

(iv) Al = [lA*]-

Aufgabe 9. Sei E # {0} ein normierter Raum und P, @ : E — E lineare Abbildun-
gen mit PQ) — QP = idg. Zeigen Sie, dass P und @ nicht beide gleichzeitig stetig
sein konnen.

Hinweis. Betrachten Sie P"Q — QP™ = nP"!.
Aufgabe 10. Beweisen Sie Korollar 2.9 der Vorlesung.

Aufgabe 11. a) Beweisen Sie, dass ein Hilbertraum mit abzéhlbarer Orthonormal-
basis separabel ist.

b) Zeigen Sie, dass in einem separablen Hilbertraum alle Orthonormalbasen abzihl-
bar sind.

Bemerkung. Die Aussage von Teil b) gilt ganz allgemein: In einem Hilbertraum haben
alle Orthonormalbasen dieselbe Kardinalitdt. Diese heifit dann die Dimension des Hilber-
traums.

Aufgabe 12. Fiir 1 < p < oo ist der Banachraum (¥ = ¢?(N; C) definiert durch

1/p
.= {x = (23)nen C C ¢ |2, == (Z |xn|p) < oo}.
neN
Analog ist > definiert durch £*° := {z = (2, )nen C C: ||2||c0 := SUP, e |Tn| < 00}

a) Zeigen Sie, dass ¢ fiir 1 < p < oo separabel ist.

b) Zeigen Sie, dass ¢ nicht separabel ist. (Betrachten Sie 0-1-wertige Folgen.)

Aufgabe 13. Sei ¢ := {z = (x1)neny C C: x,, — 0 (n — 00)} mit der Supremums-
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norm versehen. Sei f = (f,)nen € €' und x = (2,,)nen € co. Man zeige:

a) Durch f(z) := Y nen fnn wird ein stetiges lineares Funktional auf ¢y mit £l =
| fIlx definiert.

b) Die Abbildung f — f ist ein isometrischer Isomorphismus von ¢! auf (c,) (also
insbesondere surjektiv).

Aufgabe 14 (Shift-Operatoren). Der Operator S in £2 sei definiert durch Se(™ :=
e wobei {e(™},cy die kanonische Orthonormalbasis in ¢? sei. Man bestimme
IS, S*, SS*, S*S und [|S*||. Was ist ker S, R(S), ker S*, R(S*)?

Aufgabe 15. Beweisen Sie Korollar 5.6 der Vorlesung.

Aufgabe 16. Zeigen Sie, dass es ein stetiges lineares Funktional f auf /*°(N;R)
gibt, fiir das

liminf z,, < f(z) < limsup x,

n—oo n—oo

fir alle z € (*°(N; R) gilt.

Hinweis. Fortsetzungssatz von Hahn-Banach.

Aufgabe 17 (8 Punkte). Sei F ein unendlich-dimensionaler Banachraum. Zeigen
Sie, dass der Abschluss der Einheitssphire {z € E : ||z|| = 1} in der schwachen
Topologie die Einheitskugel {z € E : ||z|| < 1} ist.

Hinweis. a) Eine Umgebungsbasis von x € E in der schwachen Topologie ist gegeben
durch alle Mengen der Form

U(fts-- fnre) ={y € E:|fi(x) - fily)| <e(i=1,...,n)}

mit f1,...,fp €E', >0, neN.

b) Betrachten Sie z + Az mit z € H := (., ker f; fiir fi,..., f, € E'. Zeigen Sie, dass
dim F/H < oo und damit dim H = oo (und insbesondere H # {0}) gilt.

Aufgabe 18. Sei E ein Hilbertraum und 7' € L(E). Es bezeichne E,, bzw. E,
den Raum F versehen mit der schwachen bzw. der Normtopologie. Zeigen Sie, dass
T : E, — E, genau dann stetig ist, wenn R(7") endlich-dimensional ist.

Hinweis. Beachten Sie Hinweis b) von Aufgabe 17 mit = = 0.

Aufgabe 19 (Multiplikationsoperatoren, Teil 1). Sei £ = L?([0,1]) und T €
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L(E) definiert durch T'f(t) :=t- f(t). Bestimmen Sie p(T'), 0,(T), 0.(T) und o,.(T).

Aufgabe 20 (Multiplikationsoperatoren, Teil 2). Sei £ = C([0, 1]), ¢ € F und
T € L(E) definiert durch Tf(t) := ¢(t) - f(t). Bestimmen Sie 0,(7") und zeigen Sie,
dass alle Eigenwerte von 7" unendliche Vielfachheit haben (d.h. es gilt dimker(7" —
A) = oo fiir A € 0,(T)).

Aufgabe 21 (Approximative Eigenwerte). Sei E ein C-Hilbertraum und A €
L(E). Die Menge 0,,(A) der approximativen Eigenwerte von A ist definiert als die
Menge aller A € C, fiir welche es eine Folge (z,)neny C E gibt mit ||z,| = 1 und
|(A—=N)zy,|| = 0 (n — 00). Zeigen Sie, dass oap(A) C o(A) gilt.

Aufgabe 22 (Shift-Operatoren Teil 2). Sei S der Rechtsshift in ¢*(Z), d.h.
S(e™) = e+ (n € 7Z) fiir die kanonischen Einheitsvektoren ™ = (§,z)rez.
Bestimmen Sie das Spektrum von S (d.h. p(S), 0,(5),0.(S5) und o,(95)).

Aufgabe 23 (Integraloperatoren). Sei G : [0, 1]x [0, 1] — C eine stetige Funktion.
Zeigen Sie:

a) Durch
Kf(s) = / Gls.)f(Bdt (f € C([0.1]))

wird ein Operator K € L(C([0,1])) definiert. Es gilt

1
|K| = sup / (s, )[dt.
0

s€[0,1]

b) Der Operator K ist kompakt. (Hinweis: Approximation durch Treppenfunktio-
nen.)

Aufgabe 24 (Volterra-Operator). Nun sei in der Situation von Aufgabe 23 spe-
ziell G(s,t) =0 fiir s <.

a) Man betrachte die Volterrasche Integralgleichung

£(s) = g(s) + / "G, ) f ().

Zeigen Sie, dass ||[K™]| < I:T' mit g = sup,s, |G(s,t)| gilt und folgern Sie daraus,

dass die Volterrasche Integralgleichung fiir jedes g € C([0,1]) genau eine Losung
f € C([0,1]) besitzt.
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b) Bestimmen Sie das Spektrum o(K') von K.

Aufgabe 25 (2 Punkte). Seien E ein C-Banachraum und A, B € L(E). Zeigen
Sie:

a) Falls 1 — AB invertierbar ist, so ist 14+ B(1 — AB)"'A das Inverse von 1 — BA.
b) o(AB)\ {0} = o(BA) \ {0}

Aufgabe 26. Seien E, F' Banachraume und A € L(E, F). Zeigen Sie, dass R(A)
genau dann abgeschlossen ist, wenn es ein C' > 0 gibt mit

|Az|| > C dist(xz,ker A) (x € E).
Hinweis. Betrachten Sie E/ ker A.

Aufgabe 27. Seien E, F' Banachrdume und A € L(E, F). Zeigen Sie:

a) Falls es einen abgeschlossenen komplementéren Unterraum M C F zu R(A) gibt,
ist R(A) abgeschlossen.

b) Falls codim R(A) < oo, ist R(A) abgeschlossen.

Hinweis zu a). Betrachten Sie Ag: E® M — F, (z,y0) — Az + yo.

Aufgabe 28 (6 Punkte) Sei E ein C-Hilbertraum. Definiere fiir A € L(F) die
Bezeichnung
A>0:<= A=A" (x,Az) >0 (z€E).

a) Seien A, B € L(F) mit A= A*, B> 0und AB = BA. Zeigen Sie A’B = BA? >
0.

b) Seien A, B € L(E) mit A >0, B> 0 und AB = BA. Zeigen Sie AB > 0.

Hinweis zu b). Man kann || A|| = 1 annehmen. Betrachten Sie die Folge 4,, mit A; := A
und A, .1 := A, — A2 und zeigen Sie 0 < A4, <1 fiir alle n € N und

ZA% —A (n— o0)
k=1

in der starken Operatortopologie.
Aufgabe 29. Beweisen Sie Lemma 10.15 b) der Vorlesung.

Aufgabe 30 (Nichtorthogonale Projektionen). Sei E ein Banachraum, und
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seien M, My C FE lineare Teilriume mit £ = M; + My und M; N My = {0}. Sei
P . E — FE definiert durch Px := z{, wobei x = x1 + x5 mit 1 € My, x5 € Ms.

Zeigen Sie: P ist genau dann stetig, wenn M; und M, beide abgeschlossen sind.

Aufgabe 31. Sei F ein Hilbertraum und P € L(F) \ {0} eine (nicht notwendig or-
thogonale) Projektion, d.h. P? = P. Zeigen Sie, dass P genau dann eine orthogonale
Projektion ist, falls || P|| = 1.

Hinweis. Wihlen Sie ein z € F mit Pz # 0 und (1 — P)x # 0 und betrachten Sie die
Einschrinkung von P auf den von Pz und (1 — P)z aufgespannten Unterraum.

Aufgabe 32 (Ein Storungssatz.) Sei E cin Hilbertraum und seien A, B € L(FE)
mit A — B kompakt. Zeigen Sie, dass 0(A) \ 0,(A) C o(B) gilt. (D.h. eine kompakte
Storung des Operators A liasst die Punkte des Spektrums, die nicht Eigenwerte sind,
unveréndert. )

Aufgabe 33. Sei S der Linksshift in (2(Z), d.h. S(e™) = eV (n € Z) fiir
die kanonischen Einheitsvektoren ™ = (d,;)xez. Der Operator S € L((*(Z)) ist
bekanntlich unitdr mit o(S) = {A € C : |A\| = 1} (vgl. Aufgabe 22). Weiter sei
C € L((*(Z)) definiert durch

fall 1
C(e(”)) :: {O alls n # 1,

—©  fallsn =1.

Zeigen Sie: C' ist kompakt, und o(S +C) ={A € C: |A| < 1}.

Bemerkung. Eine kompakte Stérung kann das Spektrum eines Operators also sehr we-
sentlich veréindern. Vgl. auch Aufgabe 32.

Aufgabe 34. Seien a < b und a, 5 € BV([a,b]). Ferner seien f, g € C([a,b]).
a) Es gelte a(\) = faA f(p)dB(u). Zeigen Sie, dass

/ g(N)da()) = / FN)g VB,

b) Nun sei @ monoton wachsend und ¢: [A, B] — [a, b] streng monoton wachsend,
stetig und bijektiv. Zeigen Sie, dass

/j(fo@d(aoab) - /abfda.
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Aufgabe 35. Beweisen Sie Lemma 11.5 der Vorlesung.

Aufgabe 36. Sei £ = L*([0,1]), und fiir z € F sei

0, A <0,
(Eax)(t) := § xpn(t)z(t), A€0,1),
x(t), A>1.

Berechnen Sie fol ME).
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