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1. Die Topologie des R"

Worum geht’s? Wir werden in diesem Semester vor allem Funktionen von R™ nach
R™ betrachten. Dafiir miissen die aus dem ersten Semester bekannten Begriffe wie
etwa Stetigkeit, Konvergenz und Normen vom R! auf den R" iibertragen werden. In
diesem ersten kurzen Abschnitt werden einige topologische Begriffe und Ergebnisse
zusammengefasst, welche zum Teil auch allgemein in normierten oder metrischen
Réaumen gelten.

a) R" als normierter Vektorraum

Sei n € N fest. Wir schreiben Vektoren des R™ in der Form

£y
Tr =
mn
(Spaltenvektor), der transponierte Vektor ist definiert durch o7 := (z1,...,2,) (Zei-

lenvektor). Das Standard-Skalarprodukt ist (z,y) := > | z;y;, die zugehorige Norm
ist || ;= (x,2)Y2. Damit wird R” zu einem normierten Raum mit Skalarprodukt,
sogar zu einem Hilbertraum und damit einem Banachraum.

Wir geben einige weitere Beispiele fiir normierte Rdume an:

1.1 Beispiele. (i) Der Raum (R”, || - ||,) mit

n 1/p
ilP firl <p< oo
H'”p:Rn_)[ano)a l':(fl,...,fn)T'—) (1=21|§’) =P

max || fiir p = o0

=1,...,n
ist ein normierter Raum (siche unten).
ii) Die Folgenrdume (£, || - sind fiir 1 < p < oo normierte Rdume (siehe unten),

p p

wobei

gp = {QZ = (617627"') = (fn)neN ’ VieN 52 < C7 i1 ygj‘p = OO} wnd
j=

1/p
|-l : by — [0,00), x> <Z|£j\p> fiir 1 <p < oo, und
=1
Eoo = {CL’ = (5n)n6N|VZ eN él S C7 sup |€Z| < OO} und
€N

| “ lloo : loo — [0,00), x> sup |&]
ieN
sind.
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2 1. Die Topologie des R™

(iii) Fiir I = (a,b) C R wird C(I,R) mit

Il : C(I,R) = [0,00), f + sup|f(z)|

xGT
zu einem normierten Raum.
(iv) C(I,R) mit || f[l, :== (S [fI")/P, 1 <p < o0,
I

Im folgenden Satz weisen wir nach, dass die Beispiele die Dreiecksungleichung erfiillen.

z% fiirp #1

1.2 Satz. Seien 1 <p<oo, ¢q:= { .
oo firp=1

(d.h. t+1=1),

p q

z=(&,...)€l, y=(n,...) €l, und f,g: I — R integrierbar
fir I = (a,b) C R.

Dann gelten

(i) die Héldersche Ungleichung '

Z|§z"77i|
=1
/ F@g@ldz < 1l lalla.

1

IN

]y - llylly bzw.

A

(i) die Minkowskische Ungleichung *

lz+yllp < [zl + 1yl bzw.
If+9le < 1Ifllp+ gl und
(iii) die Youngsche Ungleichung ®
S
V&n=>0 @ &n<—+— fiir 1. < p < oo;
p q

die Gleichheit gilt in dieser Ungleichung nur fiir n = P71

Beweis. Zu (iii): Sei a > 0 und definiere 7 : RT™ — Rt ¢ — 7(¢) := ¢*. Dann ist

%T(t) =a-t*"' > 0, also ist 7 eine injektive und somit invertierbare Funktion und

t = 7Y/ ist definiert.

10tto Holder, 22.12.1859 — 29.8.1937
2Hermann Minkowski, 22.6.1864 — 12.1.1909
3William Henry Young, 20.10.1862 — 7.7.1942
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1. Die Topologie des R"™ 3

Seien Sy = {(x,y) eR*z€[0,£,0<y<2"}und

Sy = {(z,y) e R’z €[0,9"], 2" <y <n}.
Dann sind (]S;| bezeichne das anschauliche Flachenmafl der Menge )

£

1
S| = todt = ——¢ot! d
| 1’ / a—+ 1f R
0
77l/a
1 a

S. — 1/a / 1odt = 1/a _ 1/ayl+a _ 1+1/a‘
|15, mm m —a+1(77 ) 1"

0
Wie man sich leicht anschaulich klar macht, ist |S1|+4|S2| > &n, wobei die Gleichheit
nur fiir n = £ gilt. Fira=p—1, d.h. ¢ = %1, ergibt sich
1 1
/I S /A
p q
wobei Gleichheit nur fiir n = £P~! gilt.

Zu (i): Fiir p =1 oder p = oo oder = 0 oder y = 0 ist die Behauptung klar. Seien
also

l<p<oo, z#0#uy.

Setze fiir i € N+ § i= i und = iy

Aus der Youngschen Ungleichung folgt:
. . |P .|q
Gl bl o l&P |l
lzllpllylly = 2 el q-llylls

Summation iiber ¢ und Multiplikation mit ||z||, - [|y||, liefert die Behauptung.

Die zweite Behauptung zeigt man ebenso, wobei dann

_@l (@)
T T Tl

Zu (ii): Die Behauptung ist wiederum klar fiir p = 1 oder p = oo. Sei also 1 < p <
oo. Dann ist

lz+ylr = D 1 +mlP <> I&+mlP Gl + >0 1& + nl” il
=1 =1 =1

§

gewahlt werden.

00 1/q
= (Z\fﬂrmf(pl)q) {llzllp + llyllo}
i=1

=l + gl {ll=ll, + llyll,} -

Dap—2=p-— (p — 1) = 1 ist, folgt hieraus die Behauptung. Analog beweist man
die zweite Behauptung. O
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4 1. Die Topologie des R™

b) Stetigkeit und Kompaktheit

1.3 Satz (von Bolzano-Weierstraf). Sei (xg)reny C R™ beschrankt. Dann existiert
eine konvergente Teilfolge (xy;)jen-

Beweis. Im Beweis verwenden wir die Bezeichnung Pz := z; fir Vektoren z =
(z1,...,2,)T € R", d.h. Pjx ist die j-te Komponente des Vektors .

Sei (-Tk)keN C R™ mit |.213k| = ”ka”z < M. Dann gllt |P]$k’ <M furj =1,... ,n,k: €
N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl in R existiert eine Teilfolge (xél)) en von
(zr)ren C R™, fiir die (leél))geN C R konvergiert.

Davon existiert wieder eine Teilfolge (xf))geN, fiir welche (ngf))geN C R konver-

giert, usw. Insgesamt erhalten wir eine Teilfolge ($§n)) ren, fiir die alle Komponenten
(ijéj))geN CR,j=1,...,n, konvergent sind, d.h. (%gn))geN C R” konvergiert. [

1.4 Satz. Fir K C R" sind dquivalent:

(i) K ist kompakt,
(ii) K ist abgeschlossen und beschrinkt,

(iii) jede Folge (wp)ren C K besitzt eine konvergente Teilfolge (xy;)jen mit x =

Beweis. (1)=(ii). Das gilt allgemein in metrischen Rdumen (Analysis I).
(ii)=>(iii). Satz von Bolzano-Weierstraf.
(iii)=(i). Wir zeigen folgende Schritte:

(a) K ist abgeschlossen: zu x € K existiert eine Folge (3 )sey C K mit 2, — 2. Nach
(iii) existiert eine Teilfolge (74;)jeny mit 7 := lim; o 7; € K. Da der Grenzwert
cindeutig ist, folgt x =7 € K, dh. K = K.

(b) K ist totalbeschriankt, d.h.

Ve > 03K, C K, Ky endlich : K C U B(a,¢).

acKy
Sonst existiert ein € > 0, so dass fiir alle endlichen Ky C K ein x € K existiert mit
T & Uuer, Bla,e). Wihle z; € K und (induktiv) z; € K\ U=l B(xs,¢). Dann ist
|z, — x¢| > € (k> ¢), Widerspruch zu (iii).

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



1. Die Topologie des R"™ 5

(c) K ist kompakt (Prinzip der Intervallschachtelung). Angenommen, K C |J,.; U;
besitzt keine endliche Teiliiberdeckung. Zu &1 := % existiert nach (b) ein K7 C K, K
endlich, mit K C J,cx, B(a,&1). Dann existiert ein a; € K so, dass K N B(ay,€1)
keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

uey = % existiert Ky C K endlich mit K C UaeK2 B(a,e,). Es existiert ein ay € Ky
so, dass K N B(ay,e1) N Blag, g2) keine endliche Teiliiberdeckung besitzt; usw. Wir
erhalten mit ¢, := 27 eine Folge (a;;)men so, dass Ay := K N ﬂﬁffil B(am,em)
keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Insbesondere ist Ay # 0. Fir v € Ay
folgt |apr — an—1] < layr — o] + v — aprq| < 27M + 27MFL < 2=M+2 Gomit
ist (apr)men eine Cauchyfolge, d.h. z := limy; o apy € R™ existiert. Nach (a) ist
z € K. Also existiert ein 7y mit z € U,,. Da U, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit
B(z,2¢) C U;,. Withle M € N mit |ap; — 2| < e und 27 < e. Fiir x € Ay gilt dann
|z —z| < |z —ay| + |ay — x| <e+27M < 2¢, d.h. Ay C B(z,2¢) C U;,. Das ist
eine endliche Uberdeckung von A,;, Widerspruch. O

1.5 Korollar (Intervallschachtelung). Seien Ay, C R™, Ay # 0, Ay abgeschlossen,
mit Ay O Ap (kK € N). Falls ein Ay, beschrankt ist, so ist (\ey Ax # 0.

Beweis. O.E. sei Ay beschréankt und damit kompakt. Angenommen (), .y Ar = 0.
Dann ist 41 C Upen(R™ \ 4x) = R™ eine offene Uberdeckung. Da A; kompakt
ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung A; C Uszl(R" \ Ag) = R\ Ak, d.h.
Ag = A1 NAg =10. O

In diesem Semester werden wir Abbildungen
f:XDOD(f)—=Y

behandeln. Dabei sind D(f) der Definitionsbereich von f und (X, dx), (Y, dy) me-
trische Rédume. Insbesondere interessieren die Félle X = R" und ¥ = R™. Man
beachte, dass durch die Einschrinkung der Metrik dxy bzw. dy auch D(f) bzw.
R(f) wieder metrische Rédume sind.

Wir wissen bereits, dass fiir eine Funktion f: X — Y zwischen zwei metrischen
Réaumen X, Y folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist stetig.
(i) VV C Y, Voffen : f71(V) C X offen .

(iii) VV C Y, V abgeschlossen : f~*(V) C X abgeschlossen .
(

iv) V(zp)ken C X, 2, — 20 f(zr) = f(2).
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6 1. Die Topologie des R™

1.6 Beispiel. Seien X = R? und Y = R; beide Rdume seien mit der euklidischen
Metrik versehen. Definiere f: X — Y, (z,y) — f(x,y) durch

T .. 2 2
fla,y) = { e TET Ay >0
0 fire=y=0.
Die Funktion f ist in (z,y0) # (0,0) stetig. In (0, 0) ist sie partiell stetig, d.h.
lim f(z,0) = lllg%f(O,y) =0,

aber sie ist nicht stetig, da fiir a # 0
2 fir . # 0
z,ax) = { 1+
I/ ) {0 firx =0

ist; die Funktion springt also langs der Geraden x +— az.

1.7 Satz. (1) Seien f: X — Y eine stetige Funktion und K C X kompakt. Dann
qgilt:

(1) f(K) ist kompakt.
(i1) flx ist gleichmafsig stetig.

Beweis. (i) Sei 7 eine offene Uberdeckung von f(K). Dannist % = {U = f~(V)|V €
¥’} eine offene Uberdeckung von K.

Da K kompakt ist, geniigen endlich viele Mengen Uy, ..., U, € %, n € N, zur
Uberdeckung von K. Die Menge f(K) wird dann von f(U,), ..., f(U,) iiberdeckt.

(ii) wird wie im eindimensionalen Fall bewiesen. O

1.8 Korollar. Seien f € C(R",R™) und K C R™ kompakt. Dann gilt:
(i) f(K) ist beschrankt und abgeschlossen.
(11) Die Eztremwerte von |f| werden angenommen, d.h. es ist

sup |f(2)] = max|f(x)| und inf |f(2)] = min|f(z)].

Es soll nun ein Ausblick auf ein Analogon zum Zwischenwertsatz gegeben werden.
Dazu benotigen wir den Begriff des ,,Zusammenhangs®.

1.9 Definition. (i) Ein metrischer Raum X heifit ,nichtzusammenhéngend*: <
JA, (0 C AC X : Aist offen und abgeschlossen.

(ii) Ein metrischer Raum X heiit ,,zusammenhéngend® : < X ist nicht nichtzusam-
menhéngend.

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



1. Die Topologie des R"™ 7

1.10 Bemerkung. Die Definition in i) ist dquivalent zu
JA,B#0, AnB=0 : X = AUB, A und B abgeschlossen (oder A und B offen).

1.11 Satz (Zwischenwertsatz). Seien X ein zusammenhdingender metrischer Raum,
Y ein metrischer Raum und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist R(f)
zusammenhdngend.

Beweis. Annahme: 3A # (), A C R(f), A offen und abgeschlossen (im metri-
schen Raum R(f)).

Das heifit: R(f) = AU B mit B := R(f) \ A offen in R(f).

Aus der Stetigkeit von f und den Eigenschaften von A und B folgt somit:

f7YHA) und f~4(B) sind offen in X,
FHA) #0# fH(B) und f7H(A) N fH(B) = 0.

Damit wére aber auch X nichtzusammenhéngend. Widerspruch!. [

1.12 Beispiele. (i) Der mit der diskreten Metrik versehende Raum X = {0, 1} ist
nichtzusammenhéngend. Wihle A = {0} = B(0,1/2).

(ii) Der mit der euklidischen Metrik versehende Raum X = R" ist zusammenhé&ngend.

Mit Hilfe des Begriffs ,, Wegzusammenhang* kann der Bezug von Satz 10.15 zum
Zwischenwertsatz aus Teil I leichter eingesehen werden.

1.13 Definition. (i) Eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™ heifit ,Weg®. Die
Punkte y(a) und 7(b) heiflen ,,durch den Weg ~ stetig verbunden*.

(ii) M C R™ heifit ,wegzusammenhingend®, falls je zwei Elemente m;,my € M
durch einen in M verlaufenden Weg stetig miteinander verbunden werden kénnen.
Das heifit: Ja,b € R, v : [a,b] — M stetig mit v(a) = my, v(b) = ma.

1.14 Satz. Wegzusammenhdngende Mengen sind zusammenhdngend.

(ohne Beweis)
Die Umkehrung dieses Satzes gilt i.a. nicht. Die Menge
X={(z,y) eR| 0<z <1, y=sin2}U{(0,y) eR?* —1<y<1},

die mit der euklidischen Metrik des R? zu einem metrischen Raum wird, ist ein
Beispiel fiir einen zusammenhéngenden, aber nicht wegzusammenhé&ngenden Raum

(siche Ubung).

Seien X und Y normierte Rdume iiber dem Korper K mit K = R oder K = C.
Wir betrachten nun lineare Abbildungen A: X — Y, wobei wir statt A(z) meist Az

© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



8 1. Die Topologie des R™

schreiben. Im Fall Y = K heifit eine lineare Abbildung A: X — K auch ein lineares
Funktional.

Eine lineare Abbildung A: X — Y ist genau dann stetig, wenn sie beschrénkt ist,
d.h. falls ein ¢ > 0 existiert mit

VaoeX:|Az|y <c|z|x.

1.15 Definition. Seien X und Y normierte Raume.

(i) Dann sei L(X,Y) := {A € L(X,Y)| sup ||Az| < co} der Raum der , beschrénk-
lzll=1
ten linearen Abbildungen® (, stetigen linearen Operatoren®).

(ii) Die Abbildung

Ax
11 LX,Y) = B, A s [A] = sup [Az] = sup 22 = g 4z
lzf|=1 0 |1zl e

heifit ,,Operatornorm®.

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



2. Funktionen mehrerer Veranderlicher

Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden Funktionen mehrerer reeller Verédnder-
licher diskutiert; der zentrale Begriff ist hierbei der der , Differenzierbarkeit®. Viele
Aussagen aus dem eindimensionalen Fall lassen sich iibertragen. Allerdings ist der
Begrift der Ableitung selbst jetzt komplizierter. So kann die Ableitung einer Funk-
tion f: R™ — R™ an einer Stelle z € R™ als Matrix interpretiert werden. Behandelt
werden hier unter anderem der Mittelwertsatz, die Taylor-Reihe und die Existenz
von Extrema.

a) Differenzierbare Abbildungen

Wir betrachten Funktionen
fR*"DD—R™.

Definiere
B(D;R™) = {f: D—>R™ | Sug|f(:1:)| < 0o}
Te
B(D;R™) wird mit der Supremumsnorm || f||o := sup|f(z)| zu einem normierten
zeD
Raum.

Genau wie im R' definieren wir

2.1 Definition. Seien D C R", f,: D — R™ Funktionen fiir n € N. Dann heifit
die Funktionenfolge (f,), ,gleichméfig konvergent gegen f: D — R™* genau dann,
wenn lim ||f, — fl|lcc = O ist.

n—oo

Komponentenweise zeigt man:

2.2 Satz. Ist (f,), C C(D;R™) gleichmdifig konvergent gegen f: D — R™, so ist
feC(D;R™).

Speziell ergibt sich (wie auch in R') die Vollstindigkeit der Riume B(D;R™) und
BC(D;R™) := C(D;R™) N B(D;R™) und C(K;R™) fur K C R" kompakt.
Wir werden in diesem Abschnitt die Differentiation von Funktionen

fR"DU —R"™, U offen

definieren und diskutieren. Eine direkte Ubertragung der Definition fiir in U C R!
erkldrte Funktionen ist nicht moglich, da der Differenzenquotient

flx+h) - fx)
h

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



10 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

fir A € R™ und n > 2 nicht erklart ist.

Einen Hinweis auf eine magliche Ubertragung gibt jedoch die Taylorsche Formel (fiir
n=m=1):
fla+h) = f(x)+ f(z) - h+r(z, h)[h]

mit lim r(x,h) = 0.

h—0

Mit dieser Darstellung kann man auch die Ableitung f’ definieren, und diese Defi-
nition werden wir fiir

fiR" DU - R™

iibertragen.

2.3 Definition. (i) Seien U C R" offen und V, :={h e R*|z + h € U} fir z € U.
Dann heifit f : U — R™ ,an der Stelle x € U differenzierbar® genau dann, wenn
gilt:

Es gibt A(x) € L(R™",R™) und eine im Nullpunkt stetige Abbildung r(z,-) : V, —
R™ mit r(x,0) = 0 so, dass gilt:

flx+h)=f(x)+ A(x)h+r(z,h)|h] firheV,.

(ii) f : U — R™ heifit ,,in U differenzierbar®, falls f in allen x € U differenzierbar

1st.

(iii) Falls f : U — R™ an der Stelle z € U differenzierbar ist, heifit f'(z) := A(x)
»(erste) Ableitung von f an der Stelle z*.

Im Falle einer differenzierbaren Funktion heifit die Abbildung
f U — LR R™), z~ f(2)

serste Ableitung von f“.

2.4 Bemerkung. Die Ableitung f/'(x) = A(x) einer Funktion ist nur dann wohl-
definiert, wenn sie eindeutig definiert ist. Wir weisen nach, dass das der Fall ist: Es
mogen Aj(x) und As(x) die Eigenschaften von A(z) aus der Definition (i) haben.
Dann ist

(Ai(x) — As(z))h + (r1(z, h) — ro(z, h))|h| = 0.
Hieraus folgt fir y € R", y # 0, und t € R\ {0}:

Yl (@) - )l
‘(Al(x) — Aa()) |y ‘ = |ty

= lim |ri(x, ty) — ro(x, ty)| = 0.
t—0

Also ist Aj(x) = Ag(x).

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher 11

Aus der Definition der Ableitung folgt sofort:

2.5 Satz. Ist f in x differenzierbar, so ist f in x stetig.

Wir hatten schon bei der Definition der Stetigkeit bemerkt, dass es wesentlich fiir
die Definition ist, dass die Stetigkeit in allen Richtungen gemeint ist.

Fiir die Stetigkeit in nur einer Richtung hatten wir den Begriff ,,partielle Stetigkeit*
gebraucht.

Ebenso kann man von ,partieller Differenzierbarkeit” sprechen. Besonders héufig
benutzen wir partielle Ableitungen in Richtung der Koordinatenachsen. Wir werden
den Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit
erlautern.

2.6 Definition. Sei f: R" D U — R eine Funktion und sei x € U. Bezeichne e;
den i-ten Einheitsvektor.
(i) Existiert der Grenzwert

o (0 i) = (@)
hi—0 h;

) hZERv

so heiflt f ,an der Stelle x in Richtung des i-ten Einheitsvektors partiell differen-
zierbar“. Wir bezeichnen diese partielle Ableitung mit

0/ (x) fla+hie:) = f(z)

— ]

ox; h;—0 h;

,Partielle Differenzierbarkeit in Richtung des i-ten Einheitsvektors® wird wie iiblich
definiert.

(ii) Ist f fir z € U in Richtung aller Einheitsvektoren partiell differenzierbar, so
heifit f ,an der Stelle x partiell differenzierbar®.

(iii) Der ,,Gradient von f(z)“ wird fiir in x partiell differenzierbares f wie folgt
definiert:

o) o f (@) o1 f ()
gradf(z) := V f(z) := : = : = :
2 o0 f () O f ()

Das Symbol ,V* heifit ,Nabla“ (von lat. ,nablium®, was ein antikes Saiteninstru-
ment bezeichnet).

2.7 Bemerkung. (i) Die partielle Ableitung der Funktion f in Richtung des i-ten
Einheitsvektors e; an der Stelle x € U entspricht der bereits im ersten Semester

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



12 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

behandelten eindimensionalen Ableitung der Funktion
gRD[fj—)R, t'—>f(.’L'l,...,mifl,t,l'i+1,...,$n)

an der Stelle ¢ = ;. Hierbei ist U das Bild der Projektion der Menge U auf die i-te
Komponente. Also ist

of(x) d

g(t) |t:$i .

(i) Fiir in z differenzierbares f : R™ — R ist f'(x) € L(R™, R). Es folgt:
3f = ('), ['(2) ER" VheR": fl@)h=(f,h) =) f'(x)hi.
i=1

Setzen wir h = e;, so erhalten wir insbesondere

Andererseits ist

Hieraus folgt
(@) = (Vf(x)".

Fiir Funktionen, die in den R™ abbilden, definiert man analog:

2.8 Definition. Seien f: R" D U — R™ eine Funktion, x € U und ¢; € R" fiir
i €{1,...,n} der i-te Einheitsvektor.
Existieren fiir i € {1,...,n} und j € {1,...,m} die Grenzwerte

i 11+ higes) — fi(2)

hij —0 hl]

7hl]€Ra

wobei [ := (f1,..., fm)" sei, so heifit die Funktion f ,an der Stelle x partiell diffe-
renzierbar®.

Die Matrix
ofi(r) ... Onfi(w)

Jp(x) == : : =: (O f,...,0.f)(2)
Ofm(@) ... Onfu(x)

heifit ,,Jacobi-Matrix* von f¢.

4Carl Gustav Jacob Jacobi, 10.12.1804 - 18.2.1851
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2.9 Bemerkung. Ebenso wie bei der Interpretation des Gradienten erhalten wir
(bei Betrachtung der i-ten Zeile):

flx) = ((flj(x)):il)jzl mit fi;(2) = agi? '

Insgesamt ergibt sich fiir in x differenzierbare Funktionen der Zusammenhang
Vh e R": f'(z)h = Jy(x)h = (h- V) f(z) = (W'V)f(z),

wobei (hT'V) die Matrixmultiplikation meint. Wir schreiben nun auch V f statt J;.
2.10 Beispiele. (i) Definiere

f:R? = R?, fo(x)z(x%_x%)

T1T2
Wenn f differenzierbar ist, so ist nach obiger Bemerkung

2512'1 —2372
T2 T '

f i R* = L(R% R?), z+— f'(z):= (
Es bleibt nachzuweisen, dass diese lineare Abbildung die Eigenschaften der Abbil-

dung A(z) aus Definition 2.4 (ii) erfiillt, was hier aber nicht vorgefiihrt wird.

(ii) Sei nun

1‘1.%% .
f R =R, 2 flx):={ =it fiir 7 0
0 firx =0

Fiir x # 0 kann man zeigen: f ist in = differenzierbar, und es gilt:
g g
1
() = Jp(x) = W (xg(—xf + 23), 21’?352) )

Im Nullpunkt ist f jedoch nicht differenzierbar, denn fiir die partiellen Ableitungen
in Richtung der Koordinatenachsen erhélt man 0, f(0) = 05 f(0) = 0, d.h. es miisste
f'(0) = 0 sein, aber die Ableitung in Richtung des Vektors (1, 1) ergibt:

_ fltler+e)) . f(t,t) 1
fim ———— =lm == =2 #0.

Es gibt noch eine weitere mogliche Interpretation der Ableitung f’ einer differen-
zierbaren Funktion. Fiir

fR"DU—=R™, x— f(z)
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14 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

hatten wir bisher gesagt:
f U —= LR R™), x+— f'(x).
Ebenso kann man sagen:
fUXR = R™, (x,h) — f'(z,h) = f(x)h,
wobei [’ linear in der zweiten Komponente ist.

Die Menge der differenzierbaren Abbildungen bildet einen Vektorraum. Mit C'(U; R™)
bezeichnen wir den Raum der differenzierbaren Abbildungen f: U C R™ — R™, de-
ren Ableitung f’ wieder stetig ist.

Es gelten die folgenden Rechenregeln

2.11 Lemma. (i) Seien f,g: R" D U — R differenzierbare Funktionen.
Dann ist auch f-g: U — R eine differenzierbare Funktion, und es gilt die ,Pro-
duktregel“:

VeeU:(f g)(z)=g(x)f () + f(x) d(x).

(i1) Seien f:R" DU — R™ und g : R™ DV — RP differenzierbare Funktionen mit
f(U) C V. Dann ist auch die Verkettung go f : U C R™ — RP eine differenzierbare
Funktion, und es gilt die ,Kettenregel“:

Ve €U (g0 f)(x) = (¢ 0 f)(x) - f'(x) € L(R",RP).

Beweis. Die erste Behauptung ist klar.

Zu (ii): Sei fir z € U und h € R™ (mit x + h € U)
H = H(z,h) = f(z+h)— f(x) = f(2)h +re(z,h)|h|.
Dann ist

g(f(x +h)) = g(f(x))
= ¢(f(@)H +rg(f(x), H)|H]

(f@) ' @)h+ g (f())r(, h) ]+ ro(f(x), H)|H]|

"(f@) f'(@)h+ rgor(w, h) - [B]

Q Q Y

mit
o |H]
reof(x,h) = g (f(@))rp(z, h)+ry(f(z), H) 7]
— O0firh—0.
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2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher 15

Wir wollen nun eine anschauliche Interpretation des Gradienten geben. Hierzu benéti-
gen wir den Begriff der ,,Richtungsableitung*.

2.12 Definition. Seien f : R™ — R eine differenzierbare Funktion, xg, hg € R™ mit
|ho| = 1 und
F:R—=R, t— F(t):= f(xo+thg).

Dann ist F' eine differenzierbare Funktion und
F/(0) = ti L2010 = TG0 _ oy = () -

t—0 t
heifit ,, Richtungsableitung von f in Richtung hg an der Stelle x(*.

In einem Punkt xg ist die Richtungsableitung betragsméfig maximal, falls V f () in
Richtung von hg zeigt. Das bedeutet, dass die Richtung des Gradienten die Richtung
der stirksten Anderung der Funktion f angibt. Der Betrag der Richtungsableitung
in Richtung des Gradienten entspricht dem Betrag des Gradienten.

Wir betrachten nun speziell Funktionen f: R?> > U — R. In diesem Fall kann
man sich den Graphen von f als Fliache im dreidimensionalen Raum vorstellen. Die
Mengen der Punkte im R?, in denen f einen konstanten Wert ¢ € R annimmt,

Ny()i={z € U f(a) = ¢}
heilen Hohenlinien. Nun definiere fiir ¢ € R eine Abbildung

z:R = Ng(c), t—=2(t) = (z1(t), z2(t)) .
Da f(z(t)) = konstant fiir alle t € R ist, gilt:

0= S rat) = B(D)-h(0) + S (a(0) - a3(0)
= Vi) ().

Das bedeutet, dass entweder V f(z(t)) = 0 oder 2/(t) = 0 sind, oder aber, dass die
beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.
Abbildungen

B:R—=R* | ¢t B(t)
heiBen ,Fallinien®, wenn gilt: £3(t) = Vf(3(t)). Wir haben gerade gezeigt, dass
Hohenlinien und Fallinien senkrecht aufeinander stehen.

2.13 Beispiel. Sei f:R* 5 R, z+— f(x) = |z]* =2 + 22

Die Funktion f ist differenzierbar, und es gilt fiir o € R?, xy # 0 :
~ .o~ 4y
Vf(.fl?o) = 21’0 = 2|£L’0’ *Xo mit xg = =0 .
|0l
f a@ndert sich somit in radialer Richtung am meisten; die Fallinien sind Ursprungs-
geraden, die Hohenlinien konzentrische Kreise.
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16 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Einige Ableitungen haben aufgrund ihrer Bedeutung eine besondere Bezeichnung
erhalten.

2.14 Definition. (i) Sei f : R” — R" eine differenzierbare Funktion. Dann heifit
die Abbildung

divf:R" >R, o divf(z):= ) 0:fi(x)
i=1

: 113
,Divergenz von f*.

(i) Sei f: R?® — R? eine differenzierbare Funktion. Dann heifit die Abbildung

02 f3(x) — 05 f2(x)
rotf : R® = R*, z s rotf(z) = | Osfi(x) — 01 fs(x)
O fo(x) — O f1(2)

,Rotation von f*.

(iii) Der Operator
A:C*R%:R) — C(R™%R)

foe AF=300F,

i=1
also A = div grad, heiit ,Laplace-Operator“’. Fiir beliebiges m € N definiert man

A:C*R"R™) — C(R™R™)
f=U )t = (Afy,.. Af)T.

2.15 Beispiel. Fiir f : R*\ {0} = R®, = — f(z) = & und g : R\ {0} —
R, z+— g(z):= —ﬁ sind

f=Vg, Ag=div f =0 und rot f =rot gradg = 0.

Zum Abschluss dieses Abschnitts untersuchen wir (im Vorgriff auf den Abschnitt
??.77), wann die Umkehrabbildung einer differenzierbaren Funktion, wenn sie exi-
stiert, auch wieder differenzierbar ist.

2.16 Satz. Seien U C R" offen, a € U und f : U — R"™ eine injektive Abbildung,
die in a differenzierbar ist mit detf'(a) # 0. Seien b := f(a) ein innerer Punkt von
f(U) und

gi= [ (U) 5 R”

stetig in b.

5Pierre Simon Laplace, 28.3.1749 — 5.3.1827
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Dann ist g an der Stelle b differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:

[13

2.17 Bemerkung. Die Bedingungen ,b = f(a) ist innerer Punkt von f(U)“ und
g ist stetig in b“ folgen aus den sonstigen Voraussetzungen, wie wir spater beweisen
werden. Auch die Injektivitdt von f folgt aus der Bedingung det f'(a) # 0, wobei

die Umgebung U eventuell verkleinert werden muss.

Beweis von Satz 2.16. Fiir € R", |z| gentigend klein, ist

flat+z) = [fla)+ fla)r+r(a,z)|x]
= f(a) + F(a,x) -z
mit F(a,z) = { f(a) J}/Z‘C(L;L T)To g i i 87
wobei zg 1= 7 . Beachte |z] = (%, 7) = 24 - .

Die Abbildung F'(a, ) hat die folgenden Eigenschaften:
(i) F(a,-) : R™ — L(R™,R™) ist stetig in x = 0.
Beweis: Es gilt
|F(a,2) = F(a,0)] = [|r(a,)zgl = sup |r(a, z)||zo - h
<|r(a,xz)] — O fur |z| — 0.

(ii) F(a,-) ist in einer Umgebung U(0) des Nullpunktes invertierbar und lin% (F(a,z))™ ! =
z—
(f'(a))~".

Beweis: Die Invertierbarkeit von F'(a,x) fir x € U(0), wobei U(0) eine geeignete
Umgebung des Nullpunktes bezeichnet, ist klar, da wegen det f’(a) # 0 fiir z € U(0)
gilt: det F'(a,z) # 0. Somit existiert die Abbildung F'(a,-)~! in U(0); die Stetigkeit
dieser Abbildung folgt aus der Identitét

F(a,z+h)™' = F(a,2)"" = F(a,z + h) " (F(a,z) — F(a,z + h))F(a,z)"".

Wihle nun fir x € R", |z| geniigend klein, y so, dass
fla+x)=b+y, alsoa+z=g(b+y).
Bezeichnet G(y) := (F(a,z))™!, so ist

Gy = Gy)(f(a+x) = f(a)) = G(y)(F(a, v)r) = =,
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18 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

und somit ist
g(b+y) =g(b) + G(y)y.
Aus der Stetigkeit von g folgt:

lim G(y) = lim(F(a, g(b +y) — (b))~ = (F(a,0))™" = (f"(a)) "

y—0 y—0

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt die Existenz der Ableitung von ¢ in b und
auch die Identitét

Eine wichtige Anwendung obigen Satzes sind Koordinatentransformationen.

2.18 Beispiel (Polarkoordinaten). Definiere die Koordinatentransformation

FiRY % (0,27) = B2, (r,0) v F(r, ) = (“"") - (T'COSSO).

Y r-sine

Die Abbildung f ist injektiv und fiir die Umkehrabbildung f~! = g erhalten wir

g B2\ (RS x {0}) = B2, (2,9) = glo,y) = ()

¥
arctan(y/x) fir x > 0,y >0
/2 firx =0,y >0
mit 7 := /22 4+ y%2 und ¢ := < 7+ arctan(y/z) firxz <0
3r/2 firx =0,y <0

27 4 arctan(y/z) fiir z >0,y <0.
Nun ist f im ganzen Definitionsbereich differenzierbar mit

cosp —rsinp
singp  rcosp

det f'(r, p) = det ( > =r>0 VY(r,p) €R" x(0,2n).

Auch g ist iiberall differenzierbar, und wir erhalten:

x ) .
/ 2442 2 42 COs @ sIny
g (‘Ta y) - ( \/{;-y \/xz—l-y ) - < __sinp  cosy
x2+y2 a:2+y2 T T

= (f'tro)7"

Differenzierbare und injektive Funktionen f : R™ — R"™ mit invertierbarer Ableitung
spielen z.B. fiir Koordinatentransformationen eine wichtige Rolle und erhalten einen
eigenen Namen.
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2.19 Definition. Seien U C R" offen und f € C'(U,R"™) eine invertierbare Funk-
tion mit offenem Wertebereich f(U) und stetig differenzierbarer Umkehrabbildung.
Dann heifit f ,,Diffeomorphismus von U auf f(U)“.

Die Voraussetzung ,, f(U) offen* ist entbehrlich in dieser Definition, wie wir spéter
sehen werden.

b) Der Mittelwertsatz

Die Ubertragung des Mittelwertsatzes (Analysis I) auf reellwertige Funktionen im
R™ ist moglich, wenn die lineare Verbindung der beiden betrachteten Punkte a und
b, also die Menge

Py :={zeR"| 3t e (0,1): 2 ="t :=a+t(b-—a)}, in der Definitionsmenge
liegt.

2.20 Satz (Mittelwertsatz). Seien U C R" offen, f : U — R eine differenzierbare
Funktion, a,b € U und T'y, C U (T'yy wie oben definiert).

Dann gibt es ein ¢ € Iy, mit

f() = fla) + fi(c)(b—a).

Beweis. Erkldare die Abbildung F': [0,1] = R, ¢ — F(t) durch F(t) := f(va(1))-
Aus dem Mittelwertsatz fiir in R erkléarte Funktionen folgt:

30 € (0,1) : F(1) = F(0) + F'(#) und
F'(0) = f'(ab(0)) - ve(0) = [ (7ar(0)) (b — ).
Mit ¢ := 74(0) folgt die Behauptung. ]

2.21 Bemerkungen. (i) Wie der Beweis zeigt, kann die lineare Verbindung der
Punkte durch einen beliebigen differenzierbaren in U verlaufenden Weg ersetzt wer-
den, d.h. durch eine differenzierbare Abbildung

v :[0,1] = U mit y(0) = a und (1) = b.
Dann gilt: f(b) = f(a) + f'(7(0))7'(#) mit einem 6 € (0,1).

(ii) Eine andere Formulierung des Satzes lautet: Fiir x € U und h € R™ mit |h| so
klein, dass « + th € U fur t € [0, 1] ist, gilt:

30 € (0,1): f(z+h) = f(z) + f'(x+ 6h)h.
(iii) Fir vektorwertige Funktionen f : U C R™ — R™ kann der Mittelwertsatz

komponentenweise angewandt werden; dann erhélt man aber in jeder Komponente
einen anderen , Mittelwert“ 6;.
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20 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Wie schon fiir in R erklédrte Funktionen gilt:

2.22 Satz. Seien U C R" offen und wegzusammenhdingend und f : U — R diffe-
renzierbar. Dann gilt:
f'=0 <« f=const.

Beweis. Zu zeigen ist nur ,, = “. Seien a,b € U; da U wegzusammenhéngend und
offen ist, gibt es £ € N und £ + 1 Punkte a; € U, a9 = a, a; =0, so, dass fiir j €
{0,...,k—1} die lineare Verbindung von ay und a4 in U liegt. Der Mittelwertsatz
zwischen a; und a;iq liefert: f(a;) = f(aj+1). Also ist f(a) = f(b). O

Wir haben bereits an einem Beispiel gesehen, dass die Existenz der partiellen Ab-
leitungen allein noch nicht die Differenzierbarkeit impliziert. Es gilt jedoch:

2.23 Satz. Seien U C R" offen, a € U und f : U — R™. Wenn die partiellen
Ableitungen O f, ..., 0. f in einer Umgebung U(a) von a ezistieren und in a stetig
sind, dann ist die Funktion f in a differenzierbar.

Beweis. Der Beweis kann komponentenweise gefithrt werden, daher kénnen wir o.E.
m = 1 annehmen.

Seien a,h = (hy,...,h,) € R", a € U und |h| so klein, dass die ,, Zwischenpunkte“:

apg = a

a; = ag+hi-e

ay = a1+ hQ &)

a, = Qp_1+hy,-e,=a+h

und deren lineare Verbindungen in U liegen; hierbei bezeichnet e; den i-ten kanoni-
schen Einheitsvektor.

Dann erhalten wir mit dem Mittelwertsatz:

fla+h) = f(a)
= (flan) = flan-1)) + (f(an-1) = f(an-2)) + - + (f(a1) = f(ao))

= Y 0;f(¢;)-h;  mit ¢; € Ba, |h]).
J=1

Insbesondere erhalten wir:

n

[f(a+h) = fla) = > _(9;f)(a)hy|

J=1
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2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher 21

n

_ ’Z(ajf(cj) — i f(a))h;

J=1

<1h|- Z 10;f(cj) — 0; f(a)];

fiur h — 0 gilt: ¢; — a, also: Y |0;f(c;) — 0;f(a)] = 0.
i=1
Somit existiert f’(a), und es ist

fla)h = Z(ajf)(a)hj-

]

2.24 Bemerkung. Aus obigem Beweis folgt insbesondere: Sind die partiellen Ab-
leitungen 0; f in einer Umgebung U(a) von a stetig, so existiert f’ in U(a) und ist
dort stetig.

c) Hohere Ableitungen

Seien U C R" offen und f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann gibt es
zwei Interpretationsmoglichkeiten der Ableitung von f:

fU— LR",R™) , x+ f'(z), oder
fUXR* = R™ (z,h) = f'(x,h) = f'(x)h

und f’ ist linear in der zweiten Variablen.

Der (n - m)-dimensionale Vektorraum L(R™ R™) entspricht, bezogen auf Standard-
basen, dem Raum der (n x m)-Matrizen und ist isomorph zum R™"™.

Wir kénnen nun analog der obigen Interpretationen hohere Ableitungen definieren

(sei f" == (f')):

f": U — L(R™, L(R",R™)),
f":U— L(R", L(R", L(R",R™)))

usw., oder eben
" UXR" xR - R™, (x,h, k) — f"(x,h, k) = (f"(2)k)h,

wobei die Abbildung linear in den letzten beiden Variablen ist, usw.
Fiir die p-ten Ableitungen f® (einer p-mal differenzierbaren Funktion f) ergibt sich
analog:

fP U x (RY)? = R™, (z,ht, ... k") — f®(x bt ... RP),
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22 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

und diese Abbildung ist linear in den letzten p Variablen.

Fiir die erste Ableitung einer Funktion f hatten wir in Bezug auf die Standardbasis
gezeigt:

n

Fi(x,h) =Y (0:f)(x)hi = (hTV) f(x).

i=1

Fiir die zweite Ableitung erhalten wir entsprechend:

f”(ZL‘, h, k?) = Xn: 8jf,(l', h)k?] = zn: 818]f(x)hzk’j
j=1

3,j=1

= (K'V)(h'V)f(@).
Induktiv ergibt sich (fiir h = (h!,... hP) € (R")P) :

Mit der zweiten Ableitung f” existieren also auch die zweiten partiellen Ableitungen,
die definiert sind durch

9;0:f(x) = f"(z,e:,€5)
(e; bezeichne den i-ten Einheitsvektor der Standardbasis).
f" ist symmetrisch in (h, k):

2.25 Satz (Satz von Schwarz®). Seien U C R" offen und f : U — R™ zweimal
differenzierbar. Dann gilt fir alle x € U:

a) Yh,k € R": f"(x,h, k) = f"(x,k,h).

Beweis. Es geniigt, die erste Behauptung zu beweisen; die zweite Aussage folgt mit
h :=e; und k := e; sofort aus dieser.

Wir zeigen:
(%) i{I}) 8—12{f(x + sh+ sk) — f(x +sh) — f(z + sk) + f(z)} = f"'(x, h, k).

Die linke Seite der Gleichung (x) ist in A und k symmetrisch, so dass die Aussage
a) sofort aus (x) folgt.
Beweis von (x):
Sei 0.B.d.A. m =1 (es geniigt, die Gleichung komponentenweise zu beweisen).
Definiere

F:[0,1] =R, t+— F(t):= f(xr+th+k)— f(x+th).

Hermann Amandus Schwarz, 1843 - 1921
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F ist in (0,1) differenzierbar mit
F'(t)= f(x+th+k,h)— f'(x+th h).
Fiir
Az, h k) =F(1)—-F(0) = f(x+h+k)—f(z+h)— flx+k)+ f(z)
ergibt sich mit dem Mittelwertsatz:

30 € (0,1) : A(z,h, k) = F'(#), also
Az, h, k
= (f'(x+60h+k,h)— f'(z,h)) — (f'(x+0h,h)— f'(x,h))
— (b, 0h + k) + R(z, h, 0h + k)[0h + k| — f"(x, h,0h) — R(z, h, 0h)|0h]
F"(, by k) + R(x, h,0h + &) - |0h + k| — R(x, h, 0h)|6h].

Ersetze nun fiir s > 0 A bzw. k durch s - h bzw. s - k.
Dann folgt (wiederum aus der Linearitdt der 2. Ableitung in den letzten beiden
Argumenten):

A(x, sh, sk) = s*{f"(x,h, k) + R(x, h, s(0h + k)) - |0h + k| — R(x, h, s0h)|0h|}.

(%) folgt nun aus
. A(z, sh, sk)
S )

]

2.26 Bemerkungen. (i) Die Symmetrie von f”(x,-,-) an einer festen Stelle x € U
in den beiden letzten Argumenten gilt auch dann, wenn f in einer Umgebung von
x einmal differenzierbar ist und die zweite Ableitung nur an der Stelle x existiert;
dies folgt sofort aus dem Beweis des Satzes.

(ii) Wiederum (vgl. Bemerkung 2.24) folgt aus der Stetigkeit aller zweiten partiellen
Ableitungen die Existenz von f”, und f” ist wieder stetig in x, falls die partiellen
Ableitungen in einer Umgebung von x existieren und stetig sind.

Wie schon im R! gilt auch fiir U € R" die Taylorsche Formel:

2.27 Satz (von Taylor). Seien U C R" offen, x € U,h € R™ mit |h| so klein, dass
die Verbindungsstrecke von x nach x + h in U liegt, und f € CP(U,R), wobei f®)
differenzierbar sei.

Dann gilt:

Flo+h) = F@) + F@,h) + o+ =P (0, b, h) Ry, h)
p: ~——

p—mal
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24 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

mit R,(x,h) = fPY (4 0h, h... h)  firend e (0,1).
N——

(p+1)—mal

(p+ 1)!

Beweis. Seien

v:[0,1] = R", t+— y(t) ==z +th und
F:[0,1]] =R, t— F(t):= f(~(1)).

F(1) = F(0) + F'(0) + +$ (0) (p+11)' TE(6)
fir ein 6 € (0,1).
Aus
Fi(t) = f'(y(t), 7' (1) = f'(v(t), h),
FU(t) = f'(y(t), h.A (1) = f"(7(t), b, D),
FO@) = fP(y(t),h,...,h) und
—-mal
F(1) = f(z+h)und F(0) = f(x)
folgt die Behauptung. O]

Fiir stetiges f®*Y erhalten wir (mit demselben Argument) fiir das Restglied die
Darstellung

1 1

1 1
R,(x,h) = ,/(1 tYPFPHD (1) dt = '/(1—t)pf(p+1)(:z:+th, h,...,h)dt.
p p- N——
0 0 (p+1)-mal

Vektorwertige Funktionen f kénnen wir komponentenweise mit der Taylor-Entwicklung
darstellen; die Zwischenstelle in der Restglieddarstellung ist dann jedoch von Kom-
ponente zu Komponente verschieden (6 =6,, j=1,...,m).

Der Begriff der , Taylorreihe“ iibertragt sich fiir beliebig oft differenzierbare Funk-
tionen analog.

Wir fithren nun noch eine bequeme Schreibweise fiir die Ableitung ein.
Es ist

fO b, )= Y 0 0 f(@)hi, e by,

© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher 25

Wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen kann man von den n* Sum-
manden einige zusammenfassen; die ,, Multiindizes* erméglichen eine elegante Schreib-
weise, die an den R! erinnert.

Fir a = (ay,...,a,) € (Ny)" sei

9% = 9N ... Qo
R = ROt hon

al = (aq!)----- (cv,!) und

la] = o+ + .
Bei vorgegebenem «, k := |a|, gibt es insgesamt (al!)”’f!.(an!) = % Summanden, die
den Faktor

AR oo f(x)hST - - - - hor = 0% f(x)h™

enthalten. In dieser Schreibweise ist also

und die Taylorformel wird zu

p
1 (03 o
Fla+h) = 373 0 @)t + Ryl )
k=0 |a|=k
o1
= Z aé)"‘f(:c)h“ + R,(z,h)

aeng
Wie im Falle einer Veranderlichen lassen sich nun Kriterien fiir die Existenz lokaler
Extrema angeben.

2.28 Definition. Seien U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Dann heifit
a € U ,kritische Stelle von f“
: & YheR™: f'(a,h) =0 <& Vf(a)=0.

2.29 Satz. Sei a lokale Extremalstelle der differenzierbaren Funktion f. Dann ist a
kritische Stelle von f.

Beweis. Sei 0.B.d.A. a eine lokale Maximalstelle, d.h.: Vo € V : f(z) < f(a),
wobei V' = V(a) eine Umgebung des Punktes a bezeichnet. Sei ¢ > 0 so klein, dass
B(a,e) C V.

Fiir h € B(0,e) C R™ definiere

F:[-1,1] = R, t— F(t):= f(a+th).
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26 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Dann ist fiir alle t € [—1,1] : F(t) < f(a) = F(0), also 0 = F'(0) = f'(a, h).
Aus der Linearitdt der Ableitung in der zweiten Komponente folgt hieraus die Be-
hauptung. O

Im folgenden wollen wir die Entscheidung, ob ein Extremum vorliegt, mit Hilfe der
zweiten Ableitungen treffen. Dazu folgende Definition:

2.30 Definition. Sei U C R" offen und f: U — R zweimal differenzierbar. Dann
heif3t

Hess;(z) := (8;0;f(z ))U 1,

die ,,Hessematrix“” von f an der Stelle z € U.

Nach dem Satz von Schwarz 2.25 ist diese Matrix symmetrisch. Fiir eine skalarwer-
tige Funktion f: U — R erhalten wir damit folgende Darstellung der Taylorformel:

flx+h)=flx)+ (Vf(z),h) + %<HGSSf($)h, h) + Rs(z, h).

Die Rolle der zweiten Ableitungen spielen nun ,,quadratische Formen“

= Z Z Gijhih; .

i=1 j=1

mit h = (hl,...,hn) ERn, qij € R.
Die quadratische Form Q(-,-) heifit

»positiv (semi)definit“ | falls gilt: Yh # 0 : Q(h, h) > 0,
,negativ (semi)definit®, falls gilt: Yh # 0 : Q(h, h) < 0u

=)
indefinit* , falls gilt: 3pL, A% : Q(AL, AY) < O A Q(h2 h2) > 0.

Ist ((gi;)) symmetrisch — was fiir ¢;; = 0,0;f der Fall ist — so ist die Matrix
diagonalisierbar; es gibt also eine Basis des R™ aus Eigenvektoren von ((gi;)) zu
reellen FKigenwerten. () ist positiv definit, falls alle Eigenwerte positiv sind usw.

Die uns interessierende quadratische Form ist gegeben durch f”(z, h, h) = (Hess¢(z)h, h).
2.31 Satz. Seien f : U C R* — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
und a € U kritische Stelle von f. Dann gilt:

Ist Hesss(a) positiv / negativ definit, so ist a Minimal- / Maximalstelle von f. Falls
Hesss(a) indefinit ist, ist a keine Extremalstelle von f.

"Ludwig Otto Hesse, 22.4.1811 — 4.8.1874
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Beweis. Aus der Taylorschen Formel und der zweimaligen stetigen Differenzierbar-
keit von f ergibt sich fiir h € R", |h| geniigend klein, und 6 € (0,1):

flath) = fla)+ f'(a) + 5 f"(a+0h, )
= f(a)+ %f”(a, h, k) +r(a,0h)|h|?

mit |r(a,0h)| — 0 fiir |h| — 0.
Die positive Definitheit von f”(a,-,-) bedeutet:
Ip > 0: f"(a,h,h) > plh|* Vh € R™\ {0}.

Wiihle € > 0 so klein, dass fiir alle h € R™ mit |h| < e gilt: |r(a, h)| < p/4 .
Dann folgt:

Vh e R\ {0}, |h <e: fla+h) = fla) > Z[h* > 0;

also liegt ein lokales Minimum in a vor.
Im Falle der negativen Definitheit von f”(a,-,-) geht man analog vor.
Sei nun f”(a,-,-) indefinit, d.h.:
Jhg, ko € R", |ho| = |ko| =1 : f"(a, ho, ho) =: po >0, f"(a, ko, ko) =: ng < 0.
Mit derselben Argumentation wie oben zeigt man:

Je>0 VteR\{0}, |t <e: flatthy)> fla)A fla+th) < f(a).

In a kann somit kein lokales Extremum der Funktion f vorliegen. O]

2.32 Beispiel. Es seien «, 3, die drei mit einem Fehler gemessenen Winkel eines
Dreiecks. Die ,,wahren Werte“ seien ,a+x,+y und v+ 2z = v+ (0 —x — y), wobei

=7 — (a4  + ) der gegebene Gesamtfehler sei. Die Fehler x und y sollen so
bestimmt werden, dass die Summe iiber die Fehlerquadrate minimal wird. Gesucht
ist also ein Minimum der Funktion

f R =R, (z,9)—2*+y*+(0—2—y)

Die Ableitung

[ 4 +2y—26
Vi@y) = ( 2x+4y—25)

verschwindet fiir a = g(})
Die Hesse-Matrix L9
H =
ess¢(z,y) (2 4)
hat die Eigenwerte \; = 2 und Ay = 6 und ist somit positiv definit. Folglich liegt in
a ein Minimum vor, d.h.: Die Summe iiber die Fehlerquadrate wird minimiert bei

Drittelung des Gesamtfehlers.
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28 2. Funktionen mehrerer Verdnderlicher

2.33 Beispiel (Methode der kleinsten Fehlerquadrate). Im R? seien n > 2 Punk-
te (x;,y:),7 = 1,...,n, gegeben, wobei mindestens zwei der z; sich unterscheiden
mogen. Gesucht ist eine ,, Ausgleichsgerade g*,

g:R—>R, z~g(x):=ar+0,
mit der Eigenschaft, dass

n n

Z(yi —g(x))* = er = |r|* mit r == (1, ...,7)

=1 i=1
minimal wird (,kleinste Fehlerquadrate®). Seien z := (o, 8)T, v := (y1,...,yn)"

und
n

FR =R, 2o f(2) = =) (4 — ami — B)*.

i=1
ry 1
Da [r]? = (—Az + y)T(—Az +y) = 2T AT Az — 22T ATy + yTy fiir A :=
T, 1
ist, ergibt sich fiir die Ableitungen:

Vf(z) =24TAz — 24Ty und f(z) = 24T A.
Fiir eine kritische Stelle @ muss gelten:
AT Aa = ATy (, Normalgleichung*) .

Man sieht sofort aus (AT Ah, h) = |Ah|?, dass die Matrix AT A positiv definit ist,
falls ker A = {0}, d.h. falls rg A maximal ist. Dies ist hier der Fall, da sich zwei der
x; voneinander unterscheiden.

Als letztes Beispiel besprechen wir die konvexen Funktionen.

2.34 Definition. Eine Menge M C R™ heifit ,konvex“, wenn mit z; und x5 auch
die Verbindungsstrecke
z1 +t(zy —x1), t€10,1], zu M gehort.

Beliebige Durchschnitte konvexer Mengen sind offenbar konvex.

2.35 Definition. Sei U C R" offen und konvex.

(i) Dann heiit f: U — R , konvex* : <
Ve, xe €U, x4 7£ X9, Vt € (0,1) :

flzy +t(xy — 21)) < fon) +t(f(22) — f(21)).
Gilt sogar ,,<“, so heifit f ,streng konvex“.

(ii) f heiBlt ,(streng) konkav® :< —f ist (streng) konvex.
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2.36 Bemerkung. (i) Man kann zeigen, dass konvexe Funktionen stetig sind und
dass die einseitigen Ableitungen existieren.

(ii) Seien U C R™ offen und konvex und f : U — R zweimal differenzierbar. Man
kann zeigen, dass dann gilt:

Wenn f” in U positiv definit ist, so ist f in U streng konvex.

Wenn f” in U positiv semidefinit ist, dann ist f in U konvex.

d) Extrema unter Nebenbedingungen

Ebenfalls hdufig in der Praxis auftretende Probleme sind die ,, Extremwertaufgaben
unter Nebenbedingungen*:
Es soll das Extremum zy, € R™ der Funktion f : R" — R unter den m (m < n)
,Nebenbedingungen*

g1(z0) =+ = gm(20) = 0

gefunden werden. Hierbei sind die g; : R™ — R Funktionen.

Eine erste Idee zum Losen dieser Aufgabe ist, aus den Nebenbedingungen durch
Auflésen Gleichungen fiir die letzten m x; (o =: (z0;)j;) zu erhalten, diese Aus-
driicke in die Funktion f einzusetzen und dann die Extremstellen zu berechnen.

2.37 Beispiel. Seien f : R? - R, (z,y) — f(z,y) == 22 +y*> und g : R* —
R, (z,y) = g(z,y) =x+y— 1.

Die Funktion f hat nur im Punkt (0,0) eine Extremalstelle (ein Minimum), aber
die Nebenbedingung ist nicht erfiillt, da ¢(0,0) = —1 # 0 ist. Nun gilt:

g,y =0ey=1-u=u.

Definiere h : R — R, z + h(z) := f(x,1 — z). Die Funktion A hat ein Minimum in
r=1/2 d.h. (1/2,1/2) ist die Losung unserer Extremwertaufgabe.

Im allgemeinen ist eine Elimination — wie im obigen Beispiel vorgenommen —
jedoch zu aufwindig. Neuer Ansatz (fir n =2,m = 1):

Aus g(z,y) = 0 folge: es gibt Funktionen ¢, : [a,b] — R mit: x = (), y = ¥(¢)
und (¢', ") # 0. Definiere h(t) := f(p(t),1(t)) und suche ¢y € [a, b] mit:

0 = h'(to) = (O1f)(¢(to), ¥(t0))¢' (o) + (02f)(@(t0), ¥ (t0))¥' (o).
Aus g(¢(t),9(t)) = 0 folgt aber auch:

d

0= —9(e(t), ¥(t)) =10 = ((019) (0, )" + (D29) (0, )Y") (to) = 0, also

nf(e, ) Oaf (1) @’ — R i
( alQ(%W 829(80’1/}) ) ( 77Z)/ )|t—t0 o 0’ wobe (SO ’,QZ}) 7é 0 ist.
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Also sind (V f)(¢(to), ¥ (to)) und (Vg)(p(to), ¥ (to)) an der kritischen Stelle ¢y linear
abhéngig, d.h.: I ER: (Vf+ )\ng)‘ =0.

(¢:9)(t0)

Sei rgVg = 1 (rg Vg bezeichne den Rang von Vg). Aus den Gleichungen (zg :=
©(to), yo == ¥ (to))
(V) (o, 0) + AoV g(xo,40) = 0,

g(:r;o,yo) =0

lassen sich xy und g direkt bestimmen, ohne dass nach ¢ aufgelost werden muss.

(2-1)

Allgemein: Definiere F': R” x R™ — R, (x,A) — F(x,A) == f(z) + > Nigi(x).
i=1
Dann entsprechen die Gleichungen (2-1) der Bedingung: V F'(xg, A\g) = 0, da

Vi) + i":lwwx)

VF(z,\) = 01(2)

gm(l’)

2.38 Beispiel. Wir wollen mit obigem Ansatz die Extremwertaufgabe unter Ne-
benbedingung 16sen, die im Beispiel 2.37 bereits behandelt wurde. Es ist

F:RExR—=R, (r,y,\) = Fla,y,\) =2 +y* + Maz+y—1),

also 20+ A
VF(z,y,\) = 2+ A
r+y—1

VF<17071UO, A0) - O liefert: To = 1Yo = ]_/2’ AO — _1

Der Vektor A € R™ heifit ,, Lagrangescher Multiplikator*.

2.39 Satz. Seien f : U CR" = Rundg; : U CR" =R firj=1,...,m, m<
n, stetig differenzierbare Funktionen, und sei rgVg(x) = m fir alle x € U. Sei
M = {z € Ulgj(z) =0 Vj € {1,...,m}}. Hat dann f|y in xg € M sein lokales
Extremum, so gibt es Ao = (Mo1,---, Aom)’ € R™ mit folgenden Figenschaften:

(1) V f(2o) + 252, Ao,;Vgj(zo) = 0.
(ii) Die Funktion

F:UxR" CR™™ 3R, (2,)) = F(z,)) = f(2) + > Ajg;(x)
=1

besitzt in (xg, \o) eine kritische Stelle, d.h. VF(xg, A\g) = 0.
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Wir verwenden im Beweis eine Aussage iiber die Auflosbarkeit der Gleichung g(x) =
0, welche spéter bewiesen werden wird (Satz {iber implizite Funktionen).

Beweis. Vg hat Rang m, d.h. es gibt m Indizes 74, ...,1,, derart, dass die m x m-

0
Matrix 9(0) invertierbar ist.

3(1‘1-1,, e ,.Cli‘im)
Ohne Einschrankung gilt 4y = 1,..., 1, = m. Nach dem Satz {iber implizite Funk-
tionen kann g = 0 aufgelost werden in einer Umgebung von zg = (29,...,2% ..., ug),
=:ug

dabei sei allgemein x = (x1,...,Tm, U1, ..., U,); T = @©(u), : RP — R™, =

g (1 2 1 p) p(u), ¢ p
n—m. B

G(u) := f(¢(u),u) hat ein Extremum in ug. Daraus folgt in wy:

0G I~ Of dp; Of .
= = - =1,...
0 8ul jz:; axj 8’&7, + aui’ ! ’ P

bzw.
L_0G_9f e 0f
C Ou 0T Ou  Ou

Durch Ableiten von g(p(u),u) = 0 erhalten wir 0 = g—% e 4 % und damit

op __ (09\ " 99
ou oz ou

d.h.

of _of (99" g _
oz ou '

ou 0z

-1
Setze \g = (A),...,\0) := g(xo) <@(3§0)) , so folgt also in (g, \o):

0% 0T

of 99

— 4+ X=—=0

ou * *Ou
und (aus Def. von o)

of g

— 4+ X==0

oz o T
d.h. Aussage (i). Ferner gilt sowieso g(x¢) = 0 und damit V, ) F(zo, Ao) = 0, also
(ii). 0
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2.40 Bemerkung. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass xy € R" eine Extre-
malstelle von f|, ist, ist die Definitheit der Hessematrix Hessg(xg, Ag), hierbei seien
F und \g wie in der Formulierung des Satzes definiert. Denn dann gilt z.B.

F(l‘g,/\g) S F([E,)\()) Vx € (]7
das bedeutet aber insbesondere:
f(xo) < f(x) Vo e M.

An dieser Argumentation sieht man, dass bereits die Definitheit der , linken oberen
Ecke®, d.h. der Matrix (E)ﬁjF(mo, AO))?jzl geniigt

Abschlieflend wollen wir mit Hilfe des Satzes 2.39 quadratische Formen untersuchen.

2.41 Beispiel. Sei A = (aij)jjzl eine symmetrische Matrix. Definiere

fR" =R, z— f(x) = (z,Az) = Z LT

ij=1

Wir suchen die Extremalstellen von f auf der Sphire S"~!:={x € R": |z| = 1} C
R™. Unsere Nebenbedingung wird somit bestimmt durch

g:R" =R, 2 g(z):=1-—|z|>.

Da S™! Cc R" abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt ist, nimmt die stetige
Funktion f das Maximum auf S" ! an, d.h. es gibt ein zp € S*! mit f(zg) =
max,egn-1 f(x). Nach Satz 2.39 existiert ein Ay € R mit V f(z) + \Vg(zg) = 0.
Wegen V f(z) = 2Ax und Vg(x) = —2z folgt

A$0 — )\01’0 = 0,

d.h. xg ist ein Eigenwert von A. Da A symmetrisch ist, existieren n reelle Eigenwerte
A1y, A, und eine zugehorige Orthonormalbasis {uy,...,u,} aus Eigenvektoren.
Fiir jeden Eigenvektor u € S"! zum Eigenwert \; gilt f(u) = (Au,u) = (\ju,u) =
Aj. Sei 0.E. Ay > -+ > \,. Dann ist Ay = max,cgn-1 f(z), und das Maximum wird
an einem Eigenvektor zum Eigenwert A\; angenommen. Falls \; > Ay, so wird das
Maximum genau an der Stelle ¢y = u; angenommen.

2.42 Beispiel (Portfolio-Optimierung). Ein Anleger habe die Wahl, sein Kapital
in einer festverzinslichen Anleihe mit 2% Zinssatz oder in Aktien zu investieren. Fiir
die Aktie seien nach einem Jahr zwei Zustdnde moglich: Boom mit 10% Ertrag und
Rezession mit 5% Verlust. Beide Zustidnde seien gleichwahrscheinlich. Das heutige
Vermogen sei 10 (Rechnungseinheiten), der Besitz eines Kapitals der Grofie z bringe
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dem Anleger einen Nutzen von In z (Nutzenfunktion, Modell!).
Wieviel Kapital soll der Anleger in Aktien investieren? Ansatz:

x1 := in festverzinsliche Anleihe investiert,
Ty := in Aktien investiert,
r = (1,19).
Nutzen:
Boom:  In((1+ )z + uxs),
Rezession:  In((1 + )z + dxs)
mit

r:=0,02, w:=1,1, d:=0,95.
Durchschnittlich zu erwartender Nutzen:

flx) = %ln((l + 1)z + uzy) + %ln((l + 7)xy + dxg).

Nebenbedingung, mit K := 10:
g(x) :=x1+20— K =0.
Mit

Vf(:v)—l IL+r n 1+7r u n d
2\ (1 +r)zy fury  (L+r)ay +doy’ (14+7)o +uxe  (14+7)z +day )’

Vg(x) = (1,1)

liefert der Lagrange-Ansatz

1+7r 14+7r U d

= -
(1+7r)zy+ure (147 +dre  (1+7r)zy Fure  (14+7)x) + dog

und daraus
171 + asrs = 0
mit
1+7r 1+r . U d
T ltr—u 14 r—d az;l—i—r—u—i_l—kr—d'
Die Nebenbedingung liefert

aq

(%) (@51

K7 Ty =
Qg — a1 — Qg

1 u L d
T = —— )
! 2\1+r—u 1+r—d

Mit eingesetzten Zahlen, auf zwei Stellen gerundet: z; = 0,89, xo =9, 11. (Fiir eine
Maximaleigenschaft wire natiirlich noch die zweite Ableitung zu untersuchen.)

Ty = K,

und damit
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3. Kurven und Flachen

a) Weglingen

Wir haben schon in einigen Beispielen Wege, d.h. stetige Abbildungen v : [a, b] — R™
kennengelernt. Wege konnen einen recht willkiirlichen Verlauf nehmen, z.B. kénnen
sie im R? eine Dreiecksfliche ganz ausfiillen (Peanokurven u.a.). Wir betrachten nun
,glattere® als stetige Wege.

3.1 Definition (i) Ein ,Weg" ist eine stetige Abbildung v : [a, b] — R". Ist v an der
Stelle sg € [a,b] (stetig) differenzierbar, so heifit der Weg ,,an der Stelle s, (stetig)
differenzierbar®.

(ii) Ist ~y tiberall stetig differenzierbar und ist 4/(s) # 0 fiir alle s € (a, b), so heifit v
Helatt.

(iii) Der Weg v heifit ,stiickweise glatt®, falls er aus endlich vielen glatten Wegen
zusammengesetzt ist.

(iv) Fiir glatte Wege (oder die glatten Teilstiicke eines stiickweise glatten Weges)
definieren wir den ,, Tangenteneinheitsvektor durch

t:(a,0) = R, s t(s) =7'(s)/|7(s)].

3.2 Beispiel Seiy:[—1,1] = R? ¢+ (t) definiert durch

(1) = (=t2,0) fir —1<t<0
TEEN (0,42) fir 0<t<1.

Dann ist v stetig differenzierbar mit

() = (=2t,0) fir —1<t<0
(0,2t) fir 0<t<1,

aber v ist nicht glatt, da +/(0) = 0 ist; v ist jedoch stiickweise glatt, da 10 und
7‘[071] glatt sind.

Fiir stiickweise glatte Wege léasst sich die euklidische Léange erkléren:

3.3 Definition Fiir einen stiickweise glatten Weg ~ : [a,b] — R™ sei ,die Lange
L(y) des Weges ~* erklart durch

b

Liy) = / 7 (s)] ds.

a
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3.4 Beispiele (i) Sei v : [0,1] — R", s — v(s) := a + s(b — a) die Strecke von
a € R" nach b € R". Dann ist

1 1
:/W(s)| ds:/|b—a| ds = b—al.
0 0

Dies entspricht dem euklidischen Abstand der Punkte a und b.
(i) Sei v : [0,27] — ]R2 s 7(s) :== ($°°) die Kreislinie. Dann ist

sin s
2

/\fy |d3—/’<czlsr;s) ds:/lds:%r,
0

also die ,iibliche* Lange.

Die Definition der Lénge eines Weges motiviert sich aus den folgenden Eigenschaften:

(1) Fir Strecken erhélt man den euklidischen Abstand.

(2) L ist additiv, d.h. fiir a < b < ¢ und stiickweise glatte Wege
o a, b = R, v i [b,c) = R"und v : [a, ¢] = R" mit Yjup) = 71, Vpg = V2
gilt: L(v) = L(m) + L(72).

(3) Die Lange L(vy) eines Weges ~ : [a,b] — R” héngt in dem folgenden Sinne
stetig von ~ ab:
Sei (7,)n eine Folge stiickweise glatter Wege, 7,7 : [a,b] — R™, mit

Tim oy, =]l = lim (sup (Ja(s) = ¥(s)]) + sup (J9.(s) =+(s)])) =0,

s€[a,b] s€a,b]

dann gilt: lim L(vy,) = L(v) .
n—oo

Man kann zeigen (durch Approximation von " durch Treppenfunktionen), dass die
obengenannten Eigenschaften die Abbildung L, die einem stiickweise glatten Weg
eine Lange zuordnet, eindeutig bestimmen. Hierbei ist von grofler Bedeutung, dass
die Approximation in C!, d.h. im Raum der stetig differenzierbaren Funktionen, und
nicht etwa nur in C°, vorgenommen wird. Siehe hierzu das folgende

3.5 Beispiel Der Weg «v : [0,1] — R?, s — v(s) := (S) wird in C?, d.h. beziiglich
der Supremumsnorm, approximiert durch die ,Sigezihne® v, : [0,1] — R? s
Tn(S) == (ans(s)) mit

s fﬂr0§s§2in
1 ..
2.5 —s fur2in§3§22ln
an(s) = : .
2" —1) - 5 A <s<1.

Dann ist L(y) = 1 und L(v,) = V2.
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Die Léange L hat ferner die folgenden Eigenschaften:

(4) Seien a € R™ und A : R” — R" eine lineare Abbildung mit (Ax, Az) = 1 fiir
alle z € R™ (d.h. A ist eine Isometrie). Dann gilt fiir alle stiickweise glatten
Wege ~:

L(Ay +a) = L(v) .

(5) Die Lénge eines stiickweise glatten Weges «y ist unabhéngig von der Parame-
trisierung des Weges in folgendem Sinne:
Sei ¢ : [¢,d] — [a,b] eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢/(5) > 0 (Vs €
[c,d]). Dann gilt fiir v : [a,b] — R, s — 7(s) und 7 : [¢,d] - R", § —
7(5) :==v(e(s)) die Gleichheit L(¥) = L(7), denn

L) Z/W(@)I d’f?:/lv’(so(@)l 'S ds

d o(d)
— [l ¢@ &= [ ) ds=L0).

v(c)

Die Moglichkeit, verschiedene Wege durch Umparametrisierung ineinander zu iiberfiihren,
motiviert die folgende Definition von Aquivalenzklassen:

3.6 Definition Zwei stiickweise glatte Wege v : [a,0] — R™ und 7 : [¢,d] — R"
heiflen | Aquivalent, wenn eine Parametertransformation ¢ : [¢, d] — [a, b] existiert,
d.h. eine stetig differenzierbare Funktion mit ¢/(s) > 0 fiir alle 5 € [¢,d] mit :

7(8) =(p(5)) Vs € [e,d].

Jede solche Aquivalenzklasse heifit , orientierte stiickweise glatte Kurve® (die Orien-
tierung wird festgelegt durch das Vorzeichen der Ableitung der Parametertransfor-
mation).

Wir sind insbesondere an einer ausgezeichneten Parameterdarstellung interessiert,
namlich an dem ,nach Bogenlidnge parametrisierten Repréasentanten v* einer Kurve,
fiir den gilt: |7(s)| =1 (Vs). Gesucht ist also eine Funktion ¢ € C!([c, d], [a, b]) mit
(o) > 0 fir o € [c,d], so dass bei gegebenem stiickweise differenzierbarem Weg
v : la,b] — R™ fiir

T e d = R, 0 7(0) = 1(0(0))

gilt:  [7'(0)] =1 Vo € e, d].

Sei ¢ : [a,b] — [0, L], (s):= [|7(s)|ds und ¢(s) := ¢~*(s) die Umkehrfunktion
von . 1(s) = o heifit ,,Bogenléigge“ von . Dann gilt |7/(0)| = 1.
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3.7 Beispiel Fiir a,b € Rt definiere

v:[0,27] = R%, s> q(s) = (GCOSS) = (w) ;

bsin s Y

(7 beschreibt eine Ellipse); dann ist

o= (75| - e
COS s

d.h. die Bogenlédnge ist

o =1(s) :/\/a251n2t+62(3082t dt .
0

Dies ist ein elliptisches Integral und i.a. nicht elementar berechenbar. Fiir den Spe-
zialfall des Kreises, d.h. @ = b =: r, ergibt sich: o = r - s bzaw. (o) = 2.
Fiir /
coso/r
5 :[0,2mr] — R? — (o) = =r-
7 10.200] 5 B 004300 = alofr) = (o)
gilt: |7'(0)| = 1; das ist die gesuchte ausgezeichnete Darstellung.

Sei im folgenden v : [a,b] — R" ein differenzierbarer Weg mit |y/(s)| = 1 fiir s €
[a,b]. Dann ist Tangenteneinheitsvektor ¢(s) gegeben durch ¢(s) = +/(s) Vs € [a,b].
(7/(s) ist der ,,Geschwindigkeitsvektor®.) Ist v zweimal differenzierbar, so heifit v"(s)
,Kriimmungsvektor” oder ,, Beschleunigungsvektor” zu  im Punkt v(s). Tangenten-
und Kriimmungsvektor stehen senkrecht aufeinander, wie die Differentiation des
Ausdrucks (7/(s),7'(s)) = 1 beweist. Ist v”(s) # 0, so sind +/(s) und 7”(s) linear
unabhéngig. Die von +/(s) und " (s) aufgespannte Ebene heifit ,,Schmiegebene in
~(s). Der Ausdruck x(s) := |y"(s)| heifit , Kriimmung® von v in ~(s).

3.8 Beispiele (i) Fiir a,b € R” mit [b] = 1 und 7 : (—o0,00) = R™, s+ 7(s) :=
a+ sbgilt: Vs: k(s) :=]7"(s)] =0.
(ii) Seien a,b € R™ orthonormiert und m € R™. Definiere v : [0, 27r] — R", s+

v(s) == m +r(acos? + bsin?) (v beschreibt einen Kreis mit Mittelpunkt m und
Radius r). Dann sind

()| = y/laf? - sin®(s/r) + [b]? cos2(s/r) = 1 und
1

v'(s) = ——(acosf—I—bSinf), also ist
r r r
1

k(s) = ot

(iii) Beliebigen zweimal differenzierbaren Kurven  kann man einen , Kriimmungs-
kreis“ zuordnen, der die Kurven von zweiter Ordnung beriihrt.

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



38 3. Kurven und Flichen

b) Kurven in der Ebene und im Raum

Wir behandeln zuniichst ebene Kurven: Sei v : [a,b] — R? | s +— 7(s) := ( z(s) )

eine ebene Kurve mit |y/(s)| = 1 fiir s € [a, b]. Dann ist

die Tangente, und es sei

die ,Normale*.

Tangente und Normale stehen senkrecht aufeinander fiir alle s € [a,b] und sind
ungleich 0. Es existieren somit Abbildungen «, 3,9, ¢ : [a,b] — R mit

t'(s) = a(s)t(s) + B(s)n(s)
und  n'(s) = (s)t(s) +e(s)n(s).
Diese Funktionen lassen sich leicht bestimmen:

a(s) = (t(s),t'(s)) =0, da [i(s)| = 1,
Bls) = (H'(s),n(s)) = =(n'(s),(s)) = —0(s), da (n(s),t(s)) = 0 und
e(s) = (n'(s),n(s)) =0, da |n(s)| =

Also lauten unsere Gleichungen:

() = (50) )

und |B(s)| = k(s) (k(s) := |t'(s)| bezeichnet wieder die Kriimmung).

~

Diese Gleichungen heifien ,,Frenetsche Gleichungen® im R?“.

(s) = (C?S a(s)) |
sin a(s)
wobei a(s) den ,, Kontingenzwinkel“ bezeichnet (also den Winkel, den die Tangente
mit dem Vektor (1,0) einschliet), so ist

Schreiben wir

— sin a(s)

()=’

Folglich ist 5(s) = o/(s).

) =)t

cos a(s)

8Jean Frédéric Frenet, 7.2.1816 — 12.6.1900
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Wir betrachten nun Raumkurven
vila,b] =R s q(s) = | yls)

mit |7/(s)| = 1. Wiederum bezeichnen

t(s) = ~'(s) die Tangente und
t'(s)
[#(s)]
(Es gilt (¢(s),n(s)) =0, da |[t(s)] = 1.) Um eine Basis des R? zu erhalten, benétigen
wir eine dritte vektorwertige Funktion b, die die folgenden Eigenschaften haben soll:

Vs € [a, b]:

die Normale.

L. (t(s),b(s)) =0 A (n(s),b(s)) =0
2. det(t(s),n(s),b(s)) =1
3. |b(s)] = 1.

b heif}t ,Binormale“ und ist definiert durch

b(s) :=1t(s) x n(s).

Hierbei ist fiir zwei Vektoren a = (ay, as,a3), b = (b1, by, b3) € R? das , Kreuzpro-
dukt a x b“ erklart durch:

Clng - ang
axb:= a3b1 — a11)3
a1b2 — a261

Wie zuvor kann man nun die Vektoren ¢'(s), n'(s) und ¥/ (s) bzgl. der Basis {t(s), n(s), b(s)}
darstellen, und wir erhalten durch dhnliche Uberlegungen wie fiir ebene Kurven die
Frenetschen Gleichungen im R3:

t'(s) 0 K(s) t(s)
n'(s) | = —k(s) 0  7(s) n(s)
b(s) 0 —7(s) O b(s)

Hierbei ist

7(s) = (n(s), b(s)) = (=V/(s), n(s))
die ,, Windung*“ (oder ,, Torsion*) von 7. Es gilt (zur kiirzeren Schreibweise verzichten
wir auf das Ausschreiben der Variablen s):

P = ) = (k) = ()
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= (t,nx (t—// + (1)’t’)> = i(t ' x ")
’ K K K2

1 1
= Eh/?,yu % 7///) — ?detW/,V”,VW)-

3.9 Beispiel Betrachten wir die Spirale

r-cosks
7 :(—00,00) = R* s+ | 7-sinks
c-ks
. I 1 .
mit k = WA Dann sind
—rsinks —rcosks rsin ks
Y(s) =k rcosks |, ~'(s)=k*| —rsinks |, +"(s)=k*| —rcosks
c 0 0
Wir erhalten somit:
V() = 1,
1 c
T(S) = /12(8) det(fy’(s), 7/1(3)7 ’7/”(8)) = 7"2—"’02 :

c) m-dimensionale Flichen im R”

3.10 Definition Sei U C R™ offen, m < n. Die Abbildung v : U — R" sei stetig
differenzierbar und 7' : U — L(R™, R"™) habe fiir alle v € U den Rang m. Dann heif}t
v (Parametrisierung oder) ,, Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Flache“ in
R™ (,,m-Fliche®).

Im Falle m = 1, also fiir eine 1-Flache, erhélt man gerade einen glatten Weg. Auf-
grund der Rangbedingung ist fiir jedes feste u € U

7(h) == ~v(u) ++'(u,h), heR™,
ebenfalls Parameterdarstellung einer m-Fliache. 7 ist in A linear, d.h. R(7) ist ein
affiner Unterraum des R", durch den R(7) in der Nahe von 7(u) approximiert wird.

T ist ,,die“ Parameterdarstellung des m-dimensionalen Tangentialraums fiir v im
Punkte ~(u).
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3.11 Beispiel (Rotationsfliichen im R?) Anschaulich ist eine Rotationsfliiche die
Menge von Punkten, die man erhélt, wenn man eine ebene Kurve um eine Achse,
die in der Kurvenebene liegt und die Kurve nicht schneidet, dreht. Als 2-Fldche ldsst
sich eine Rotationsfliche durch

f(u) cosv
Y(u,v) = f(u) sinv
9(u)

mit f(u) > 0 und f'(u)? + ¢'(u)? > 0 beschreiben. Nehmen wir also beispielsweise
f(u) = u als Radius und v als Winkel im R?, so variiert v(u, v) fiir festes u nur mit v
und beschreibt eine Rotation. Zur Uberpriifung, dass durch ~(u,v) tatsichlich eine
2-Flédche beschrieben wird, berechnen wir

f'(w)cosv  —f(u)sinv
v (u,v) = | f'(u)sinv f(u) coswv
9'(u) 0

und sehen, dass rg(7’) = 2 ist.

3.12 Definition Zwei Parameterdarstellungen v : U C R™ — R", 7 : UcCR™—
R™ von m-Flédchen heissen dquivalent: <

30 :U - U Diffeomorphismus mit 7 =~vo0®.

Man schreibt v ~ 7. Die durch die Parameterdarstellungen v und 75 beschriebenen
m-Fliachen haben die ,,gleiche Orientierung®, wenn det ® > 0 ist.

Eine spezielle Parameterdarstellung v = (71, .. .,7,) einer m-Fléche ist durch:
n(u) = wu
Ym (u) = Unm

Ymr1(u) = fi(u)

/Yn(u) = fn—m(u)
mit u € U C R™ und f; € CY(U,R) (i =1,...,n —m) gegeben, denn es gilt:

1 0

) = o ... 1
L X R
alfnfm e amfnfm
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und damit rg(y/(u)) = m. Wir werden nun zeigen, dass jede m-Fliche (bzw. die zu-
gehorige Parameterdarstellung) lokal dquivalent ist zu einem  dieses speziellen und
einfachen Typs. Dabei wenden wir wieder den Satz von der lokalen Umkehrbarkeit
an, der spéter bewiesen wird.

3.1 Satz. Seiy: U C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-Fldche. Fiir
ein ug € U gelte

v .- Oam
det : : (uo) # 0.
OYm - OmYm

Dann gibt es eine Umgebung W von ug mit
v‘w ~~:V =>R",

wobei V- C R™ offen geeignet gewdhlt werden kann und 71 (v) = vy, ..., Ym(v) = U
sowie ?m—&-l(v) =N (U)> - a%n(v) = fn—m(v) ist.

Beweis. Man betrachte die Abbildung

T (u)

UV:UCR"™ - R™, ¥(u):= :
Y (1)

Nach dem Satz von der lokalen Umkehrbarkeit, der sich aufgrund der Vorausset-
zungen des Satzes anwenden ldsst, gibt es eine Umgebung W von uy und eine
offene Menge V' C R™, so dass \Il| : W — V ein Diffeomorphismus ist. Sei

w

¢ = (\IJ )71 V- Wund 5 := yo0® : V — R”. Dann sind v und 7 &qui-
valent, und es gilt nach Konstruktion:
:}//j(’l]):?)j, jzl,,m

]

3.13 Beispiel (Stereographische Projektion) Es sei v: R?* — S%\ (0,0, —1)7 gege-
ben durch

2u
() = — 2
T T+ \ (2 o |

dann wird der R? auf die , gelochte Kugeloberfliche (ohne Siidpol)“ abgebildet. Es
gilt:

0 0
v(0,0)=1| 0 und  lim y(a, o) = 0
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Anschaulich ist die stereographische Projektion die Abbildung, die jedem Punkt
P der z-y-Ebene den Schnittpunkt der Einheitssphire (mit Mittelpunkt im Ko-
ordinatenursprung) und der Geraden, die durch den Punkt P und den ,Siidpol®
S = (0,0, —1)T verliuft, zuordnet. Es gilt:

9 1—u?+? —2uv
/ 2 2
V(u,v) = ——F5—55 —2uv l+u —w :
(1 4+ u?+v?) oy o

also Rang (7)) = 2.
Fiir die Anwendung von Satz 3.1 berechnen wir:

o Oom . 4 (2 242
det<am 8272)_—(1+u2—|—v2)4(1 (W + %)) £0.

falls (u,v) nicht auf dem Einheitskreis liegt. In einer Umgebung U von ug := (0, 0),
finden wir also eine zu v dquivalente ,einfache” Parameterdarstellung 7. Es seien

2u 20 1 — w?

= — e d e
v 1+w2’y 1+ w? e & 1+ w?

Y

mit w? = u? + v?. Dann gilt

4 (1 —w?)?
2 2 2 2 _ 2
+ = — d =—F=1—2"—
4y 1t o) un z 1t u) z° =y,

d.h. z = 1 —2x2—192

wobei die negative Wurzel nicht gewéhlt werden kann, wenn wir fiir U eine Umge-
bung des Nullpunktes betrachten, da der Siidpol nicht zum Wertebereich gehort. Es
ergibt sich also:
x
Yz, y) = y
V1= a2 — 2

fiir die ,einfache” Parameterdarstellung der Kugeloberfliche, genauer: der oberen
Halbkugel
0<z*+¢* < 1.

Lokal lasst sich also eine m-Flache in der Form

LTm+1 — fl(l'l, N ,l’m)
Ty = foom(T1, .. 2m)
schreiben oder implizit als Nullstellenmenge der Funktionen g, ..., g,_m, die durch

0 = gi(z) =xpm — filzr, ... 20)

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



44 3. Kurven und Flichen

0 = gn—m(x) =Tp — fn—m(‘rl’ ce 7xm)

gegeben ist. Man sieht leicht ein, dass fiir ¢ = (g1, ..., gn_m) gilt: rg(¢’) = n — m.
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4. Integration im R"

a) Mafle und messbare Funktionen

Um mehrdimensionale Integrale definieren zu konnen, benétigen wir einen mathe-
matischen Begriff, der die Fliche bzw. das Volumen einer Teilmenge des R? bzw.
R3 angibt. Anschaulich sieht man (z.B. auch fiir die Linge im R!), dass folgende
Bedingungen fiir das n-dimensionale Volumen \,, sinnvoll sind:

(i) Das Volumen eines n-dimensionalen , Intervalls“ [];_, [a;, b;] ist das Produkt der
Seitenlédngen [[7_, (b; — a;).

(ii) Die leere Menge hat Volumen 0, die Werte von A, sind > 0.

(iii) Das Volumen einer disjunkten Vereinigung von zwei Mengen ist die Summe der
einzelnen Volumen.

Betrachtet man z.B. (0,1] = [J ((3)™, (3)"7'], so scheint auch folgende , Stetigkeits-
neN

bedingung® plausibel:

(iv) Das Volumen einer abzidhlbaren disjunkten Vereinigung von Mengen ist gleich
der abzéhlbaren Summe der einzelnen Volumina.

Da z.B. R” sicher unendliches Volumen besitzt, muss A, auch den Wert +oo anneh-
men konnen. Wihrend die Bedingung (i) speziell das n-dimensionale Volumen aus-
zeichnet, wurden die Bedingungen (ii)-(iv) verwendet, um einen allgemeinen Maf-
begriff zu definieren. Dies hat den Vorteil, dass z.B. auch die Wahrscheinlichkeit von
Zufallsereignissen als Maf} gesehen werden kann.

Welchen Mengen kann ein Volumen zugeordnet werden? Neben den Intervallen aus
Bedingung (i) sollten wegen (iv) auch alle (disjunkten) Vereinigungen von Inter-
vallen ,,messbar® sein. Allerdings lésst sich zeigen, dass nicht allen Teilmengen des
R™ in sinnvoller Weise ein Volumen zugeordnet werden kann. Daher wird das n-
dimensionale Volumen als eine Abbildung \,,: &/ — [0, 0o] mit &# C Z(X) definiert.
Dabei ist der Definitionsbereich ein System von Mengen, welche Axiome erfiillt, die
zu den Bedingungen (i)-(iv) passen.

4.1 Definition (o-Algebra). Sei X eine Menge, Z(X) := {A: A C X} die Po-
tenzmenge von X und &/ C 2(X).

Dann heifit o7 eine o-Algebra iiber X, falls gilt:

(i) Ve,

(ii) Fiir jedes A € &7 gilt A ={r e X :x ¢ A} € &.

(iii) Fir A, € & (n € N) gilt |, .y An € .

neN
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In diesem Fall heifit (X, &) Messraum, und die Mengen A € & heiflen (.o7-)messbar.

4.2 Definition-Bemerkung. (i) Die (beziiglich Mengeninklusion) grofite o-Algebra
ist Z(X), die kleinste ist {{), X'}. Falls 7 eine o-Algebra ist fiir i € I, wobei I eine
nichtleere Indexmenge ist, dann ist [),.; %% wieder eine o-Algebra.

(ii) Sei & C Z(X) beliebig. Dann ist

iel

(&) = ﬂ{ﬁ% D & o ist o—Algebra iiber X'}

die kleinste o-Algebra, die & enthélt (von & erzeugte o-Algebra). In diesem Fall
heiBt & ein Erzeugendensystem der o-Algebra o(&).

4.3 Definition (Maf}). Sei (X, <) ein Messraum.
(i) Eine Abbildung p : &/ — [0, 00] ein Maf auf o7, falls gilt:

(1) u(®) =0,
(2) o-Additivitit: Fiir (A,)pen € o mit A, N A, =0 (n #m) gilt

p(UA) = A (41)

neN neN

In diesem Fall heifit (X, .o/, 1) ein Mafiraum.
(ii) Ein Maf3 p auf einer o-Algebra o7 heifit

e og-endlich (oder normal), falls es eine Folge (A,), C < gibt mit (J, .y An = X
und u(A,) < oo fir alle n € N,

e endlich, falls u(X) < oo (und damit pu(A) < oo fiir alle A € 7).

e cin Wahrscheinlichkeitsmaf, falls u(X) = 1.

(iii) Sei p ein Mafl auf 7. Dann heifit eine Menge A C X eine p-Nullmenge, falls A €
o/ und p(A) = 0 gilt. Falls fiir eine Aussage M (z) gilt {x € X : M(x) gilt nicht }
ist eine p-Nullmenge, so sagt man, die Aussage M (x) gilt u-fast iiberall.

4.4 Bemerkung. In obiger Definition und auch im folgenden tritt der Wert oo auf.
Dabei sind folgende Rechenregeln zu beachten:

¢ 00-0=0-00=0,

e v-a=a-00=00 (0<a<o0),
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e vt+ta=a+oo=00 (—00<a<oo).

e Der Ausdruck oo — oo ist nicht definiert.

4.5 Beispiele. (i) Dirac-Ma$: Zu z € X definiere

e

Dann ist §, ein Ma auf Z(X) und damit auf jeder o-Algebra. Das Maf} §, wird
als Dirac-Mafl oder auch Punktmafl bezeichnet.

(ii) ZahlmafB: Definiere

|Al, falls A endlich,
oo, falls A unendlich.

¢4 = {

Dann ist ¢ ein Mafl auf &(X), welches genau dann o-endlich ist, falls X abzé&hlbar
ist.

4.6 Bemerkung. (i) Sei (X, <7, u) ein Mafiraum und £ € /. Dann ist &/ N E =
{ANE: A€ o} eine o-Algebra, und die Einschrankung p|g := p|onp ist wieder
ein Mafl. Man erhélt einen neuen Mafiraum (E, .o/ N E, u|g). Man spricht von der
Spur-o-Algebra und dem Spurmas.

(i) Sei X # () eine Menge, (Y, #) ein Messraum und f: X — Y eine Funktion.
Dann ist o(f) := f~1(2B) == {fY(B) : B € %} eine o-Algebra auf X, die von f
erzeugte o-Algebra.

4.7 Satz. Seien (X, /) ein Messraum und p: o/ — [0,00]| eine Abbildung mit
u(@ = 0 und p(AUB) = p(A) + u(B) fir A,B € & disjunkt. Betrachte die
folgenden Aussagen:

(a) p ist o-additiv.

(b) Fir alle A, € o mit Ay C Ay C ... und |, .yAn = A€ & gilt

neN
Tim p(An) = p(A)
(d.h. p ist stetig von unten).
(c) Fir alle A, € & mit Ay D Ay D ..., Nyen An = 0 und p(A;) < oo gilt
lim p(A,) =0

n—oo
(d.h. w ist stetig von oben).

Dann gilt (a) <= (b) = (c). Falls pu endlich ist, sind alle drei Aussagen dquivalent.
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Beweis. (a) = (b). Mit Ay := ) und A, := A,\A,_; ist A = U A, und A, =
neN

J Ak Also ist
k=

1

p(A) =D p(Ay) = lim Y p(Ay) = lim p(A,).

neN

(b) = (a). Sei (An)nen C &7 paarweise disjunkt, A := J, .y An € &/. Setze A, =

AjU...UA,. Dann gilt A, /A (dh. A; c A, ... und JA, = A), und nach (b)

gilt 1(An) — p(A). Wegen pu(Ay) = 3254 n(Ar) gilt also 3 57y pu(Ax) = u(A).
(b) = (c). Wegen u(A1\A,) = u(Ar) — p(A,) und A1\A,, 7~ Ay gilt nach (b)

plAr) = lim p(A\Ay) = p(Ar) = lim p(Ay)
und damit p(A,) — 0.

Sei nun g endlich.

(c) = (d). Falls A,, 7 A, gilt A\A, \( 0 und damit gilt u(A\A,) — 0 nach (c).

Somit folgt u(A,) — p(A). O

4.8 Definition (Borel-o-Algebra). (i) Zu a,b € R™ schreibe
a<b<=Vji=1,...,n:a; <bj,

analog a < b. Fiir a,b € R" mit a < b sei (a,b] :={z € R" : aq; < z; < b;(j =
L,...,n)} = [[j_(a;, b;] das n-dimensionale (halboffene) Intervall (Quader). Analog
[a,b], (a,b], (a,b).

(ii) Die von allen Intervallen erzeugte o-Algebra
BR") :=0({(a,b] : a,b € R", a < b})
heifit die ,,Borel-o-Algebra® im R". Die Mengen in Z(R") heilen Borel-messbar.
Es gilt sogar:
4.9 Lemma. Sei 7 das Mengensystem aller offenen Teilmengen des R™. Dann gilt

B(R") = o(1). Insbesondere ist jede offene Teilmenge und damit jede abgeschlossene
Teilmenge Borel-messbar.

Beweis. Um fir &,8& C Z(X) die Gleichheit (&) = 0(&) zu zeigen, reicht es
offensichtlich, die Inklusionen &; C (&) und & C o(&2) zu zeigen.
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(i) Aus (a,0] = Upen [ 1= (a5, b+ 1) sieht man sofort (a,b] € o(7) fiir alle a,b € R™
mit a < b.

(ii) Sei U C R™ offen. Zu jedem Punkt ¢ € U N Q™ existiert ein g, > 0 mit [, :=
{r eR":q;—¢g, < xj; <q;j+¢e,} CU. Wie oben sieht man I, € Z(R"). Da Q dicht
in R ist, gilt

U &

qeUuNQ™

Dies ist aber eine abzéhlbare Vereinigung, und somit ist U € Z(R™). Also ist 7 C
B(R™). O

Der folgende Satz wird im Abschnitt Mafitheorie bewiesen.

4.10 Definition und Satz (Lebesgue-MaB). Es existiert genau ein Maf§ N =
A B(R™) — [0, 00] mit der Eigenschaft

A(TTwbl) =TT - )

fiir alle a,b € R™ mit a < b. Das MafS \,, heifst das n-dimensionale Lebesgue-Mafs.

4.11 Bemerkung. Man sieht sofort folgende Eigenschaften des Lebesgue-Mafles:

(i) Die Menge {:L‘} ist fiir jeden Punkt z € R™ eine - Nullmenge denn {z} =
Nien [Tj—1 (7 — 4, 2,] und damit nach Satz 4.7: A({z}) = limg ()" = 0.

(i) Analog ist A(Q) = 0 fiir entartete Quader @ = [];_,[a;, b;] mit mindestens
einem a; = b;. Falls U C R" ein linearer Unterraum der Form U={zreR": 2, =
-+ =1, = 0} ist, folgt aus U = (Jyen(U N [N, N]™) somit A\(U) = 0.

(iii) \ AM(a, b)) = AM[a, b)) = M(a,b]) = A\([a,b]) = [[}_,(b; — a;) fiir alle a,b € R™ mit
a <

(iv) A(Q) = 0, da Q abzédhlbare Vereinigung von Nullmengen ist.
(v) Aist o-endlich, da R™ = Jyy [T} [= N, N] gilt.

4.12 Beispiel (Cantor-Menge). Definiere iterativ die Mengen (C,),en durch
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(d.h. man nimmt jeweils in den verbleibenden Intervallen das mittlere Drittel weg).
Die Cantormenge C' ist nun definiert als C' := [,y Cn. Als abzahlbarer Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen ist C' € #(R). Andererseits gilt A\(Cy) = 1, A(Cy) =
1— 1, MC3) =1— 5 — 2 etc. Man erhélt

Die Elemente in C sind gerade die Zahlen x € [0, 1], welche eine 3-adische Entwick-
lung der Form
r = 0.a1a9a;3 ...

mit a,, € {0,2} besitzen.

Die Abbildung = = 0.a1azas ... — Y -, a,27" ist surjektiv von C nach [0, 1]. Also
besitzt die Menge C' die gleiche Méchtigkeit (Kardinalitét) wie das Intervall [0, 1],
namlich |[0,1]| = |R| = ¢. Insbesondere ist C' {iberabzdhlbar, d.h. die Cantormenge
ist eine iiberabzdhlbare Lebesgue-Nullmenge.

Um das Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles zu definieren, gehen wir dhnlich wie
in Analysis I schrittweise vor: Zunédchst wird das Integral fiir Treppenfunktionen
definiert (die hier allerdings allgemeiner sind), dann wird die Definition auf allge-
meinere Funktionen durch einen Grenzprozess ausgeweitet. Wir beginnen mit dem
Begriftf der messbaren Funktionen.

4.13 Definition (messbare Funktionen). Seien (X, <) und (5, .%) Messrdume. Fiir
eine Abbildung f: X — S setze f(B) := {f € B} :== {z € X : f(z) € B} und
Y = {fYB): Be .} C Z(X). Dann heifit f messbar (genauer &7-.7-
messbar), falls f~1() C &, d.h. falls fiir alle B € . gilt f~!(B) € «.

Falls (5,.7) = (R", Z(R")), so heiit eine ./-.-messbare Funktion f auch .7-
messbar. Falls auch (X, &) = (R™, Z(R™)), so heiit f Borel-messbar.

4.14 Bemerkung. (i) Jede konstante Funktion ist messbar beziiglich jeder o-Alge-
bra.

b) Sind f: (X, o) — (S1,7) und g: (S1,%1) — (S2,-%%) messbar, so auch g o
f: (X, o) — (Ss,.-#2). Denn es gilt

(go /) (A)=F g (HA)cfi(H)ca.

4.15 Lemma. Seien (X, o) und (S,.7) Messriume und . = o(&) (d.h. & ist ein
Erzeugendensystem von ). Dann ist f : X — S genau dann <7 - -messbar, wenn

FYE) C .

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



4. Integration im R" 51

Beweis. Das Mengensystem . := {B € 2(S) : f~1(B) € &/} ist eine o-Algebra
tiber S. Nach Definition ist f genau dann &/-.%-messbar, wenn . = o(&) C .&".
Dies ist aber dquivalent zu & C ./, d.h. zu f~1(&) C . O

4.16 Korollar. Sei f: R"™ — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) f ist Borel-messbar.

(1) Fiir jedes a € R gilt {x € X : f(x) > a} € B(R").

(iii) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(x) > a} € B(R").

() Fir jedes a € R gilt {x € X : f(z) < a} € BR").

(v) Fiir jedes a € R gilt {x € X : f(z) < a} € B(R").

Beweis. (i)==(ii) ist klar wegen (a,0) € A(R).

(ii)==(i). Nach Lemma 4.15 ist nur zu zeigen, dass & := {(a,00) : a € R} ein
Erzeugendensystem von Z(R) ist. Dies folgt aber aus (a,b] = (a,00) \ (b,00) fiir
a < b, da damit (a,b] € o(&) gilt.

Die Aquivalenz von (ii)—(v) folgt aus den Darstellungen

{fza}zﬂ{fm—%},

keN

{f <a}={f=da}",
{fﬁa}zﬂ{f<a+%},

keN

{f>a} ={f <a}"

4.17 Bemerkung. Im folgenden treten auch die Werte +oo als Funktionswerte
auf. Dazu setze R := RU{—00, +00} und die Borel-o-Algebra auf R durch Z(R) :=
J({(a, ] CR:ac€ R}) Die obigen Aussagen gelten analog auch fiir messbare
Funktionen f: R® — R.

4.18 Satz. (i) Alle stetigen Funktionen f: R™ — R sind Borel-messbar.

(i1) Sei (fx)ken eine Folge (Borel-)messbarer Funktionen fi.: R™ — R. Dann sind
auch die Funktionen infrey fi, supgey fr, liminf, ey fi und limsup,cy fi messbar.

(111) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge (fy)ken messbarer Funk-
tionen st messbar.
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(iv) Seien f,g: R" — R messbar und F: R> — R stetig, so ist auch h: R" —
R, h(x) := F(f(x),g(x)) messbar. Insbesondere sind mit f und g auch max{f, g},
min{f, g}, f £ g und f - g messbar, ebenso |f|" fir r >0 und f" firr € N.

Beweis. (i) Die Urbilder {f > a} = f~'((a,00)) sind offen, also messbar.
(ii) Es gilt
{sup fie < a} = ({fx < a} € BR")
k
fiir alle @ € R. Mit Korollar 4.16 folgt die Behauptung fiir das Supremum. Wegen

inf fr = —sup(—fi) und limsup f, = infj sup,,>, fm folgt der Rest daraus, da mit
f offensichtlich auch —f messbar ist.

(iii) Fiir eine konvergente Folge gilt lim f; = limsup fj und damit folgt die Behaup-
tung aus (ii).

(iv) Da F stetig ist, ist zu a € R die Menge G, := {(z,y) € R* : F(z,y) > a}
offen. Wie in Beweis von Lemma 4.9 konnen wir schreiben G, = UkeN Ay mit Ay, =
(ak,br) X (cg,dg) € Iy. Da f und g messbar sind, gilt

{ar < f <bu} ={f>a}tN{f <bi} € BR"),
und ebenso {¢x < g < di} € ZA(R™). Also ist auch
{(f,9) € A} ={aw < f <t} N {cr < g <di} € BR")

und damit

{z €R": F(f(x),g(x)) > a} = {(f,9) € Gu} = [J{(f,9) € At} € BR").

keN

Die restlichen Aussagen von (iv) folgen aus der Stetigkeit der Abbildungen (z,y) —
vty (r,y) = x -y, (x,y) = max{z,y}, (z,y) = min{z,y}, (z,y) — [z und
(x,y) — a’. O

b) Das Lebesgue-Integral
Im folgenden sei (X, o7, 1) ein Mafiraum.

4.19 Definition. (i) Eine Stufenfunktion (oder Treppenfunktion oder einfache Funk-
tion) ist eine Funktion f: X — R der Form f = Zle cixa, mit ¢; € Rund A; € o7.

Dabei ist
(2) 1, z€A,
T) =
XA 0, ¢ A
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die charakteristische Funktion von A C X.

(ii) B(X,</;R) bezeichne den Raum aller beschrinkten &7-messbaren Funktionen
f: X =R

4.20 Satz. (i) Zu jeder messbaren Funktion f: X — R existiert eine Folge (si)ren
von Stufenfunktionen mit sp(z) — f(x) (x € X).

Falls zusdtzlich f > 0 gilt, so kann man eine monoton wachsende Folge (s;); finden.

(i1) Falls f: X — R beschrdnkt und messbar ist, so Folge von Stufenfunktionen,

welche gleichmdfig gegen f konvergiert. (Der Raum der Stufenfunktionen liegt somit
dicht in B(X,o/;R) bzgl. || - ||co-Norm.)

Beweis. (i) Sei zunéchst f: X — R messbar mit f > 0. Fir k,j € Nmit 1 < j <
k - 2% definiere

Apj = {xEX:j;gl Sf($)<2ik}:f_l([j2_k1’2%>>

und Ay, := f7([k,00)). Da f messbar ist, sind Ay; und Aj messbar. Definiere nun

k-2k .

g—1
Sk = 22— Xag, Tk Xay
j=1
Dann konvergiert die Folge (si)ren monoton wachsend punktweise gegen f.

Im allgemeinen Fall zerlege man f = f, — f_ mit f, := max{f,0} und f_ :=
—min{0, f} und wende obige Konstruktion auf f, und f_ an.

(ii) Die obige Konstruktion zeigt, dass die Folge (s )ren bei beschranktem messbaren
f sogar gleichméBig konvergiert. m

4.21 Definition (allgemeines Lebesgue-Integral). (i) Sei s = Z?Zl cjXa, eine Stu-
fenfunktion mit s > 0. Definiere das Integral von s bzgl. u durch

k
/sdu = chu(Aj) € [0, o0].
j=1
(i) Sei nun f: X — R messbar mit f > 0. Definiere
/fdu = sup { /sdu : s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, oc.

(iii) Falls f: X — R messbar, definiert man

/fdu = /f+du—/f—du, (4-2)
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falls nicht beide Integrale den Wert +oo haben.

(iv) Eine Funktion f: X — R heifit (Lebesgue-)integrierbar, falls f messbar ist
und beide Integrale in (4-2) endlich sind. Die Menge aller integrierbaren Funktionen
wird mit £ (u) = LY(X, u) = L' (X) bezeichnet. Andere Schreibweisen sind etwa
[ f(x)du(z) == [ fu(dx) := [ fdp. Der Index ,, 1% wird manchmal unten geschrie-
ben: Ly (p).

Falls 1 = X das Lebesgue-Ma8 im R™ ist, so schreibt man [ f(x)dz.

(v) Fiir A € & definiert man
[ saiw= [ xasan

Wir schreiben £ (A) := £ (u]a).

4.22 Satz (Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei f: X — R
messbar und A € o .

(i) Sei zusitzlich f beschrinkt und u(X) < oo. Dann ist f € L (p).
(ii) Monotonie: Sind f,g € L () mit f < g, so ist

[ fan< [ giu

Speziell gilt: Ist a < f(x) <b (v € A) und p(A) < oo, so gilt

ap(A) < / Fdu < bu(A).

(141) Ist A eine p-Nullmenge, so gilt [, fdu = 0.
(w) Sind A, B € « disjunkt und f € LY (X, ), so gilt [, 5 fdu= [, fdu+ [, fdpu.
(v) Ist f € LY X, ), soist f € LA, pla).

Beweis. (1) Zu f € B(X) existiert ein K > 0 mit 0 < fi < K. Fiir jede Stufenfunk-
tion s mit 0 < f, gilt somit [ sdp < Kpu(X). Somit gilt [ fidu < Kp(X) < oo.
Analog sieht man [ f_du < oco.

(i) Ist f < g, so folgt fy < gy und f_ > g_. Fiir jede Stufenfunktion s mit
0 < sfy gilt daher auch s < g,. Damit folgt [ fidu < [ gidu. Genauso folgt
[ f-dp > [ g-dp und damit die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung folgt mit axa < fxa < bxa.

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



4. Integration im R" 55

(iii) Fiir jede Stufenfunktion s = 25:1 cjxa;, mit 0 < s < fy gilt

k
sdy = ci(ANA;)=0
[ stn=Scmanay

j=1
wegen (AN A;) < p(A) =0. Damit ist [, fydu = 0. Analog folgt [, f-du = 0.

(iv) Die Gleichheit gilt nach Definition des Integrals fiir Stufenfunktionen. Fiir in-
tegrierbare Funktionen f > 0 und Stufenfunktionen 0 < s < f gilt 0 < sya < fxa
und 0 < sy < fxg, andererseits ist fiir zwei Stufenfunktionen sq, s mit s; < fxa
und sy < fyp auch s := s;xa + S2xp eine Stufenfunktion mit s < f. Geht man
zum Supremum iiber, folgt die Behauptung fiir integrierbares f > 0 und damit fiir

feZ (.

(v) Fiir jede Stufenfunktion s = Z cixa, mit 0 < s < f gilt

7=1
k k
/ sdy = ch,u(A NA;) < ch,u(Aj) = /sd,u.
A j=1 j=1
Damit folgt [, fydu < [ frdp < oo, analog fiir f_. O

4.23 Lemma. Sei f: X — R messbar.
(i) Ist f >0 mit [ fdu =0, soist f =0 p-f.i..
(ii) Es gilt f € L1 (n) genau dann, wenn |f| € L (n) gilt. In diesem Fall ist

(/fdu’ S/Ifldu'

(iii) (Majorantenkriterium) Sei g € L (p) mit | f| < g p-f.4i.. Dann ist f € L (p).

Beweis. (i) Wir schreiben {f # 0} = G{Jﬁ < f< %}U{f > 1}. Falls u({f #

0}) > 0, so hat wegen der o-Additivitit von p eine der Mengen auf der rechten Seite
positives Mafl und damit nach Satz 4.22 (ii) [ fdu > 0.

(i) Die Mengen A := {f > 0} und B := {f < 0} sind messbar, ebenso die Funktion
|f]. Nach Satz 4.22 (iv) gilt

J 1= [ A [ 1= [ et [ 5odu< o

Die Abschiitzung folgt aus —|f| < f < | f| und der Monotonie des Integrals (Satz 4.22
(ii)).

(iii) Nach Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir o.E. |f| < g annehmen. Dann
ist f- < gund fi <gund somit [ fidu < oco. O
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Der Vorteil des soeben definierten Lebesgue-Integrals liegt zum einen an der groflen
Allgemeinheit (beliebige Mafle), zum anderen an starken Konvergenzaussagen. Die
folgenden Aussagen werden hier nur zitiert und im Abschnitt Mafitheorie bewiesen.

Im folgenden sei (X, 7, 1) ein Mafiraum.

4.24 Satz (Linearitit des Integrals). Seien fi, fo € £ (1), a1, as € R. Dann ist
arfi + asfo € LY (p) und

/(a1f1 + asfo)dp = oy / fidp + an / fodt.

4.25 Satz (von Lebesgue tiber monotone Konvergenz). Sei (fi)ren eine Folge messba-
rer Funktionen mit 0 < f; < fo < ..., und sei f: X — [0,00] definiert durch
f(z) :==limg oo fx(z) (2 € X). Dann gilt

lim /fkdu:/fdu:/ lim frdp.
k—o0 k—o0

4.26 Satz. Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen und f: X —
0, 00] definiert durch f =", f,. Dann gilt

[ fn- i:j [ fuin

Falls f, € LY (u) (n € N) und die Summe auf der rechten Seite konvergiert, so
gilt f € LY (u), und die Reihe > | fu(x) konvergiert fiir u-fast alle v € X.

4.27 Satz (Lemma von Fatou) Sei (fn)nen eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen und f: X — [0,00] definiert durch f :=liminf, , f,. Dann gilt

/fd,u<hmlnf/fnd,u

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Integrationstheorie und heift
auch Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

4.28 Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (fy)nen eine Folge
messbarer Funktionen, und der Grenzwert f(z) := lim,_ fo(z) € R existiere p-
fast iiberall. Weiter existiere eine Funktion g € £ (p) mit | fu(z)| < g(x) fiir p-fast

alle v € X und alle n € N. Dann ist f € Z'(n) und

[ Jim fudu= [ sdn
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Im folgenden werden wir stets den Mafiraum (R", (R™), A) mit A = A, betrachten.
In diesem Fall schreibt man auch

/Af(x)dx :—/Af(x)d)\(x) ;_/Afd)\_

Ein weiterer wichtiger Integralbegriff wurde schon im ersten Semester erwahnt: Das
Riemann-Integral.

4.29 Definition (Riemann-Integral). (i) Eine Stufenfunktion s: R* — R, s(z) =
Zle cix4, heifft eine Riemann-Stufenfunktion, falls A; n-dimensionale Intervalle
sind, d.h. AZ = (CLZ‘, bz] mit CL“bZ' € ]Rn7 a; < b;.

(i) Sei f: R™ — R eine beschriankte Funktion mit kompaktem Tréger

supp f = {x € R : f(z) # 0}.

Dann heif3t

7f(x)dx = inf { /s(:v)d:v : s Riemann-Stufenfunktion, s > f}
das Oberintegral von f und

/f(x)dx = sup { /s(x)d:c : s Riemann-Stufenfunktion, s < f}

das Unterintegral von f.

f heifit Riemann-integrierbar, wenn Tf ()dx = [f(x)dz =: [ f(z)dz (Riemann-
Integral).

4.30 Satz. Sei f: R™ — R eine beschrinkte Funktion mit kompaktem Trdger.
(i) Falls f gleichmdfig stetig ist, so ist f Riemann-integrierbar.

(11) Falls f Riemann-integrierbar ist, so ist f (nach eventueller Abinderung auf
einer Nullmenge) Lebesque-integrierbar, und

[ = [ rar

wobei links das Riemann-Integral und rechts das Lebesque-Integral steht.

Beweis. (i) Wir wéhlen ein Intervall (—N, N|™ mit supp f C (=N, N]" und dann
eine Folge von Partitionen

m;
(-NN"=|JL; (=12...)
k=1
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mit Intervallen I;, deren Feinheit gegen 0 konvergiert. Setze fiir j € N

mj mj
Sj = E Chj XIy;» Sj = E ijXij
k=1 k=1

mit
cgj = inf f(y), Ck; == sup f(y).
Y€k yely;
Da f gleichmiBig stetig ist, gilt [ S;(z)dz — [ sj(z)dx — 0 (j — 00). Damit ist f

Riemann-integrierbar und [ f(x)dz = 11II1]_>OO fS Jdz =1lim;_, [ s;(z)dx.

(i) Sei f Riemann-integrierbar. Definiert man s; und S; wie oben, so gilt
1< 8§59 < - < fF< <8< Sy

Als Grenzwerte monotoner Folgen existieren punktweise s(x) := lim; , s;(z) und
S(x) :=lim;_, S;(z) und sind wieder messbar. Es gilt s < f < S.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

/sd)\ = lim [ s;d\ = lim [ s;(x)dz,

Jj—o0 Jj—o0

letzteres, da auf Stufenfunktionen Riemann- und Lebesgue-Integral nach Definition
iibereinstimmen. Genauso gilt

/de_th( )da.

J]—00

Da f Riemann-integrierbar ist, gilt auflerdem

lim [ sj(zx)de = lim [ S;(z)dx

j—00 Jj—00

und damit [(S — s)dA = 0. Nach Lemma 4.23 folgt S = s A-fast iiberall und somit
wegen s < f < S auch s = 5 = [ fast iiberall. Damit ist f nach eventueller
Anderung auf einer Nullmenge messbar mit

/fd)\z/sd/\:/f(x)dm

Beachte, dass wegen Beschrinktheit von f und Kompaktheit des Triagers von f
automatisch f € Z'(\) gilt. O
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c) Iterierte Integrale

4.31 Beispiel. Sei M = {z € [0,1]*: 25 < z?}. Dann ist

/|$|dx_/ (27 + a3)dx —// 2+ 23)dwy dry
- [ete =G dl=sen-

Frage: Ist (%) erlaubt? Die Antwort (ja) liefert der Satz von Fubini.

4.32 Satz (von Tonelli). Sei f: R? — [0, 00| messbar. Dann sind y — f(z,y), R —
[0,00] fiir jedes feste x und y — [g f(x,y)dz, R — [0,00] messbar (analog fiir
vertauschtes x und y), und es gilt

[ s = [ ([ rewis)i= [ ([ repdy)a e o

Beweis. Wir zeigen den Satz nur fiir den Spezialfall, dass f Riemann-integrierbar ist.
Nach dem Beweis von Satz 4.30 (ii) existiert dann eine Folge (si)ren von Riemann-
Stufenfunktionen mit s, * f punktweise.

Sei A = (a,b], a,b € R* a < b. Dann sind folgende Funktionen offensichtlich
messbar:

y— xa(z,y), R — R, fiir festes z,
z— xa(z,y), R =R, fiir festes y,

yH/XA(ZE,y>dI,R—>R,

R

xH/XA(%?J)d%R_”R
R

Weiter ist

/RZ xad(x,y) = /R/RXA(:L“,y)dxdy = /R\/RXA(ZE,y)dyd:L' = (b1 — a1)(by — as).

Wegen der Linearitdt des Integrals folgen die Behauptungen fiir alle Riemann-
Stufenfunktionen s;. Als punktweiser Limes messbarer Funktionen sind somit y
f(z,y) = limg sg(z,y) und = — f(x,y) messbar. Mit dem Satz iiber monotone
Konvergenz folgt die Messbarkeit von y — [ f(z,y)dz = limy [ sp(x,y)dz und
x> [ f(z,y)dy. Wieder mit monotoner Konvergenz folgt

f(x7y)d(x>y> - hm Sk<x7y)d($>y)
R2 R2
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:l}Ego/R/Rsk(x,y)dxdy:/R/Rf(x,y)dxdy

]

4.33 Satz (von Fubini). Sei f : R? — R (Lebesgue-)integrierbar. Dann sind (even-
tuell nach Anderung auf einer Nullmenge) die Funktionen y — [, f(z,y)dy fir
festes x und x — fRf(:E,y)dy fiir festes y integrierbar, und es gilt

[ s = [ ([ tais)as= [ ([ i)

Beweis. Der Satz von Tonelli, angewendet auf |f|, liefert die Messbarkeit von = +—
J 1f(x,y)|dy. Damit ist

Ni= (s eR: [ |fmyldy = oc)
R
Borel-messbar, und wegen
[ ([ iraldy)ds = [ (e <o
R \JR R?
ist A () = 0. Definiert man

Fay) = {f(ac,y), falls z & N,

0, sonst,

und g(z fR x,y)dy, so folgt f f fast iiberall und g € Z'(R).

Falls f > 0 (und damit auch f>0,9> 0), so folgt wieder mit dem Satz von Tonelli

[ ot@ae= [ ([ Faman)ae = [ Faitn = [ i)

Fiir beliebiges f € Z*(R?) folgt die Behauptung durch die Zerlegung f = f; —
I 0

4.34 Korollar. Sei f: R" — R integrierbar. Dann gilt

f(x dx—/ /f.rl,..., Ydxy ... dz,,
R

wobei die Integrationsrethenfolge auf der rechten Seite frei wdhlbar ist.
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Bewets. Iteriertes Anwenden des Satzes von Fubini. O

4.35 Korollar (Prinzip von Cavalieri’). Fiir A € Z(R") und t € R sei
Ay i={(z1,...,001) ER" i (zy,...,20_1,1) € A}
der Schnitt zum Wert t. Dann ist A, € B(R"'), und

A(A) = /R N1 (A)dt.

Beweis. Dies folgt durch die Anwendung des Satzes von Tonelli auf y 4. [

4.36 Korollar. Sei D € Z(R" 1) und f: D — R Borel-messbar. Dann gilt graph f €
B(R"™) und A\, (graph f) = 0. Insbesondere hat jede Hyperebene im R™ Lebesgue-Mafs
0.

Beweis. O.E. sei D = R™1, denn sonst setze f durch 0 zu einer messbaren Funktion
f auf R™ fort. Die Behauptung fiir f folgt dann aus graph f = (D x R) N graph f.

Die Koordinatenprojektionen pr;: z — z;, 7 = 1,...,n, sind stetig und damit Borel-
messbar. Also ist auch

g R" =R, x f(r1,...,T01) — Tp

Borel-messbar. Damit ist graph f = {g = 0} € Z(R"). Wegen Xgraph (21, - .., Tp_1,1) =
0 fiir t # f(x1,...,2,_1) folgt

/XmmﬂfiﬂMﬂzo
R

fiir alle 2’ := (z1,...,2,-1) € R""!. Nach dem Satz von Tonelli folgt

( /R Xeraph f(x',t)dAl(t))dAn,l(x') = / 0 dA\(z') = 0.

Rn—1

(et ) = [

Rn—1

]

4.37 Beispiel (Kreisfliche, Kugelvolumen). (i) Sei M := {(z,y)T € R?: |(z,y)T| <
r} der Kreis mit Radius r. Nach dem Prinzip von Cavalieri erhélt man fiir die
Kreisfliche

Ao (M) = / M([—Vr2 =22, Vr? — 22))de = 4/[: Vr? — z2dr.

9Bonaventura Cavalieri 1598-30.11.1647
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Mit der Substitution x = rsint, dz = rcostdt, t € [0, 3], erhdlt man
w/2
Ao (M) —4/ r?cos®tdt = 4r* T = mr?.
0

(i) Sei nun M := {(z,y,2)" € R®: |(z,y,2)"| < r} die Kugel im R?® mit Radius
r. Fiir x € [—r,r] ist der Schnitt zum Wert x gegeben durch M, = {(y,2) € R? :
y? + 22 <r? — 22}, d.h. nach (i) ist \o(M,) = w(r? — z?). Damit ist

A3(M) = / 7(r* — 2®)de = 27 (r® — %) = 3 mrb.

Somit besitzt ein Kreis im R? mit Radius r die Fliche 77? und eine Kugel im R3

mit Radius r das Volumen %7?7’3.

4.38 Beispiel (Trigheitsmoment einer Kugel). Sei K := {(z,y,2)T € R®:|(z,y, 2)T| <
r} (Kugel mit Radius » > 0). Das Trégheitsmoment von K bzgl. der z-Achse ist
gegeben durch J := [.(2* 4+ y*)d(z,y, z). Nach dem Satz von Fubini ist

T‘271'2 7.271.27y
J = 2/ d(x,y, z / / / w?dzdydx
P2 T2_I2_y
7.27$2 T27.’£27y
=16 / / / 2 dzdydx
7"27$2
= 16/ / 2*\/r? — 22 — 132dydz.
o Jo
Substituiert man y = /1?2 — x2sint, dy = v/r?2 — x? cos tdt, so erhélt man

r w/2
J = 16/ ZL‘2/ Vr2 — 224/ 1 — sin? tvVr2 — 22 cos tdtdx
0 0

T /2
16/ 22 (r* — o )dx/ cos® tdt
0 0

216(i—i)-%:%7ﬂ“5

d) Der Transformationssatz

Im folgenden sei A = \,, das Lebesgue-Maf} im R".

4.39 Definition und Satz. (i) Sei U C R" offen, u ein Maf auf (U, B(U)), und
®: U — R™ messbar. Dann ist po®: B(R") — [0,00], A+ u(®~(A)) ein Maf,
das Bildmafl von pu unter ®.
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(ii) Ein Maf p auf (R™, B(R™)) heifit translationsinvariant, falls o ® 1 = pu fir
alle Translationen ®: R" — R", z — x + c mit ¢ € R" gqilt. Das Mafs v heifit
bewegungsinvariant, falls o @1 = p gilt fiir alle Bewegungen ®: R™ — R", x +
St + ¢ mit S € R™™ orthogonale Matrix und ¢ € R™.

Beweis. Die o-Additivitéit folgt sofort aus

Mot (Ua)) =a(Ueian) = S a@ (),

keN

die anderen Eigenschaften eines Mafles sind klar. O]

4.40 Satz. (i) X ist translationsinvariant.

(11) Sei W := ((0,...,0),(1,...,1)] der n-dimensionale Einheitswiirfel. Falls p ein
bewegungsinvariantes Mafs auf (R™, B(R™)) mit pn(W) =: a < 00 ist, so ist p = .

Beweis. (i) Fiir a,b € R" mit a < b und ®(x) =z + ¢, c € R, gilt Ao ®71((a,b]) =

A((a—c¢,b—c]) =TT}, (bj — a;) = A((a,D]). Nach Satz 4.10 ist Ao d~' = X,

(ii) Sei ag := (3,..., 1), Wi := (0,a) und Gy, := {4, 2,...,1}". Dann ist W = W =
U (r — ag, 7] und damit p(W) = a = k" pu(Wy). Wegen a < oo folgt u(Wi) = & =

reGy,

Betrachte nun (a,b] mit a,b € Q", wobei 0.E. @ = 0, b = (%*,..., ). Dann ist
(0,b] = U (r — ag, r] mit der Indexmenge Hy, := [ ,{3,..., 2 }. Damit
TEHk
m my
p((0.8) = 37 pl(r —agr]) = o T (0,8

reHy,

Somit gilt p((a,b]) = aA((a,b]) fir alle a,b € Q™ mit a < b.

Zu a,b € R" a < b, wihle nun ay, by € Q™ mit (ag,bx]  (a,b] und erhalte
p((a,b]) = aA((a,b]). Nach Satz 4.10 folgt u = a. O

4.41 Satz. )\ ist bewegungsinvariant.

Beweis. Sei ®(z) = Sz + ¢, dh. & = T, 0.5 mit S: R® — R" orthogonal und
T.: R" - R", 2 + x + ¢ mit ¢ € R". Dann gilt ® =T,0S5 = S o Ty mit d := S~ !¢
und damit

Aod P =NoSHoT '=NoT; oS =Xos5" (4-3)
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nach Satz 4.40 (i). Zu zeigen ist also noch Ao S™1 = \.

Da S~1(W) C R" beschrinkt ist, folgt o := (Ao S™1)(W) < co. Nach (4-3) ist Ao S~1
bewegungsinvariant, und nach Satz 4.40 (ii) folgt Ao S™! = - . Fiir K := B(0, 1)
{zr eR": |z|] < 1}ist STHK) = K, dh. Ao S7H(K) = MSTHK)) = MK) >

und damit o« = 1.

o |l

4.42 Satz. Sei T € GL(n,R). Dann gilt

1

(Ao T™N(B) = 1557y

A(B) (Be%R")

bzw.
MT(B)) = |detT|- AN(B) (B e BR")).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 4.40 sicht man, dass A o 7! translationsinvariant
ist. Daa:= (Ao T 1) (W) = NM(TH(W)) < oo, folgt aus Satz 4.40 (ii) Ao T~ ! = a- .

Nach einem Satz der linearen Algebra existieren orthogonale Matrizen S, Sy und
eine Diagonalmatrix D = diag(\y, ..., A,) mit "= S DS,. Fiir B := S;(W) folgt

a=a\W)=a-(AoS)(W)=a\(B)
=X oT ) (B) =A(Sy" oD 0 57(B))
= Xo SHD7 ) =MD~ OV)

:/\(ﬁo | 1) H|Aj|—1=ydetDy—lz\detTrl.
j=1

]

Fiir lineare bijektive Abbildungen haben wir also die Gleichheit A\(7'(B)) = |det T'| -
A(B) (B € Z(R")). Seien nun U,V C R" offen und &: U — V, z — ®(z) =: z, ein
C1-Diffeomorphismus. Dann gilt x5 — 21 = ®(29) — ®(21) = ®'(21)(22 — 21) + -+ -.
Somit liegt es nahe, dass Wiirfelinhalte lokal um den Faktor |det ®'(z)| verstarkt
werden, d.h. dass gilt “dz = |det ®'(z)|dz". Dies ist tatsdchlich der Fall, wie der
folgende Satz zeigt, der erst in Analysis III vollstandig bewiesen wird.

4.43 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R" offen und ®: U — V ein C*-

Diffeomorphismus. Sei f: V — R messbar. Dann ist f iber V = ®(U) genau dann
integrierbar, wenn (f o @) - |det ®'|: U — R integrierbar tiber U ist, und dann gilt

x)dx = ®(2)) - |det ®'(2)|dz.
[D(U)f() /Uf(())! £ /(2)|
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4.44 Beispiel (Polarkoodinaten im R?). Bereits in Beispiel 2.18 hatten wir die
Koordinatentransformation von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten in
R? angegeben:

R? € (2,) = ®(r, p) = (rcosp,rsinp),
wobei @ : Q — R?\ {(z,0)] z > 0} mit Q := {(r,p)[r >0, 0 < p <27} . P ist
bijektiv, und es gilt

cosp —rsinp

det '(r, ) = singp  rcosp

‘—7’>OinQ,

also ist ® ein Diffeomorphismus. (® : @ — R? ist dagegen nicht bijektiv, deshalb
die Abbildung auf die ,geschlitzte Ebene® R?\ {(x,0)| = > 0}). Die unbeschréinkte
Menge N := {(z,0)| = > 0} ist eine Nullmenge, so dass wir schreiben kénnen:

2

R
/f:r;y (x,y) / flz,y)d(z,y) //f(rcosgo,rsimp)r ddr |
0 0

B(0,R) B(0,R)\N
wobei die letzte Gleichung gerade aus der Transformationsformel resultiert.

Fiir f = 1 erhélt man wieder die Flache des Kreises:

R p2n R2
AB(0,R)) = / ld(z,y) = / / rdedr =27 -5 = TR?.
B(0,R) o Jo

Fiir f(z,y) = e"@**¥") erhilt man

> 2 27T _ 2 o0
f(a:,y>d<x,y>=/ | errardp =Ty = n.
R2 0 0

Wegen [, e @) d(x, y) = (fpe -t dt) folgt damit [, e dt = /7 und somit fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standard-Normalverteilung

e 2t = 1.

7L

e) Kurvenintegrale und Flichenintegrale

Unser Ziel ist es nun, Wegintegrale zu erklaren. Wir erinnern uns an die Definition
eines Weges als stetige Abbildung v : [a,b] — R". Diese kénnen noch recht exotisch
sein, wenn man an das Beispiel der Peanokurve « : [0, 1] — [0, 1]* (surjektiv) denkt.
Fiir stiickweise differenzierbare Wege haben wir deren Lénge iiber

- [P
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festgelegt. Zunéchst behandeln wir Kurvenintegrale, also Integrale iiber ein Inte-
grationsgebiet I' = y([a, b]) und wollen zu einer Verallgemeinerung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung: [ 5 f(x)dx = f(B) — f(a) gelangen. Spéter
beweisen wir dann eine entsprechende Aussage iiber Fliachenintegrale.

4.45 Definition. Unter einem Vektorfeld auf D C R"™ verstehen wir eine Abbildung
v:D — R"

die jedem Punkt z € D einen Vektor v(x) € R” zuordnet. Meist denkt man sich den
Vektor v(x) im Fuipunkt = angetragen.

Wir fithren nun Integrale iiber I' ein und denken dabei beispielsweise an die folgende
Situation: Es sei v : [a,b] — I' C R? ein glatter Weg, v : I' — R? ein Vektorfeld. Ist
v etwa ein Kraftfeld, so berechnet sich die physikalische Arbeit als ,, Kraft mal Weg*
und man mochte das Integral

Aim /F<v(x),dx> ::/ w(r(®), 7 ())dt, () : SKP in R®

berechnen, also v ,ldngs I'“ integrieren.

Einen Kalkiil zur Berechnung solcher Integrale liefern die , Pfaffschen Differential-
formen'’“. In diesem Zusammenhang sind auch die Namen Henri Poincaré!! und
Cartan'? zu nennen.

4.46 Definition. Sei I' C R" Bild eines glatten Weges und w : I' x R” — R stetig
und linear im zweiten Argument. Dann heifit w eine 1-Form in I'.

Auch fiir eine beliebige Teilmenge U C R™ nennt man ein entsprechendes w : U x
R"™ — R eine 1-Form in U.

Die 1-Form w 148t sich explizit beschreiben, wenn wir die zweite Variable h beziiglich
der Standardbasis des R™ schreiben: h = 2?21 h;e; , e; i-ter Einheitsvektor des R".
Damit ist w(z, h) = > w(z, e;)h;, d.h. mit w;(z) == w(z, ;) gilt:

wi ()
w(z,h) = (w(z),h) , wlx)=

wn ()
Dem klassischen ,,dz“ geben wir hiermit folgenden Sinn:

10Johann Friedrich Pfaff, 22.12.1765 — 21.4.1825
"UHenri Poincaré, 29.4.1854 — 17.7.1912
12B)ie Joseph Cartan, 9.4.1869 — 6.5.1951
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sz dz; = (w(x),dz).

4.47 Definition. Sei 7y eine Darstellung von I'. Dann ist

= [ wto o

das Kurvenintegral der 1-Form w langs I'.

Erinnern wir uns an das obige Beispiel der physikalischen Arbeit, so ist w(z,-) =

(v(z),dr)y, dh. A= [Lw

Die Definition des Kurvenintegrals ist von der speziellen Darstellung unabhéingig,
solange nur dieselbe Orientierung gewéhlt wird: Denn seien v; : [a;,b;] = R" (j =
1,2) und ¢ : [ag, ba] — [aq,b1] mit ¢’ > 0, so dass 75 = v; o . Dann gilt

b

/ o (£), 7 (8))dt = / w0 @(1), 7, 0 9(7) @ (r)dr = / (2, 7) (7).

al a a2

Weiterhin gelten offensichtlich die folgenden Rechenregeln:

/w1+w2 = /w1+/w2
r r r
Vee R : / = c/w
r
/w—l—/ = /w, fir I'=17 + I's.
Iy I r

4.48 Beispiele. (i) Es sei das Kraftfeld v(x) = i R? gegeben und I' = T+ T, C
R? durch

Flz{x:%(t):<(;?§:) 0<t< 2}, FQZ{xzvg(t):Ct)), 1§t§2}

Dann berechnet sich die Arbeit wie folgt:

:/Fw:/rlw+/F2W, wobei w(x, ) = (v(x), dz)

Wegen w(y,7) = (v(n(1)),71(t)) = 0ist [, w=0

cam [o= [ututnona= [ (20 () V- [ -z
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(ii) Sei I :=I'y + I'y + I's gegeben durch

f t—1
’yl(t):<cos),0§t§7r; ’}/Q(t):( t),ogtgl; ’}/3(15):( ),ogtglund

sint — t—1
—T9 1 —T3 T ..
v(x) = ( . )W, d.h.: w(z,-) = (v(z),dz) = mdmﬁ—m dxo, fur z # 0.

—sint —sint
( cost)’( cost)>dt_7r
t 1 1
——dt
() () e
1 1 1/2 1
- / 2 th:/ 12 Ty 47
o (11—t i (T34 (7 —3)

1/2 1 1 1 =1
= 2/ Q—dT—/ 5 ds = arctan s _T
-1/2 47’ + 1 1 S + 1 s=—1 2

>
=
=
@)
a°
~
&
|
bo |

Wenn man I'; zu einer vollen Kreislinie I'y verldangert, so ergibt sich: le w = 2.

In den letzten Beispielen haben wir gesehen, dass fiir das erste fKreishniew = 0 gilt,
wéhrend man fiir das zweite und den geschlossenen Weg I’ wa = 2m erhélt.
Auflerdem gilt fiir das zweite, um vom Punkt (1,0) zum Punkt (—1,0) zu kommen
im Fall von I'; : fl“l w = 7, wihrend man fiir den Weg I=0,+ I's in umgekehrter
Richtung durchlaufen [rw = —m erhélt.

Wir sehen also, dass die ,,Arbeit“, also das Integral, vom Integrationsweg abhéngen
kann (aber nicht muss). Es driangen sich nun folgende Fragen auf:

e Wann ist fr w nur von den Endpunkten von I' abhéngig?

e Wann sind die Integrale iiber geschlossene Kurven Null?

4.49 Definition-Bemerkung. (i) Eine Funktion wird auch Nullform genannt. Sei
U C R" offen, f € CYU;R). Dann ist df: U x R — R, (z,h) — f'(x,h) =
(Vf(z),h) eine 1-Form in U. Sie heifit das totale Differential von f. Es gilt

/F if = / Py (8), ()t = / (f o) ()t = F(1(b)) — F((a))
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= [(B) = f(4)
mit B := ~(b) und A := vy(a), d.h. das Integral héngt nur von den Endpunkten ab.

(ii) Existiert zur 1-Form w: U x R" — R eine 0-Form f : U — R mit w(z, h) =
f'(x,h) = (df)(x, h), so heiBt w exakt und f Stammfunktion zu w.

Ist w(z, h) = (w(z), h), so ist also fiir exaktes w : w(x) = Vf.

(iii) Eine 1-Form w: U x R™ — R heifit wegunabhéngig, falls le w = fF2 w fiir alle
in U verlaufenden Wege I'y, Iy mit denselben Anfangs- und Endpunkten gilt.

Eine Antwort auf die obigen Fragen und eine Verbindung zur vorangegangenen De-
finition liefert der

4.50 Satz. Seien U C R" offen und zusammenhdingend und w: U x R® — R eine
1-Form. Dann gilt: w ist genau dann exakt, wenn w wegqunabhdngig ist.

Beweis. ,,=*: Ist bereits in Bemerkung 4.49 (i) bewiesen worden.

»<=": Sei xg € U fest gewihlt und T'(zg, ) verbinde xy mit = € U, dann ist

sw= [ w

wohldefiniert, da das Integral nach Voraussetzung wegunabhéngig ist. Das so de-
finierte f ist die gesuchte Funktion, denn f € C*(U,R) mit folgendem Argument:
Verbindet man x mit = 4+ h geradlinig (fiir kleine h) und I'y sei die Verbindungs-
strecke, dann ist

flx+h)— /Fw—/ (x +th, h)d

= w(z+7h,h) fir ein 7 € (0,1), 7 = 7(x, h)
= w(x,h)+w(x+Th,h) —w(z,h)
(x,h) +r(x,h)|h|

W
w(z+Th,h)—w(x,h)
mit r(x,h) = { |h| ’ ng

h
= x+Th, —>—w<:c —> fiir h #£ 0,
( Id Id

d.h., da w stetig: |r(z, h)| < e, falls |[Th| < d(e, z)

= 3f'(x) = w(=,")
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4.51 Beispiele. Wenn wir die Beispiele 4.48 betrachten, so gilt (i) w(z) = ¢z =
Vin|z| in U = R?\ {0}, d.h. w ist exakt.

(i) w(z) = ﬁ( :”2) ist nicht exakt, da fiir den geschlossenen Weg I' gilt [ w =
2w # 0.

Als notwendige Bedingung fiir die Exaktheit haben wir wegen

w(z, h) = sz h_Zaf Vi = w; = 0if
fir w € C* :
ajwi = 8]8@]” = @@f = &wj.
Die Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, wie Beispiel 4.48 (ii) zeigt:

—1-|z]* + 223 _ r3 — 12 owie O — |z|* — 223 _ r3 — 12
e |z [* ||

62w1 =
Eine hinreichende Bedingung erhélt man unter zusétzlichen Voraussetzungen an U:

4.52 Definition. Eine Teilmenge U C R"™ heifit sternférmig beziiglich eines Punktes
p € U :& fiir alle x € U ist die Verbindungsstrecke pz in U enthalten.

4.53 Satz. Sei U C R"™ offen und sternformig und w eine C-1-Form mit O;w; =
Ow;, 1,7 =1,...,n. Dann ist w exakt.

Beweis. O.B.d.A. sei U sternformig beziiglich des Nullpunktes. Durch geradliniges
Integrieren lings Ox geben wir eine Stammfunktion an: T'(0,z) = {v(t) = tz|0 <

t <1}
1
f(z) = /F(O’x)w :/0 w(te, z)dt = / sz tx)x;dt

Da nach Voraussetzung w; € C! gilt, folgt dass
1 1 n
0;f(x) :/ wj(ta:)dt—l—/ intajwi(m)dt:/ wj(tx) dt+/ Zmitaiwj(m)dt
0 0 =1 =1

Mit partieller Integration ist fo ty o xOw;(te)dt = tw](tm)‘ - fol w;(tr)dt =
0
w;(z) —fowjtxdt

= 0;f(x) = wj(x).
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4.54 Beispiele. Wiederum betrachten wir die Beispiele 4.48:

(i) Dieses Beispiel zeigt, dass in U = R? \ {0} nicht beide Bedingungen nétig sind,
denn U ist nicht sternférmig, doch es gilt w(z) = VIn|z| dort.

(i) Dieses Beispiel wollen wir nun auf der sternférmigen Menge U := {x|z; > 0}
betrachten und eine Stammfunktion von

1 —T2
o= (1)
berechnen. Wir wihlen p = (1,0) und nach z = (21, x2) den Weg I' = I'; 4 I'y mit

[y ={m()=(0)]1<t <z} und T'y = {1a(t) = (21,1)|0 <t < 33},

welcher eine einfachere Berechnung des Integrals {iber w zulafit als die direkte Ver-
bindung pz. Diese freie Wahl des Weges ist jetzt wegen der Wegunabhangigkeit
(nach Satz 4.50) moglich.

11 0 1 T2 1 —t 0
= s = fo= [0 o) [ w0 0))
x2 x2/T1 1
= / QLdt—/ —dT:arctanﬁ.
o o7+t 0 1+ 72 T

Man darf aber nicht beliebig um den Nullpunkt herum integrieren, weil man sonst
womoglich einen einmal gewédhlten Ast der arctan-Funktion verlassen wird.

Im folgenden werden wir analog zur Bogenlénge von Kurven ein Flachenmaf einfiihren.
Sei also v : T' C R™ — R" eine Parameterdarstellung einer m-dimensionalen Flache
(vgl. Abschnitt ?? ¢)), I' = 4(U) mit U C R™ offen und +'(u, -) habe Rang p.

Was soll nun das Maf§ A(I") von I sein? Betrachte dazu ein m-dimensionales Parallel-
epiped (Spat) P := {z = Z;nzl Aja; @ A; € [0,1]} mit Kantenvektoren ay,...,a,, €
R”. Es gilt P = S([0,1]™) mit der Matrix S := (ay, ..., an).

Im Falle n = m erhilt man (vgl. Satz 4.42) A(P) = \,,(S([0,1]™)) = | det S|, d.h.
A(P)? = (det S)? = (det ST) det S = det(STS) = det G(ay, . . ., an)

(ar,a1) ... (ay,an)

(am,ar) ... {Gm, Q)

Diese Formel ist aber auch fiir m < n sinnvoll und zeigt, dass das m-dimensionale
Volumen eines Wiirfels unter der Abbildung S mit dem Faktor /G(ay,...,an)
multipliziert wird.

Sei nun v: U — R" eine Parametrisierung einer m-dimensionalen Fléche I'. Lokal an
der Stelle x = y(u) wird die Fliache (approximativ) durch die Vektoren ~v(u + he;) —
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v(u), i = 1,...,m, aufgespannt. Im Limes erhdlt man die partiellen Ableitungen
Oiy(u). Mit a; := Oiy(u) € R” gilt 7' (u) = (ay,...,a,) € R™™. Es ist daher
plausibel, dass das m- dimensionale Volumen eines Wiirfels lokal mit dem Faktor
\/((ai,a] ij=1,.. \/det (u)) verstéarkt wird.

4.55 Definition. Sei U C R" offen und v: U — R" eine Parametrisierung einer
m-dimensionalen Flache T'.

(i) Dann heifit

9: U= R™™ we g(u) =7/ (w)" (w) = ((0ry(u), 057(w)))ij=1,..m

die “Gramsche Matrix”!?
terminante” zu 7.

(ii) Der Flacheninhalt A(T") (“Areal”) von T ist definiert durch

:/U\/detg(u)du:/U\/det(y’(u)Ty’(u))du.

(oder MaBtensor) zu v und det g(u) die “Gramsche De-

4.56 Lemma. (i) Der Inhalt einer Fliche ist invariant gegeniiber Bewegungen im
R™.

(ii) Der Inhalt einer Fliche ist unabhdingig von der Parametrisierung der Fldche.

Beweis. (i) Sei ®(x) = Sz + ¢ eine Bewegung. Dann ist 5 := @ o v eine Parame-
trisierung der Fliche I' := ®(T'). Es folgt ¥'(u) = Sv/(u) und damit 7' (u)?7'(u) =
7 (w)TSTSH (u) = v/ (u)T+'(u), da S orthogonal ist.

(ii) Seien v;: U; C R™ — R™, j = 1,2 &dquivalente Parametriserungen von I, also
Y2 = 71 0@ mit p: Uy — U; diffeomorph und det¢’ > 0. Dann folgt v5(u) =
V1 (p(u)¢'(u) und damit

G () = v3(u) 5 (u) = @ (u) 1 (o (w))y; (o)) (),

also
det g, (u) = | det ' (u)]* det g, (u).

Somit erhélt man fiir die zugehorigen Flédcheninhalte nach dem Transformationssatz

/\/detg72 du—/ det g, (u)| det ¢’ (u \du—/ \/det g, (u
Uz

13 Jorgen Pedersen Gram, 27.6.1850 — 29.4.1916
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Wir hatten fiir das FlichenmaB8A(T) = [, v/det g(u) du mit g;;(u) = (9;y(w), 0;y(u))
hergeleitet, wobei v : U — I eine Parametrlslerung der m- Flache I’ war. Es gilt so-
mit “dA = y/det g(u)du”. Dies ist die Grundlage des Integrals iber m-dimensionale
Fléachen.

4.57 Definition. Sei v: U — R" eine Parametrisierung einer m-Flache [' mit
Gramscher Matrix g(u) und f: I' — R eine Funktion. Dann heifft f integrierbar
tiber I, falls u — f(y(u))+/det g(u) integrierbar iiber U ist. In diesem Fall setzt

o [ ridi= [ r@aaw = [ fe0)yag.

Andere Schreibweise ist fr fdS (“surface”). Im Fall m = 1 schreibt man auch fr fds
(s: Bogenlénge).

Eine Teilmenge M C T' heifit integrierbar, falls xj, integrierbar ist, und in diesem
Fall heifit A(M) := [, xmdA der m-dimensionale Flicheninhalt von M C R™.

4.58 Bemerkung. (i) Wie in Lemma 4.56 (ii) sieht man mit dem Transformati-
onssatz, dass das Integral wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Parametrisierung
ist.

(ii) Fiir f = 1 erhélt man wieder A(T') = [ 1dA. Fiir m = 1ist g(u) = (7'(u), 7' (u))
fir w € U = (a,b) und damit

A(F):/FldA:/abW(uﬂdu

die Bogenlénge der Kurve I'. In diesem Fall ist

/f )ds(z /f o)\

(iii) Als Beziehung zum Kurvenintegral fiir 1-Formen ergibt sich fir n =2, m = 1,
w = widry + wadxe, W = (w1, ws):

[o= / = [ W6 Taonk @l = [0,

wobei t(y(t)) = - den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.

|v

(iv) Fiir m = n erhdlt man

_ / 1aA — / - /det(y(w)™y (u))du
:/Ul~]detfy’(u)|du:/F1d$=)\n(r)a
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der n-dimensionale Fldcheninhalt im R™ ist also wieder das Lebesgue-Mafl (Volu-
men).

4.59 Beispiel (Rotationsflichen). Sei I C R ein offenes Intervall, f € CYI;R) mit
f(t)>0,tel. Setze I' := {(z,y,2)T e R3: 2z €I, 2* + y*> = f(2)?}. Dann ist
f(t)cos

i I x (0,21) = R? t s | f(t)sing
t

bis auf eine Nullmenge eine Parametrisierung von I'. Es gilt

['(t)cosp  —f(t)singp
V(t,o)=| f(t)sinp  f(t)cosep
1 0

0Ty — (FO7+1 0
Y070 = ( 0 )
Also ist y/det g(t O/ f + 1 und damit
A(F):/rldA:/I 0 )\/detg(t,go)d(t, gp):/oﬂ/lf(t)\/f’(t)Z—Fldtd(p
:27r/[f(t)\/f’(t)2+ldt.

Speziell sei f(t) = r und I = (0, L). Dann ist I die Oberfliche eines Zylinders der
Lange L mit Radius 7, und man erhélt A(I") = 27 fOL rdt = 2w Lr.

und damit

4.60 Beispiel (Oberfliche eines Graphen). Sei U C R" offen, FF € C'(U;R).
Dann ist I' := graph F' C R" eine (n — 1)-dimensionale Fliche mit Parametri-
sierung v: U — R" u +~ (u, F(u))T. Man kann nachrechnen, dass detg(u) =
det(v'(u)Ty'(u)) = 1+ |VF(u)|? gilt. Somit ist fiir integrierbares f: I' — R

/F fdA = /U F(u, F(u))/T TV E () P,

Insbesondere erhilt man A(graph F') = [, /1 + |VF(u Pdu

Sei nun speziell U := {u € R"! : |u| < r}und F(u) := /r? —|ul? fir r > 0.
Dann ist I' :== graph F' = {x € R" : |z| = r,z,, > 0} dle Nordhalbkugel mit Radius

r. Wegen VF(u) = _\/ﬁ erhiilt man det g(u) = 1+ |VF(u)]> =1+ T2|u||u|2 —

2 . .
—1—. Somit ist
2 —ul

r _ flro,ry/1 = [v]?)
fdA = flu, /72 — Jul]?) ———du = r""! dv,
/r lul<r V= |ul? i<t /1= |vf?
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wobei die Substitution v = rv, du = r"'dv verwendet wurde.

4.61 Satz. Sei f: R™ — R integrierbar. Dann gilt

[y = /0 OO( . f(:c)dA(a:))dr.

Beweis. Sei U := {u € R : |Ju| < 1} und ®: U x (0,00) — R", (u,7)"
(ru,7+/1 — |u[?)T. Dann ist ®: U x (0,00) — R™\ {0} ein Diffeomorphismus, und

nach dem Transformationssatz folgt
f(x)de = / f(x)dz = / f(®(u,r))| det @' (u, r)|d(u,r)
R™ R\ {0} U x(0,00)

//frur 1—|u1)ﬁdudr—/ . F(w)dA(u) dr.

]

4.62 Korollar (rotationssymmetrische Funktionen). (i) Sei f: (0,00) — R mit
x> f(|z|) integrierbar. Dann gilt

[ $al)dz = A(5") / £(r)yrdr.

(ii) Sei B, = {zx € R" : |z| < 1} und S™ ' := {x € R" : |z| = 1}. Dann gilt
A(S™ Y = n\,(B,). Speziell ist A(S) = 2w, A(S?) = 4.

Beweis. (i) Nach Satz 4.61 ist

[ s = [ [ staparer= ["s0) [ rdawr

— A(S™Y /0 T

(ii) folgt aus (i) mit f = x(o,1) wegen fol " ldr = % O
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f) Die Integralsitze von Gaufl und Stokes

In R lautet der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung f; f=fb)—f(a)
fiir stetig differenzierbares f. Entsprechendes haben wir fiir Kurvenintegrale und
1-Formen in Bemerkung 4.49 bewiesen:

/F df = F(B) — f(A),

wobei A, B die Randpunkte von I' sind.

In diesem Abschnitt werden wir Analoga fiir glatte bzw. stiickweise glatte m-Flachen,
m > 1 beliebig, erhalten.

Wir benotigen dafiir noch einige geometrische Begriffe.

4.63 Definition. Sei I' C R” eine m-Flache mit Parametrisierung v: U C R™ —
R"™. Seiu € U und a := 7y(u). Der von den Vektoren 01y(u), . .., 0, y(u) aufgespannte
(m-dimensionale) Vektorraum T,I" := {7/ (u)h : h € R™} C R™ heifit der “Tangenti-
alraum” an I' im Punkt a. Die Elemente v € T,I" heiflen “Tangentialvektoren” an I’
im Punkt a.

4.64 Definition. Sei G C R™ beschrénktes Gebiet (d.h. G ist offen, zusammenhéngend
und beschréankt). Dann besitzt G einen “glatten Rand”, falls zu jedem a € 0G eine
offene Umgebung V' C R™ und ein ¢ € C'(V;R) gibt mit Vi (v) # 0(v € V) und
GNV={zxeV: y() <0}

4.65 Bemerkung. (i) Es gilt in diesem Fall 0G NV = {z € V : ¢(z) = 0}: Sei
r € 0GNV. Falls ¢(x) < 0, dann existiert eine Umgebung W C V mit ¢ < 0 in
W. Insbesondere folgt W C G und damit ist = kein Randpunkt von G. (Analog fiir
den Fall ¢(z) > 0.)

Sei andererseits z € V mit ¢(z) = 0. Fir v := Vi(z) # 0 gilt
(@ +h) =) + (Ve(x), h) +o(|h]) = (v, h) +o([h]), (h€R" h—0).

Fiir h := tv, t € R, erhilt man ¢(z + tv) = t|v|* + o(t[v]), t — 0. Also existiert ein
e >0 mit Y(xr —tv) < 0 < YP(z+tv) fir 0 < t < e. Somit enthélt jede Umgebung
von z Punkte in G und Punkte in R" \ G, d.h. z € 0G.

(ii) Sei G beschranktes Gebiet mit glattem Rand, und a € 0G. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen existiert nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten
eine offene Menge U C R"™! ein Intervall (o, ) C R und g € C*(U;R) mit

GNUxI)={x=(2",2,) €U X1 :2,<g(z))}
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und

IGNU xI)={x= (2",2,) €U X I:2,=g(x)}.
D.h. man kann in Definition 4.64 ¢ (z) = x, — g(«’) wihlen. Insbesondere ist durch

v:U—=R", u— (g(l;))

eine Parametrisierung von 0G N (U x I) gegeben, d.h. G ist (lokal) eine n — 1-
dimensionale Flédche.

4.66 Definition-Bemerkung. Sei G beschréinktes Gebiet mit glattem Rand, und
a € 0G. Dann heifit

N,(0G) == (T,(0G))" := {x € R" : Vv € T,(G) : (x,v) = 0}

der “Raum aller Normalenvektoren”. Es gilt dim7,(0G) = n — 1 (siche Bemer-
kung 4.65 (ii)) und damit dim N,(0G) = 1. Damit existiert genau ein Vektor
v(a) € Ny(OG) mit |v(a)] = 1 und der Eigenschaft a + trv(a) ¢ G fir hinrei-
chend kleine ¢. Der Vektor v(a) heifit “auBerer Normalenvektor” von G im Punkt
a. Andere Schreibweisen n(a),7(a).

Falls 0G lokal durch i (z) = 0 dargestellt wird, so ist v(a) = i‘gzga” (denn der
Gradient ist orthogonal zur Hohenlinie). Wird speziell G lokal durch z,, = g(2’),

d.h. mit ¢ (z) = z, — g(a’) dargestellt, so ist
Vi(a) 1 (—Vg(a’)) /
v(a) =+ =+ a€0A, a = (ay,...,a,_1)).
R e Raveen e A R i)
Damit ist v: 0A — R"™, a +— v(a), stetig.

Im folgenden sei G C R" ein beschrénktes Gebiet mit glattem Rand. Der Satz von
Gaufl besagt dass fiir glatte Vektorfelder V: G — R" die Gleichheit [, div V (z)dz =
Joe(V (z))dA(x) gilt. Beachte dabei divV = 0,V] + - - -+ 9, V,,. Wir betrachten
zunachst V mit suppV C G. Dann ist V = 0 auf G und das rechte Integral ist
gleich 0. Wir zeigen, dass [ 9;V;(z)dz = 0 fiir alle j = 1,...,n gilt:

4.67 Lemma. Sei h € C*(G;R) mit supph C G. Dann gilt [, 0;h(x)dx = 0 fiir
j=1,...,n

Beweis. O.E.seij = 1. Setze h durch 0 zu h € C*(R"; R) fort. Dann ist Jo O5h(x)dx =

Jgn Ojh(z)dz. Wihle R > 0 mit supph C [—R, R]". Fiir festes (z2,...,2,) € R"!
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/81 dxl / 81 dxl - h(xh s, X ) r1=—R -

Integration bzgl. (xq,...,z,) liefert die Behauptung. O
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In einem zweiten Schritt betrachten wir ein Vektorfeld V: G — R”, dass nur in
der Néahe eines Punktes a € OG nicht verschwindet. Lokal kann man den Rand
durch z, = g(2’) darstellen (siehe Bem. 4.66). Die Behauptung wird wieder fiir jede
Komponente von V' formuliert:

4.68 Satz. SeiU C R"™! offen, zusammenhingend und beschrinkt, [ = (a, 3) C R,
g € CYU;R) mit gU) C I. Sei W :={z = (¢/,2,) € U X I : 1, < g(2)} und

M :={zxeUxI:uz,=g)} Sei weiter v(z) := M(Vg(x’),l)ip der
g(x

dufere Normalenvektor. Fiir f € CY(U x I;R) mit supp f C U x I gilt

/3jf(:p)dx:/ f(x)vj(x)dA(x) (1 =1,...,n).
W M

Beweis. Wegen M = graph g gilt nach Beispiel 4.60 fiir integrierbares h: M — R

/MhdA:/Uh(u,g(u))\/1+|Vg(u)]2du.

(i) Sei j € {1,...,n — 1}. Definiere F: U x I — R, F(2/,2) := [ f(2/,z,)d,.
Dann ist %F(IE’, z) = f(2',z) und 0; F (2, z) = f; 0; f(2', z)dx,,. Setzt man h(z') :=
F(2',g(x")), so ist supp h C U kompakt, und nach der Kettenregel folgt

g(z’)

Ojh(z') = 0, F (2, g(2")) = / ;i f(2, xy)dwy, + f(a, g(2))0;9(x).

«

Wende Lemma 4.67 (mit n—1 statt n und U statt G) an und erhalte [, 9;h(2")dz’ =

0. Damit
/Wajf(x)dxz/U/ag(m/) 0, () 2n)danda’
- /U f(a,g(a")dg(a")da’
B /Uf(x/’g(x/))’/j(%’,g(x’))\/de,
= [ somiae)

(ii) Sei nun j = n. Fir festes 2’ € U hat z,, — f(2,x,) kompakten Tréger in
I = (a, B). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

g(z’)
/ Onf (@, zn)d, = f(a!, g(a))).
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Damit

/W O f () — / / oy’

= [ 16 g = [ 16 ol )T Ta P
_ /M F(2)vn(x)dA(z).

4.69 Satz (GauBscher Integralsatz). Sei G C R™ beschrinktes Gebiet mit glattem
Rand 0G, und v: 0G — R" die duflere Normale. Sei V : G — R"™ ein glattes
Vektorfeld. Dann gilt

/G div V(z)dz = / (V(2), v(z))dA(x).

oG

Beweisskizze. Wir haben die “lokalen Versionen” bereits bewiesen: Falls supp V' C
G, so folgt die Behauptung aus Lemma 4.67, falls supp V' hinreichend klein mit
supp V N OG # ) ist, so kann man OG in supp V darstellen in der Form z,, = g(z'),
und die Behauptung folgt aus Satz 4.68.

Im allgemeinen Fall wird der Satz durch eine Partition der Eins bewiesen. Es existiert
eine offene Uberdeckung G C | J,o; Wi mit folgender Eigenschaft: Entweder ist W; C
G oder (nach Umnummerierung) W; = U; X (az, 8;) mit U; C Rt und GNW; =

{i[f € Uz X (Oéi,ﬁi) Xy S gz(fE,)} mit g; c CI<U17]R)

Da G kompakt ist, kann man eine endliche Teiliiberdeckung {W7, ..., Wy} auswihlen.
Eine zugehorige Partition der Eins besteht aus Funktionen ¢; € C*°(R™ R) mit

suppe C W; und Zfil ¢; = 1 in G. (Eine solche Partition der Eins kann unter

Verwendung der Funktion ¢ — exp(—1=5) konstruiert werden.) Wegen SN =1

ist

/G div V(z)dz = f: / div V (z)g; (x)dx

—Z/M ,v(a))dA(z) = /BG(V(a?),V(x))dA(x).

Hierbei wurde fiir die mittlere Gleichheit Lemma 4.67 bzw. Satz 4.68 verwendet. [
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4.70 Korollar. Sei G beschrinktes Gebiet mit glattem Rand.
(i) Fir f € CY(G;R) gilt

/G o1 = | @A)

(i1) Seien f, g € CQ(G R) und A :=>"

Greenschen Formeln™

i1 0; 2 der Laplace-Operator. Dann gelten die

/ngdxz—/(Vf,VngJr f@ dA(z),
G G

[ 8g-ganas= [ (£~ g%)dA(x).

Dabei ist % = (Vf,v) die Richtungsableitung von f in Richtung v.
(i4i) Fiir f,g € CY(G;R) gilt die Formel der partiellen Integration:

/f(x)(ajg)(w)diUZ —/(5jf)($)g($)dx+ f(@)g(a)n;(x)dA(z).
G G oG

Beweis. (i) Setze im Satz von Gau8 V = (0,...,0, f,0,...,0)T (j-te Stelle) und
erhalte divV = 0;f und (V,v) = fv,.

(ii) Setze V := fVg. Dannist divV = fAg+(Vf,Vg) und (V,v) = f(Vg,v) = %.
Dies gibt die erste Formel, die zweite folgt, wenn man die Rollen von f und g

vertauscht und die Gleichungen subtrahiert.

(iii) Wende (i) auf fg anstelle von f an. O

4.71 Beispiel. Sei V(z) := 2z (z € R"). Dann ist div V(z) = Y_7_, 9;x; = n. Somit

7=1
folgt
1

M (G) :/Gldx: %/GdivV(a:)da:: E/aG(x,y(a:))dA(a:).

Speziell fiir G = B,, = B(0,1) (n-dimensionale Einheitskugel) folgt wegen v(z) = z
die Gleichheit

M(By) = % /S (A = % /S 1dA(r) = Lagsm),

n

Im Falls n = 2 lautet der Satz von GauB [,(O\ W1+ 0, Ws)dx = [, (W, v)dA. Wegen
dim T, (0G) = 1 existiert genau ein Tangenten-Einheitsvektor ¢: G — R? mit

4 George Green, 14.7.1793-31.3.1841
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[t(z)] = 1, {t(x),v(z)) = 0 und G ist links von t(x). Es ist v(z) = (t2(z), —t1(z))7,
d.h. (W, v) = Wity — Wat;. Setzt man nun noch V := (=W, W;)T, so erhilt man

G oG

(Auf der rechten Seite ist das eindimensionale Oberflichenintegral, d.h. das Inte-
gral bzgl. der Bogenlinge s). Man definiert die Rotation in R? durch rot V: R? —
R,rotV := 01V — 0, V4.

Sei v: (o, 8) — R? eine Parametrisierung von dG. Dann ist t(y(7)) = |j/:8| (bei
geeigneter Orientierung). Damit
ﬁ / ﬁ /
| it +Vatyas = [ G t0on 0l = [ 6. ar

Definiert man die 1-Form w(z, h) := (V(x), h), so erhélt man (vgl. Bemerkung 4.58

(iii)):

4.72 Satz (Satz von Stokes' im R?). Sei G C R? beschrinktes Gebiet mit glattem
Rand und V € CY(G;R?). Dann gilt

/G rot V(z)dz = / (V (), dz).

oG

Im R? definiert man fiir V€ C'(G;R?) die klassische Rotation durch

Vs — 05V
rotV .=V xV .= 83‘/1—(91‘/3
O Va — 0V

Der Satz von Stokes im R? handelt von zweidimensionalen Flichen im R3. Sei G € M
fiir eine zweidimensionale Fliche M C R?, und sei v(z) der Normalenvektor zu M,
voc(z) der Normalenvektor zu G “auf M” und t(z) der Tangenteneinheitsvektor zu
O0G. Dann bilden fiir € 0G die Vektoren v(z), vag(x),t(z) eine Orthonormalbasis
des R3. Der folgende Satz wird nicht bewiesen:

4.73 Satz (Satz von Stokes im R*). Sei M C R® eine 2-Fliche, G C M beschrinkt
mit glattem Rand. Fir V € C'(G;R3) gilt

/(rotV(x),l/(x»dA(x) :/ (V(x),dz)ds.
a

oG

15George Gabriel Stokes, 13.8.1819 — 1.2.1903
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4.74 Bemerkung. (i) Man beachte, dass auf der linken Seite ein Flachenintegral,
auf der rechten Seite ein Kurvenintegral steht. Definiert man die 1-Form w(z, h) :=
(V(x), h), so steht auf der rechten Seite [, w.

(ii) Es gelten die folgenden Rechenregeln: Seien f eine reellwertige Funktion und V
wie oben, dann ist

rot Vf =0,
divrot V =0,
div(fV) = (Vf, V) + fdivV,
rot(fV) = (Vf) xV + frotV,
divVf=Af,
AV =V divV —rotrot V,

wobei der Laplaceoperator in der letzten Zeile komponentenweise zu verstehen ist.

(i) In die Definition von [, [, geht eine gewisse , Orientierung“ mit ein, denn die
Integrale sind nur unabhéngig von Parametrisierungen in dquivalenten Klassen, d.h.
unter Transformationen ¢ mit det ¢’ > 0. Allgemein heifit eine Basis des R™ “positiv
orientiert”, falls det B > 0, wobei B = (by,...,b,) und {b1,...,b,} Basis des R™.
Zwei Basen heiflen “gleich orientiert”, falls A = ®B mit det ® > 0. Beispielsweise
ist die Standardbasis positiv orientiert und iiber v : R? — R™ erhélt man eine
Orientierung in den Tangentialrdumen des von v beschriebenen p-Flédchenstiicks '
aus der Orientierung von {ey,...,e,}, d.h. wir haben eine natiirliche Orientierung
im Tangentialraum in y(u) : Or(u) = {01y(w),...,0yy(uw)}. Eine p-Fliache heifit
“orientierbar”, falls alle so erhaltenen Orientierungen Or(u) gleichorientiert sind.

Auf OG wird eine “positive Orientierung induziert”, falls gilt: Ist p € 0G und
{wy,...,w,_1} eine Basis des Tangentialraums von 9G in p, so ist fiir jeden nach
yauBen“ weisenden Vektor w {w,wy,...,w, 1} positiv orientiert (d.h. gleich orien-
tiert zur gegebenen Orientierung des R™).

(iv) Fithrt man “p-Differentialformen” w ein fir 1 < p < n — der Fall p = 1 ist
bekannt — sowie einen Ableitungsoperator d, der aus (p — 1)-Formen geeignete p-
Formen macht — Beispiel p = 1, p—1 = 0, f : R® — R Funktion, Nullform,
SO

df = Oufday,
k=1

also df die zugehorige 1-Form —, so lassen sich die Séatze von Gaufl und von Stokes
vereinheitlichen zu

fM dw = faMW

wobei M eine orientiert p-Fliche und w eine (p — 1)-Form ist. Fiir p = n erhilt man
den Gaufischen Satz, fiir 1 < p < n — 1 den Stokesschen Satz.
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5. Lokale Umkehrbarkeit und implizite
Funktionen

a) Lokale Umkehrbarkeit

Wir wollen nun den Satz iiber lokale Umkehrbarkeit und den Satz iiber implizite
Funktionen beweisen, die bereits an mehreren Stellen verwendet wurden.

Wir beginnen mit einem Fixpunktsatz, der an vielen Stellen der Analysis eine zen-
trale Rolle spielt.

5.1 Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heiit eine Abbildung ®: M —
M kontrahierend oder eine Kontraktion, falls es ein ¢ € [0, 1) gibt mit d(®(z), P(y)) <
cd(z,y) fir alle z,y € M.

5.2 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) wvollstandiger metrischer Raum
und ®: M — M eine Kontraktion. Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt z € M,
d.h. ®(z) = z.

Definiert zu xo € M die Folge (x)nen, C M durch x,.1 = ®(x,) (n € Ny), so gilt

Tp — 2 (n — 00) und d(z,, 2) < &= d(z1,20) (a priori-Abschiitzung).

Beweis. Es gilt d(x,,, xn11) < cd(xy_1,1,) < -+ < "d(x, z1) und damit fir m > 1

d(ajn; wner) S d([[’n, xn+1) + -+ d(anrmfla :Uner)

Cn

SAte+ 4+ Nd(wn, wn) < 7

Cd(ZL‘(), Il).

Wegen ¢* — 0 (n — o0) ist (x,), C M eine Cauchyfolge. Da M vollstandig ist,
existiert der Grenzwert z := lim,,_,o x,,. Als Kontraktion ist ® Lipschitz-stetig und
damit insbesondere stetig, also gilt

O(z) = ¢(lim z,) = lim &(z,) = lim z,.; = 2.
n—oo n—oo n—oo

Da die Metrik d: M x M — R stetig ist, folgt

')

d(ZL‘[), [El).

d(xy, 2) = d(x,, Im 1) = im d(z,, Thim) <
m—o0 m—00 —cC

Somit existiert ein Fixpunkt z und erfiillt die a priori-Abschéitzung. Zu zeigen
ist noch die Eindeutigkeit. Seien dazu z,z’ Fixpunkte von ®. Dann ist d(z,z2’) =
d(®(2),P(2)) < cd(z,2'), und wegen ¢ < 1 folgt z = 2. O
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Fiir Funktionen f : U C R — R hatten wir gezeigt, dass strenge Monotonie ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Injektivitdt ist. Fiir Funktionen f :
UCR"— R™ n > 2, existiert kein Analogon. Wir wollen hier zunéchst fiir den Fall
n = m ein hinreichendes Kriterium fiir die lokale Invertierbarkeit von Funktionen
beweisen.

Die erste Idee ist, fiir differenzierbare Funktionen det f’(z) # 0 anzunehmen. Aber
schon in R geniigt diese Annahme nicht, wie das Beispiel

2 o L
r+axcos x#0

f:]R—>R,:cn—>f(:c):{ 0 =0
zeigt. Es gilt jedoch:
5.3 Satz (Satz iiber lokale Umkehrbarkeit). Seien U C R™ offen, f € CY(U,R"), a €

U und f'(a) : R" — R™ invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V' C U
von a mait:

(1) flv ist injektiv.

(i1) f(V) ist offen.

(iii) g == (f|y) ! ist stetig differenzierbar.

Das heifst: fly : V — f(V) ist Diffeomorphismus.

Beweis. Seien 0.B.d.A. a =0, f(a) =0und f'(0) = I,, (n x n-Einheitsmatrix).
(a) Festlegung von V: Fiir y € R" definiere

®,:U—>R" z+— y(x):=0— f(z)+y.

Ein Fixpunkt der Funktion ® ist Urbild von y. Im zweiten Schritt dieses Beweises
werden wir » > 0 so bestimmen, dass

o, : B(0,2r) — B(0,2r)
fir alle y € B(0,r) kontrahierend ist.

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt dann: Fiir alle y € B(0,r) existiert genau

ein z € B(0,2r) mit f(x) = y. Es wird in Teil (b) des Beweises folgen: x € B(0, 2r).
Definiere nun (r > 0 sei bereits bestimmt)

V= f~1(B(0,r)) N B(0,2r).
V ist offen, da f stetig ist, und

f:V = B(0,r)= f(V)

ist bijektiv. Die ersten beiden Behauptungen des Satzes sind mit dieser Wahl des V'
somit erfiillt.

@© Robert Denk, Reinhard Racke 9. 8. 2010



5. Lokale Umkehrbarkeit und implizite Funktionen 85

(b) Wahl von r: Aus f’(0) = I,, und der Stetigkeit der ersten Ableitung folgt:

N | —

Ir >0 Vz,|z| <2r: |1, — f'(@)| L@nrr) <

Aus dem Mittelwertsatz folgt fir &y = rmtextid—f mit 0 < 60; <1, j=1,...,n,
und x € B(0, 2r):

J\! " 1
2= F(@)] = [2o(x) ~ Bo(O)] = (%)) (0,2.2)) | < lal

(hierbei sei @ =: (@6)?:1.)

Fiir |y| <7 und |z| < 2r ergibt sich hieraus

@y (2)] < |z — f@)[ +[y| <2r,

dh:VyeR", |yl <r: ®,:B(0,2r) — B(0,2r).
Insbesondere: ¢, (x) =z = |z| < 2r.
(¢) Zur Kontraktion von @, in B(0,2r): Seien x4,z € B(0,2r). Dann gilt:

@g/(xg) — @é(l’l) = (q)é)/(flfl + Qj(xQ — Jfl), To — ZEl)
mit 0 < 0; <1, j=1,...,n. Hieraus folgt:

1
|(I)y(l‘2) - (I)y(xl)’ < 5‘1'2 — 5171| .

(d) Zur Behauptung (iii): Es geniigt, die Stetigkeit der Umkehrabbildung g zu zeigen.
Die Differenzierbarkeit von g folgt dann aus Satz 2.16; die Stetigkeit der Ableitung ist
sofort aus der in Satz 2.16 bewiesenen Darstellung der Ableitung und der Stetigkeit
der Inversenbildung GL(n,R) — R™" A+ A~! ersichtlich.

Seien nun x; € B(0,2r) und y; := f(z;)fir ¢ = 1,2. Dann ist

Qo(z;) = xi— f(x;) , also
Qo(x1) — Po(x2) + f(x1) — f(z2) und somit

|zy — 29| < %\xz — 21| + [ f(x2) — f(x1)].

T1 — T2

Hieraus folgt sofort die Lipschitz-Stetigkeit von g. n

5.4 Beispiel. Definiere

f:R? = R? (5) = fx,y) = <:c2 _yQ) .

2zy
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Dann ist f differenzierbar, det f'(x,y) = 4(z* + y?), und fiir 2y = (z1,y1), 22 =
(z2,y2) € R? ist

det A(z1, 29) = 4 det ( ;1 _zl ) = 4(x179 + Y112) = 4(21, 22) -
2 2

Folglich ist f in R?\ {0} lokal invertierbar (da det f'(x,y) > 0 fiir (x,y) # (0,0)),
aber f ist nicht global invertierbar, da f(—z, —y) = f(z, ).

b) Implizite Funktionen

In den Anwendungen tritt haufig folgendes Problem auf: Gegeben sei eine Abbildung
f:DCR"™ s R" | (z,u)— f(x,u).
Dabei seien # = (x1,...,2,)7 € R, u = (u,...,up)’ € R™ und f(z,u) =
(filz,u), ..., fo(z,u))T € R™
Gesucht ist nun eine Abbildung
e:R™ 5 R" | ur p(u)
mit f(p(u),u) =0; ¢ heifit ,Auflosung*.

Im allgemeinen ist eine solche Auflosung nicht moglich, wie fiir n = m = 1 das
Beispiel
[ R? =R, (2,u) = f(z,u) =1+ 2%+ u?

zeigt; hier ist keine reelle Auflosung moglich. Es sind also Voraussetzungen an f
erforderlich, mindestens z.B.:

(w1, uy) € R ¢ f(xy,uy) = 0.
Wir werden folgende Schreibweise benutzen: Fiir h € R” und k € R™ definiere
= @b, k) = fi(e,uh) + fi(e,us k)

mittels
hy
81fl e anfl anJrlfl s 8n+mf1 h
z A z "
O1fn - Onfn Oniifu - Onimfn :
K
a1.]01 s anfl hl 8nJrlfl oo 8nerfl kl
=1 : 3 o z :
alfn o anfn hn an—l—lfn s an—l—mfn km
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5.5 Satz (Satz iiber implizite Funktionen). Seien D C R"™ x R™ offen und f €
CY(D,R"). Es gebe a € R",b € R™ mit f(a,b) = 0 und detf{(a,b) # 0. Dann
existieren eine Umgebung U = U(b) C R™ won b und eine eindeutig bestimmte
Abbildung ¢ € CY(U,R™) mit:

VueU: f(o(u),u)=0.

Beweis. Idee:

e Anwendung des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit (Satz 5.3) auf die Abbildung
x> f(x,u), wobei u fest sei.

e Wihle p(u) := ¢(0,u), wobei g(-,u) die Umkehrabbildung zu f(-,u) bezeichne.
e Untersuchung der Eigenschaften von ¢.

Definiere
F:D— R (z,u)— F(z,u) = (f(x,u),u).

F ist stetig differenzierbar mit der Ableitung
I I
F'(a,u) = ( fiw.w) o) ) |
Es ist det F'(z, u) = det f](z, ), also ist insbesondere det F'(a, b) # 0.

Aus Satz 5.3 folgt nun, dass zu (a,b) € D eine Umgebung W C D existiert, so dass
Flw eine C'-invertierbare Abbildung mit offenem Wertebereich ist. G : F(W) — W
sei die Umkehrabbildung von F'|y. Aus F(x,u) = (y,v) erhilt man fir G: G(y,v) =
(z,u), wobei v = u ist. Setze g(y,v) := z. Dann ist g € CY(F(W),R"). g liefert die
gesuchte Abbildung ¢ mittels ¢(v) := ¢g(0,v), denn:

Da D(G) = F(W) offen ist, existiert eine Umgebung U = U(b) C R™ mit: Yv €
U(b) : (0,v) € F(W). Dort ist ¢ erklért. Aus FoG = idpqy) folgt fir (y,v) € F(W):
flg(y,v),v) =y.Mit y =0 (und v = u) erhalten wir wie gewiinscht:

fle(u),u) =0  YuelU.
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit dieser Auflésung.: Nach Definition der Abbildung
g ist g(f(z,u),u) = x. Aus f(z,u) = 0 folgt somit ¢g(0,u) = z, was dquivalent ist
zux = @(u). O
5.6 Bemerkung. Aus f(p(u),u) = 0 folgt

Fil(p(u), w); ¢ (us k) + fa((o(u), w); k) = 0 fiir alle k € R™.
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Wegen der Invertierbarkeit von f!(¢(u),u) erhalten wir hieraus fiir die Ableitung
von ¢ fir u € U:

@ k) = ~(Ffip(w),w) " F((e(u), u): k), oder
¢(u) = —(filpu).w) ™ o flp(u).u).

5.7 Beispiele. (i) Seienn =m =lund f: RxR = R, (z,u) = f(z,u) = z+2?~
u?. Dann sind f(0,0) =0, f|(z,u) =1+ 2z, also f{(0,0) = 1. Die Voraussetzungen
des Satzes iiber implizit gegebene Funktionen sind somit fiir (a,b) = (0,0) erfiillt.

Durch formales Aufldsen erhalten wir: p(u) = —3+4/1 + ? fiir u € R (da ¢(0) . 0).
(i) Seien n =2, m =1 und

[:R*xR—R? (:v,y,u)Hf(x,y,U)—< Loty -u )

—l4+z+y’+u

Fiir (a,b) = ((0,0),1) erhalten wir f(a,b) = (0,0) und aus

A= (4 )

det f{(a, b) =2y —1 = —1. Die Voraussetzungen des Satzes sind somit erfiillt.
y=0
Formales Auflosen und die Bedingung ¢(1) = (0,0) liefert:

o= (2 5EEN).
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