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Einleitung

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt der vierstiindigen Vorlesung Analysis IV vom
Sommersemester 2006 an der Universitdt Konstanz wieder. Es handelt sich dabei
um eine fast wortliche Darstellung des préasentierten Stoffes.

Die Vorlesung richtete sich an Studierende des vierten Semesters in den Diplom-
studiengdngen Mathematik, Mathematische Finanzokonomie und Physik sowie an
Lehramtsstudierende. Der grofite Teil der Vorlesung beschéftigt sich mit der Lebes-
gueschen Maf3- und Integrationstheorie. Diese wird ergédnzt durch einige topologische
Grundbegriffe und Aussagen und durch Anwendungen und Ergénzungen (etwa Fal-
tung, LP-Réume und Fourier-Transformation).

Der Aufbau der Lebesgueschen Theorie ist recht klassisch: Beginnend mit den Grund-
begriffen von Mengensystemen, Inhalten und Maflen wird zunéichst die Konstruk-
tion von Maflen nach Carathéodory besprochen. Nach der Definition des Integrals
(ebenfalls klassisch iiber das Integral von Stufenfunktionen) werden wichtige Kon-
vergenzséitze wie monotone Konvergenz und majorisierte Konvergenz behandelt. Ab-
geschlossen wird dieser Teil mit dem Tranformationssatz und dem Satz von Fubini.

Im topologischen Teil konzentrierte ich mich auf das Lemma von Urysohn und den
Satz von Tychonov, den ich mit Hilfe von Ultrafiltern bewies. Dieser Zugang er-
scheint mir recht klar, weist aber auch auf Grundideen der Topologie hin, welche in
nachfolgenden Vorlesungen weiter ausgebaut werden kénnen.

Insgesamt handelt es sich bei dieser Vorlesung um eine Vorlesung zwischen Grund-
und Hauptstudium. Fortsetzende Vorlesungen, insbesondere iiber partielle Differen-
tialgleichungen und zur Funktionalanalysis, bauen auf den hier behandelten Kon-
zepten auf und fithren diese weiter.

Am Ende des Skripts finden sich die zugehérigen Ubungsaufgaben, welche von Herrn
Olaf Weinmann gestellt wurden. Ich m&chte mich bei Herrn Weinmann fiir die ausge-
zeichnete Betreuung und Organisation des Ubungsbetriebs und fiir die hervorragend
gestellten Aufgaben bedanken; hier wurde viel Zeit investiert, die den Studierenden
zugute kommt. Auch bei den Ubungsleitern méchte ich mich fiir die gerade in diesem
Semester sehr gute Betreuung der Studierenden bedanken.

Ich hoffe, dass das vorliegende Skript den Studierenden bei der Nachbereitung des
Stoffes hilft, und bitte alle Leser, die sicher zahlreichen Fehler im Skript zu entdecken
und mir mitzuteilen.

Konstanz, den 31. 7. 2006 Robert Denk






I. Das Lebesgue-Integral

1. Mafitheoretische Grundlagen

1.1 Worum geht’s? Das Maf einer Menge ist in der Mathematik an vielen Stellen
von Bedeutung. Zum einen gibt es hier den stochastischen Zugang, nach welchem
die Wahrscheinlichkeit als ein normiertes Maf3 definiert ist, zum anderen geht es um
die Frage, welches Volumen etwa eine Teilmenge des R™ besitzen soll.

Wihrend in Analysis II der Zugang iiber das Riemann-Integral gewihlt wurde, soll
hier ein vertiefter (und fiir Konvergenzaussagen giinstigerer) Ansatz diskutiert wer-
den, das allgemeine Lebesgue-Mafl und Lebesgue-Integral. Zunéchst geht es um ele-
mentare Aussagen iiber o-Algebren und Mafle, insbesondere auch um die Frage,
inwiefern ein Maf durch die Angabe auf einem einfachen Mengensystem (etwa den
n-dimensionalen Intervallen) bereits festgelegt ist.

Die wichtigste Antwort dazu gibt der Fortsetzungssatz von Carathéodory, welcher
das erzeugte Maf sogar (in Form des dufleren Mafles) konstruktiv angibt. Im zweiten
Abschnitt werden wir diese abstrakte Konstruktion auf den elementargeometrischen
Inhalt anwenden und das Lebesgue-Mafl mit den zugehorigen Borel- bzw. Lebesgue-
messbaren Mengen erhalten.

a) Inhalte und Mafle

1.2 Definition. Sei X eine Menge, Z(X) := {A: A C X} die Potenzmenge von
X und & C Z(X).

a) &7 heiit o-Algebra iiber X, falls gilt:

(i) 0 e o,
(ii) Fiir jedes A€ &7 gilt A ={re X :x g A} € o.
(iii) Fir A, € & (n € N) gilt |,y 4An € &

In diesem Fall heifit (X, .o/) Messraum.
b) Falls statt (iii) nur gilt

(iii') Fir A,B € o/ gilt AUB € &/,
so heif}t o7 eine Algebra.

c) Falls statt (iii) nur gilt:

(iii") Falls A, € o disjunkt sind (d.h. A,NA,, = 0 fiir n # m), dannist | A, € o,

neN



4 1. Maf$theoretische Grundlagen

so heifit o/ ein Dynkin-System.

d) o heifit ein Ring, falls ) € o und fiir alle A, B € &« gilt: A\ B € & und
AUB e «.

1.3 Bemerkung. a) Die (beziiglich Mengeninklusion) grofite o-Algebra ist &2(X),
die kleinste ist {(}), X }. Falls <7 eine o-Algebra ist fiir i € I, wobei I eine nichtleere
Indexmenge ist, dann ist (,.; <4 wieder eine o-Algebra.

Sei & C Z(X) beliebig. Dann ist

(&) = ﬂ{szf D & : o ist o—Algebra iiber X}
die kleinste o-Algebra, die & enthélt (von & erzeugte o-Algebra). Analog existieren
ein kleinstes Dynkin-System Z(&) und eine kleinste Algebra, die & enthélt.

Die von & erzeugte Algebra kann man explizit angeben:

{O - Aij: Ay € £UE neNY,

i=1 j=1
wobei &¢ := {A°: A € &}.

Fiir o-Algebren gilt dies keineswegs, auch nicht, wenn man n durch oo ersetzt und
abzéhlbar oft iteriert!

b) Man beachte die Zusammenhénge der verschiedenen Mengensysteme. Zum Bei-
spiel ist ein Ring &7 genau dann eine Algebra, falls X € o7 gilt. Jede Algebra ist
auch ein Ring.

¢) Ein Mengensystem .7 C (X)) ist genau dann ein Dynkin-System, wenn gilt:

(i) X e o,
(i) Fiir A,B € .o/ mit AC Bgilt B\ A€ .
(iii) Fir A, € & (n € N) mit A; C Ay C ... gilt J, o An € .

1.4 Lemma. a) Ein Dynkin-System 2 ist genau dann eine o-Algebra, falls gilt:
Fiir alle A, Be 9 ist ANBe€ %

(d.h. wenn P N-stabil ist).
b) (Dynkin-Lemma). Sei & C £ (X) N-stabil. Dann ist 0(&) = D(&).

Beweis. a) Sei ¥ N-stabil. Dann gilt fir A, B € Z:

A\B = A\(ANB) = AN (AN B)° = [ACU(AHB)]CG 7,

© Robert Denk Juli 2006



1. Mafstheoretische Grundlagen )

also
AUB=(A\B)UB € 2.

Seien A,, € 2 fir alle n € N. Setze ﬁo = () und Avn =A,U...UA, € 9. Dann ist

Lqu4n = LJ }In+1\21n € 33,

neN nENp

d.h. & ist o-Algebra.
b) Zu zeigen ist nur, dass Z(&) eine o-Algebra ist. Zu A € Z(&) definiere

D ={Be PX):ANBe P(&)}.
Dann ist Z4 ein Dynkin-System. Da & N-stabil ist, gilt
ECYyfuralle Ae &
und damit Z(&) C P4 fir alle A € &, d.h.
ANBe Z(&) firalle Ae & Be P(&).
Dies heifit & C Zp fiir alle B € (&) und damit
P(&) C Yp fiir alle B € 2(8),
d.h. 2(&) ist N-stabil. Mit Teil a) folgt nun die Behauptung. O

1.5 Definition. a) Sei (X, ) ein Messraum. Dann heiit x4 : &/ — [0, 00] ein Maf,
falls gilt:

(i) u(®) =0,
(i) o-Additivitit: Fir (Ap)peny € o mit A, N A, =0 (n #m) gilt

(U An) =3 A, (1-1)

neN neN

In diesem Fall heifit (X, o7, ) ein Mafiraum.
b) Sei & ein Ring. Dann heifit i : &7 — [0, 00] ein Inhalt, falls (@) = 0 und
u(AUB) = pu(A) + p(B) fiir alle A,B € & mit ANB =)

(endliche Additivitit) gilt. Ein Inhalt p heifit o-additiv, falls fiir alle (A )peny C &
mit A, N A, =0 (n#m)und |J A, € o die Gleichheit (1-1) gilt.

neN

¢) Ein Inhalt 4 auf einem Ring <7 heifit

© Robert Denk Juli 2006



6 1. Maf$theoretische Grundlagen

e o-endlich (oder normal), falls es eine Folge (A,), C & gibt mit (J, .y An = X
und p(A,) < oo fiir alle n € N,

e endlich, falls u(A) < oo fiir alle A € & gilt. (Falls &7 eine Algebra oder sogar
eine o-Algebra ist, ist dies dquivalent zur Bedingung p(X) < 00.)

d) Ein MaB p auf einer o-Algebra heifit Wahrscheinlichkeitsma$, falls p(X) = 1 gilt.

1.6 Bemerkung. In obiger Definition und auch im folgenden tritt der Wert oo auf.
Dabei sind folgende Rechenregeln zu beachten:

e c0-0=0-00=0,
e xx-a=a-00=00 (0<a<o00),

e vta=a+o00=00 (—00<a<o0).
Der Ausdruck oo — oo ist nicht definiert.

1.7 Beispiele. a) Dirac-Mafl: Zu € X definiere

S T

Dann ist d, ein Maf auf Z(X) und damit auf jeder o-Algebra. Das Ma$ 0, wird
als Dirac-Mafl oder auch Punktmafl bezeichnet.
b) Sei X =N, &/ :={A CN: A oder A° endlich } und

0, falls A endlich,
pA) = { 1, falls A endlich.

Dann ist &7 eine Algebra und p ein Inhalt, aber o ist keine o-Algebra und p ist
nicht o-additiv auf 7.

¢) Zahlmaf}: Definiere

|A|, falls A endlich,
oo, falls A unendlich.

¢(a):={

Dann ist ¢ ein Mafl auf 22 (X), welches genau dann o-endlich ist, falls X abzé&hlbar
ist.

1.8 Bemerkung. a) Sei (X, o7, ) ein Maraum und E € /. Dann ist &/ N E :=
{ANE: A€ o} eine o-Algebra, und die Einschrankung p|g := p|snp ist wieder

© Robert Denk Juli 2006



1. Mafstheoretische Grundlagen 7

ein Mafl. Man erhélt einen neuen Mafiraum (E, .o/ N E, u|g). Man spricht von der
Spur-o-Algebra und dem Spurma$.

b) Sei X # () eine Menge, (Y, %) ein Messraum und f: X — Y eine Funktion. Dann
ist o(f) = f"HRB) :={f(B): Be A} eine o-Algebra auf X, die von f erzeugte
o-Algebra.

1.9 Beispiel (elementargeometrischer Inhalt). Das folgende Beispiel ist aus
Analysis II bekannt.

Zu a,b € R" sei
(a,b] ={xeR":a;<z; <b; (j=1,...,n)}
das n-dimensionale Intervall. Sei I, := {(a,b] : a,b € R"} das System aller Intervalle

und
k

A, ::{UAi:Aie]In,keN}
=1

das System aller endlichen Vereinigungen disjunkter Intervalle. Dann ist A,, ein Ring.
Definiere den elementargeometrischen Inhalt durch A((a,b]) := [];_,(b; — a;) auf L,

j=1
und durch .

A(QAZ) _ i)\(Ai)

auf A,,. Dann ist A\: A, — [0, 00) ein Inhalt.

1.10 Bemerkung. Sei i ein Inhalt auf einem Ring 7. Dann gilt:
(i) p ist monoton, d.h. fir A, B € o/ mit A C B gilt u(A) < u(B).

(ii) w ist subtraktiv, d.h. fir A, B € &/ mit A C B und pu(A) < oo gilt u(B\A) =
1(B) — pu(A).
(iii) p ist sub-additiv, d.h. fiir Ay,..., 4, € o gilt

W(UA) < Suta.

1.11 Satz. Sei p ein Inhalt auf einem Ring o7 . Betrachte die folgenden Aussagen:
(a) p ist o-additiv.

(b) Fiir alle A, € & mit Ay C As C ... und |, nAn = A€ o gilt

neN

Tim p(An) = p(A)

© Robert Denk Juli 2006



8 1. Maf$theoretische Grundlagen

(d.h. p ist stetig von unten).

(c) Fir alle A, € o mit Ay D Ay D ..., ey An = 0 und p(A;) < oo gilt
Ay

lim p(A,) =0

n—oo

(d.h. p ist stetig von oben).

Dann gilt (a) <= (b) == (c). Falls p endlich ist, sind alle drei Aussagen dquivalent.

Beweis. (a) = (b). Mit Ay := 0§ und A, := A,\A,_; ist A = U A, und A, =
neN

J Ag. Also ist
k=

1

p(A) =D p(Ay) = lim Y p(Ay) = lim p(A,).

neN

(b) = (a). Sei (Ap)nen C & paarweise disjunkt, A := J, .y An € & Setze A, =
AiU...UA,. Danngilt 4, /A (dh. A C 4> C ... und JA, = A), und nach (b)

gilt pu(Ay) — p(A). Wegen pu(An) =3 5y p(Ax) gilt also 3757 ) u(Ar) = p(A).
(b) = (c). Wegen p(A1\A,) = u(A1) — p(A,) und A1\ A, ~ A; gilt nach (b)

plAr) = lim p(A\Ay) = p(Ar) = lim p(A,)

und damit p(A,) — 0.
Sei nun p endlich.

(c) = (d). Falls A,, " A, gilt A\A, \, 0 und damit gilt u(A\A,) — 0 nach (c).
Somit folgt u(A,) — u(A). O

1.12 Beispiel. Wir zeigen, dass der elementargeometrische Inhalt A o-additiv auf
A,, ist. Da A endlich ist, geniigt es, die Eigenschaft (c¢) in obigem Satz nachzurechnen.
Sei also A; D Ay D ... mit A; € A, und mjeNAj = (.

Sei € > 0. Da A; (Riemann-)messbar ist, existiert nach Analysis II eine kompakte
Menge K; C A; mit AM(A;\ K;) < e-277. Fiir K; := K;N---NK; gilt dann ebenfalls
K; C A;. AuBlerdem ist

J _ J B
Aj\K; = U(Aj \ K;) C U(Az \ K3)
i=1

=1

© Robert Denk Juli 2006



1. Mafstheoretische Grundlagen 9

und damit ' 4
j j
MANE) <Y MANEK) <) e-27 <e
i=1 i=1
Da alle K; kompakt sind mit K1 D Ky D ... und
m Kj C m Aj = @,
jEN jEN
existiert ein jo € Nmit K; =0 (j > jo). Damit gilt fiir alle j > jo
A(A;) = MA; \ Kj) <«
Somit gilt A(4;) = 0 (j — 00), und A ist o-additiv.
Wegen R" = | J7Z,(—j,j]" ist A auch o-endlich auf A,,.

In vielen Féllen ist nicht ein Mafl auf einer o-Algebra gegeben, sondern ein Inhalt
auf einer Algebra oder einem Ring. Daher stellt sich die Frage, ob sich dieser In-
halt eindeutig zu einem Mafl fortsetzen lasst. Die folgende Konstruktion liefert die
Antwort.

1.13 Definition. Ein dufleres Maf} auf einer Menge X ist eine Funktion p*: Z(X) —
[0, 0o] mit folgenden Eigenschaften:

(i) p (@) =
(i) p*(A) < ()ﬁiralleABE@(X)mitACB,

(iii) u*(UneN n) <Y nen 1 (Ay) fiir alle (Ay,)pen € Z(X).
Eine Menge A C X heifit p*-messbar, falls

p(B)=p (ANB)+ p* (A°NB) firalle Be Z(X).

1.14 Definition und Satz. Sei u ein o-additiver Inhalt auf einem Ring <7 . Defi-
niere p* : 2(X) — [0, 00] durch

u*(m::{inf{znewm) Ay € o, ACUpenAn},  Jalls {-+} £0,

o0, sonst.

a) u* ist ein duferes Maf und heifft das zu p gehérige dufSere Mafs.
b) Jede Menge A € of ist u*-messbar, und es gilt p*| = p

Beweis. a) Eigenschaft (i) eines dufieren Mafes ist klar. Fiir (ii) beachte, dass jede
Uberdeckung B C |J, . Bn auch eine Uberdeckung von A C B ist.

neN

© Robert Denk Juli 2006



10 1. Maj$theoretische Grundlagen

Fiir (iii) sei 0.E. p*(A,) < oo fiir alle n € N. Dann existiert eine Uberdeckung
An C U, pen Anm mit
> lAum) < 4 (Ay) 227"

meN

Es folgt A C |n,m € NA,,, und
N*< U An) < Z 1(Apm) < ZN*<A
neN n,meN neN
und damit (iii).
b) Sei A € &7. Wir zeigen zunéchst
W (B) > p(ANB)+pu*(A°NB) firalle Be £2(X). (1-2)

Dazu sei 0.E. p*(B) < oo. Da p ein Inhalt ist, gilt fiir (B,,)neny C &7 die Gleichheit

Z 1(An) = Z (AN By,) + Z 1(A°N By).

neN neN neN

Fiir jede Uberdeckung B C Unen Bn ist BN A C U,(ANB,) und A°N B C
U,,(A°N B,,). Damit gilt

p(ANB)+p (AN B) <) u(B
neN

Nimmt man das Infimum {iber alle Folgen (B,,),, welche B iiberdecken, erhélt man
(1-2).

In (1-2) gilt sogar Gleichheit, denn aus Eigenschaft 1.13 (iii) folgt fiir B € 2(X)
p(B) = p* (AN B) 4+ p*(A°N B).
Es ist noch zu zeigen, dass pu(A) = p*(A) (A € &) gilt. Sei A € &7 und (A4,)nen C

o/ mit A C UnATL Setze Bl = Al; B2 = Ag\Al, .. .,Bn = An\<A1U . 'UAnfl)-
Da g monoton und o-additiv ist, erhélt man

M(A):M(U(AmAn)> (UAmB) S u(ANB,)
<Y By <> (A

neN neN

Nimmt man das Infimum iiber alle Folgen (A4,),, die A iiberdecken, erhilt man
p(A) < p*(A). Die andere Ungleichung ist aber klar wegen A C AUQUO.... O

© Robert Denk Juli 2006



1. Maj$theoretische Grundlagen 11

1.15 Satz (Carathéodory). Seipu ein o-additiver Inhalt auf einem Ring <7 . Dann
ist das Mengensystem & (<) aller p*-messbaren Mengen eine ( o(</) enthaltende)
o-Algebra, und p* |z ist ein Mafi mit * = p auf o7 Insbesondere existiert zu p
eine Maf$fortsetzung auf o(<7).

Beweis. (i) Nach Satz 1.14 ist A C 5(A).

(il) Wir zeigen, dass 7(7) eine Algebra ist. Offensichtlich ist ) € (o), und A€ ist
w*-messbar fiir jede p*-messbare Menge A.

Seien Ay, A € (7). In der Gleichung
p(B) =p (AN B)+u (AN B) (B e Z(X))
ersetzt man B einmal durch A; N B und einmal durch A$ N B und erhélt

+p (AiNASNB) + (AT NASN B).
In dieser Gleichung ersetzt man nun B durch (A; U A2) N B und erhélt

p (AU A)NB) = (AiNANB)+ p*(A{ N Ay N B)

1-3

Vergleicht man die letzten beiden Gleichungen, sieht man
W*(B) = i ((Ay U Az) 1 B) 4 " (AS 1 A5 0 B)
Also gilt A; U Ay € (&), d.h. 5(7) ist eine Algebra.
(iii) Wir zeigen, dass 7(</) ein Dynkin-System ist. Dazu sei (A, )nen C (&) eine

Folge paarweiser disjunkter Mengen und A = |J A,. Aus (1-3) folgt
neN

1 (AL U A) N B) = p* (A N B) + " (As N B) (B € P(X)).

Induktiv erhalt man
N*(U AN B) =Y w(A4NB) (Be2(X)).
i=1 i=1

Nach (ii) ist o(<7) eine Algebra und damit |J;_, A; € o(&). Also gilt fir alle
Be Z(X)
w(B) = (Jans)+w (U] nB)

i=1 i=1

© Robert Denk Juli 2006



12 1. Maj$theoretische Grundlagen

> (AN B) + p* (AN B).

=1

Hier wurde A¢ C [U?:l AZ} verwendet. In der letzten Ungleichung nimmt man den

Grenzwert n — oo und erhélt mit 1.13 (iii)
p'(B) = (AN B) + p (AN B) > u* (AN B) + u*(A°N B).
i=1
Wie im Beweis von Satz 1.14 sieht man, dass damit sogar

W(B) =Y W (ANB)+u (ANB) = " (ANB)+*(A°NB) (B € 2(X)) (1-4)

i=1
gilt. Also gilt A € (o), d.h. 7(«7) ist ein Dynkin-System.

(iv) Da @(47) N-stabil ist, zeigt das Dynkin-Lemma, dass (/) sogar eine o-Algebra
ist.

(v) Setzt man B = A in (1-4), erhélt man
p(A) =) u (A,
i=1

d.h. p* |5y ist ein MaB. O

1.16 Satz (Eindeutigkeitssatz). Seien o eine o-Algebra und p,v: of — [0, 0]
zwei o-endliche Mafle, welche auf einem N-stabilen Erzeuger & von < tbereinstim-
men. Ferner enthalte & eine Folge von Mengen (Sy)neny C & mit S; C Sy C ...,
Unen Sn = X und p(S,) < oo (n €N). Dann gilt p = v.

Beweis. Sei n € N. Definiere
D ={Ae o u(S,NA) =v(S,NA)}.

Nach Voraussetzung gilt & C Z,,. Wir zeigen, dass Z,, ein Dynkin-System ist, indem
wir die Kriterien aus Bemerkung 1.3 ¢) nachrechnen.

Wegen S,, € & ist X € 9,,. Fir A, B € &, mit A C B gilt
1(Su N (B\A)) = 58y 11 B) — (SN A) = (8,1 B) — v(Su N 4) = (S, 1 (B\ 4)),

also ist B\ A € %,,. Genauso sieht man, dass fiir eine aufsteigende Folge (Ay)ren C
P, gilt
M(U Ak) = V( UAk>7
keN keN

© Robert Denk Juli 2006



1. Maj$theoretische Grundlagen 13

indem man die Stetigkeit von unten (Satz 1.11) verwendet.

Nach dem Dynkin-Lemma 1.4 folgt nun %,, = 2(&) = 0(&) = & fiir alle n € N.
Verwendet man nun nochmals die Stetigkeit von unten, so sieht man, dass u(A) =
lim, 0o (AN S,) = v(A) gilt. O

1.17 Definition. Ein Maf} u auf einer o-Algebra o heif3t vollstandig, falls gilt: Aus
A C B, B e o und u(B) =0 folgt A € «7. Ein vollstandiges Ma8 p : &7 — [0, 00]
heifit Vervollstandigung des Mafles pug : 2% — [0, 00], falls & C o, |z = po und
folgende (universelle) Eigenschaft gilt:

Sei ¢/ @ &/ — |[0,00] vollstdndige Fortsetzung von pg. Dann ist &/’ C &/ und
W = p (dh. p ist minimale vollstdndige Fortsetzung von py).

Insgesamt erhalten wir folgenden Fortsetzungssatz:

1.18 Satz. Sei o/ eine Algebra und p: o/ — [0, 00] ein o-additiver und o-endlicher
Inhalt. Dann existiert genau eine MafSfortsetzung i von pu auf die von < erzeugte
o-Algebra (/). Die Fortsetzung ist gegeben durch

= o (ar)-
Weiter ist durch p*|z() eine vollstindige Mafifortsetzung von p gegeben.
Beweis. Nach dem Satz 1.15 von Carathéodory ist /1*|5() eine MaBfortsetzung von

p auf die o-Algebra 7(«/) D o(&7). Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.16 ist die Fort-
setzung auf o(7) eindeutig.

Seien nun N € 5(«/) und A € Z(X) mit A C N und p*(N) = 0. Nach Satz 1.14
ist p* ein duBeres Mafl und damit monoton, es gilt somit p*(A) = 0. Fir B € #(X)
folgt aus der Subadditivitdt und Monotonie von p*

p'(B) <p'(BNA)+p"(BNAS) < p(A) + p*(BNAY) = p*(BNA) < p(B).

Also gilt iiberall Gleichheit, d.h. A € 7(«). Damit ist u*|() vollstédndig. O

1.19 Bemerkung. Sei u endlicher, o-additiver Inhalt auf einer Algebra o7 .
a) Man kann zeigen, dass i*|z(.s) die Vervollstandigung des Mafes p1*|4(.) ist.

b) Definiere die Halbmetrik (!)
d;(A,B) = (AAB) auf Z(X) x Z(X),
wobei AAB := (A\B) U (B\A). Dann gilt
o(of) ={B € Z(X): Fir alle ¢ > 0 existiert ein A € & mit d,-(A, B) < ¢}.
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14 1. Maj$theoretische Grundlagen

(d.h. T(e7) ist der Abschluss von &7 bzgl. d,« in Z(X)).

c) Im Satz 1.15 von Carathéodory wird das zum Inhalt p gehorige duflere Mafl
1* betrachtet. Im Beweis werden jedoch nur die Figenschaften aus der Definition
1.13 eines dufleren Mafles verwendet. Damit sieht man, dass folgende Aussage gilt:

Sei v ein duBeres Mafl (im Sinne von 1.13) auf (X)), und seien .# C Z(X) die
v-messbaren Mengen. Dann ist (X, .#,v| 4) ein Mafiraum.

b) Das Lebesgue-Maf}

1.20 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann heifit die von den offenen
Mengen erzeugte o-Algebra Z(X) := o(1) die Borel-o-Algebra zu X.

1.21 Lemma. Die Borel-o-Algebra (R") ist die von den halboffenen Intervallen
L, ={(a,b] : a,b € R"} erzeugte o-Algebra.

Beweis. (i) Wegen (a,b+ (+,...,%)") € Z(R") und

(a,b] = m <a,b—|— (%,,%)t)

neN

ist offensichtlich o(I,,) C ZA(R").

ii) Sei U C R" offen. Zu jedem Punkt ¢ € U N Q" existiert ein ¢, > 0 mit [, :=
q q
{r eR":q; —e, < zj < qj +¢4, CU. Wie oben sieht man I, € o(I,,). Da Q dicht

in R ist, gilt
v= |J 1.

qeUunQ™

Dies ist aber eine abzdhlbare Vereinigung, und somit ist U € o(I,,). Also ist Z(R™) C
o(I,). O

1.22 Lemma. a) Jedes o-endliche Maf$ auf B(R™) ist bereits durch die Werte auf
den halboffenen Intervallen I,, eindeutig festgelegt.

b) Jedes endliche Maf p: B(R™) — [0,00) (insbesondere jedes Wahrscheinlichkeits-
maj$) ist bereits durch seine Verteilungsfunktion

F,:R" —[0,00), x +— ,u((—OO,Iﬁ] X X (—007-%])

eindeutig festgelegt.
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1. Maj$theoretische Grundlagen 15

Beweis. a) Da [, ein N-stabiles Erzeugendensystem von #(R™) ist, welche die Folge
(=N, N]* /7 R™ enthilt, folgt die Aussage sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 1.16.

b) Bei endlichen Maflen p ist der Wert auf I,, durch p((a,b]) = F(b) — F(a) fur
a,b € R" mit a; < b; (j = 1,...n) bereits eindeutig festgelegt, damit folgt die
Aussage aus a). O

1.23 Definition. Wir setzen
R:=RU{—o00, +o0}
und definieren die Borel-o-Algebra auf R durch

BR) := 0({(a, ] CR:ac R})

1.24 Definition (Lebesgue-Maf3). Sei A: A, — [0,00) der elementargeometri-
sche Inhalt aus Beispiel 1.9 und 1.12. Die nach Satz 1.18 existierende eindeutige
MaBfortsetzung auf o(A,) = Z(R") heifit das Lebesgue-Mafl auf Z(R™) und wird
wieder mit A\ bezeichnet, ebenso wie die Mafifortsetzung auf (A,,). Die A*-messbaren
Mengen A € 5(A,,) heiflen die Lebesgue-Mengen des R™.

1.25 Bemerkung. Die Michtigkeit (Kardinalitéit) von Z(R) ist dieselbe wie die
von R, aber die Kardinalitit der Lebesgue-messbaren Mengen ist 2% und damit
groBer. Das letzte sieht man, indem man eine Menge C' mit |C| = |R| und A(C) =
0 angibt (z.B. die Cantor-Menge, siehe unten). Dann ist jede Teilmenge von C
Lebesgue-messbar. Es gibt also i.a. sehr viel mehr Mengen in der Vervollstandigung

() als in o().

1.26 Satz (Regularitit des Lebesgue-Mafles). Sei M C R"™ Lebesgue-messbar
und beschrinkt. Dann existiert eine kompakte Menge K und eine offene Menge U
mit K C M CU und N\(U\ K) <e.

Beweis. (1) Da M beschrankt ist, gilt A(M) < oo. Nach Definition des duBeren
MafBes existieren Mengen A, € A,, mit M C UkeN A und

A( U Ak> <3 MA) < AM) + Z.

keN keN

Da die Mengen in A,, endliche Vereinigung von Intervallen sind, diirfen wir Ay € I,
annehmen. Zu A; wihlen wir ein offenes Intervall U, C R™ mit A; C U, und
AMUp \ Ap) < 1e27%. Dann ist die Menge U := (J,oy Ur offen mit M C U und
AMU\NM) < 5.
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16 1. Maj$theoretische Grundlagen

(ii) Sei @ = (=N, N)" ein Wiirfel mit M C Q. Wir wenden (i) auf die messbare
und beschrénkte Menge @ \ M an und erhalten eine offene Menge V' O @ \ M mit
AV) < MQ\ M)+ 5. O.E. sei dabei V' C @ (sonst ersetze V' durch V' N Q).

Wir erhalten

€
AMQ\V)=XMQ) = A(V) > MQ) = MQ\ M) — 3
Die Menge K := Q \ V C @ ist offensichtlich beschrénkt.
BEsgilt K=Q\V C M wegen Q\ M CV C Q. Damit ist K C M C Q. Wegen

K=QnVeCcVe=V°
folgt daher K ¢ QNV¢ = K, d.h. K ist abgeschlossen und damit kompakt.
Insgesamt erhalten wir K C M C U und AU\ K) < AU\M)+AM\K)<e. O

1.27 Satz. Sei M C R"™ Lebesque-messbar. Dann existieren Borelmengen F,G &€
BR") mit FCM CG und N\(G\M)=ANM\F)=0.

Beweis. (i) Sei M beschrénkt. Dann existieren nach Satz 1.26 abgeschlossene Men-
gen F und offene Mengen Gy mit Fy, C M C Gy und MGy \ Fy) < % Wahlt man
nun F = J, oy Fr und G := (), G, so folgt F C M C G und

NG\ M) S MG\ M) < 1

fiir alle £k € N, d.h. A(G\ M) = 0 und genauso A(M \ F) = 0.
(ii) Falls M unbeschriankt ist, wihle eine abzéhlbare Folge (Ax)ken C Z(R™) be-

schrinkter disjunkter Mengen mit R" = J, .y Ak (etwa durch Ay, :==[—(k+ 1),k +
1"\ [=k, k™). Zu My, := M N Ay, existieren nach (i) Fy, Gy € Z(R™) mit F, C M, C
G und A(Gy \ Fr) = 0. Setze nun F := (o i und G := J, oy G- O

1.28 Definition. Sei (X, 7, 1) ein Mafiraum. Eine Menge N C X heifit y-Nullmenge,
falls N € o/ mit pu(N) = 0. Man sagt, eine Eigenschaft gilt u-fast iiberall, falls die

Menge aller x € X, fiir welche diese Eigenschaft nicht gilt, eine pu-Nullmenge ist,
z.B. [ =0 p-fast iiberall ist definiert als u({z € X : f(z) # 0}) = 0.

1.29 Bemerkung. a) Falls das Ma8 vollstiandig ist, ist die Teilmenge einer Null-
menge wieder eine Nullmenge. Nach Satz 1.18 ist jede Teilmenge einer Lebesgue-
messbaren Nullmenge wieder eine Nullmenge. Aber nicht jede Teilmenge einer Bo-
relmenge N € Z(R") mit A(N) = 0 ist Borel-messbar!
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b) Abzédhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

c¢) Fiir das Lebesgue-Ma#f gilt: Einzelne Punkte (und damit abzdhlbar viele Punkte)
sind Nullmengen. Ein Unterraum der Form U = {z € R" : 2; = --- = 2, = 0} mit
k > 1 ist ebenfalls eine Lebesgue-Nullmenge, denn U = Jyy(U N [=N, N|*) und

MUN[=N,N]") < M[—¢,¢]* x [-N,N]"%) =2n.c~. NnF

fiir jedes € > 0, d.h. A(U N [-N, N]*) = 0.

1.30 Beispiel (Cantor-Menge). Definiere iterativ die Mengen (C),)nen durch

(d.h. man nimmt jeweils in den verbleibenden Intervallen das mittlere Drittel weg).
Die Cantormenge C' ist nun definiert als C' := [, .y Cn. Als abzahlbarer Durch-
schnitt abgeschlossener Mengen ist C' € #(R). Andererseits gilt A(C}) = 1, A(Cy) =
1— 1, M(C3) =1— 3 — 2 ctc. Man erhélt

A(C)zl—é-i(%)nzo.

n=0

Die Elemente in C sind gerade die Zahlen x € [0, 1], welche eine 3-adische Entwick-
lung der Form
z = 0.a1a9a3 . ..

mit a,, € {0,2} besitzen.

Die Abbildung = = 0.a1azas ... — Y -, a,27" ist surjektiv von C' nach [0, 1]. Also
besitzt die Menge C' die gleiche Méchtigkeit (Kardinalitidt) wie das Intervall [0, 1],
namlich |[0,1]] = |R| = ¢. Insbesondere ist C' iiberabzihlbar ist. Die Cantormen-
ge ist somit eine iiberabzdhlbare Lebesgue-Nullmenge. Da das Lebesgue-Maf3 (auf
den Lebesgue-messbaren Mengen) vollstandig ist, ist jede Teilmenge von C' wieder

Lebesgue-messbar (und eine Nullmenge). Dies zeigt, dass die Lebesgue-messbaren
Mengen die Méchtigkeit | 2(R)| = 2¢ besitzen.

2. Integration
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18 2. Integration

2.1 Worum geht’s? Nachdem wir nun die Maflkonstruktion kennen, wird als
nichstes das Integral eingefithrt. Ahnlich wie beim Riemann-Integral in Analysis I1,
beginnt man mit den Stufenfunktionen (die hier allerdings bereits allgemeiner sind)
und definiert das Integral fiir allgemeinere Funktionen durch Grenzwertbildung.

Die Klasse der integrierbaren Funktionen beim Lebesgue-Maf ist wesentlich grofier
als beim Riemann-Integral. So sind z.B. alle messbaren und nichtnegativen Funk-
tionen integrierbar, falls man als Wert des Integrals auch oo zulédsst. Besondere
Bedeutung beim Integral besitzt der Wert oo, der auch fiir Funktionen zuléssig
ist. Auch die Rolle der Nullmengen ist wesentlich und deutlich einfacher als beim
Riemann-Integral.

a) Messbare Abbildungen

2.2 Definition. a) Seien (X, ) und (5,.%) Messrdume. Fir f: X — S definiere
fYB)={feB}={rxcX:f(X)eB} (BecZ(9))
und
fU7)={f(B):Bes}.
Dann heifit f &/--messbar, falls fir alle B € % gilt f~}(B) € & (d.h. falls
() C o gilt).
b) Falls (S,.) = (R", Z(R")) oder (S,.7) = (R, Z(R)), so spricht man statt von

o/ -./-messbaren Funktionen nur von .&7-messbaren Funktionen.

c) Falls (X, 7) ein topologischer Raum ist, so betrachtet man tiblicherweise die Borel-
o-Algebra o/ = AB(X). In diesem Fall heiit eine bzgl. &7 messbare Funktion Borel-
messbar oder einfach nur messbar.

2.3 Bemerkung. a) Jede konstante Funktion ist messbar beziiglich jeder o-Alge-
bra.

b) Sind f: (X, ) — (S1,7) und g: (S1,.%1) — (S2,-%,) messbar, so auch g o
[ (X, o) — (Sq,-#2). Denn es gilt

(go /) (FA)=f g (A)cf (A cd.
¢) Die Schreibweisen {f € B} sind insbesondere in der Stochastik {iblich, z.B. {f >

0} :={x € X : f(x) > 0}. In der Stochastik heien messbare Funktionen f: X — R
auch Zufallsvariablen und messbare Funktionen f: X — R™ auch Zufallsvektoren.

2.4 Lemma. Seien (X, o) und (S,.”) Messrdume und . = o(&) (d.h. & ist ein
Erzeugendensystem von ). Dann ist f : X — S genau dann <f - -messbar, wenn

FYE) C .
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2. Integration 19

Beweis. Das Mengensystem . := {B € 2(S) : f~1(B) € &/} ist eine o-Algebra
tiber S. Nach Definition ist f genau dann &/-.-messbar, wenn . = o(&) C .&".
Dies ist aber dquivalent zu & C ./, d.h. zu f~1(&) C . O

2.5 Korollar. Sei (X,.27) ein Messraum und f: X — R eine Funktion. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist o -messbar.
(ii) Fir jedesa € R gilt {z € X : f(z) > a} € &.
(iii) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(z) > a} € &.
(iv) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(x) < a} € .
(v) Fir jedes a € R gilt {x € X : f(z) <a} € «.

Die analoge Aussage gilt fiir Funktionen f: X — R.

Beweis. Nach Lemma 2.4 ist nur zu zeigen, dass dieselben o-Algebren erzeugt wer-
den. Nach Lemma 1.21 erzeugen die halboffenen Intervalle bereits die Borel-o-
Algebra, damit erzeugen auch die Intervalle [—o00, a] mit a € R schon die Borel-o-

Algebra B(R) bzw. %(R). Die Aquivalenz von (ii)—(v) folgt aus den Darstellungen

{fza}zﬂ{fm—%},

keN

{f <a}={f=da}",
{fﬁa}zﬂ{f<a+%},

keN

{f>a} ={f <a}"

2.6 Satz. Sei (X, <) ein Messraum.

a) Falls X topologischer Raum ist und of = B(X), so sind alle stetigen Funktionen
f: X — R messbar.

b) Sei (fn)nen eine Folge of -messbarer Funktionen f: X — R. Dann sind auch die
Funktionen inf, ey f,, sup,cy fn, iminf, ey f, und limsup, .y f, <7 -messbar.

c¢) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge (f)nen </ -messbarer Funk-
tionen ist o/ -messbar.

d) Seien f,g: X — R o-messbar und F: R?* — R stetig, so ist auch h: X —
R, h(z) := F(f(z),g(x)) o -messbar. Insbesondere sind mit f und g auch max{f, g},
min{ f, g}, f £ g und f - g o/ -messbar, ebenso |f|" firr >0 und f" firr € N.
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20 2. Integration

Beweis. a) Die Urbilder {f > a} = f~((a, o)) sind offen, also messbar.
b) Es gilt
fsup fu < a} = ({fn < a} € A

n

fiir alle a € R. Mit Korollar 2.5 folgt die Behauptung fiir das Supremum. Wegen
inf f,, = —sup(—f,) und limsup f,, = inf,, supy,, fi folgt der Rest daraus, da mit f
offensichtlich auch — f messbar ist.

c¢) Fiir eine konvergente Folge gilt lim f,, = lim sup f,, und damit folgt die Behaup-
tung aus b).

d) Da F stetig ist, ist zu a € R die Menge G, = {(z,y) € R? : F(x,y) > a}
offen. Wie in Beweis von Lemma 1.21 konnen wir schreiben G, = UkeN A mit
Ay = (ak, bg) X (cg, di) € L. Da f und g messbar sind, gilt

{ag < f<bp}={f>a}{f < b} €,

und ebenso {c¢;, < g < di} € o7. Also ist auch

{(f,9) € A} ={ar < f<betnN{cx <g<di} e

und damit

{z € X : F(f(2),g(x)) > a} = {(f,9) € Gu} = | J{(f,9) € At} € #.

keN

Die restlichen Aussagen von d) folgen aus der Stetigkeit der Abbildungen (z,y) +—
vty (x,y) — x-y, (x,y) — max{z,y}, (v,y) — min{z,y}, (z,y) — [z]" und
(z,y) — a’. O

b) Das Lebesgue-Integral
Im folgenden sei (X, o7, 1) ein Mafiraum.

2.7 Definition. a) Eine Stufenfunktion (oder Treppenfunktion oder einfache Funk-
tion) ist eine Funktion f: X — R der Form f = Zle cixa, mit ¢; € Rund 4; € 7.

b) B(X;R) = B(X, .o;R) bezeichne den Raum aller beschrénkten messbaren Funk-
tionen f: X — R.

2.8 Satz. a) Zu jeder messbaren Funktion f: X — R existiert eine Folge (si)ren
von Stufenfunktionen mit si(z) — f(z) (x € X).

Falls zusdtzlich f > 0 gilt, so kann man eine monoton wachsende Folge (s;); finden.
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2. Integration 21

b) Sei f € B(X;R). Dann existiert eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichmdfig

gegen [ konvergiert. (Der Raum der Stufenfunktionen liegt somit dicht in B(X;R)
bzgl. || - ||so-Norm.)

Beweis. a) Sei zunsichst f: X — R messbar mit f > 0. Fiir k,7 € N mit 1 < j <
k - 2% definiere

Ay = {xEX:j;,gl Sf($)<2j_'k}:fl([j2_k1’2%>>

und Ay := f71([k,oc]). Da f messbar ist, sind Ag; und A, messbar. Definiere nun

k2k .

j—1

S 1= 22— XA Tk Xa,-
j=1

Dann konvergiert die Folge (si)ren monoton wachsend punktweise gegen f.

Im allgemeinen Fall zerlege man f = f, — f_ mit f, := max{f,0} und f_ :=
—min{0, f} und wende obige Konstruktion auf f, und f_ an.

b) Die obige Konstruktion zeigt, dass die Folge (sj)ren bei beschréinktem messbaren
f sogar gleichméfBig konvergiert. O

2.9 Definition (Integral). a) Sei s = "

=1 CiX A, eine Stufenfunktion mit s > 0.
Definiere das Integral von s bzgl. ;1 durch

k
/sdu = chu(Aj) € RU {o0}.
j=1
b) Sei nun f: X — R messbar mit f > 0. Definiere

/fdu = sup { /sdu : s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, o0].

c) Falls f: X — R messbar, definiert man

[ tin= [ gudn [ r-an (2-1)

falls nicht beide Integrale den Wert +o0o haben.

d) Eine Funktion f: X — R heifit (Lebesgue-)integrierbar, falls f messbar ist und
beide Integrale in (2-1) endlich sind. Die Menge aller integrierbaren Funktionen
wird mit £ (u) = LH(X, u) = £L1(X) bezeichnet. Andere Schreibweisen sind etwa
[ f(x)du(z) == [ fu(dz) := [ fdu. Der Index ,,1¢ wird manchmal unten geschrie-
ben: Li(u).
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22 2. Integration

Falls ;1 = X das Lebesgue-Mafl im R™ ist, so schreibt man [ f(x)dz.

/A i = [ xafdn

Wir schreiben £ (A) := £ (u]a).

e) Fiir A € & definiert man

2.10 Satz (Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals). Sei f: X —
R messbar und A € <.

a) Sei zusitzlich f beschrinkt und p(X) < co. Dann ist f € L' (u).
b) Ista < f(z) <b (xeA) und p(A) < oo, so gilt

ap(A) < /A Fdpu < bu(A).

c¢) Monotonie: Sind f,g € L () mit f < g, so ist

/fdu < /gdu-

d) Homogenitit: Ist f € £ () und o € R, so gilt af € L (1) und

/(af)du - oz/fdu.

e) Ist A eine u-Nullmenge, so gilt fA fdp =0.
f) Ist f € LY(X, ), soist f € LA, pla).

Beweis. a) Zu f € B(X) existiert ein K > 0 mit 0 < fi < K. Fiir jede Stufenfunk-
tion s mit 0 < f4 gilt somit [ sdp < Kp(X). Somit gilt [ fidp < Kp(X) < oo.
Analog sieht man [ f_du < oc.

c) Ist f <g,sofolgt fi < gy und f_ > g_. Fiir jede Stufenfunktion s mit 0 < sf,
gilt daher auch s < g.. Damit folgt [ fidu < [ gidu. Genauso folgt [ f_du >
J 9—dp und damit die Behauptung.

b) folgt aus c¢) wegen axa < fxa < bxa.

k
j=1

k
sdy = ci(ANA)=0
[ sdn=3"cintan 4,

j=1

e) Fiir jede Stufenfunktion s =3 ., ¢jx4, mit 0 < s < f gilt
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2. Integration 23

wegen p(ANA;) < p(A) =0. Damit ist [, fydu = 0. Analog folgt [, f_du = 0.
f) Fiir jede Stufenfunktion s = %

=1 CiXa, mit 0 <5 < fu gilt

k k
/Asdu = ch,u(A NA;) < ch,u(Aj) = /sd,u.
i=1 :

Jj=1

Damit folgt [, fydu < [ frdp < oo, analog fiir f_.

d) Fiir @ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei zundchst « > 0 und f > 0. Fiir jede Stufen-
funktion 0 < s < f ist auch as Stufenfunktion mit 0 < as < af, und es folgt

/(af)+du=sup{/s’du:0§ s <af}
:sup{/asdu:Ogasﬁaf}
—sup{a/sdurogsgf}
:a/f+du.

Fiir allgemeine f und a > 0 folgt

/(af)du = /(af)+du— /(af)-du = a(/f+du— /f—du) = a/fdu-

Falls nun o = —1, so gilt (—f)_ = fy und (—f); = f_ und somit

[-pin= [ ran— [ siau=— [ ran

Der Fall o < 0 folgt nun aus der Kombination

[afin=— [(-apin=—(-o) [ sau=a [ sau

2.11 Satz (MaBe durch Dichten). Sei f: X — R messbar mit f > 0. Definiere
i o — [0,00] durch

vr(A) :Z/Afdu (A€ ).

Dann st oy ein Maf.
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24 2. Integration

Beweis. (i) Fiir charakteristische Funktionen f = yxp mit B € &7 gilt ¢f(A) =
[y xpdp = (AN B). Damit folgt die o-Additivitéit aus der von .

(ii) Falls f eine Stufenfunktion ist, folgt die o-Additivitat aus (i) und der Linearitét
des Integrals.

(iii) Sei nun f: X — [0, 00| messbar und s eine Stufenfunktion mit 0 < s < f. Fiir

A= {J A mit A; € o gilt

n=1

) =) =3 [ s <3 [ pdn= 3 ena)

Nimmt man das Supremum {iiber alle Stufenfunktionen, so erhélt man
pr(A) <D ps(4)). (2-2)
n=1

Falls ein j € N existiert mit ¢¢(A;) = oo, so folgt wegen A D A; auch ¢p;(A) = oo,
und wir erhalten Gleichheit in (2-2). Sei also ¢f(A;) < oo fiir alle j € N. Sei ¢ > 0.
Da A; und A, disjunkt sind, existiert nach Definition des Integrals als Supremum
eine Stufenfunktion s mit 0 < s < f und

/sd,uZ/fd,u—s (1=1,2).
A A

Damit

gof(AlUAg)z/ sdu:/ sdu+/ sdu
AlUAQ A1 AQ

> fdp+ | fdu —2e = pp(A1) + pp(Az) — 2.
Al A2

Da ¢ beliebig war, folgt ¢(A; U As) > (A1) + 0r(Asz). Iterativ erhilt man
pr(A1U. UA) > op(Ay).
i=1

Wegen A D A U...UA, folgt

n

pr(A) =) op(Ay)

=1

fiir alle n € N. Nimmt man nun n — oo, erhédlt man Gleichheit in (2-2). O
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2.12 Korollar. Sei f € Z'(X,u) und seien (Ap)neny C & disjunkt mit A =
U A,. Dann gilt

neN

Afdu—ifqnfdu-

Beweis. Seien ¢ die zu fi gehorigen Mafle laut Satz 2.12. Da fx frdu < oo, sind
beide Mafle endlich. Es gilt

/ﬂm /ﬁw /fw o (4) = p_(A)

= Z (A Z Y- Z(‘P%—(An) — p-(An))
= Z/A fdp.

O

2.13 Korollar. Sei f € LY (X,u), A€ . Falls N € & ein p-Nullmenge ist, so

folgt
/fdu:/ dpu.
A AUN

Beweis. Anwendung von Korollar 2.12 mit AUN = AU(N \ A) liefert

fap=[ = [ gas [ gau= | fa
AUN AU(N\A) A N\A A

da fN\A fdu = 0 nach Satz 2.10 e). O

2.14 Bemerkung. Die Aussagen von Korollar 2.12 und 2.13 gelten auch fiir messba-
re Funktionen f > 0, wobei dann das Integral auch den Wert oo annehmen kann.
Denn der wesentliche Beweisschritt liegt in Satz 2.10 e), der fiir messbare Funktionen
gilt.

2.15 Lemma. Seien f,g: X — R messbar mit f = g p-f.4. und f € LYX,p).
Dann gilt auch g € LY (X, ), und

/fduz /gdu-

© Robert Denk Juli 2006



26 2. Integration

Beweis. Nach Satz 2.10 e) ist

/g+du=/ g+du+/ 9+duz/ frdp < oo.
{f=g} {f#g} {f=g}

Genauso folgt [g-dp= [ f-dp < oo und [ fdu = [ gdp. O

2.16 Lemma. a) Sei f € L (1), so gilt u({z € X : f(z) € {+00,—00}}) = 0.
b) Ist f >0 messbar mit [ fdu =0, soist f =0 p-f.i..

Beweis. a) folgt aus Satz 2.10 b).

b) Wir schreiben {f # 0} = G{]ﬁ <f< %}U{f > 1}. Falls u({f # 0}) > 0, so
j=1

hat wegen der o-Additivitat von p eine der Mengen auf der rechten Seite positives
Maf und damit nach Satz 2.10 b) [ fdu > 0. O

2.17 Lemma. Sei f: X — R messbar.
a) Es gilt f € L' (u) genau dann, wenn |f| € L (u) gilt. In diesem Fall ist

| [ sau| < [ 171

b) (Majorantenkriterium) Sei g € L (p) mit |f| < g p-f.ii.. Dann ist f € L (u).

Beweis. a) Die Mengen A := {f > 0} und B := {f < 0} sind messbar, ebenso die
Funktion |f|. Nach Korollar 2.12 gilt

Jistau= [ i+ [ \idn= [ ean [ <o

Die Abschitzung folgt aus —|f| < f < |f| und der Monotonie des Integrals (Satz
2.10 c)).

b) Nach Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir o.E. |f| < ¢g annehmen. Dann
ist f- < gund fi < g und somit [ fidu < oco. O
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3. Konvergenzsitze

3.1 Worum geht’s? Anders als beim Riemann-Integral existieren beim Lebesgue-
Integral sehr starke Konvergenzsétze. Die beiden wichtigsten sind die Sdtze von der
majorisierten Konvergenz und von der monotonen Konvergenz. Diese Sétze erlauben
es, viele Beweise sehr einfach zu fithren und sind mit einer der Hauptmotivationen
fiir die Behandlung der Lebesgue-Theorie.

Mit Hilfe dieser Sétze kann man auch leicht zeigen, dass das Lebesgue-Integral
tatsdchlich eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals ist. Einer weiterer wich-
tiger Grund fiir die Betrachtung des Lebesgue-Integrals sind die zugehorigen LP-
Réume. Insbesondere der Raum L? spielt eine wichtige Rolle in vielen Anwendungen,
etwa in der Quantenphysik oder in der Theorie stochastischer Prozesse. Hier werden
die LP-Réume zunéchst nur definiert und die einfachsten Eigenschaften gezeigt.

a) Die wichtigsten Konvergenzsitze
Im folgenden sei (X, .7, 1) ein Mafiraum.

3.2 Satz (von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Sei (f,,)nen eine Folge
messbarer Funktionen mit 0 < f; < fo < ..., und sei f: X — [0, 00| definiert durch
f(z) :==1lim, o fu(z) (z € X). Dann gilt

lim /fndu—/fd,u—/ lim f,du.

Beweis. Nach Satz 2.6 b) ist f = sup f,, messbar, also existiert [ fdu € [0, 00]. Sei
a = lim, o [ fodp € [0,00]. Wegen [ fodu < [ fdu folgt o < [ fdp.

Sei 0 < ¢ < 1 und s Stufenfunktion mit 0 < s < f. Definiere A, := {z € X :
fn(x) > cs(x)}. Da (f,), monoton ist, folgt Ay C Ay C .... Wegen cs < f, gilt

/fndu 2/ fadp > c/ sdju.
An An

Wegen lim,, f,, = f und ¢ < 1 gilt |J,cy An = X, und aus der o-Additivitédt des
MaBes A — [, sdu (siehe Satz 2.11) folgt

lim | f.dp > c/sd,u.

Nimmt man nun das Supremum {iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f, so
erhélt man

lim | f.du > c/fd,u.
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28 3. Konvergenzsdtze

Da ¢ < 1 beliebig war, folgt daraus die Abschitzung o > [ fdp und damit die
Behauptung. O

3.3 Satz (Addititivitit des Integrals). Seien fi, fo € £ (u). Dann ist fi+ fo €
LY () und
/(fl + fo)dp = /fldu—i-/de,u.

Beweis. (i) Seien zunéchst fi, fo > 0. Nach Satz 2.8 existieren Stufenfunktionen
(85 pen fiir 4 = 1,2 mit 0 < s und s () / fi(z) (x € X). Fiir s, := si) + s
gilt s,(x) / f(x) := fi(x)+ fa(x) (z € X). Da das Integral iiber Stufenfunktionen
linear ist, folgt mit dem Satz iiber monotone Konvergenz:

/fd,u— lim /snd,u— hm s(l)du+/s(2)du> :/f1d,u+/f2d,u.

(ii) Sei nun f; > 0 und fo < 0. Setze A := {f1 + fo > 0} und B := {f1 + fo < 0}.
Nach Fall (i) gilt auf A

[ pdnt [ [+ 52+ (<l = [ fdn

Unter Verwendung der Homogenitét (Satz 2.10 d)) folgt [, fdu = [, frdu+ [, fodp.
Auf der Menge B folgt die Behauptung analog mit der Darstellung — fo = fi+[—(fi+
)l

4
(iii) Im allgemeinen Fall zerlegen wir X = U A; mit

A= (e € X fi(2) 20, fole) > 0},
Ay = {r € X - fi(a) 20, fola) < 0},
Ay :={r e X : fi(z) <0, fo(x) >0},
Ap={z e X: fi(z) <0, fo(zx) < 0}.

Auf jeder dieser Mengen gilt fA,- fdu = fAi fidu + fAi fodp nach Fall (i) oder (ii).
Summation {iber i liefert die Behauptung. m

3.4 Satz. Sei (fn)nen eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen und f: X —
0, 00] definiert durch f =", f,. Dann gilt

[ fdn- i:j [ fuin

Falls f, € £ () (n € N) und die Summe auf der rechten Seite konvergiert, so
gilt f € LY (u), und die Reihe Y0 | fu(x) konvergiert fiir u-fast alle v € X.
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Beweis. Wende monotone Konvergenz auf die Partialsummen an. Die letzte Aussage
folgt aus Lemma 2.16. O]

3.5 Satz (Lemma von Fatou). Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen und f: X — [0,00] definiert durch f :=liminf, . f,. Dann gilt

/fd,ugliminf/fnd,u.

Beweis. Definiere g,,: X — [0, oo] durch
gn(x) :=inf{fe(z): k >n} (re€ X, neN).

Die Funktionen g, sind messbar nach Satz 2.6, die Folge (g;,),, ist monoton wachsend
mit g,(z) / f(z) (2 € X). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

lim gnd,u:/fdu.

n—oo

Wegen g, < f, gilt andererseits

lim [ g,dp =lim inf/gnd,u < liminf f,du,

n—oo

was die Behauptung zeigt. O]

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Integrationstheorie und heifit
auch Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

3.6 Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (fu)nen eine
Folge messbarer Funktionen, und der Grenzwert f(z) := lim, o fn(x) € R existiere
p-fast iberall. Weiter existiere eine Funktion g € £ (p) mit |fu(x)| < g(z) fiir

p-fast alle v € X und alle n € N. Dann ist f € £ (u) und
/ lim f,dp = /fdu.

Beweis. Durch Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir annehmen, dass lim,, f,
tiberall existiert und |f,| < g iiberall gilt. Als punktweiser Grenzwert messbarer
Funktionen ist f messbar, und nach dem Majorantenkriterium (Lemma 2.17 b)) ist

feZ (.

Wegen f,, + g > 0 ist das Lemma von Fatou anwendbar, und es folgt
/(f + g)du = /(lim inf f,, + g)dp < lim inf/(fn + g)du.
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Wegen Additivitit (Satz 3.3) folgt [ fdu < liminf, [ f.dpu.
Da auch g — f,, > 0, folgt wieder mit Fatou

/@—fﬂué@gy/w—nmu
und damit — [ fdp < liminf, [(—f,)du, d.h.

fdp > lim sup/fnd,u.

n—oo

Insgesamt haben wir also

/ fdp < liminf / fndp < limsup / fadp < / fdp,

was tiberall Gleichheit und damit die Konvergenz von [ f,du gegen [ fdyu impliziert.
O

3.7 Satz (Parameterabhingigkeit von Integralen). Sei U C R" offen, a € U
und f: X xU — R eine Funktion. Fir alley € U sei f(-,y): X — R p-integrierbar.
Definiere

g:U R, mm:/ﬂww:/ﬂ%wwm

a) Fir alle x € X sei f(z,-): U — R stetig an der Stelle a, und es existiere eine
p-integrierbare Funktion h: X — [0, 00] mit

[f(z,y)] < hz)  ((2,y) € X xU).

Dann st auch g stetig an der Stelle a.

b) Fir alle x € X sei f(x,-): U — R stetig differenzierbar in U, und es existiere
eine p-integrierbare Funktion h: X — [0, 00| mit

of

a—yé(m,y)‘ <h(z) ((my) € X xU, i=1,... n)

Dann ist auch g stetig differenzierbar an der Stelle a, und es gilt

g of _
@) = [ e pdne) (=1,....n)

Beweis. a) Fiir jede Folge (yx)reny C U mit yp — a gilt f(-,yx) — f(-,a) punkt-
weise (bzgl. © € X). Nach Voraussetzung ist h eine integrierbare Majorante von
(f (-, yx))ren, und die Aussage folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz 3.6.
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b) Sei 1 <i < n und (t)reny C R eine Folge mit ¢, — 0, ¢, # 0. Dann konvergiert

f<'7a+tnei)_f('7a) _)ﬁ

punktweise bzgl. z € X. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist die
Funktionenfolge auf der linken Seite majorisiert durch h. Damit folgt die Differen-
zierbarkeit von g nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz und die Stetigkeit
von ¢’ nach Teil a). O

Der folgende Satz zeigt, dass das Lebesgue-Integral eine Verallgemeinerung des
Riemann-Integrals darstellt.

3.8 Satz. Sei f: R® — R eine Funktion mit kompaktem Trager. Falls f Riemann-
integrierbar ist, so ist f Lebesque-integrierbar, und

dr = dA
[tz = [ ran

wobei links das Riemann-Integral und rechts das Lebesque-Integrals bzgl. des Lebesgue-
Mayjes steht.

Beweis. Als Riemann-integrierbare Funktion ist f beschrankt. Wir wéhlen ein In-
tervall (=N, N| € I, mit supp f C (—N, N|" und dann eine Folge von Partitionen

(-N, N =y (G=12...)

mit Ii; € I, deren Feinheit gegen 0 konvergiert. Setze fiir j € N und

mj(x) =inf{f(y) 1y € Ii;} (v € I;,k=1,...,my),
M;(z) :==sup{f(y) 1y € Iy;} (z €}y, k=1,...,m;).

Dann sind m; und M; Stufenfunktionen und damit Lebesgue-messbar. Da sich die
Partitionen verfeinern, gilt

mp <mp <o < f <o <My < M.

Als Grenzwerte monotoner Folgen existieren punktweise m(z) := lim; .o, m;(z) und
M(z) := lim;_,o M;(x) und sind wieder messbar. Es gilt m < f < M.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

/md)\ = lim [ myd\ = lim [ m;(x)dz,

J—00 J—00
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letzteres, da auf Stufenfunktionen Riemann- und Lebesgue-Integral nach Definiti-
on iibereinstimmen (als entsprechende Linearkombination elementargeometrischer
Inhalte). Genauso gilt

Md\ = lim M;(x)dz.

J—00

Da f Riemann-integrierbar ist, gilt auflerdem

lim m;(z)dr = lim M;(x)dx

J—00 J—00

und damit [ (M —m)dX = 0. Nach Lemma 2.16 folgt M = m A-fast iiberall und somit
wegen m < f < M auch m = M = f fast iiberall. Damit ist f Lebesgue-messbar

" [ rir= [mir= [ sions

Beachte, dass wegen Beschrianktheit von f und Kompaktheit des Tréigers von f
automatisch f € Z1(\) gilt. O

3.9 Korollar. Jede Jordan-messbare Menge A C R™ ist Lebesque-messbar, und
Jordan-Inhalt und Lebesgue-Maf$ von A sind gleich.

Beweis. Wende Satz 3.8 auf y4 an. ]

b) Die L’-Riume
Wieder sei (X, .o/, pi) ein Mafiraum.

3.10 Definition. Eine Funktion f: X — C heifit (Lebesgue-)integrierbar, falls
Ref € ZY(u) und Im f € £ (u) gilt. Wir schreiben auch f € £*(u;C) oder
f € ZYX;C) bzw. umgekehrt auch f € L'(u;R) fiir reellwertige Funktionen. Fiir
f e LY (u) wird [ fdu definiert durch [ fdp:= [Re fdu+i [Im fdu.

3.11 Bemerkung. Die Messbarkeit einer Funktion f: X — C ist wie {iblich als
Borel-Messbarkeit definiert (also «7-%(C)-Messbarkeit). Insbesondere folgt aus der
Stetigkeit der Abbildungen z — Rez, z; + 20 — 21 + 22, 2+ 21 - 2o und z — |2

Eine Funktion f: X — C ist genau dann messbar, wenn Re f,Im f: X — R beide
messbar sind. Sind f, g: X — C messbar, so auch f £ g, f-g und |f].

3.12 Lemma. Sei f: X — C messbar. Dann gilt f € £*(u;C) genau dann, wenn
fl € LM (1w R) gilt.
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Beweis. Das folgt sofort aus dem Majorantenkriterium (Lemma 2.17 b)) und den
Ungleichungen

|Re f] < [f],
[ Im f] < [f],
[/l < |Re f+[Im f].

]

3.13 Bemerkung. Die obigen Sitze der Integrationstheorie gelten genauso fiir
komplexwertige Funktionen. Dabei lassen sich die Beweise bis auf die Ungleichung
| [ fdu| < [|f]dp (Lemma 2.17 a)) direkt verallgemeinern. Fiir den Beweis dieser
Ungleichung wéhle ¢ € C mit |¢| = 1 so, dass

c/fdu € [0, 00).

Dann folgt

[ sau] = [ gdn= [ ctin= [Re(er) + itm(can

z/Re(Cf)dMS/|0f|dM=/|f|du-

Dabei wurde beachtet, dass [Im(cf)du =0, da [ cfdp € R.

3.14 Definition (Z?-Rdume). a) Sei 1 < p < co. Definiere .£?(u) als die Menge
aller messbaren Funktionen f: X — C mit

181 = ([ 1) < o

b) Fiir p = oo wird £ (u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f: X — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit pu({x € X : |f(z)| > Cf}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrénkten Funktionen. Fir f € £°°(u) definiert man

1 flloo := inf{C’ ER:p{r e X :|f(x)| >C}) = 0}.

¢) Fiir Funktionen f: X — R werden die entsprechenden Funktionenriume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt Z7(u).

3.15 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fir 1l <p,q < oo mit % + % =1 gilt

1 -glle < 1Al -Nlglle  (f € Z7(n), g € Z7%()-
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b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
1f+glls < W fllo +Nglls (f;9 € Z7(0).

¢) Fir 1l <p < oo ist der Raum ZP(u) ein Vektorraum, und || - ||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf £P(u), d.h. es gilt

1fllp =0 (f € 27 (n), (3-1)
leflly =lal-Ifll, (e C, fe2%(n), (3-2)
1f+glly < [fllp +llglls (f;9 € Z27(1). (3-3)

Beweis. a),b): Der Beweis der Holderschen Ungleichung aus der Youngschen Unglei-
chung sowie der Minkowski-Ungleichung aus der Holder-Ungleichung ist bereits aus
Analysis IT bekannt.

c¢) Die Messbarkeit von af und f + g ist klar, die Homogenitét von || - ||, folgt fir
1 < p < oo aus Satz 2.10 d) und ist offensichtlich fiir p = co. Die Dreiecksungleichung
ist gerade die Holder-Ungleichung, welche auch zeigt, dass f + g € £P(u) gilt. O

3.16 Definition und Satz (LP-Rdume). Sei 1 < p < oco. Definiere auf £7(u)
die Aquivalenzrelation ~ durch

frg = p{zeX: fx)#g(x)}) =0

(d.h. durch Gleichheit u-fast diberall). Die Menge der Aquivalenzklassen {[f] : f €
ZLP(u)} wird mit LP(p) bezeichnet.

Auf LP(u) wird reprdasentantenweise eine Vektorraumstruktur definiert: off] := [af]
und [f] + [g] == [f + g] fir o € C und f,g € ZLP(u). Analog definiert man

I = W flly (€ Z7(w).

Damit wird (LP(p), || - |l,) zu einem normierten Vektorraum.

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation und der Addition in LP(u)
ist klar, ebenso iibertragen sich die Eigenschaften einer Seminorm von Z7(u) auf
LP(y). Sei nun [f] € LP(p) mit ||[f]||, = 0. Dann gilt nach Definition [ |f[Pdu = 0
und damit nach Lemma 2.16 b) f = 0 u-fast tiberall, d.h. [f] = 0 in LP(p). Somit
ist || - ||, eine Norm auf LP(pu). O

3.17 Bemerkung. Im folgenden wird fiir f € £?(u) in der Schreibweise nicht mehr
zwischen [f] und f unterschieden. Wichtig ist bei dieser Betrachtung, dass es fiir
,Funktionen“ f € LP(u) im allgemeinen keinen Sinn macht, vom Wert f(x) an einer
Stelle x € X zu sprechen. Denn falls u({z}) = 0, so kann man den Représentanten
f an der Stelle z dndern, ohne die Aquivalenzklasse zu éndern.
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4. Endliche Produkte von Mafiraumen

4.1 Worum geht’s? Der Satz von Fubini ist bereits aus der Analysis II bekannt,
dort finden sich auch eine ganze Reihe von Anwendungen dieses Satzes (z.B. im
Zusammenhang mit dem Oberflachenintegral). Die Riemann-Theorie benétigt fiir
diesen Satz recht starke Voraussetzungen, insbesondere die Rolle der Nullmengen
ist dort recht unschon. Mit der Lebesgue-Theorie und den starken Messbarkeits-
und Konvergenzaussagen kann man den Satz von Fubini wesentlich besser und all-
gemeiner formulieren.

Zunichst werden Produkte von Messraumen und von Maflen betrachtet, welche
selber von Interesse sind. Insbesondere sind die Borelmengen des R™ das Produkt der
eindimensionalen Borelmengen. Der hier gewéhlte Zugang léasst sich auf unendliche
Produkte iibertragen, bei welchen aber schnell topologische Fragen auftauchen, die
wir noch nicht behandeln kénnen.

a) Produkte von Messrdumen, Produkt-o-Algebren

Seien (X, .o7), 1 < i < n, endlich viele Messrdume. Dazu betrachte das kartesische
Produkt

X::Xlx...xXn:ﬁXi.
1=1

4.2 Definition. Die Menge
Z ={A1x..xA, A edg1<i<n}CP2X)
heifit Gesamtheit der Zylindermengen (bzgl. der 7).

gﬁ@...@@fn::®%::0(fc‘”)

=1

heifit die Produkt-o-Algebra der <.

4.3 Bemerkung. a) Z ist N-stabil. Denn (4; X ... x A,) N (By X ... X B,) =
(A1NBy) X ...x (A, N By).

b) ® ist assoziativ: @ ® oy @ oy = (A R 2o) @ Ay = ) R (o @ of3). Zu zeigen

ist wegen Symmetrie nur die erste Gleichheit und diese bedeutet definitionsgeméafl

o({A; x Ay x A3}) = o(c({A1 X Ay}) x A3). Dabei ist “C* klar und “D* folgt aus
O'({Al X A2 X Ag . A1 S M,AQ < %,Ag fest}) = O'({Al X AQ}) X A3
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CO’({Al XAQ XAgiAl E%,AQ E%,Ag 642{3})

fiir jedes Az € of.
c) Sei pr; : Xy X ... x X, = (X;, o) die i-te Koordinatenprojektion. Dann gilt

é;z{i =o(pr;: 1 <i<n) :ZU(Opri_l(m/i))
i=1 i=1

Die Produkt-o-Algebra ist somit die kleinste o-Algebra auf X, die alle Koordina-
tenprojektionen messbar macht. Denn fiir A; € & folgt pr; '(A4;) = X1 x ... x 4; x
X Xy, 1 <4 <. Somit ist Ay x ... x A, =, pr; (A) € o(pr; 1 1 <i < n).
Damit gilt “C*.

“O folgt sofort aus pr; '(4;) € @, o wie eben gesehen.

4.4 Satz. Zu 1 <i < n sei jeweils & C < ein Erzeuger von < (also o(&;) = ;)
derart, dafl es stets eine Folge (Ey)ren in & gibt mit By, / X; fir k — oo. Dann
qgilt

o({Eix ... x E,: B € &,1<i<n})=(X) .
=1

Beweis. “C* ist klar und fiir die umgekehrte Inklusion ist zu zeigen, dafl A; x

XA, € o({Ey x ... x E,}) gilt fir alle A; € . Dazu wiederum reicht es,
Xy Xx...x Ay x...x X, €c({E) X ...x E,}) zu verifizieren. Hierfiir betrachte zu
gegebenem E; € &

F}, ::Elkx...in_ljkxE,-inH,kx...xEnkEJ({Elx...xEn}).
Dann ist auch X x ... X E; x ... X X, = Upen Fr in c({E£1 x ... X E,}). Wegen

Xix.o..oxAix..xX, e Xy x...xo(8) x...x X,
=o({Xix...xE x...xX,)}

folgt die Behauptung. m

4.5 Bemerkung. Die Behauptung des Satzes wird falsch ohne die Forderung der
aufsteigenden Folgen! Beispielsweise erzeugt {(} die triviale o-Algebra </ = {0, X, },
aber wenn % mehr als zwei Mengen umfafit, ist o({0}) # A @ .

4.6 Satz. Fs qilt
BR") = (X) B(R).
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4. Endliche Produkte von Majfrdumen 37

Beweis. (1) (R™) wird von den Intervallen (a,b] mit a,b € R™ erzeugt. Diese In-
tervalle sind aber Produkte von eindimensionalen Intervallen und damit Zylinder-
mengen. Also ist Z(R") = o(I,) C 0(Z) = Q._, B(R).

(ii) Fir die andere Inklusion ist zu zeigen, dass jede Zylindermenge Z = A; x---x A,
in AB(R") liegt. Wie oben reicht es Z = R x ... xR x A; xR x ... xR zu betrachten,
da jede Zylindermenge endlicher Durchschnitt derartiger Mengen ist. Ist jedoch A; €
AB(R), so gilt

Rx...xA x...xReRx...x%4R) x...xX,
=Rx...xo(;)x...xR
=o(Rx...xIj x...xR)
c o(I,) = B(R").

b) Produktmafle und der Satz von Fubini
Seien (X, o7, 1;), 1 < i < n, nun endlich viele Maraume.

4.7 Definition. Ein Ma8 p: @), <% — [0, 00| heifit Produktmaf$ der p;, wenn

n

M(Alx...xAn):H,u(Ai) fir alle A; € @, 1 <i<n

i=1
(mit der Konvention 0 - oo = 0).

Wir konstruieren das Produktmaf} nur fiir zwei Faktoren, Produkte hoherer Ordnung
definiert man dann induktiv in Verbindung mit geeigneten Assoziativitatsiiberlegun-
gen.

Achtung: Die Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafes ist nur fiir das Produkt
o-endlicher Mafirdiume gewéhrleistet!

4.8 Lemma. Seien (X;, %, u;), 1 = 1,2, o-endliche Mafiraume und sei f : X X
Xy — [0, 00| A ® lo-messbar. Dann gilt:

i) Fir jedes x € Xy ist f(x, -) : Xo — [0, 00| fa-messbar.

i) x— [ f(x, )dus = [ f(x,y)dus(y) ist o -messbar.
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38 4. Endliche Produkte von Maf$rdumen

Beweis. (i) Sei zunéchst s endlich. Dazu betrachten wir das Teilmengensystem der
Produkt-o-Algebra

9 = {A € 9 ® g : xa hat die Eigenschaften i) und ii)}.

Wir zeigen, dal & ein Dynkin-System ist, wobei wir die Kriterien aus Bemerkung
1.3 ¢) nachpriifen.

.X:XIXXQEQ,daXX:L

e 73 A /A dann auch A € Z: Es gilt x4, /" xa und damit folgt i), da
der punktweise Limes messbarer Funktionen wieder messbar ist, und ii) mit
monotoner Konvergenz.

e A,Be 2, AC B,dann auch B\ A € Z: Es ist xp\a = X — xa und i) ist
klar. ii) folgt aus der Endlichkeit von po, denn damit ist [ xp\a(z, - )dus =
[ xs(z, - )dus — [ xa(z, - )dps (“oo — 0o kann nicht auftreten).

AuBlerdem umfafit & den N-stabilen Erzeuger Z der Zylindermengen, denn A =
Ay X Ay € Z, dann ist xa(x,y) = xa,(x)xa,(y), woraus sich i) ergibt und mit

Jxa(z, )dpz = [ xa,(2)Xa,dp2 = xa, (2)p2(Az) folgt ii).

Das Dynkin-Lemma besagt nun ¥ = & ® o, was gleichbedeutend damit ist, daf3
die Behauptung fiir alle x4 mit A € @ ® o richtig ist. Wegen Linearitit folgt
die Behauptung fiir alle Stufenfunktionen, und mit den iiblichen Konvergenzargu-
menten (punktweise Limiten messbarer Funktionen sind messbar und Satz von der
monotonen Konvergenz) daher fiir alle [0, co)-wertigen produktmessbaren Funktio-
nen.

(ii) Sei nun pg o-endlich. Wéhle % > Sy, X5 mit ps(Sk) < 0o und betrachte statt
fnun fi := f - xx,xs,, das beziiglich der zweiten Komponente auf dem endlichen
MaBraum (Xo; a; pa(Sk N -)) lebt.

Nach (i) stimmt die Behauptung fiir die f; und damit wegen f, " f punktweise
auch fiir f, mit den gleichen Konvergenzargumenten wie oben. O

4.9 Lemma. Seien (X;, o, p;), i = 1,2, o-endliche MafSrdume. Dann existiert ein
eindeutiges Produktmaf pq @ po auf o/ @ oty. Explizit ist es gegeben durch

(11 ® p2)(A) = / (/XA(% -)du2) dpn (z) = / (/XA('7y)dM1) dpa(y).

Beweis. (i) pi1 ® po ist ein MaB: Klar ist g1 @ p2(0) = [ ([ xo(z, - )dpo) dpa (z) =
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4. Endliche Produkte von Majfrdumen 39
p @ po ist additiv wegen X 4 4, = X4, + X4, und damit

(1 &) (41 O ) = | ( [rnte )+t ->du2) din ()
= (11 ® p2)(Ar) + (11 ® p2)(As)

wegen Linearitdt der Integrale.

Fiir die o-Additivitdt ist somit noch die Stetigkeit von unten zu zeigen (Satz 1.11).
Sei daher o/ ® @/ > A; /* A. Dann folgt wegen x4, /" x4

a4 = [ ([ xate, i) (o)

/ / (/ Xal(z, ‘)d/@) dpi () = pn @ pia(A)

durch zweimalige Anwendung monotoner Konvergenz.

(i) g1 ® pe ist ProduktmaBl von g & po:

1 @ pig(Ar X Ag) = / (/ XA, (x)XAgdm) dpiy ()

_ / o (@) 2 (As)dp () = pa(As)ps (Ay).

(iii) Zur Eindeutigkeit: p; ® us liegt durch py ® po(A; X Ag) = g (Aq)pz(As) fest
auf dem N-stabilen Erzeuger Z von & ® <%. Da die beiden Mafle o-endlich sind,
gibt es @4 > Sy /" X1, p1(Sk) < 00, sowie o > Ty /" Xo, pa(T)) < oco. Damit
ergibt sich S x T}, / X7 x Xy mit 1y & po(Sk X T) = w1 (Sk)p2(Tr) < oo und die
Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 1.16.

(iv) Genauso zeigt man p1 ® pa(A) = [ ([ xa(+,y)dp) dpa(y). O

4.10 Bemerkung. a) (1 ® p12) ® i3 = p1 @ (2 @ pz) =: g ® po ® pig usw. fir
hohere Produkte. Denn die Gleichung stimmt fiir beliebige A = A1 x Ay x A3 € Z
(iteriertes Ausrechnen der Integrale) und gibt ein Produktmal auf ] ® % ® .
Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle liefert wie vorhin die Behauptung.

b) Fiir das Lebesgue-Ma$l \,,: Z(R") — [0, co] folgt insbesondere

Ap = é A1
j=1

Denn beide Seiten dieser Gleichung stimmen auf I,, iiberein.
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40 4. Endliche Produkte von Maf$rdumen

c¢) Die Voraussetzung der o-Endlichkeit ist fiir die Aussage von Lemma 4.9 wesent-
lich: Seien X; = X, = [0, 1] beide versehen mit den Borelmengen und 1y = Al
sowie iy = ¢ das Zahlmaf, das auf dem iiberabzéhlbaren Intervall nicht o-finit ist.
Wir betrachten die Diagonale

A= {(z,z): 2 €[0,1]} = F {0} € B(R) @ B(R),

wobei f : (0,12 = R, (z,y) — z — v, stetig und damit Z(R?) = B(R) @ B(R)-
messbar ist. Aber nun berechnet sich (kurz X fiir Al 1)

/(/XA(x,y)d)\(x))dC(y) = /A({y})d((y) = /0 d¢(y) =

im Gegensatz zu

/</XA($ y)dly /C {z})dA( /1 d\(z) =

4.11 Satz (von Tonelli). Seien (X;;.97; i), @ = 1,2 zwei o-endliche Mafirdume
sowie [t = py @ ps das Produktmafl auf der Produkt -o-Algebra oy ® ofy. Sei f :
X1 X Xy — [0, 00] & @ alo-messbar. Dann gilt in [0, 00] die Gleichheit

[ = [ ([ t@mam@)duw = [ [ i ).

Beweis. Nach Lemma 4.8 existieren alle Integrale in [0, c0]. Nach Lemma 4.9 gilt
die Behauptung fiir Indikatorfunktionen x4, A € o/ ® a%. Mittels Linearitét folgt
die Behauptung fiir Stufenfunktionen, schliefSlich mit monotoner Konvergenz fiir alle
produktmessbaren [0, oo]-wertigen Funktionen. O

4.12 Satz (von Fubini). Seien (X;; %%;p;), i = 1,2 zwei o-endliche Mafsrdume
sowie | = p1 @ po das ProduktmafS auf der Produkt-o-Algebra oy ® ot5. Sei f
X1 x Xo — C mit fe LY u;C), dh. [ seiintegrierbar bzgl. des Produktmapes.

a) Es gilt N :=={x € X1 : [|f(z,y)|dus2(y) = oo} € @A mit i (N) = 0.
b) Definiere g : X1 — C durch

) f@y)dps(y), &N,
gle) = {0, x € N.

Dann ist g € L (u1; C), und es gilt

/fdu—/gdm —/(/f(x,y)duz(y)>du1(x)-

© Robert Denk Juli 2006



4. Endliche Produkte von Majfrdumen 41

Die entsprechende Aussage gilt mit vertauschten Rollen von py und po. Insbesondere

; [ ([ ewinsto)dmt) = [ ( [ £ odn@)duato)

Beweis. Lemma 4.8 fiir |f| liefert die <j-Messbarkeit von z — [ |f(z,y)|du2(y),
damit ist N € «. Wegen |f| € £ () folgt aus dem Satz von Tonelli

/ /|fx y)|dpa(y d,ul /\f|d,u<oo

und damit p;(N) = 0.

Also ist auch (N x X3) = p1(N)pz(Xs) = 0. Betrachte nun f := f - X(NxXz)e =
f - Xnexx,, dann ist f = f p-fast iiberall. Nun folgt fir f > 0 (und damit auch

f>0)
[ o= [ ([ Fo.yis) o) = [ Fore= [ s,

wobei die mittlere Gleichheit wieder nach Tonelli folgt. Fiir ein beliebiges komplex-
wertiges f folgt dann die Behauptung durch dessen Zerlegung in vier nichtnegative
Komponenten: f = (Re f)+ — (Re f)- +i[(Im f); — (Im f)_]. O

Die Folgerungen aus dem Satz von Fubini sind bereits aus der Analysis II bekannt.
Hier seien nur zwei Beispiele erwahnt:

4.13 Korollar (Cavalieri-Prinzip). Fir A € Z(R") undt € R sei
Ay i={(z1,...,001) ER" i (zy,..., 2, 1,t) € A}

der Schnitt zum Wert t. Dann ist A; € B(R"™Y), und

A(A) = /R Mo (At

Beweis. Dies folgt durch die Anwendung des Satzes von Tonelli auf y 4. m

4.14 Korollar. Sei D € Z(R" ) und f: D — R Borel-messbar. Dann gilt graph f €
B(R"™) und A\, (graph f) = 0. Insbesondere hat jede Hyperebene im R™ Lebesgue-Maf
0.

Beweis. O.E. sei D = R”~!. denn sonst setze f durch 0 zu einer messbaren Funktion
f auf R™ fort. Die Behauptung fiir f folgt dann aus graph f = (D x R) N graph f.
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42 5. Der Transformationssatz

Die Koordinatenprojektionen pr;, i = 1, ..., n, sind stetig und damit Borel-messbar.
Also ist auch
g:R" =R, xw f(z1,...,24-1) — Tp

Borel-messbar. Damit ist graph f = {g = 0} € Z(R"). Wegen Xgraph £(Z1, - . ., Tn_1,t) =
0 fiir t # f(x1,...,2,_1) folgt

/ Nerapt (&, DAA(E) = 0
R

fiir alle 2’ := (z1,...,2,_1) € R"!. Nach dem Satz von Tonelli folgt

An(graph f) = /

Rn—1

</RXgraphf(l'/,t)d/\l(t))d)\n_l(l‘/> = / 0 dA(z') = 0.

Rn—1

5. Der Transformationssatz

5.1 Worum geht’s? Der Transformationssatz ist der letzte grofie Satz der Le-
besgueschen Integrationstheorie. Die Anwendungen des Transformationssatzes sind
bereits aus der Analysis II bekannt und werden hier nicht mehr besprochen. Als
Beispiel sei hier nur an der Begriff der Untermannigfaltigkeit und die Integration
iiber Untermannigfaltigkeiten erinnert. Die Definition des zugehérigen Mafitensors
beruhte wesentlich auf dem Tranformationssatz. In Analysis II wurde der Satz nicht
bewiesen, das wird hier nachgeholt.

Der Beweis des Transformationssatzes ist nicht leicht und erfordert einige Schritte.
Es gibt verschiedene Zugénge zum Beweis, hier wird ein induktiver Beweis gewéhlt,
der es vermeidet, zunéchst den Satz fiir lineare Abbildungen beweisen zu miissen
(auch dies ist nicht trivial). Eine mogliche Formulierung des Satzes ist die Gleichheit
zweier Mafle, wobei das eine Maf ein Bildmaf ist, das andere ein Mafl mit Dichte.
In den Anwendungen wird es stets um die zugehorigen Integrale gehen.

a) Einige spezielle Mafie

5.2 Definition und Satz. Sei (X, .7, u) ein Mafsraum, (Y, %) ein Messraum und
®: X — Y messbar. Dann ist

po® ' B — [0,00], (1o ®)(B) = u(@~\(B))

ein Maf$, das Bildmaf$ von p unter ®.
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5. Der Transformationssatz 43

Beweis. Die Eigenschaften eines Mafes iibertragen sich unmittelbar bei Verwendung
des Urbilds. O

5.3 Lemma (Transformationslemma). Sei (X, .o, p) ein Mafraum, (Y, %) ein
Messraum und ®: X — Y messbar. Sei weiter f: Y — C ZB-messbar. Dann ist f
genau dann p o @ -integrierbar, wenn f o ® p-integrierbar ist, und in diesem Fall
151

Jtrowyn= [ aon).

Beweis. Fir f = x4 mit A € & stimmt dies nach Definition des Bildmafles, daher
wegen Linearitdt des Integrals auch fiir Stufenfunktionen f > 0, mit monotoner
Konvergenz fiir alle messbaren Funktionen f > 0. Der allgemeine Fall folgt wieder
durch die Zerlegung f = [(Re f)+ — (Re f)_] +4[(Im f)+ — (Im f)_]. O

5.4 Beispiel (Mafle mit Dichten). Sei (X, .o/, ) ein MaBraum und f: X —
[0, 00] messbar. Dann ist nach Satz 2.11 durch

V(A) ::/Afdp (Ae o)

ein Mafl gegeben. Eine messbare Funktion g: X — C ist genau dann r-integrierbar,
wenn ¢ - f p-integrierbar ist, und in diesem Fall ist

/ng=/g-fdu-

Dies folgt genauso wie im Beweis des Transformationslemmas 5.3. Man sagt, das
MaB v besitzt die p-Dichte f und schreibt v = f - p. In symbolischer Schreibweise
dv = fdu. Die Dichte f heifit auch die Radon-Nikodym-Ableitung von v nach p,
symbolisch f = Z—Z.

5.5 Beispiel (Zahlmaf). Sei X # () eine beliebige Menge und ¢: Z(X) — [0, o0,
C(A) = |A| das Zahlmaf$ aus Beispiel 1.7 ¢). Eine Funktion f: X — C heifit sum-
mierbar, wenn

> If(@)] = sup{2|f(a:)| : E C X endlich } < 00.

zeX zeE

In diesem Fall ist fiir jedes n € N die Menge {|f| > -} endlich und damit {f # 0} =
Unen{lf] = 2} abzéhlbar, etwa {f # 0} = {x1,22,...}. Die Reihe Y f(z,) ist
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dann absolut konvergent, und nach dem groflen Umordnungssatz ist der Wert der
Reihe unabhéngig von der Summationsreihenfolge. Damit ist

S @)= fan)

rzeX

wohldefiniert.

Eine Funktion f: X — C ist genau dann summierbar, wenn f (-integrierbar ist,

und in diesem Fall gilt
> st = [ sac

Denn offensichtlich gilt fiir endliche £ C X die Gleichheit [, fd¢ = Y, .5 f(x).
Falls f (-integrierbar ist, so ist

Sup{2|f(x)|:ECX endlich}:sup{/|f|d§:ECX endlich}
B

zel
s/ma<m

d.h. f ist summierbar. Im summierbaren Fall gilt fiir £, := {|f| > 1} mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz

S @I\ X 1@ - |

reX 2E€En E

fldc /7 //|de<.

Dies zeigt die Aquivalenz von Integrierbarkeit und Summierbarkeit wie auch die
Gleichheit von Summe und Integral fiir den Fall f > 0. Der allgemeine Fall f: X —
C folgt durch die iibliche Zerlegung.

5.6 Beispiel (Riemann-Stieltjes-Integrale). Seien a,b € R mit ¢ < b und
g: [a,b] — R eine monoton wachsende und rechtsstetige Funktion. Dann existiert
genau ein BorelmaB y,: #([a,b]) — [0, co] mit

pg((s,t]) = g(t) —g(s) (a<s<t<b)
und 41,({s}) = 0.

Um dies zu sehen, setzen wir g konstant auf (—oo, a] und [b, 00) fort. Durch die
obige Gleichung ist p, bereits auf I, und damit auf A, eindeutig festgelegt. Man
rechnet nach, dass die Rechts-Stetigkeit von ¢ gerade die o-Additivitat von p, auf
A,, bedeutet. Wegen 11,(R) = p,([a, b]) = g(b) — g(a) ist p, endlich. Damit existiert
genau eine Mafifortsetzung von p4|a, zu einem Borelma$ jig] s ).

[ rig = [ san,
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5. Der Transformationssatz 45

heifit auch das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. g. Die Theorie der Riemann-
Stieltjes-Integrale kann analog zum Riemann-Integral auch unabhingig von der
Lebesgue-Theorie entwickelt werden, indem man Zerlegungssummen der Form

> Fwe)[9(wrn) — glan)]

k=1

mit yx € (2, Tr41] betrachtet.

Eine kompakte Ausschopfung und das iibliche o-Additivitdtsargument zeigt, dass
die obige Aussage auch fiir monoton wachsende und rechtsstetige g: R — R gilt.
Wéhlt man g(z) = x, erhélt man das Riemann-Integral als Spezialfall des Riemann-
Stieltjes-Integrals.

b) Der Transformationssatz

Der folgende Satz ist zentral fiir die gesamte Integrationstheorie und hat viele Aus-
wirkungen, die zum Teil bereits in Analysis II besprochen wurden. Statt Transfor-
mationssatz wird dieser Satz auch Substitutionssatz oder Substitutionsregel fiir das
n-dimensionale Lebesgue-Integral genannt.

5.7 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R" offen und ®: U — V ein
CL-Diffeomorphismus.
a) Es gilt

Ao® =|det ®'(-)| - A (5-1)
als Gleichheit von Mafen auf B(U). Dabei steht auf der linken Seite das Bildmafs

von X\ unter @1 (siche Definition 5.2), auf der rechten Seite das Maf mit Dichte
| det ®'| (Beispiel 5.4), wobei " die Jacobimatriz von & bezeichnet.

b) Sei f: V. — C messbar. Dann ist f tiber V = ®(U) genau dann A-integrierbar,
wenn (f o ®) - |det ®'|: U — C A-integrierbar tiber U ist, und dann gilt

/ fy)dy = / f(@(x)) - | det @' (z)|d.
(V) U

Beweis. a) Der Beweis gliedert sich in mehrere Schritte.

(i) Es gentigt, die Gleichheit der MaBe in (5-1) fiir Mengen der Form A N U mit
A €1, zu zeigen. Denn diese Mengen bilden ein N-stabiles Erzeugendensystem der
o-Algebra B(U) = Z(R") N U, und damit folgt die Gleichheit auf Z(U) aus dem
Eindeutigkeitssatz 1.16.
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(ii) Lokalisierung: Es geniigt, (5-1) in folgender lokaler Form zu zeigen: Zu jedem
Punkt a € U existiert ein offenes Intervall U, C U, so dass

(Ao ®)ly, = (Idet @'()] - 2)

Ua
(Beachte die Definition des Spurmafies in Bemerkung 1.8.)

Denn wie im Beweis von Lemma 1.21 ist jede offene Menge U eine abzihlbare
Vereinigung von solchen offenen Intervallen U = J, .y Ua,. Damit lésst sich jede

Menge A € Z(U) in der Form A = ] A}, schreiben mit
kEN

Al ::AﬂUal,
A2 = (Aﬂ Ua2) \ A17
As = (ANU,) \ (A1 U Ay),

Es gilt A, € B(U,,,). Falls (5-1) in B(U,, ) gezeigt ist, folgt wegen der o-Additivitét
beider Seiten von (5 1) auch

:ZA(@(Ak))ZZ/ |det<I>’|d)\:/ | det @'|dA.
k=1 " Ak A

k=1

(iii) Der Satz gilt fiir n = 1: Sei U C R offen und @ € U. Wihle ein Intervall U, C U
mit @ € U,. Da ® ein C'-Diffeomorphismus ist, gilt ®'(y) # 0 fir y € U,, d.h. es
gilt ® > 0 oder &’ < 0.

Im Falle " > 0 ist ® streng monoton steigend, und fiir ein Intervall A = (o, 5] C U,
gilt

()\oq))(A)z/Ald()\OCD):/@(A)ld)\

(8)
(®(),2(8] ®(a)

B
:/ 1-(I>'(x)d:v:/ | () A\ (z /|c1> )|d.

Dabei wurden das Transformationslemma 5.3 und die aus der Analysis I bekannte
Substitutionsregel fiir das eindimensionale Integral verwendet. Beachte, dass A({a}) =
0 und ®'(x) = |'(x)| wegen &’ > 0.

Falls " < 0, erhélt man genauso Ao ®(A) = — [, ¥ (x)dzx = [, |¥'(z)|dx.

(iv) Beweis des Satzes fiir n > 1 durch Induktion: Sei a € U. Wegen det ®'(a) # 0
kénnen wir nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten annehmen, dass
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g%’(a) £ ( gilt. Betrachte die C'-Abbildung
UV:U—=R" zw— (21,...,2,1,P,(2)).

Dann gilt
0,
= -2
(@) (2)

und damit det ¥'(a) # 0. Nach dem Satz tiber die lokale Umkehrbarkeit existiert eine
offene Umgebung U, von a, so dass ¥: U, — W := ¥(U,) ein C'-Diffeormorphismus
ist. O.E. sei dabei U, ein offenes Intervall.

Setze S := ® o (V|y,)"': W — ®(U,). Dann ist S ebenfalls C''-Diffeomorphismus,
und es gilt S(z1,...,2,-1, Pp(z)) = ¢(z) und

det ¥'(x)

, det ®'(T~1(x))
det S'(z) = .
= )

(5-3)

Dabei wurden die Kettenregel und (5-2) verwendet.

Sei wie in Korollar 4.13 W; := {y € R"' : (y,t) € W} der ¢-Schnitt von W fiir
t € R. Offensichtlich ist W, wieder offen, eventuell auch leer. Definiere die induzierte
Abbildung N

S: W, =Ry (Si(y,1),...,S8_1(y,1))

Wegen S, (x) = z, ist S: W, — (®(U,)); ein C'-Diffeomorphismus.
Nach Induktionsannahme fiir n — 1 liefert

A0S =|det S| - Aoy auf B(W,) (5-4)

fiir alle t € R mit W; # 0.
Mit dem Satz von Fubini, Gleichung (5-4) und (®(U,)); = S(W,) folgt fiir A € Z(U,,)

o0

)‘n(q)(A)) = /¢>(Ua) X‘I)(A)d/\n = /_OO (/(@(Ua))t X@(A)(yat)d)‘n—l(y))d)\l(t>
= [ (] xeen(Sw). 01 et @)l ) )arat)

—0o0

Wegen S(y,t) = (S(y),t) ist xe)(S®¥),t) = (xea) © S)(y,t) und det S'(y) =

det S’(y,t), und wieder mit dem Satz von Fubini kénnen wir weiter schreiben

M @) = [~ ([ (a0 S)(w01det S 30101 () 1)

[e.e]

_ /W (Xo) © S)(@) |det S (2)|dAn().
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48 5. Der Transformationssatz

Es ist xo4) = x40 @' und damit xgay0 S = xa0® toPoU™! =y, 0U~!. Damit
und mit (5-3) folgt

det @’ _
)\n(cb(A)):/ [XA%] o Wld),
w oo |

_ /Rn_1 (/R [XA. |‘|{§£T|} o\l/_l(y,t)dt>dy.

Um das innere Integral zu berechnen, verwendet man den Transformationssatz fiir
n = 1 aus (iii). Fiir festes y € R" ! ist s — ®,(y, s) =: t injektiv, und das Inverse
dieser Funktion hat die Ableitung

ds 1 1 B
%:&Dn(y ):<8¢)no\ll 1>(y>t>>
) Oxn

wobei U~l(y,t) = (y,s) verwendet wurde. Setzt man dies oben ein, erhilt man
(wieder mit Fubini)

w(@) = [ ([ [t et .5 ds)

/ | det ()| da,
was zu zeigen war.

b) Definiere p := |det ®’| - A. Nach Teil a) des Satzes gilt 1 = A o &, und mit dem
Transformationslemma gilt dann

/Uf(CD(x))-\detcb’(x)\dx:/U[fo(I)]du:/ [f o ®]d(Ao ®)
_[I)(U)fd()\o@ocb / fd.

O

5.8 Korollar. Das Lebesque-Maf$ A, : B(R™) — [0, 00] ist translationsinvariant,
d.h. fiir jedes h € L*(R™; C) gilt

/faerdx—/f )z (a € R"),

und homogen, d.h. fiir jedes h € L*(R"™; C) gilt

/ h(az)dz = |a] = / hx)dz (o€ R\ {0}).

Beweis. Folgt sofort aus dem Transformationssatz fiir die Abbildungen = — a + x
bzw. x — ax. O
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II. Einiges zur Topologie

6. Topologische Begriffe

6.1 Worum geht’s? In der bisherigen Vorlesung ist die Topologie regelméfliig als
Begriff aufgetaucht. Es sollte inzwischen auch klar sein, wie wichtig Begriffe wie Kon-
vergenz oder Kompaktheit sind. In den meisten Féllen waren die bisher betrachteten
topologischen Rdume metrische Rdume. Aber dieser Begriff ist nicht allgemein ge-
nug, um die in der Analysis auftretenden Konvergenzarten zu beschreiben:

e Welche Topologie beschreibt punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge?

e Seien f, g zwei verschiedene Funktionen in .2 (1), welche p-fast iiberall gleich
sind. Dann ist || f — g[[; = 0, d.h. der Abstand der Funktionen ist gleich Null.
Topologisch sind diese Funktionen nicht unterscheidbar.

Es ist also notwendig, allgemeinere Topologien und entsprechende Konzepte (wie
etwa die Hausdorff-Eigenschaft) zu betrachten. Wie das zweite Beispiel zeigt, sind
auch Trennungseigenschaften wichtig, d.h. die Frage, wie gut eine Topologie ver-
schiedene Elemente voneinander trennen kann. Diese Frage wird beantwortet durch
das Lemma von Urysohn, in welchem die Trennung abgeschlossener Mengen durch
eine stetige Funktion vorgenommen wird. Das Lemma von Urysohn hat als Folge-
rung das Erweiterungslemma von Tietze, welches es erlaubt, stetige Funktionen, die
nur auf einer abgeschlossenen Teilmenge des ganzen Raums definiert sind, auf den
ganzen Raum fortzusetzen.

a) Topologische Riume

Wir wiederholen noch einmal den grundlegenden Begriff. Man vergleiche auch den
Begriff der Topologie mit dem der o-Algebra.

6.2 Definition. a) Sei X eine Menge. Ein System 7 C (X)) heifit eine Topologie,
falls

i) Der, X er.
(il) Falls Uy,Us € 7,50 gilt Uy NU; € 7.
(iii) Fiir jede Familie (Uy)xea C 7 gilt [Jyep Ur € 7.

In diesem Fall heifit (X, 7) ein topologischer Raum, und die Mengen U € 7 heiflen
die offenen Mengen.

b) Seien (X, 7x) und (Y, 7y) zwei topologische Rédume. Eine Funktion f: X — Y
heifit stetig, falls f~'(7y) C 7x, d.h. falls fiir alle W € 7y gilt f 1(W) € 7x.
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50 6. Topologische Begriffe

6.3 Beispiele. a) Fiir eine Menge X ist {0, X} eine Topologie, die triviale oder
grobste Topologie, und £ (X) eine Topologie, die diskrete oder feinste Topologie.

b) Sei (X,d) metrischer Raum. Dann ist die Menge aller U C X, fiir welche jeder
Punkt # € U ein innerer Punkt ist, eine Topologie. Dies war die Definition der
offenen Mengen in Analysis 1. Die zugehorige Topologie heifit die von der Metrik d
induzierte Topologie.

c) Sei (X, 7x) ein topologischer Raum und Y C X. Dann wird durch
Ty Z:{UHYZUGT)(}C @(Y)

eine Topologie auf Y definiert, die Spurtopologie oder Relativtopologie von 7x auf
Y. In der Spurtopologie von X = R auf die Menge Y = [0,1) ist etwa die Menge
[0, 3) offen.

[©]
6.4 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. Das Innere A von

(0]
A ist definiert als die Vereinigung aller offenen Mengen U mit U C A. D.h. A ist die
grofte offene Teilmenge von A.

Analog ist der Abschluss A von A definiert als der Durchschnitt aller abgeschlossener
Mengen V' O A, d.h. als die kleinste abgeschlossene Obermenge von A.

Eine Menge A C X heifit dicht in einer Menge B C X, falls B C A.

6.5 Definition. a) Ein Mengensystem % C 7 heifit eine Basis der Topologie 7, falls
jede offene Menge Vereinigung von Mengen aus 4 ist, d.h.

VU€E€T3 Menge AVAEAIB, € %: U=|]B.
AEA

b) Ein Mengensystem . C 7 heifit eine Subbasis der Topologie 7, falls jede offene
Menge Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus .# ist, d.h.

VUeTIAVAEAIn eNTS, ... Shes: U=J%

AEA j=1

6.6 Beispiele. a) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Menge der offenen Kugeln
{B(z,r) : z € X, r > 0} bildet eine Basis der durch d induzierten Topologie auf X.

b) Sei X ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. Sei L = {py : A € A}
eine Familie von Seminormen (siche Satz 3.15) py: X — [0, 00). Definiere 7 als das
System aller Mengen U C X, fiir welche gilt

VeeU3IreNIN, ..., €A3e>0: BM(z,e)n---nBM(z,e) c U
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6. Topologische Begriffe 51

Dabei sei BW)(z, ) die Kugel um z mit Radius € bzgl. der Seminorm Py, - Dann ist
7 eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie zu L auf X. Eine Subbasis
von T ist gegeben durch

{(BM(z,r): NeA, z € X, r>0}.

¢) Se