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1. Mafitheoretische Grundlagen

1.1 Worum geht’s? Der Begriff des Mafles ist uns bereits aus der Analysis II be-
kannt. Wahrend damals vor allem das Lebesgue-Mafl und der zugehorige Integral-
begriff im Vordergrund standen, sollen jetzt allgemeinere Mafle diskutiert werden.
MaBe werden hiufig erzeugt von Inhalten, welche auf einer Algebra (statt auf einer
o-Algebra) definiert sind. Damit stellt sich die Frage nach der Fortsetzung eines In-
haltes zu einem Mafl auf die erzeugte o-Algebra. Die wichtigste Antwort dazu gibt
der Fortsetzungssatz von Carathéodory, welcher das erzeugte Mafl sogar (in Form
des duBeren Mafes) konstruktiv angibt. Die Anwendung auf den elementargeome-
trischen Inhalt ergibt wiederum das Lebesgue-Maf.

a) Inhalte und Mafle
1.2 Definition. Sei X eine Menge, Z(X) := {A : A C X} die Potenzmenge von
X und & C Z(X).

a) &/ heifit ein Ring, falls ) € & und fiir alle A,B € & gilt: A\ B € & und
AUB e .

b) o7 heifit eine Algebra tiber X, falls gilt:

(i) 0 e,

(ii) Fir jedes Ae o gilt A ={r e X:x g A} € &.
(i) Fir A,B € o gilt AUB € «/.

c) Falls in b) statt (iii) gilt

(iii') Falls A, € o disjunkt sind (d.h. A,NA,, = 0 fiir n # m), dannist |J A, € ,

neN
so heifit &7 ein Dynkin-System.
d) Falls in ¢) statt (iii’) sogar gilt:

(iii”) Falls A,, € &7, dann ist | A, € «,

neN

so heifit o7 eine o-Algebra, und (X, .o7) heifit ein Messraum.

1.3 Bemerkung. a) Sei & C (X)) beliebig. Dann bezeichnen wir mit (&) die
kleinste o-Algebra, welche & enthélt (die von & erzeugte o-Algebra). Diese existiert,
da der Durchschnitt beliebig vieler o-Algebren wieder eine o-Algebra ist. Analog exi-
stieren ein kleinstes Dynkin-System 2(&’) und eine kleinste Algebra, die & enthilt.
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2 1. Maf$theoretische Grundlagen

Die von & erzeugte Algebra kann man explizit angeben:
{U ﬂAijiAijEngUgC, HEN},
i=1 j=1
wobei &°¢:={A°: A € &}.

Fiir o-Algebren gilt dies keineswegs, auch nicht, wenn man n durch oo ersetzt und
abzéahlbar oft iteriert!

b) Sei X # () eine Menge, (Y, #) ein Messraum und f: X — Y eine Funktion. Dann
ist o(f) := f"HRB) :={f1(B): Be R} eine o-Algebra auf X, die von f erzeugte
o-Algebra.

Analog wird die erzeugte o-Algebra fiir eine Familie von Funktionen F = {f;: X —
Y, | i € I} definiert: Falls (Y;,%;) fiir i« € I ein Messraum ist, so ist o(F) =
o(Uier 7 1(%:)) die von F erzeugte o-Algebra. Dies ist die kleinste o-Algebra auf
X, fiir welche alle f; messbar sind.

¢) Man beachte die Zusammenhénge der verschiedenen Mengensysteme. Zum Bei-
spiel ist ein Ring &7 genau dann eine Algebra, falls X € & gilt. Jede Algebra ist
auch ein Ring.

d) Ein Mengensystem o7 C (X)) ist genau dann ein Dynkin-System, wenn gilt:

(i) X € &,

(ii) Fir A,B€ o/ mit AC Bgilt B\ A€ «.

(iii) Fir A, € & (n € N) mit A; C Ay C ... gilt J, oy An € &

1.4 Lemma. a) Ein Dynkin-System 2 ist genau dann eine o-Algebra, falls gilt:
Fiir alle A, Be 9 ist ANBe€ %

(d.h. wenn P N-stabil ist).
b) (Dynkin-Lemma). Sei & C P (X) N-stabil. Dann ist 0(&) = D(&).
Beweis. a) Sei ¥ N-stabil. Dann gilt fir A, B € Z:

A\B = A\(ANB) = AN (AN B)° = [ACU(AHB)]C c9,

also
AUB=(A\B)UB€ 9.

Seien A,, € 9 fiir alle n € N. Setze EO = () und gn =A,U...UA, € 2. Dann ist

UA?’L: U Zn+1\gn € -@7

neN neNg
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1. Mafstheoretische Grundlagen 3

d.h. 2 ist o-Algebra.
b) Zu zeigen ist nur, dass Z(&) eine o-Algebra ist. Zu A € Z(&) definiere

Dy ={Bec PX):ANBecP(&)}.
Dann ist Z4 ein Dynkin-System. Da & N-stabil ist, gilt
EC Yy furalle Ae &
und damit Z(&) C P4 fir alle A € &, d.h.
ANBe 9(&) firalle Ae &, Be 2(8).
Dies heifit & C Zp fiir alle B € 2(&) und damit
P(&) C Yp fiir alle B € 2(8),

d.h. 2(&) ist N-stabil. Mit Teil a) folgt nun die Behauptung. O

1.5 Definition. a) Sei &7 ein Ring. Dann heifit u : &/ — [0, 00] ein Inhalt, falls
w(0) =0 und

u(AUB) = pu(A) + p(B) fiir alle A,B € & mit ANB =)

(endliche Additivitit) gilt. Ein Inhalt p heifit o-additiv, falls fiir alle (A )neny C &
mit A, N A, =0 (n#m)und |J A, € & gilt:

p(UA) = 3 nlAn).

Ein c-additiver Inhalt auf einer o-Algebra heifit ein Mafl. In diesem Fall heifit
(X, <, 1) ein Mafiraum.

b) Ein Inhalt p auf einem Ring <7 heifit

e og-endlich (oder o-finit oder normal), falls es eine Folge (A,), C &7 gibt mit
Unen An = X und p(A,) < oo fiir alle n € N,

e endlich, falls u(A) < oo fiir alle A € o7 gilt. (Falls 7 eine Algebra oder sogar
eine o-Algebra ist, ist dies dquivalent zur Bedingung u(X) < 00.)

c¢) Ein MaB p auf einer o-Algebra heifit Wahrscheinlichkeitsmaf, falls pu(X) = 1 gilt.
In diesem Fall heifit (X, .o/, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Wahrscheinlichkeitsrdume spielen in der Stochastik eine zentrale Rolle, dort werden
sie haufig mit (Q,.#,P) bezeichnet.
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4 1. Maf$theoretische Grundlagen

1.6 Bemerkung. Wir wissen bereits aus Analysis II, dass ein Inhalt p auf einem
Ring o/ genau dann o-additiv ist, falls er stetig von unten ist, d.h. falls

Aped, AyCAyC. mit A=A, € = lim p(A,) = p(A).

n—oo
neN

Falls p endlich ist, ist dies auch dquivalent zur Stetigkeit von oben:

Ay €/, A;D Ay D mit [ A, =0 = lim pu(A,) =0.

n—oo
neN

1.7 Beispiele. a) Beispiele fiir Mafle kennen wir schon aus der Analysis II, wie
etwa das Dirac-Mafl und das Zahlmaf. Ein Beispiel fiir einen Inhalt ist gegeben
durch X =N, & := {A C N: A oder A° endlich } und

(A) = { 0, falls A endlich,
s “ L1, falls A€ endlich.

Dann ist &7 eine Algebra und p ein Inhalt, aber &7 ist keine o-Algebra und g ist
nicht o-additiv auf 7.

b) Einer der wichtigsten Inhalte ist der elementargeometrische Inhalt, der bereits
aus der Analysis II bekannt ist: Zu a,b € R™ sei

(a,b] ={xeR":a; <z; <b; (j=1,...,n)}
das n-dimensionale Intervall. Sei I, := {(a,b] : a,b € R"} das System aller Intervalle

und
k

A, ::{UAi:AiG]In,kEN}
i=1

das System aller endlichen Vereinigungen disjunkter Intervalle.

Definiere den elementargeometrischen Inhalt durch A((a,8]) := [Tj_, (b; — a;) auf L,
und durch

auf A,,.

Wir werden spéter (in Lemma 1.19) sehen, dass A,, ein Ring ist und A: A, — [0, 00)
ein o-additiver und endlicher Inhalt ist.

1.8 Bemerkung. Sei i ein Inhalt auf einem Ring <. Dann gilt:
(i) p ist monoton, d.h. fiir A, B € &/ mit A C B gilt u(A) < u(B).
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1. Mafstheoretische Grundlagen )

(ii) w ist subtraktiv, d.h. fir A, B € &/ mit A C B und pu(A) < oo gilt u(B\A) =
p(B) — p(A).
(iii) p ist subadditiv, d.h. fir Ay,..., A, € & gilt

W(U) < Suta.

In vielen Féllen ist nicht ein Maf} auf einer o-Algebra gegeben, sondern ein Inhalt
auf einer Algebra oder einem Ring. Daher stellt sich die Frage, ob sich dieser In-
halt eindeutig zu einem Mafl fortsetzen lasst. Die folgende Konstruktion liefert die
Antwort.

1.9 Definition. Ein duleres Mafl auf einer Menge X ist eine Funktion v: Z(X) —
[0, 0o] mit folgenden Eigenschaften:

(1) »(@) =0,
(ii) v(A) <wv(B) fiir alle A, B € Z(X) mit A C B,
(iii) v(U,en An) < D pen V(Ay) fiir alle (A )pen € Z(X).

Eine Menge A C X heifit v-messbar, falls
v(B)=v(ANB)+v(A°NB) firalle Be Z(X).

1.10 Definition und Satz. Sei u ein o-additiver Inhalt auf einem Ring <7 . Defi-
niere p*: 2(X) — [0, 00| durch

H(A) = {inf{ZneNu(An) A, e, AC UneNAn} . falls {---Y#0,
o0, sonst.

a) p* ist ein qufleres Maf und heifst das zu p gehirige duflere Maf.
b) Jede Menge A € of ist u*-messbar, und es gilt *|, = p.

Beweis. a) Man rechnet die Eigenschaften eines duBeren MaBes direkt nach (Ubung).

b) Sei A € «7. Wir zeigen zunéchst
W (B) > u(ANB)+pu*(A°NB) firalle Be Z(X). (1-1)

Dazu sei 0.E. p*(B) < oo. Da p ein Inhalt ist, gilt fiir (B,,)neny C &7 die Gleichheit

Z w(Bn) = Z (AN B,) + Z (AN By).

neN neN neN
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6 1. Maf$theoretische Grundlagen

Fiir jede Uberdeckung B C J,cyBn ist ANB C |J,(ANB,) und A°N B C
U,,(A°N B,,). Damit gilt

p(ANB) 4+ p (AN B) <> u(By)
neN

Nimmt man das Infimum {iber alle Folgen (B,,),, welche B iiberdecken, erhélt man
(1-1).
In (1-1) gilt sogar Gleichheit, denn aus Eigenschaft 1.9 (iii) folgt fir B € (X))

p(B) < p*(ANB) + (AN B).

Es ist noch zu zeigen, dass pu(A) = p*(A) (A € &) gilt. Sei A € &7 und (A, )nen C
&/ mit A C LLVAn.SetﬂBEh F:44hABQI:RA2\14b...an::ﬁAn\</hlJ"'LL4n,1)
Da g monoton und o-additiv ist, erhélt man

M(A)ZM(U(AM”)) (UAﬂB) S u(AN B,)
<Y u(B.) < Y u(A)

neN neN

Nimmt man das Infimum iiber alle Folgen (A4,),, die A iiberdecken, erhilt man
pu(A) < p*(A). Die andere Ungleichung ist aber klar wegen A C AUQU(.... O

1.11 Satz (Carathéodory). Sei p ein o-additiver Inhalt auf einem Ring /. Dann
ist das Mengensystem & (<) aller p*-messbaren Mengen eine ( o(</) enthaltende)
o-Algebra, und p* | ist ein Maff mit * = p auf o7 Insbesondere existiert zu p
eine Maf$fortsetzung auf o(<7).

Beweis. (i) Nach Satz 1.10 ist &/ C (&) und pu*|o = p.

(ii) Man zeigt zunéchst, dass 7(.<7) eine Algebra und j*|7() ein Inhalt ist. Dabei
ist die A, B € o(#/) = AU B € (&) die einzige Bedingung, die nicht sofort folgt
(Ubung).

(iii) Wir zeigen, dass 7(</) ein Dynkin-System ist. Dazu sei (A, )nen C 0(&/) eine
Folge paarweiser disjunkter Mengen und A = |J A,. Aus der p*-Messbarkeit von

neN
Ay U A, folgt durch leichte Rechnung
p((ALUA) N B) = p (AN B) + p" (AN B) (B € 2(X)).

Induktiv erhalt man
M*(U AN B> =Y w(A4NB) (Be2(X)).
i=1 i=1
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1. Mafstheoretische Grundlagen 7

Nach (ii) ist o() eine Algebra und damit |J A; € (7). Also gilt fiir alle B €
i=1
Z(X)

)= (J )+ ([(a) ne)

> (AN B) + p* (AN B).

=1

Hier wurde A¢ C [U?:l Al} verwendet. In der letzten Ungleichung nimmt man den

Grenzwert n — oo und erhélt mit 1.9 (iii)
p'(B) > p (AN B) 4 p*(A°N B) > " (AN B) + p*(A°N B).
i=1

Wiederum mit 1.9 (iii) folgt p*(B) < p*(AN B) 4+ p*(A°N B) und damit

W(B) =) W (ANB)+u (ANB) = W' (ANB)+u*(ANB) (B 2(X)) (1-2)

i=1

gilt. Also gilt A € 7(«7), d.h. 7(&) ist ein Dynkin-System.
(iv) Da o(«) N-stabil ist, zeigt Lemma 1.4 a), dass (47) sogar eine o-Algebra ist.
(v) Setzt man B = A in (1-2), erhilt man

i) = 3 (4),
i=1
d.h. p*|z(w) ist ein Ma8B. O

1.12 Satz (Eindeutigkeitssatz). Seien o eine o-Algebra und p,v: o — [0, 0]
zwei o-endliche Mafle, welche auf einem N-stabilen Erzeuger & von < tbereinstim-
men. Ferner enthalte & eine Folge von Mengen (Sy)neny C & mit S; C Sy C ...,
Unen Sn = X und p(S,) < oo (n €N). Dann gilt p = v.

Beweis. Sei n € N. Definiere

D ={Ac o :pu(S,NA)=v(S,NA)}

Nach Voraussetzung gilt & C Z,,. Wir zeigen, dass &, ein Dynkin-System ist, indem
wir die Kriterien aus Bemerkung 1.3 ¢) nachrechnen.
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8 1. Maf$theoretische Grundlagen

Wegen S,, € & ist X € &,,. Fir A,B € 9, mit A C B gilt
p(Sp,N(B\A)) = pu(S,NB)—u(S,NA) =v(S,NB)—v(S,NA) =v(S,N(B\A)),

also ist B\ A € ,,. Genauso sieht man, dass fiir eine aufsteigende Folge (Ag)ren C

D, gilt
p(senlJ 4n) = v(sen U Ar),
keN keN

indem man die Stetigkeit von unten (Bemerkung 1.6) verwendet.

Nach dem Dynkin-Lemma 1.4 folgt nun %,, = 2(&) = 0(&) = & fiir alle n € N.
Verwendet man nun nochmals die Stetigkeit von unten, so sieht man, dass p(A) =
lim, 00 (AN S,) = v(A) gilt. O

1.13 Definition. Ein Maf} u auf einer o-Algebra o/ heifit vollstandig, falls gilt: Aus
A C B, Be « und u(B) =0 folgt A € «7. Ein vollstandiges MaB p : o7 — [0, 00]
heiBt Vervollstandigung des MaBes g : 2% — [0, 00], falls oy C o, p|u = po und
folgende (universelle) Eigenschaft gilt: Sei p/ : &7’ — [0, oo] vollstéandige Fortsetzung
von pig. Dann ist & C &/’ und /|, = p (d.h. g ist minimale vollstéandige Fortsetzung

von fig).

Insgesamt erhalten wir folgenden Fortsetzungssatz:

1.14 Satz. Sei &7 Ring und p: o/ — [0,00] ein o-additiver und o-endlicher Inhalt.
Dann existiert genau eine Maffortsetzung p von p auf die von o erzeugte o-Algebra
o(&). Die Fortsetzung ist gegeben durch

:zZ - /’L*|O'(((y)‘

Weiter ist durch p* |5y eine vollstindige Maffortsetzung von p gegeben.

Beweis. Nach dem Satz 1.11 von Carathéodory ist p1*|5() eine MaBfortsetzung von
p auf die o-Algebra 7(«) D o(&7). Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.12 ist die Fort-
setzung auf o(7) eindeutig.

Seien nun N € 5(«/) und A € Z(X) mit A C N und p*(N) = 0. Nach Satz 1.10
ist p* ein duBeres Mafl und damit monoton, es gilt somit p*(A) = 0. Fir B € Z(X)
folgt aus der Subadditivitdt und Monotonie von p*

p(B) < p(BNA)+p(BNAY) < p(A) +p(BNAY) = p"(BNAY) < p*(B).

Also gilt iiberall Gleichheit, d.h. A € 7(.o/). Damit ist p*|(») vollstéandig. O

© Robert Denk 14.02.2022



1. Mafstheoretische Grundlagen 9

1.15 Bemerkung. Sei i endlicher, o-additiver Inhalt auf einer Algebra 7.
a) Man kann zeigen, dass 1*|z() die Vervollsténdigung des MaBes ;1*|, (o) ist.

b) Definiere die Halbmetrik (1)
d»(A,B) = (AAB) auf Z(X) x Z(X),

wobei AAB := (A\B) U (B\A) die symmetrische Differenz von A und B ist. Dann
gilt

o(of) ={B e Z(X): Fir alle ¢ > 0 existiert ein A € & mit d,-(A, B) < ¢}.
(d.h. (<) ist der Abschluss von & bzgl. d,- in Z(X)).

c) Die in b) definierte symmetrische Differenz AAB entspricht der Addition von
Mengen in folgendem Sinn: Falls 7 ein (Mengen-)Ring ist, so wird durch die Ad-
dition AAB und die Multiplikation A N B eine Ringstruktur im algebraischen Sinn
iiber dem endlichen Korper Fy = {0,1} definiert. Dieser Ring ist kommutativ, d.h.
die Multiplikation ist kommutativ, und jedes Element ist idempotent, d.h. ANA = A.
Der Ring enthélt genau dann ein Einselement, falls X € o7, d.h. falls &/ eine Men-
genalgebra ist.

d) Im Satz 1.11 von Carathéodory wird das zum Inhalt p gehorige duflere Mafl
1* betrachtet. Im Beweis werden jedoch nur die Figenschaften aus der Definition
1.9 eines dufleren Mafles verwendet. Damit sieht man, dass folgende Aussage gilt:
Sei v ein duBeres MaB (im Sinne von 1.9) auf &2(X), und seien .# C Z(X) die
v-messbaren Mengen. Dann ist (X, .#,v| 4) ein Mafiraum.

b) Das Lebesgue-Maf}

1.16 Definition. a) Sei X # () eine Menge. Dann heifit ein Mengensystem 7 C
P (X) eine Topologie auf X, falls §, X € 7 und falls endliche Durchschnitte und
beliebige Vereinigungen von Mengen aus 7 wieder in 7 liegen. In diesem Fall heift
(X, 7) ein topologischer Raum und die Mengen in 7 heilen offen.

b) Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann heifit die von den offenen Mengen er-
zeugte o-Algebra B(X) := o(r) die Borel-o-Algebra zu X.

1.17 Lemma. Die Borel-o-Algebra Z(R") ist die von den halboffenen Intervallen
L, ={(a,b] : a,b € R"} erzeugte o-Algebra.

Beweis. (i) Wegen (a,b+ (+,...,%)") € Z(R") und

(a,b] = m (a,b—l— (%,,%)3

neN
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10 1. Maj$theoretische Grundlagen

ist offensichtlich o(L,) C ZA(R").

(ii) Sei U C R" offen. Zu jedem Punkt ¢ € UNQ" sei ¢, := inf{|¢g— 2| : € R*"\U}
der Abstand von g zu R"\ U bzgl. der |- |o-Norm. Dann ist [, :== {x € R" : ¢; —¢, <
r; < ¢j + ¢4, C U. Wie oben sieht man I, € o(I,,). Da Q dicht in R ist, gilt

v= |J 1.
qeuNQn

Dies ist aber eine abzéhlbare Vereinigung, und somit ist U € o(I,,). Also ist Z(R™) C
o(IL,). O

1.18 Lemma. a) Jedes Maf$ auf B(R™), welches auf den halboffenen Intervallen
I, endliche Werte annimmt, ist bereits durch die Werte auf I,, eindeutig festgelegt.

b) Jedes endliche Maf u: B(R) — [0,00) (insbesondere jedes Wahrscheinlichkeits-

maj3) ist bereits durch seine Verteilungsfunktion
F,:R—[0,00), 2 p((—o0,z]) = p({z € R: 2 < z}),

eindeutig festgelegt.

Beweis. a) Da [, ein N-stabiles Erzeugendensystem von #(R™) ist, welche die Folge
(=N, N]* ~R™ enthiilt, folgt die Aussage sofort aus dem Eindeutigkeitssatz 1.12.

b) Bei endlichen MaBlen p ist der Wert auf I; durch u((a,b]) = F(b) — F(a) fir
a,b € R mit a < b bereits eindeutig festgelegt, damit folgt die Aussage aus a). [

Teil b) des obigen Lemmas gilt auch fiir die n-dimensionale Verteilungsfunktion
F,:R—[0,00), . p((—00,z1] X -+ x (—00,2,]) = p({z € R" : 2 < z}),

allerdings ist die Darstellung von p((a,b]) durch F, komplizierter.

Wir werden im Folgenden auch die Borel-o-Algebra auf R := RU{—o0, +00} benoti-
gen. Diese wird definiert durch Z(R) := o({(a,00] C R : a € R}). Das wichtigste
MaB der Analysis ist das Lebesgue-Maf, das mit Hilfe des elementargeometrischen
Inhalts (Beispiel 1.7) definiert wird.

1.19 Lemma. a) Das Mengensystem A, ist ein Ring.

b) Der elementargeometrische Inhalt X: A, — [0,00) ist ein endlicher o-additiver
Inhalt auf A,,.

Beweis. a) Seien A, B € A,,. Nach Definition von A, und I, gilt AN B € A,,. Wir
zeigen A\ B € A,,.

© Robert Denk 14.02.2022



1. Maj$theoretische Grundlagen 11

Seien dazu zunéchst A, B € I,, dh. A = (a,b], B = (¢,d] mit a,b,c,d € R".
Wegen A\ B = A\ (AN B) und ANB € I, sei 0.E. B C A. Dann ist A\ B
die Vereinigung von 3" — 1 disjunkten Intervallen, bei denen jede Seite eines der
Intervalle (a;, ], (¢;, di], (d;, b;] ist. Somit ist A\ B € A,. Setzt man A = B, so
erhilt man () € A,,.

K L
Seien nun A = |J Ay, B = | B, € A, mit Ay, B, € I,. Dann ist A\ B =
k=1 —

U N, (A \ By). Da nach dem bereits Bewiesenen Ay \ B, € A, und da endli-

che Durchschnitte und disjunkte Vereinigungen von Mengen aus A, wieder in A,

liegen, folgt A\ B € A,,. Wegen AUB = (A\ B)U(ANB)U(B\ A) folgt AUB € A,,.

b) Durch dhnliche Zerlegung wie in a) sieht man, dass A: A, — [0,00) durch die
K

Bedingung A( U Ar) = S0 MAg) fiir Ay, ..., Ay € T, bereits eindeutig festgelegt,
wohldefiniert und additiv, d.h. ein Inhalt auf A, ist.

Fiir den Beweis der o-Additivitdt verwenden wir die Stetigkeit von oben (Bemer-
kung 1.6). Sei (Aj)ren C Ay mit Ay D Apq und ey Ar = 0, und sei € > 0.

Ly

Zu jedem A; = U Ape mit Ay, € 1, withle By, € I, mit By, C Ay so, dass fiir
=1
Ly

By = U By die Abschitzung A(Ay \ By) < 27%¢ gilt. Dies ist moglich durch Ver-
groﬁerung der linken Intervallgrenzen.

S_etzt man nun Cj, :z_Bl N---N By, so gilt Cy € A, und_C_k C By, C A, sowie
Cr O Chyr und ey Ck € Nyen Ae = 0. Da die Mengen C), kompakt sind, folgt
Cr =0 (k > ko) fiir ein hinreichend grofies kq. Fiir k > ko gilt somit

k k k
MAR) = AAp \ Cr) <D M4\ By) Z (A \B;) <> 27e<e.
j=1 j=1 j=1
Also folgt A(Ax) — 0 (k — 00), und A ist o-additiv. O

1.20 Definition (Lebesgue-Maf). Sei A: A,, — [0,00) der elementargeometrische
Inhalt. Die nach Satz 1.14 existierende eindeutige MaBfortsetzung auf o(A,) =
P (R") heiit das Lebesgue-Mafl auf Z(R™) und wird wieder mit A bezeichnet, eben-
so wie die Maffortsetzung auf @(A,,). Die \*-messbaren Mengen A € 5(A,,) heiflen
die Lebesgue-Mengen des R".

1.21 Bemerkung. Die Michtigkeit (Kardinalitéit) von Z(R) ist dieselbe wie die
von R, aber die Kardinalitit der Lebesgue-messbaren Mengen ist 2/®l und damit
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12 1. Maj$theoretische Grundlagen

groBer. Das letzte sicht man, indem man eine Menge C' mit |C| = |R| und A(C) =0
angibt (z.B. die Cantor-Menge). Dann ist jede Teilmenge von C' Lebesgue-messbar.
Es gibt also i.A. sehr viel mehr Mengen in der Vervollstandigung (/) als in o (7).

1.22 Satz (Regularitit des Lebesgue-Mafles). Sei M C R™ Lebesgue-messbar und
beschrdankt. Dann existiert eine kompakte Menge K und eine offene Menge U mit
KcMcUund\NU\K)<e.

Beweis. (1) Da M beschrénkt ist, gilt A(M) < oco. Nach Definition des duferen
MafBes existieren Mengen A, € A,, mit M C UkeN A und

A(%AQ < %ZNA(Ak) < MNM) + Z

Da die Mengen in A,, endliche Vereinigung von Intervallen sind, diirfen wir Ay € I,
annehmen. Zu A; wahlen wir ein offenes Intervall U, C R™ mit A; C U und
AMUp \ Ap) < 1e27%. Dann ist die Menge U := |J; oy Ur offen mit M C U und
AMU\M) < 5.

(ii) Sei Q = (=N, N)" ein Wiirfel mit M C Q. Wir wenden (i) auf die messbare
und beschriankte Menge @ \ M an und erhalten eine offene Menge V' O @ \ M mit
A(V) < MQ\ M)+ 5. O.E. sei dabei V' C @ (sonst ersetze V' durch V' N Q).

Wir erhalten
3 €

MQAV) =AQ) = A(V) 2 XQ) = M@\ M) — 5 = AM) - 5.

Die Menge K := Q \ V C @ ist offensichtlich beschrénkt.

Esgilt K=Q\V C M wegen Q\ M CV C Q. Damit ist K C M C Q. Wegen
K=QnVeCcVe=V°

folgt daher K ¢ QNV¢ = K, d.h. K ist abgeschlossen und damit kompakt.

Insgesamt erhalten wir K C M C U und AU\ K) < AU\M)+AM\K)<e. O

1.23 Satz. Set M C R"™ Lebesque-messbar. Dann existieren Borelmengen F,G €
BR") mit FC M C G und G\ M)=\XM\F)=0.

Beweis. (i) Sei M beschrénkt. Dann existieren nach Satz 1.22 abgeschlossene Men-
gen Fy und offene Mengen Gy mit Fy, C M C Gy und MGy \ F) < % Wahlt man
nun F = J,on Fr und G := (o G, so folgt F C M C G und

MG\ M) <ANGL\ M) <

| =
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fir alle k € N, d.h. A(G\ M) = 0 und genauso \(M \ F) = 0.
(ii) Falls M unbeschriankt ist, wihle eine abzdhlbare Folge (Ag)ken C Z(R™) be-

schrénkter disjunkter Mengen mit R" = (J, .y Ax (etwa durch Ay := [—(k + 1),k +
1"\ [=k, k|™). Zu My, :== M N Ay, existieren nach (i) Fy, Gy € B(R"™) mit F}, C M, C
G und (G \ F) = 0. Setze nun F := oy Fr und G := oy G- O

1.24 Definition. Sei (X, 7, 1) ein Mafiraum. Eine Menge N C X heifit y-Nullmenge,
falls N € o/ mit u(N) = 0. Man sagt, eine Eigenschaft gilt u-fast tiberall, falls
die Menge aller x € X, fiir welche diese Eigenschaft nicht gilt, eine pu-Nullmenge
ist, z.B. f = 0 p-fast tiberall ist definiert als u({z € X : f(z) # 0}) = 0. Man
schreibt abkiirzend pu-f.ii., im Englischen a.e.=almost everywhere. Speziell falls p
ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, spricht man von fast sicher geltenden Eigenschaf-
ten, abgekiirzt f.s., im Englischen a.s.=almost sure.

1.25 Bemerkung. a) Falls das Ma8 vollstiandig ist, ist die Teilmenge einer Null-
menge wieder eine Nullmenge. Nach Satz 1.14 ist jede Teilmenge einer Lebesgue-
messbaren Nullmenge wieder eine Nullmenge. Aber nicht jede Teilmenge einer Bo-
relmenge N € A(R") mit A(N) = 0 ist Borel-messbar!

b) Abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

c) Fir das Lebesgue-Mafl wissen wir bereits, dass einzelne Punkte, abzdhlbare
Punktmengen, lineare Unterrdume und Graphen von Funktionen Nullmengen sind.
Die Cantormenge ist eine iiberabzéhlbare Lebesgue-Nullmenge.
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14 2. Das allgemeine Lebesgue-Integral: erste Figenschaften

2. Das allgemeine Lebesgue-Integral: erste
Eigenschaften

2.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits den Begriff des allgemeinen Lebesgue-
Integrals, es bleiben aber noch einige wichtige Beweise zu fiithren. In diesem Ab-
schnitt werden die Begriffe messbare Funktion, Integral kurz wiederholt, die klassi-
schen Konvergenzséitze bewiesen sowie Mafle mit Dichten betrachtet.

a) Messbare Abbildungen und das Lebesgue-Integral

Falls (X, ¢7) und (S,.7) zwei Messrdume sind, so heifit eine Abbildung f: X — S
messbar (oder genauer «/-.#-messbar), falls f~1(.) C & gilt, d.h. mit der Be-
zeichnung aus Bemerkung 1.3 b), falls o(f) C & gilt. In vielen Féllen wird bei uns
(S,.7) = (R, B(R)) oder (S,.7) = (R, %(R)) sein. Falls X ein topologischer Raum
ist, wahlt man kanonisch die Borel-o-Algebra #(X) auf X.

An dieser Stelle sei auch noch einmal auf die Sprechweise der Stochastik hingewiesen:
Falls (€2, .o, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, so heifit eine messbare Abbildung
X : Q) — R eine Zufallsvariable.

Folgende Aussage ist bereits aus Analysis II bekannt: Seien (X, .o/) und (S,.7)
Messraume und . = ¢(&). Dann ist f: X — S genau dann o/-.%-messbar, wenn
f~4(&) C . Speziell fiir S = R reicht es zu zeigen, dass {z € X : f(r) < a} € &
fiir alle a € R.

2.2 Satz. Sei (X, o) ein Messraum.

a) Falls X topologischer Raum ist und of = B(X), so sind alle stetigen Funktionen
f: X — R messbar.

b) Sei (fo)nen eine Folge of -messbarer Funktionen f: X — R. Dann sind auch die
Funktionen inf, ey f,, sup,cy fn, liminf,_, f, und limsup,,_,. f, </ -messbar.

c) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge (fn)nen < -messbarer Funk-
tionen ist o/ -messbar.

d) Seien f,g: X — R o/-messbar und F: R* — R stetig, so ist auch h: X —
R, h(z) := F(f(z),g(x)) & -messbar. Insbesondere sind mit f und g auch max{f, g},
min{ f, g}, f £ g und f - g o/ -messbar, ebenso |f|" firr >0 und f" firr € N.

Beweis. Dies wird wortlich wie im Fall X = R” bewiesen, der bereits in Analysis II
behandelt wurde. O

Wir erinnern an die Definition des allgemeinen Lebesgue-Integrals: Sei (X, .7, )
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ein Mafiraum. Eine Stufenfunktion ist eine Funktion der Form f = Zle ciXa, mit
¢; € Rund A; € &7, wobei x4 wieder die charakteristische Funktion der Menge A
bezeichne.

Fiir eine Stufenfunktion f > 0 ist das Integral durch [ fdu == 3%  c;u(A;) € [0, 0]
definiert. Fiir messbare Funktionen f > 0 setzt man

/fdp = sup { /sd,u : s Stufenfunktion mit 0 < s < f} € [0, oo].

Sei schlieflich f: X — R eine messbare Funktion. Man zerlegt f = f, — f_ mit
f+ :=max{f,0} und f_ := —min{0, f} und definiert

[ tin= [ sudn [ r-n

falls beide Integrale auf der rechten Seite endlich sind. In diesem Fall heifit f u-
integrierbar. Die Menge aller p-integrierbaren Funktionen f: X — R wird mit
L u) = LYX, u) oder (insbesondere falls i das Lebesgue-Maf ist) mit £*(X)
bezeichnet. Fir A € 7 setzt man [, fdu = [ xafdpu.

Fiir festes Y € &/ sel /' NY = {ANY : A € &/} die Spur-o-Algebra iiber der
Menge Y und uly := pt|zny das SpurmaB. Dann schreibt man Z1(Y) := ZY(Y, uly).
Insbesondere ist damit fiir Y € Z(R") der Raum .Z'(Y) aller iiber Y Lebesgue-
integrierbaren Funktionen definiert.

Elementare Eigenschaften des Lebesgue-Integrals sind uns bereits bekannt. So ist
z.B. die Abbildung £ (n) — R, f ~ [ fdu monoton, d.h. aus f < g folgt [ fdp <
[ gdp, und homogen, d.h. [afdy = afdu fir o € R.

2.3 Bemerkung. Wir kennen bereits einige Aussagen iiber Integrale, in welchen
Nullmengen auftauchen. Sei (X, 7, 1) ein Mafiraum, und seien f, g: X — R messbar.
Wir schreiben wieder f = g u-fast iiberall, falls pu({z € X: f(z) # g(x)}) = 0.

Dann gilt:

(1) Ist N € & eine p-Nullmenge, so ist [, fdu = 0.

(2) Ist f € £ (p) und sind A, N € &/ mit u(N) =0, soist [, . fdu= [, fdpu.
(3) Ist f € LY (u) und gilt f = g p-fast {iberall, so ist auch g € £*(u) und
[ fdu= [ gdp.

(4) Ist f>0mit [ fdu=0,soist f =0 p-fast iiberall.

(5) Ist f € L (p), soist p({z € X : f(z) € {+00,—00}}) = 0.

Dabei wurde lediglich Aussage (5) noch nicht in Analysis II bewiesen. Fiir den
Beweis von (5) sei etwa A € & mit u(A) > 0 und f(z) =00 (x € A). Zur >0
betrachte die Stufenfunktion s, := ry4. Dann gilt 0 < s, < f, und somit [ fidyp >
[ srdp = rp(A) — oo (r — o0). Also ist f nicht integrierbar.
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16 2. Das allgemeine Lebesgue-Integral: erste Figenschaften

Im Folgenden sei (X, .o, 1) ein Mafiraum.

2.4 Bemerkung. Sei f: X — R messbar. Dann gilt f € Z"(¢) genau dann, wenn
|f] € LY (w). Falls g € £ () mit |f] < g p-fast iiberall, so folgt f € £ (u) und
[ 1fldp < [ gdp (Majorantenkriterium).

2.5 Satz (MaBe durch Dichten). Sei f: X — R messbar mit f > 0. Definiere
i o — [0,00] durch

vr(A4) :/Afdu (Ae ).

Dann st oy ein Maf.

Beweis. (i) Fiir charakteristische Funktionen f = xp mit B € & gilt ps(A) =
J4xsdp = p(AN B). Damit folgt die o-Additivitét aus der von p.

(ii) Falls f eine Stufenfunktion ist, folgt die o-Additivitdat aus (i) und der Linearitét
des Integrals.

(iii) Sei nun f: X — [0, 00] messbar und s eine Stufenfunktion mit 0 < s < f. Fiir

A= UAj mit A; € & gilt
=1

J

) =20t =3 [ <3 [ pdn= 3 enta)

Nimmt man das Supremum {iber alle Stufenfunktionen, so erhélt man
pr(A) <> pp(4)). (2-1)
j=1

Falls ein j € N existiert mit ¢¢(A;) = oo, so folgt wegen A D A; auch pf(A) = oo,
und wir erhalten Gleichheit in (2-1). Sei also ¢(A;) < oo fiir alle j € N. Sei € > 0.
Da A; und A, disjunkt sind, existiert nach Definition des Integrals als Supremum
eine Stufenfunktion s mit 0 < s < f und

/sd,uZ/fd,u—g (1=1,2).

Damit

cpf(/hUAz)Z/ sdu:/ sdu—l—/ sdu
AlUAQ Ay Ao

> fdu+ | fdu—2e = pp(A1) + pp(Az) — 2.
Al A2
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2. Das allgemeine Lebesgue-Integral: erste Figenschaften 17
Da ¢ beliebig war, folgt ¢ (A1 U As) > or(A1) + ¢r(As). Iterativ erhilt man
or(A1U...UA,) > igof(Ai).
i=1
Wegen A D A U...UA, folgt
or(A) >3 (A
i=1

fiir alle n € N. Nimmt man nun n — oo, erhdlt man Gleichheit in (2-1). O

2.6 Korollar. Sei f € LY(X, p) und seien (Ap)pen C o disjunkt mit A = |J A,.

neN
/Afdu:g/Anfdu-

Beweis. Seien ¢y die zu fy gehorigen Mafle laut Satz 2.5. Da fX frdp < oo, sind
beide Mafle endlich. Es gilt

Dann gilt

o) = [ s [ fen= [ Fdp=pt) =1

= Z@+(An) — Z o (An) = Z(‘P+(An) — ¢ (45))
= ;/An fdp.

b) Konvergenzsiitze
Im Folgenden sei (X, o7, 1) ein MaBraum.

2.7 Satz (von Lebesgue tiber monotone Konvergenz). Sei (f,,)nen eine Folge messba-
rer Funktionen mit 0 < f1 < fo < ..., und sei f: X — [0,00] definiert durch
f(z) == lm, o fu(z) (2 € X). Dann gilt

lim fnd,u:/fd,u:/ lim f,dpu.
n—o0 n— o0
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Beweis. Nach Satz 2.2 b) ist f = sup f,, messbar, also existiert [ fdu € [0, 00]. Sei
o = lim, o [ fudp € [0,00]. Wegen [ fodu < [ fdu folgt o < [ fdu.

Sei 0 < ¢ < 1 und s Stufenfunktion mit 0 < s < f. Definiere A, := {r € X :
fn(z) > es(x)}. Da (f,)n, monoton ist, folgt Ay C Ay C .... Wegen cs < f,, gilt

/fndu 2/ fndp > c/ sdu.
ATL A?’L

Wegen lim,, f,, = f und ¢ < 1 gilt |J,cyAn = X, und aus der o-Additivitédt des
MaBes A — [, sdu (siehe Satz 2.5) folgt

n—o0

a=lim | f.du> c/sdu.

Nimmt man nun das Supremum {iiber alle Stufenfunktionen s mit 0 < s < f, so
erhélt man

lim | f.dp > c/fd,u.
n—oo

Da ¢ < 1 beliebig war, folgt daraus die Abschitzung o > [ fdp und damit die
Behauptung. ]

2.8 Satz (Addititivitit des Integrals). Seien fi, fo € L (u). Dann ist fi + fo €

LY () und
[+ in= [ fan+ [

Beweis. (i) Seien zunéchst fi, fo > 0. Da f; messbar ist, existieren Stufenfunktionen
(sg))neN fiir i = 1,2 mit 0 < s{ und s,(f)(x) S file)  (x € X). Fir s, :== s+ s
gilt sp(x) 7 f(x) :== fi(z)+ fo(z) (2 € X). Da das Integral iber Stufenfunktionen
linear ist, folgt mit dem Satz {iber monotone Konvergenz:

/fdu: lim /sndu: lim (/s(l)du+/s(2)du> z/f1du—l—/f2d,u.
n—oo n—oo

(ii) Sei nun f; > 0 und fo < 0. Setze A := {f1 + fo > 0} und B := {f; + fo < 0}.
Nach Fall (i) gilt auf A

J e pdns [ =n= [ 5+ f)+ plau= [

Unter Verwendung der Homogenitét folgt [, fdu = [, fidu + [, fodp. Auf der
Menge B folgt die Behauptung analog mit der Darstellung — fo = f1 + [—(f1 + f2)]-
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4

(iii) Im allgemeinen Fall zerlegen wir X = U A; mit
i=1

Ar={z € X: fi(z) > 0, fa2(x) > 0},
Ap:={z € X : fi(z) 20, folx) <O},
As={z € X: fi(z) <0, fo(x) >0},
Ayi={r e X: fi(z) <0, fo(z) <0}

Auf jeder dieser Mengen gilt [, fdu = [, fidu+ [, fodu nach Fall (i) oder (ii).

Summation {iber i liefert die Behauptung. O

2.9 Satz. Sei (fn)nen eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen und f: X —
0, 00] definiert durch f =%, f,. Dann gilt

[ fn- 2 [ fuin

Falls f, € LY (u) (n € N) und die Summe auf der rechten Seite konvergiert, so
gilt f € LY (u), und die Reihe Y0 | fu(x) konvergiert fiir u-fast alle v € X.

Beweis. Wende monotone Konvergenz auf die Partialsummen an. Die letzte Aussage
folgt aus Bemerkung 2.3 (5). O

2.10 Satz (Lemma von Fatou). Sei (f,)nen eine Folge nichtnegativer messbarer
Funktionen und f: X — [0,00] definiert durch f :=liminf, . f,. Dann gilt

/fd,ugliminf/fnd,u.
n—oo

Beweis. Definiere g,: X — [0, oo] durch
go(z) :=inf{fp(x): k>n} (re X, neN).

Die Funktionen g,, sind messbar nach Satz 2.2, die Folge (g, ), ist monoton wachsend
mit g,(x) 7 f(z) (x € X). Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

lim gnd,u:/fd,u.

n—0o0

Wegen g, < f, gilt andererseits

lim [ g,dp =lim inf/gnd,u < lim inf/fnd,u,
n—o0 n—oo

n—oo

was die Behauptung zeigt. O]
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Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sétze der Integrationstheorie und heifit
auch Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.

2.11 Satz (von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f,)nen eine Folge
messbarer Funktionen f,: X — R, und der Grenzwert f(z) := lim,_ o fo(z) € R
existiere p-fast iberall. Weiter existiere eine Funktion g € £ (u) mit | f,.(z)| < g(x)
fiir p-fast alle v € X und alle n € N. Dann ist f € £ (u) und

lim /fnd,u:/fd,u:/ lim f,dpu.
n—oo n—oo

Beweis. Durch Anderung auf einer Nullmenge kénnen wir annehmen, dass lim, f,,
tiberall existiert und |f,| < g iiberall gilt. Als punktweiser Grenzwert messbarer
Funktionen ist f messbar, und nach dem Majorantenkriterium (Bemerkung 2.4) ist

feLH .
Wegen f, + g > 0 ist das Lemma von Fatou anwendbar, und es folgt
[+ o= [ Qmint £, + g)d < timint [ (£, + g)d
Wegen Additivitit (Satz 2.8) folgt [ fdu < liminf, [ f.dpu.
Da auch g — f,, > 0, folgt wieder mit Fatou
/(g — f)dp < lim inf /(g — fu)dp
und damit — [ fdp < liminf, [(—f,)du, d.h.

fdu > lim sup/fnd,u.

n—oo

Insgesamt haben wir also

/ fdp < liminf / fndp < limsup / fadp < / fdp,
n—00 n—o0

was {iberall Gleichheit und damit die Konvergenz von [ f,du gegen [ fdp impliziert.
O

2.12 Satz (Parameterabhéngigkeit von Integralen). Sei U C R"™ offen, a € U und
f: X x U — R eine Funktion. Fir alle y € U sei f(-,y): X — R p-integrierbar.
Definiere

g:U SR, mm—/NMW—/ﬂ%WMM
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a) Fir alle x € X sei f(z,-): U — R stetig an der Stelle a, und es existiere eine
p-integrierbare Funktion h: X — [0, 00] mit

[f (@, 9)l < h(x)  ((z,y) € X xU).

Dann st auch g stetig an der Stelle a.

b) Fir alle x € X sei f(x,-): U — R stetig differenzierbar in U, und es existiere
eine p-integrierbare Funktion h: X — [0, 00| mit
of

a—yi(as,y)‘ <h(x) ((wy)€XxU i=1,.. n).

Dann ist auch g stetig differenzierbar in U, und es gilt

dg of

0y; (a) = O, (z,y)dp(z) (i=1,...,n).

Beweis. a) Fiir jede Folge (yx)reny C U mit yp — a gilt f(-,yx) — f(-,a) punkt-
weise (bzgl. © € X). Nach Voraussetzung ist h eine integrierbare Majorante von
(f(-,yx))ren, und die Aussage folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz
2.11.

b) Sei 1 <i <n und (tg)keny C R eine Folge mit ¢, — 0, tx # 0. Dann konvergiert

f('?a + tkei) — f('va) 8f
th — 8_%<'7a)

punktweise bzgl. x € X. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist die
Funktionenfolge auf der linken Seite majorisiert durch h. Damit folgt die Differen-
zierbarkeit von g nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz und die Stetigkeit
von ¢’ nach Teil a). O
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3. Produktmafle und der Satz von Fubini

3.1 Worum geht’s? Der Satz von Fubini ist bereits aus der Analysis II bekannt,
dort wurde er aber nur unter relativ starken Voraussetzungen bewiesen. Der Beweis
fiir den allgemeinen Fall soll nun nachgeholt werden.

Zunachst werden Produkte von Messraumen und von Maflen betrachtet, welche
selber von Interesse sind. Insbesondere sind die Borelmengen des R™ das Produkt der
eindimensionalen Borelmengen. Der hier gewéhlte Zugang lédsst sich auf unendliche
Produkte iibertragen, bei welchen aber schnell topologische Fragen auftauchen, die
wir noch nicht behandeln kénnen.

a) Produkt-o-Algebren
Seien (X;, %), 1 < i < n, endlich viele Messraume. Dazu betrachte das kartesische
Produkt .
X=X x...x X, =[] X
i=1

3.2 Definition. Die Menge
P ={Aix...xA, A ed,1<i<n}CPX)

heifit Gesamtheit der Zylindermengen (bzgl. der 7).

%@...@%n::®%:za(ff)

=1

heifit die Produkt-o-Algebra der <.

3.3 Bemerkung. a) Z ist N-stabil. Denn (A; X ... X A,) N (By X ... X By) =
(AlﬂBl) X ... X (Antn)

b) ® ist assoziativ: @ ® o @ oy = (A R o) Q A3 = ) R (o @ of3). Zu zeigen
ist wegen Symmetrie nur die erste Gleichheit und diese bedeutet definitionsgeméafl
o({A1 X Ay x A3}) = o(0({A1 x Ay}) x A3). Dabei ist “C* klar. Zum Beweis der
anderen Inklusion betrachte ein festes A3 € . Fiir B € & ® 4% gilt dann

BXAgCO({Al XAQ}) XAgZO'({Al XAQ XAgIAl 6%,1426%})

Damit liegt aber auch jedes B x A3 mit B € &/ ® 4/, und A3z € o5 in der von allen
Ay x Ay x As, A; € o, erzeugten o-Algebra. Diese ist nach Definition o/ ® 9% ® o3,
was ,, D zeigt.
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3. Produktmafie und der Satz von Fubini 23

c) Sei pr; : Xy X ... x X, = (X;, o) die i-te Koordinatenprojektion. Dann gilt

éﬂfi =o(pr;:1<i<n):= a(Oprﬂ(ﬂ})).
i=1 i=1

Die Produkt-o-Algebra ist somit die kleinste o-Algebra auf X, die alle Koordina-
tenprojektionen messbar macht. Denn fiir A; € 7 folgt pr; '(A4;) = X1 x ... x 4; X
o X Xy, 1< <. Somit ist Ay x ... x A, =, pr; ((A;) € o(pr; : 1 <i < n).
Damit gilt “C*.

“D“ folgt sofort aus pr; '(4;) € @, o wie eben gesehen.

d) Die Eigenschaft in ¢) kann verwendet werden, um das Produkt von beliebig vielen

o-Algebren zu definieren: Sei I # () eine Indexmenge, und zu i € I sei (X;, %) ein
Messraum. Dann wird auf X := J[..; X; die Produkt-o-Algebra definiert durch

Dicr i = o({pr; : i € I}).

3.4 Satz. Zu 1l <i <n sei jeweils & C < ein Erzeuger von < (also o(&;) = ;)
derart, dass es stets eine Folge (Ei)ken in &; gibt mit Ey, /X, fir k — oo. Dann
gilt

o({Eyx ... x Ey: By € &,1<i<n}) = (X) .
=1

Beweis. “C* ist klar und fiir die umgekehrte Inklusion ist zu zeigen, dass A; x

XA, € o({Ey x ... x E,}) gilt fir alle A; € . Dazu wiederum reicht es,
Xy Xx...x Ay x...x X, €c({E1 X ...x E,}) zu verifizieren. Hierfiir betrachte zu
gegebenem E; € &,

Fo=FEpX...xE 1, XE;XEjj15%X...x By, €0({E1 X ... X EL}).
Dann ist auch Xy x ... x E; x ... X X;, = Upen Fr in o({£1 x ... x E,}). Wegen

Xy X.o.oxAix..xX, e Xy x...xo(&) x...x X,
=o({Xi x...xE x...xX,})

folgt die Behauptung. O

3.5 Satz. FEs gilt

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.4 mit & = {(a;, b;] : a;,b; € R}. Man beachte (a, b] =
H?:l (aiv bZ] und U(Hn) = %(Rn) 0
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24 3. Produktmafie und der Satz von Fubini

b) Die Sitze von Tonelli und Fubini

Seien (X, <, 1), 1 < i < n, nun endlich viele Mafirdume.

3.6 Definition. Ein MaB p: Q). <% — [0, 00] heilt Produktmaf$ der p;, wenn
,LL(A1XXAH):H,U@(A1) fllI'aHeAzE%,lg’LSn

(mit der Konvention 0 - oo = 0).

Wir konstruieren das Produktmaf nur fiir zwei Faktoren, Produkte htherer Ordnung
definiert man dann induktiv in Verbindung mit geeigneten Assoziativitatsiiberlegun-
gen.

Achtung: Die Existenz und Eindeutigkeit des Produktmafles ist nur fiir das Produkt
o-endlicher Mafirdume gewéhrleistet!

3.7 Lemma. Seien (X;, %, u;), i = 1,2, o-endliche Mafriaume und sei f : X; X
Xo = [0,00], (z,y) — f(z,y), 9 ® oh-messbar. Dann gilt:

(i) Fiir jedes x € X ist f(z, -) : Xo = [0,00], y — f(x,y), ofo-messbar.

(1) Die Abbildung X1 — [0,00], x — [ f(z,y)dua(y) ist ofi-messbar.

Beweis. (1) Sei zunéchst po endlich. Dazu betrachten wir das Teilmengensystem der
Produkt-o-Algebra

={A € o ® o : x4 hat die Eigenschaften (i) und (ii)}.

Wir zeigen, dal & ein Dynkin-System ist, wobei wir die Kriterien aus Bemerkung
1.3 ¢) nachpriifen.

e X =X, xXy,€eZ,daxx=1.
e 735 A /A, dann auch A € Z: Es gilt x4, /* xa und damit folgt (i), da

der punktweise Limes messbarer Funktionen wieder messbar ist, und (ii) mit
monotoner Konvergenz.

e A,Be 2, AC B, dann auch B\ A € 2: Es ist xp\a = x5 — xa und (i) ist
klar. (ii) folgt aus der Endlichkeit von fiz, denn damit ist [ xpa(z, - )dus =
[ xs(z, - )dus — [ xa(z, - )dps (Yoo — 0o kann nicht auftreten).

AuBlerdem umfafit & den N-stabilen Erzeuger Z der Zylindermengen, denn A =
Ay x Ay € Z, dann ist xa(z,y) = xa,(®)xa,(y), woraus sich (i) ergibt und mit
Jxa(z, )dpz = [ xa, (@)X a,dp2 = xa, (2)p2(Az) folgt (ii).
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Das Dynkin-Lemma besagt nun ¥ = & ® o, was gleichbedeutend damit ist, daf3
die Behauptung fiir alle x4 mit A € @ ® o richtig ist. Wegen Linearitit folgt
die Behauptung fiir alle Stufenfunktionen, und mit den iiblichen Konvergenzargu-
menten (punktweise Limiten messbarer Funktionen sind messbar und Satz von der
monotonen Konvergenz) daher fiir alle [0, oo]-wertigen produktmessbaren Funktio-
nen.

(2) Sei nun o o-endlich. Wahle o3 5 Si 7 X5 mit pz(Sg) < 0o und betrachte statt
fnun fi = f - xx,xs,, das bezliglich der zweiten Komponente auf dem endlichen
MafBiraum (Xo; 9%; pu2(Sp N +)) lebt.

Nach (1) stimmt die Behauptung fiir die f; und damit wegen f;,  f punktweise
auch fiir f, mit den gleichen Konvergenzargumenten wie oben. O

3.8 Lemma. Seien (X, o, 1;), i = 1,2, o-endliche Mafrdume. Dann existiert ein
eindeutiges Produktmaf (1 ® po auf o) ® oty. Fxplizit ist es gegeben durch

o)) = [ ([ xate ) o) = [ ( [ at o) st

Beweis. (i) 1 ® po ist ein MaB: Klar ist py ® po(0) = [ ([ xo(z, - )duo) din (z) =

pa @ po ist additiv wegen x4 4, = X4, + X4, und damit
o) 042 = [ (([oonte )+ onte. e ) i)

= (1 ® p2) (A1) + (1 ® pi2)(Az2)

wegen Linearitdt der Integrale.

Fiir die o-Additivitét ist somit noch die Stetigkeit von unten zu zeigen (Satz 1.6).
Sei daher @ ® o 3 A; /* A. Dann folgt wegen x4, / xa

@ ) = | ( [xate -m) e

A ( [t -)duz) din () = i ® jin(A)

durch zweimalige Anwendung monotoner Konvergenz.

(i) g1 ® po ist ProduktmaBl von gy & po:

1 @ pia(Ay X Az) = / ( / XA1<$)XA2d:u2) dpa ()

© Robert Denk 14.02.2022



26 3. Produktmafie und der Satz von Fubini

- /XAI(I‘)/LQ(AQ)d,Ml(l') = pi2(A2)p (Ay).

(iii) Zur Eindeutigkeit: py ® uso liegt durch py ® po(A; X Ag) = g (Ar)pe(As) fest
auf dem N-stabilen Erzeuger Z von 7 ® «#,. Da die beiden Mafle o-endlich sind,
gibt es @4 > Sy 7 X1, p1(Sk) < 00, sowie @ > Ty /7 Xo, po(T)) < oco. Damit
ergibt sich S x T}, 7 X7 X Xy mit g & po(Sk X Ti) = p1(Sk)p2(Tk) < oo und die
Eindeutigkeit folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 1.12.

(iv) Genauso zeigt man j @ pa(A) = [ ([ xa(-,y)du) dus(y). O

3.9 Bemerkung. a) (1 ® p2) @ pz = p1 @ (e @ pg) =: 1 @ pg @ pz usw. fiir
hohere Produkte. Denn die Gleichung stimmt fiir beliebige A = A} x Ay x A3 € Z
(iteriertes Ausrechnen der Integrale) und gibt ein Produktmaf auf .« ® @ ® 7.
Der Eindeutigkeitssatz fiir Mafe liefert wie vorhin die Behauptung.

b) Fiir das Lebesgue-Maf \,,: B(R") — [0, oo] folgt insbesondere

/\n - é )\1.
j=1

Denn beide Seiten dieser Gleichung stimmen auf II,, iiberein.

c¢) Die Voraussetzung der o-Endlichkeit ist fir die Aussage von Lemma 3.8 wesent-
lich: Seien X; = X, = [0, 1] beide versehen mit den Borelmengen und 1y = Al
sowie ps = ¢ das Zahlmafl, das auf dem iiberabzédhlbaren Intervall nicht o-finit ist.
Wir betrachten die Diagonale

A= {(z,z): 2 €[0,1]} = F {0} € Z(R) ® B(R),

wobei f :[0,1]2 = R, (z,y) — z — v, stetig und damit Z(R?) = B(R) @ B(R)-
messbar ist. Aber nun berechnet sich (kurz A fiir Al 1)

[ ([ xsteni@)acw) = [rwac = [odcw =

im Gegensatz zu

/</XA($ y)dly /C ({z})dA(x /1 d\(z) =

3.10 Satz (von Tonelli). Seien (X;;<;p;), i = 1,2 zwei o-endliche Mafrdume
sowie = p1 ® pe das Produktmafl auf der Produkt-c-Algebra of) ® ofy. Sei f :
X1 X Xo — [0, 00] & ® alo-messbar. Dann gilt in [0, 00] die Gleichheit

[ tin= [ ([ t@mau@)duw = [ ([ 1odn)due.
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Beweis. Nach Lemma 3.7 existieren alle Integrale in [0, 00]. Nach Lemma 3.8 gilt
die Behauptung fiir Indikatorfunktionen x4, A € o/ ® a%. Mittels Linearitét folgt
die Behauptung fiir Stufenfunktionen, schliefllich mit monotoner Konvergenz fiir alle
produktmessbaren [0, oo]-wertigen Funktionen. O

3.11 Satz (von Fubini). Seien (X;;<; ), i = 1,2 zwei o-endliche Mafrdume
sowie = py @ po das Produktmaf$ auf der Produkt-o-Algebra < ® <. Sei f :
X1 x Xy = R mit fe LY u), dh. f sei integrierbar bzgl. des Produktmafes.

a) Es gilt N :={x € X1 : [|f(z,y)|dus2(y) = oo} € @4 mit i (N) = 0.
b) Definiere g - X, — R durch

) @ y)dps(y), = &N,
glw) = {0, x € N.

Dann ist g € L (uy), und es gilt

/fdu=/gdu1 =/</f(x,y)duz(y)>du1(x)-

Die entsprechende Aussage gilt mit vertauschten Rollen von py und jo. Insbesondere

) [ ([ ewinst)dm) = [ ( [ #o)dm@)duato)

Beweis. Lemma 3.7 fiir |f| liefert die <j-Messbarkeit von = — [ |f(z,y)|du2(y),
damit ist N € «. Wegen |f| € £ () folgt aus dem Satz von Tonelli

/ /|fﬁlf y)|dp2(y) dul /\f!du<oo

und damit p(N) = 0.

Also ist auch pu(N x X5) = pi(N)p2(Xs2) = 0. Betrachte nun f=f- X(NxXp)e =
[ Xnexx,, dann ist f = f p-fast iiberall. Nun folgt fir f > 0 (und damit auch

f>0)
/gdm =/ /f duz dpr (z /fdu /fdu,

wobei die mittlere Gleichheit wieder nach Tonelli folgt. Fiir ein beliebiges komplex-
wertiges f folgt dann die Behauptung durch die Zerlegung f = f, — f_. m

In Anwendungen wird der Satz von Fubini héufig folgendermaflen verwendet: Man
zeigt zunichst, dass die Funktion f messbar ist (hdufig als stetige Funktion oder
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28 3. Produktmafie und der Satz von Fubini

als Stufenfunktion oder als punktweise Grenzwert messbarer Funktionen). Dann be-
rechnet man das iterierte Integral [ [|f(x,y)|du1(x)dps2(y), wobei die Reihenfolge
beliebig gew#hlt werden kann. Falls dieses Integral endlich ist, folgt nach dem Satz
von Tonelli f € Z(u; ® po), und man kann den Satz von Fubini anwenden, in-
dem man jetzt [ [ f(z,y)dui(x)dus(y) wiederum in einer beliebigen Reihenfolge
berechnen darf.

Die Folgerungen aus dem Satz von Fubini sind bereits aus der Analysis II bekannt,
etwa das Prinzip von Cavalieri und die Tatsache, dass Graphen von messbaren Funk-
tionen Lebesgue-Nullmengen sind.
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4. Der Transformationssatz

4.1 Worum geht’s? Der Transformationssatz ist ein weiterer wichtiger Satz der

Lebesgueschen Integrationstheorie. Die Anwendungen des Transformationssatzes sind
bereits aus der Analysis II bekannt und werden hier nicht mehr besprochen. Als Bei-

spiel sei hier nur an die Definition des Flacheninhalts fiir eine m-dimensionale Fliche

des R™ und den Nachweis der Wohldefiniertheit erinnert. Wir wissen bereits, dass

der Transformationssatz fiir lineare Abbildungen gilt. Dies wird jetzt verwendet, um

den allgemeinen Satz zu beweisen.

4.2 Definition und Satz. Sei (X, <7, n) ein Mafraum, (Y, B) ein Messraum und
d: X — Y messbar. Dann st

o ® s B — (0,00, (o )(B) = u(@)(B))
ein Mafs, das Bildmaf$ von p unter ®.

Beweis. Die Eigenschaften eines Mafes iibertragen sich unmittelbar bei Verwendung
des Urbilds. O

In der Sprache der Stochastik sieht die letzte Definition folgendermafien aus: Sei
(Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und sei X : 2 — R eine Zufallsvariable. Dann
ist PoX~1: B(R) — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, die sogenannte (Wahrschein-
lichkeits-) Verteilung von X. Bekannte Verteilungen sind die Normalverteilung und
die Gleichverteilung auf einem Intervall oder auf einer endlichen Menge. Nach Lem-
ma 1.18 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bereits eindeutig durch die
Verteilungsfunktion

Fx:R—10,1], 2= Fx(2) =P{w e Q: X(w) <z}) =P(X < 2)

festgelegt.

4.3 Lemma (Transformationslemma). Seien (X, o/, ) ein Mafiraum, (Y, %) ein
Messraum und ®: X — Y messbar. Sei weiter f: Y — R ZB-messbar. Dann ist f
genau dann pn o ®~'-integrierbar, wenn f o ® p-integrierbar ist, und in diesem Fall
151

[tro®n= [ gauoa)

Beweis. Fiir f = x4 mit A € & stimmt dies nach Definition des Bildmafles und
wegen x4(®(x)) = xo-1(4)(7), daher wegen Linearitit des Integrals auch fiir Stufen-
funktionen f > 0, mit monotoner Konvergenz fiir alle messbaren Funktionen f > 0.
Der allgemeine Fall folgt wieder durch die Zerlegung f = f, — f_. m
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30 4. Der Transformationssatz

4.4 Beispiel (Mafle mit Dichten). Sei (X, 7, 1) ein MaBraum und f: X — [0, o0
messbar. Dann ist nach Satz 2.5 durch

V(A) ::/Afdu (A€ o)

ein MaB gegeben. Eine messbare Funktion ¢g: X — R ist genau dann v-integrierbar,
wenn ¢ - f p-integrierbar ist, und in diesem Fall ist

(/szfgwa

Dies folgt genauso wie im Beweis des Transformationslemmas 4.3. Man sagt, das
MaB v besitzt die pu-Dichte f und schreibt v = f - p. In symbolischer Schreibweise
dv = fdu. Die Dichte f heifit auch die Radon-Nikodym-Ableitung von v nach pu,
symbolisch f = j—;.

4.5 Beispiel (Riemann-Stieltjes-Integrale). Seien a,b € Rmita < bund g: [a,b] —
R eine monoton wachsende und rechtsstetige Funktion. Dann existiert genau ein
Borelma$ p,: #([a,b]) — [0, 0o mit

po((s,t]) = g(t) —g(s) (a<s<t<b)

und p4({a}) = 0.

Um dies zu sehen, setzen wir g konstant auf (—oo,a] und [b,00) fort. Durch die
obige Gleichung ist p, bereits auf I,, und damit auf A,, eindeutig festgelegt. Man
rechnet nach, dass die Rechts-Stetigkeit von g gerade die o-Additivitédt von p, auf
A,, bedeutet. Wegen 1,(R) = p14([a, b]) = g(b) — g(a) ist p, endlich. Damit existiert
genau eine Mafifortsetzung von ,]a, zu einem Borelma$ 14| ).

[ tdgi= [ sau,

heifit auch das Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. g. Die Theorie der Riemann-
Stieltjes-Integrale kann analog zum Riemann-Integral auch unabhéngig von der
Lebesgue-Theorie entwickelt werden, indem man Zerlegungssummen der Form

Das zu p, gehorige Integral

> Fwe)[9(rin) — glan)]
k=1

mit yx € (2, Tr41] betrachtet.

Eine kompakte Ausschopfung und das {ibliche o-Additivitdtsargument zeigt, dass
die obige Aussage auch fiir monoton wachsende und rechtsstetige g: R — R gilt.
Wiéhlt man g(z) = x, erhélt man das Riemann-Integral als Spezialfall des Riemann-
Stieltjes-Integrals.
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4.6 Lemma. Sei U C R" offen. Dann existieren paarweise disjunkte Intervalle

el (keN) mitU=J I.

keN

Beweis. Wir wissen bereits aus dem Beweis von Lemma 1.17, dass U = J,o Ur mit
offenen Intervallen U, = (ay, by) gilt. Wegen Uy = |, ,cn (e, by — %] ist Uy, und damit
auch U abzéhlbare Vereinigung von halboffenen Intervallen, d.h. U = J, oy I mit
I, €1,.

Setze nun A; := [; und induktiv 4,, :== I, \ (A;U---UA,,_1). Da A, ein Ring ist,
gilt A,, € A,, (m € N). Somit ist jedes A,, disjunkte Vereinigung von endlich vielen
Intervallen Iy, € I,. Insgesamt erhélt man U = |J Iip,. H

k,m

Wir wissen bereits aus Analysis II, dass das Lebesgue-Mafl A = \,: Z(R") —
[0, 00] bewegungsinvariant ist, und dass fiir invertierbare lineare Abbildungen T' €
GL(n,R) die Gleichheit

MT(B)) = |detT| - A\(B) (B € B(R")) (4-1)

gilt. Die Verallgemeinerung dieser Aussage auf C1-Diffeomorphismen wird Transfor-
mationssatz oder auch Substitutionssatz oder Substitutionsregel fiir das n-dimensionale
Lebesgue-Integral genannt.

4.7 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R" offen und ®: U — V ein C*-
Diffeomorphismus. Eine messbare Funktion f:V — R st iber V = ®(U) genau
dann A-integrierbar, wenn (f o ®) - |det ®’|: U — C A-integrierbar iber U ist. In
diesem Fall gilt

/ f(y)dy:/f(cb(x)).|detc1>’<x)|dx.
(V) U

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst, dass fiir jeden abgeschlossenen Wiirfel A = A C U
der Kantenlédnge d > 0 die Ungleichung

AP(A)) < / | det ' (x)|dx (4-2)

A
gilt. Wir verwenden dazu die Maximumnorm |z| := max{|zy]|,...,|z,|} im R”
und die zugehorige Operatornorm || - ||oo. Da @ C*-Diffeomorphismus ist, existiert

M = max,ea [|®'(2) 7| < 00. Sei e > 0 gegeben. Als stetige Funktion auf einer
kompakten Menge ist ®" auf A gleichméfBig stetig, d.h. es existiert ein § > 0 mit

|@(@) = @))€ =7 (I =yl < 9).
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O.E. sei dabei § = d/N mit einem N € N. Wir {iberdecken den Wiirfel A durch N
abgeschlossene Wiirfel A;, j =1,..., N™ mit Kantenldnge 0 so, dass diese sich nur
in Nullmengen schneiden.

Zuj=1,...,N" wihle a; € A; mit | det ®'(a;)| = minge4, | det &'(x)|. Zu festem j
sel
h(z) := (hi(2), ..., ho(2))" = ®(x) — ®'(a;)z (x € A)).
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert zu x € A; ein ¢; € A,
mit
[hi(w) = hila;)| = [hi(c:) (x = a;)| = [(Pi(ci) — Pilay))(z — ;)
< ') = (a;) ool — a5l
< %5 (i=1,...,n).

Nimmt man das Maximum iiber alle = 1,...,n, so erhélt man

9(2) ~ ¥(a,)r — B(a) + V(a)al < 0 (2 A)

und somit
D(A)) C B(a;) — ¥ (a;)a; + D' (a;)(4;) + [-55, 531"
Nach Definition von M gilt

=55, 21" = ®(a)® () (-5, 3)7) © ¥'(ay) (=6, =0]").

M> M M’ M

Somit ist
B(A;) C B(ay) — D' (aj)a; + D'(a;) (4; + [—ed,0]"),

und mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles und (4-1) folgt

M@(47)) £ A(@/(a) (4 + [-e0,20]"))

= | det ®'(a;)|A(A; + [—&d,20]")
= | det ®'(a;)| (6 + 2e0)"
= | det ®'(a;)| A(A;)(1 + 2e)™.
Wir summieren iiber alle j = 1,..., N® und erhalten
Nn
<Z)\ (1+2e)" ) | det @'(a;)|A(4;)
7=1

N™
(14 2¢)" Z/ | det @' (z)|dz = (1 + 2¢)" /|det(1>()|d.r

Hierbei wurde die Definition der a; verwendet. Da € > 0 beliebig war, folgt (4-2).
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(ii) Wir zeigen nun, dass (4-2) fiir alle Borelmengen A € Z(U) gilt.

(1) Da jedes Intervall (a,b] C U durch eine Folge endlicher Vereinigungen von
Wiirfeln approximiert werden kann, gilt die Ungleichung (4-2) auch fiir A = (a, b].
(Man beachte hierbei, dass beide Seiten von (4-2) Mafle und damit stetig von unten
sind.)

(2) Sei nun A C U offen. Nach Lemma 4.6 ist A = U I, mit I, € I,,. Somit gilt
kEN

A)) < N@(I)) <Z ydetq>’ |d:z:—/A|det<I>’(x)\dx.

keN keN

(3) Sei schlieBlich A € Z(U), wobei 0.E. A C U kompakt sei. (Sonst betrachte
A = Upen(ANT) mit Uy, := {z € R" : |z| < k, dist(z,R"\ U) > 1}.) Da das
Lebesgue-Maf§ regulér ist, existiert eine Folge A, D A, k € N, mit A, offen und
AMAg \ A) — 0 (k — o0), wobei 0.E. A;, C U kompakt sei. Es folgt

AMP(A)) < ANP(Ap)) < | det @' (z)|dx — / | det ®'(z)|dz  (k — 00).

Hier wurden fAk | det ®'(x)|dx < M(Ag) max, 7, |det ®'(z)| < oo und majorisierte
Konvergenz verwendet.

(iii) Zum Beweis des Transformationssatzes sei zunéchst f = xp mit B € A(V).
Dann gilt mit A := ®~*(B)

[ xotois = x5) = @)
S/A|det<1)’(x)|dx:/UXA(x)|det(I>’(x)|dx
:/UXB(CID(:C))]det@'(:c)|d:z:.

Wegen Linearitat gilt
/f dy</f )| det & (x)|dz

fiir alle Stufenfunktionen f: V' — [0,00) und mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz fiir alle messbaren Funktionen f: V — [0, 00]. Wendet man dies auch
auf ®~! anstelle von ® an, so erhilt man fiir messbares f > 0

/V F(y)dy < / (f 0 ®)(x)] det () |dx
< / (f 0B o ®)(y)|det (D (4)] - | det(®) (y)|dy
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_ /V F(y)dy.

Dabei wurde (®71)'(y) = (CD’((I)_l(y)))_l verwendet.

Die Aussagen des Transformationssatzes ergibt sich nun durch die Zerlegung f =
f+ — f- und die Anwendung des bisher Bewiesenen auf f.. m

4.8 Bemerkung. a) Im Beweis des Transformationssatzes wurde ein Spezialfall der
Sardschen Ungleichung gezeigt: Sei U C R” offen, ®: U — R" stetig differenzierbar
und K C U kompakt. Dann gilt

AB(K)) < /K|det &' (z)|dz.

b) Aus dem Transformationssatz folgt wiederum, dass das Lebesgue-Mafl bewe-
gungsinvariant ist. Ebenso folgt fiir jedes h € Z'(R") und o € R\ {0} sofort die

Gleichung
/h(ax)d:v = ]a|"/h(:c)d:1:.
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5. Der Satz von Radon-Nikodym

5.1 Worum geht’s? Wir wissen bereits, dass durch A — ¢¢(A4) = [, fdu fiir
festes messbares f > 0 ein Mafl definiert wird. In diesem Falle heifit f eine Dichte
von s bzgl. u. Das MaB ¢ ist absolutstetig bzgl. ;¢ im Sinne, dass aus p(A4) =0
auch ps(A) = 0 folgt. Der Satz von Radon-Nikodym besagt, dass aus der Bedingung
der Absolutstetigkeit auch schon die Existenz einer Dichte folgt. Dieser wichtige Satz
der Mafitheorie hat unter anderem Anwendungen in der Stochastik, da damit die
Existenz bedingter Erwartungswerte gezeigt werden kann.

Im Folgenden sei stets (X, o7, u) ein MaBraum. Zu f: X — [0, 00|, f messbar, sei

pp(A) = /Afdu (A€ o).
Man schreibt mit ¢ := pg auch (fu)(A) == pr(A) (A € &) oder duy = fdu sowie

dp
d_f = f
1
Die Funktion f heifit eine (Radon-Nikodym-)Dichte von 7 beziiglich . Das folgende
Lemma zeigt, dass die Dichte bereits fast iiberall eindeutig festgelegt ist.

5.2 Lemma. a) Falls f,g € L' () mit f,g >0 und py = py, so folgt f = g p-fast
tiberall.

b) Falls f: X — [0,00] messbar ist, so gilt fir alle messbaren h: X — [0, 00]

[ s = [hpyan (5-1)
Falls h: X — R messbar ist, so gilt h € L (uy) & h- f € L), und in diesem
Fall gilt wieder (5-1).
¢) Falls f,h: X — [0, 00| messbar sind, so gilt (pf)n = fpp-

Beweis. a) Sei N := {x € X : f(x) > g(z)} und h := xnf — xng. Dann ist
h: X — [0,00] messbar, und [ hdu = [y fdu — [y gdp = pp(N) — pg(N) = 0.
Nach Bemerkung 2.3 (4) folgt h = 0 p-fast tberall, d.h. (V) = 0. Analog folgt
plr € X f(z) <g(2)}) = 0.

b) Das war Beispiel 4.4.

c) Fir A € o gilt (uf)n(A) = [, hdug = [ xahduy = [ xahfdp = [,(fh)dp =
prn(A), wobei b) verwendet wurde. O

Die néchste Aussage wird spéater im Beweis benotigt, ist aber auch fiir sich interes-
sant.
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5.3 Lemma. Sei (X, o7, u) ein MafSraum. Dann ist p genau dann o-endlich, falls
ein h € LY () existiert mit 0 < h(z) < oo (x € X).

Beweis. (i) Sei p o-endlich, d.h. es existieren (X, ),ey C & mit X,, /7 X [ X, C
X1, Upen Xn = X] und p(X,) < oo. Wihle (¢ )ney € R mit 0 < ¢, < 27" und
Cnp(X,) <27 (n € N). Dann ist h(x) := > _CuXx, messbar mit 0 < A <1 und

fhd:u < ZnEN cntt(Xy) < 1.

(ii) Sei h € Z* () mit 0 < h < oo. Dann ist X = {z € X : h(z) > 0} =, cny Xn
mit X, :={z € X : h(z) > L1}. Wegen h € L (p) ist

neN

u(x) = [ 1 < / nh(e)du(x) < [ i < .

5.4 Definition. Sei p: &/ — [0, 00| ein Mafl. Dann heifit ¢ absolutstetig bzgl. u,
falls fiir alle A € &7 mit u(A) = 0 gilt: p(A) = 0. Man schreibt ¢ < p.

5.5 Lemma. Sei p: o/ — [0,00) ein endliches Mafs. Dann gilt ¢ < p genau dann,
wenn

Ve>030>0VAe o, u(A) <é:¢(A) <e. (5-2)

Beweis. (i) Es gelte (5-2). Dann folgt fiir A € & mit u(A) =0 aus (5-2) p(4) < ¢
fiir jedes € > 0 und damit p(A) =0, d.h. p < p.

(ii) Die Riickrichtung wird hier nicht bewiesen. O

Das folgende Lemma betrachtet die Differenz zweier Mafle. Diese Differenz ist selbst
wieder o-additiv, kann aber auch negative Werte annehmen und ist daher selbst kein
MaB. Man spricht hier auch von einem signierten Maf}. Die folgende Aussage besagt,
dass man den Grundraum X zerlegen kann in X = X, U X, wobei die Differenz der
Mafle auf der Spur-o-Algebra 7 N X, nur Werte in [0, 0co) annimmt und dort damit
selbst ein Maf ist.

5.6 Lemma. Seien ¢, ¢y: o/ — [0,00) zwei endliche Mafe und sei 7 := o1 — ps.
Dann existiert ein Xo € & mit 7(Xo) > 7(X) und 7(A) >0 (A€ &/, A C Xp).

Beweis. (i) Sei € > 0. Wir zeigen zunéchst:

X, € & mit 7(X.) > 7(X)und 7(A) > —e (A€ &/, AC X,). (5-3)
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Falls 7(X) < 0, wéhle X. := (). Sei also 7(X) > 0. Der Beweis verwendet die
Spur-o-Algebra & NE :={A € o/ : A C E} fir Mengen F € <.

Falls 7(A) > —¢ (A € &), wihle X, := X. Sonst existiert ein A; € </ mit
7(A;) < —e. Fiir das Komplement A§ := X \ A; gilt dann
T(A)) =7(X) = 7(A1) > 7(X) + € > 7(X).

Nun geht man zur Spur-o-Algebra @ = o/ N A{ iiber.

Falls 7(A) > —e (A € ), so wihle X, := A§. Sonst existiert ein Ay € o4 mit
T(Ag) < —e. Wegen A; N Ay = () folgt

T((A1 U A)) =7(X) = 7(A1) — 7(As) > 7(X) + 26 > 7(X).

Setze nun % = o7 N (A; U Ay)°.

Falls dieses Verfahren nach N Schritten abbricht, so wiahle X, := (A; U---U Ay)©.
Es gilt dann 7(X.) > 7(X) und 7(A) > —¢ (A € &/ N X,), d.h. (5-3).

Sonst existiert eine Folge (A,)nen C &/ von paarweise disjunkten Mengen mit
(A U...UA,)°) > 7(X) und 7(4,) < —¢ (n € N). Fiir A := |J A, gilt dann

neN

T(A) = p1(A) — p2(A) > —oo. Unter Verwendung der Stetigkeit von unten bzw.
oben von ¢; und ¢, folgt aber auch

N N
7(A) = lim ;(901(14 n) = p2(An)) = ngréoz ) < lim (=Ne) = —o0,
Widerspruch.

(ii) Setze in (i) ¢ := I und erhalte Mengen X/, fiir n € N. Dabei kann man

Xi1/m+1) C Xi/n» annehmen (sonst ersetze in (5-3) die Menge X durch Xj/,). Sei
Xo = Nyen Xi/n- Da 7 stetig von oben ist, folgt 7(Xy) > 7(X), und fiir jedes
Ae o/ NXpist 7(A) > —2 (n € N) und damit 7(A) > 0. O

5.7 Satz (von Radon-Nikodym). Sei (X, <7, u) ein o-endlicher Mafraum und sei
p: o — [0,00] ein Maf mit ¢ < p. Dann besitzt ¢ eine Dichte bzgl. u, d.h. es
existiert eine messbare Funktion f: X — [0, 00] mit

o) = [ sdu (A )

Die Dichte f ist p-fast tiberall eindeutig bestimmd.

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir den Fall, dass p und ¢ beide endlich sind;
der allgemeine Fall folgt dann unter Verwendung geeignet konstruierter Zerlegungen
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und mit Lemma 5.3. Definiere
U:= {g: X — [0,00] | g messbar, VA € o : / gdp < g&(A)}.
A

Wegen 0 € U ist U nicht leer. Falls g1, g0 € U, so ist auch g := max{gi, g2} € U,
denn mit C':={x € X : g1(x) > g2(z)} gilt

Jotn=[ gdus [ gin<oanc)+oar0)=o) (e
A ANC A\C

Sei a := sup{ [ gdu : g € U}. Wegen [ gdu < ¢o(X) ist @ < p(X) < co. Wihle
eine Folge (gn)nen C U mit [ g,dp 7 a. Fiir g, := max{g1, ..., gn} gilt dann nach
Obigem g,, € U und wegen g, > g, auch [ g,dp .

Als monoton wachsende Folge besitzt (g,)neny einen messbaren Grenzwert f :=
lim, 00 gn: X — [0, 00]. Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz gilt [ fdu =
lim,, e [ gndp = o, und

/fdu = lim | gudp < p(A) (Ae ),
A A

n—oo
d.h.esgilt feU.
Wir zeigen nun, dass f eine Dichte von ¢ bzgl. p ist. Da f € U, definiert

o1(A) = o(A) - / fdu (A€ o)

ein endliches Mafl mit ¢; < p. Zu zeigen ist ¢ = 0, d.h. ¢;(X) = 0.

Angenommen, ¢;(X) > 0. Da ¢; < p, ist auch pu(X) > 0. Fiir s := g;gg > 0 folgt

©1(X) > sp(X). Wir wenden Lemma 5.6 auf ¢1 und s := sy an und erhalten ein
Xo € &/ mit

@1(Xo) — sp(Xo) = p1(X) —su(X) >0
und ¢1(A) > su(A) (A € & N Xy). Setze fo = f + sxx,.- Dann gilt

[ fodn= [ gt spanxa) < [ fduanxo
A A A
< / Fdu+p1(A) = p(4) (A€ ).
Daher ist fo € U. Wegen ¢; < pund ¢1(Xg) > su(Xp) ist u(Xo) > 0. Damit

[ = [ g sn(x0) = 0+ su(x0) > o

Widerspruch zur Definition von a.. Somit ist f eine Dichte von ¢ bzgl. u.

Seien nun f,g: X — [0,00] mit [, fdu = [, gdp = ¢(A) (A € &). Wegen p(X) <
oo gilt f,g € £ (u). Nach Lemma 5.2 a) folgt f = g u-fast iiberall. O
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Eine wichtige Anwendung des Satzes von Radon-Nikodym ist der Satz vom beding-
ten Erwartungswert, den wir in der Sprache der Stochastik formulieren.

5.8 Satz (vom bedingten Erwartungswert). Sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und sei X € LY (P). Sei o C o/ eine Unter-o-Algebra. Dann existiert ein
y-messbares Xo € L1 (P) mit

/%W:/Xm (A € ).
A A

Die Funktion Xy ist P-fast sicher eindeutig bestimmt und heif§t bedingter Erwar-
tungswert von X unter der Bedingung <y, in Zeichen Xy =: E(X|).

Beweis. Sei zunéchst X > 0. Setze p(A) := Pl und ¢(A) = [, XdP (A € ).
Dann sind g und ¢ endliche Mafle auf @ mit ¢ < p. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym besitzt ¢ eine (P-fast iiberall eindeutige) Dichte bzgl. p, d.h. es existiert
eine .@;-messbare Funktion Xy > 0 mit

A%m:ﬂmzéxm (A € ).

Fiir allgemeines X € Z'(P) zerlegt man X = X, — X_ und erhilt zwei Dichten
Xo+ und X _. Setze dann Xy := Xo 4+ — Xo_. O

5.9 Bemerkung. a) Der Satz gilt analog fiir messbare X : Q — [0, oo].

b) Speziell fiir die triviale o-Algebra o = {0, Q} erhilt man eine konstante Funktion
Xo = ¢ mit Wert ¢ = cP(Q) = [, XodP = [, XdP. Der Wert E(X) := [, XdP heift
der Erwartungswert von X.

c¢) Sei in der Situation des Satzes A € /. Dann heifit P(A|.o) = E(xal%) die

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung 7. Falls o = o(Y) fiir
ein Y € Z'(P), so schreibt man auch F(X|Y) bzw. P(X]|Y).

d) Falls sogar X € Z?(P) gilt (d.h. falls | X|* € Z'(P)), dann kann man zeigen,
dass X, das Element im Unterraum Z?(PP| 4,) ist, welches den Abstand || X — Xgl|o
minimiert. Dies erlaubt auch einen alternativen Beweis des Satzes.
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6. Die [P-Raume

6.1 Worum geht’s? Der Raum Z'(u) oder allgemeiner die Riume Z7(u) fiir
1 < p < oo konnen mit einer Halbmetrik versehen werden. Durch eine geeignete
Aquivalenzklassenbildung erhilt man einen metrischen Raum LP(y), der sogar -
ohne Zusatzbedingung an das Maf} - ein Banachraum ist. Am interessantesten ist
hierbei wieder das Lebesgue-Maf, d.h. die Raume LP(U) mit U C R". In diesen
Réaumen liegen fiir p < oo die stetigen Funktionen und sogar die Testfunktionen
dicht, wie man mit Hilfe der Faltung zeigen kann.

a) Definition und erste Eigenschaften
Im folgenden sei (X, o7, 1) ein Mafiraum.

6.2 Definition. Eine Funktion f: X — C heifit integrierbar, falls Re f € £ (u)
und Im f € £ (u) gilt. Wir schreiben f € Z'(u;C) oder f € Z1(X;C) bzw.
umgekehrt auch f € £!(u; R) fiir reellwertige Funktionen. Fiir f € £ (u; C) wird
[ fdp definiert durch [ fdu:= [Re fdp+i [Im fdp.

6.3 Bemerkung. a) Die Messbarkeit einer Funktion f: X — C ist wie iiblich als
Borel-Messbarkeit definiert (also «7-%(C)-Messbarkeit). Insbesondere folgt aus der
Stetigkeit der Abbildungen z — Rez, (z1,22) — 21 + 29, (21,22) — 21 - 22 und
z |z

Eine Funktion f: X — C ist genau dann messbar, wenn Re f,Im f: X — R beide
messbar sind. Sind f,g: X — C messbar, so auch f+g¢, f-g und |f]|.

b) Sei f: X — C messbar. Dann gilt f € £!(u; C) genau dann, wenn |f| € £ (u; R)
gilt. Das folgt sofort aus dem Majorantenkriterium (Bemerkung 2.4) und den Un-
aleichungen |Re f| < [f], |Tm /| < || und | f| < |Re f| + | Tm f|.

c) Die obigen Sdtze der Integrationstheorie (mit Ausnahme der Sétze, bei denen
Monotonie eine Rolle spielt) gelten analog fiir komplexwertige Funktionen.

6.4 Definition ((£?-Réume). a) Sei 1 < p < co. Definiere .£7(u; C) als die Menge
aller messbaren Funktionen f: X — C mit

£l = ([ 17Pdn) " < o

b) Fiir p = oo wird £°°(u; C) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f: X — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € X : [f(z)| > C;}) = 0. Man
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spricht von pu-fast iiberall beschriankten Funktionen. Fiir f € £°°(u; C) definiert
man

1£]oo = inf{c eR:u{z e X :|f(z) > C}) = o}.

c¢) Fiir Funktionen f: X — R werden die entsprechenden Funktionenriume mit
ZP(u; R) bezeichnet.

Im Folgenden schreiben wir kurz £7(u) fir Z7(u; K), wobei K € {R,C}.

6.5 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fiir 1 < p,q < oo mit % + % =1 gilt
1 gl < Wfllp - llglle  (f € Z7(n), g € Z2(n))-

b) (Minkowskische Ungleichung) Fiir 1 < p < oo gilt
1f +gllp < Ifll, +llglly  (f,9 € L7 ().

¢) Fir 1l <p < oo ist der Raum ZP(u) ein Vektorraum, und || - ||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf £P(u), d.h. es gilt

£l =0 (f € Z7(n),
laflly = lal- 117, (eeK, fe2(u),
1F+glle <[l fll+ gl (fr9 € L7(w))-

Beweis. a),b): Der Beweis der Holderschen Ungleichung aus der Youngschen Unglei-
chung sowie der Minkowski-Ungleichung aus der Hélder-Ungleichung ist bereits aus
Analysis IT bekannt.

c¢) Die Messbarkeit von af und f + g ist klar, die Homogenitédt von || - ||, folgt fiir
1 < p < oo aus der Linearitéit des Integrals und ist offensichtlich fiir p = oco. Die
Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowski-Ungleichung, welche auch zeigt, dass
f+ge L) gilt. O

6.6 Definition und Satz (LP-Réume). Sei 1 < p < oo. Definiere auf L7 () die
Aquivalenzrelation ~ durch

frg = u(fr e X f(a) # g(0)}) =0

(d.h. durch Gleichheit p-fast iberall). Die Menge der Aquivalenzklassen {[f] : f €
LP(p)} wird mit LP(u) bezeichnet (auch: L,(i)).

Auf LP(u) wird reprasentantenweise eine Vektorraumstruktur definiert: o[f] := [af]
und [f]+ [g] .= [f + g] fir « € K und f,g € LP(u). Analog definiert man

LA = W flly (€ Z7().

Damit wird (LP(p), | - |l,) zu einem normierten Vektorraum.
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Beweis. Die Wohldefiniertheit der Skalarmultiplikation und der Addition in LP(u)
ist klar, ebenso iibertragen sich die Eigenschaften einer Seminorm von £?(u) auf
LP(). Sei nun [f] € LP(p) mit [|[f]], = 0. Dann gilt nach Definition [ |f|Pdu = 0
und damit nach Bemerkung 2.3 f = 0 p-fast iiberall, d.h. [f] = 0 in L”(u). Somit
ist || - ||, eine Norm auf LP(1u). O

6.7 Bemerkung. Im Folgenden wird fiir f € ZP?(u) in der Schreibweise nicht mehr
zwischen [f] und f unterschieden. Wichtig ist bei dieser Betrachtung, dass es fiir
,Funktionen“ f € LP(u) im Allgemeinen keinen Sinn macht, vom Wert f(z) an einer
Stelle x € X zu sprechen. Denn falls u({z}) = 0, so kann man den Représentanten
f an der Stelle z dndern, ohne die Aquivalenzklasse zu éndern.

6.8 Satz. Sei (X, o/, ) ein Mafiraum und 1 < p < oo. Dann ist (LP(u), || - ||,) ein
Banachraum.

Beweis. Nach Satz 6.6 ist LP(u) ein normierter Raum, es ist also nur noch die
Vollstéandigkeit zu zeigen.

(i) Sei 1 < p < oo und (fg)ren C LP(p) eine Cauchyfolge. Wéhle eine Teilfolge
(fi;)jen mit || fi,o, — fi,llp < 277 (, Turbo-Teilfolge“) und definiere

e —Z|fk]+1 Te;l, g —Z|fkj+1 Ji, -

Aus der Minkowskischen Ungleichung folgt | g.||, < E§:1 277 < 1, und nach dem
Satz von der monotonen Konvergenz gilt

lglly = / |g[Pdp = /Zlgrilolgelpdu = }LI?O/ |ge[Pdp < 1.

Nach Bemerkung 2.3 ist g u-fast iiberall endlich und damit ist die Reihe
F@) = fir (@) + D (fryn@ — f, (2))
7j=1

fiir pu-fast alle z € X absolut konvergent. Somit gilt f = lim; ;o fx; p-fast iiberall.
Setze noch f = 0, falls die obige Reihe nicht absolut konvergent ist, so ist f messbar
als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen.

Wir zeigen || f — fkll, = 0 (k — o0). Zue > 0 wihle N € N mit || fr — fol|, < € fiir
alle k, ¢ > N. Nach dem Lemma von Fatou ist fiir & > N

J15 = ardn = [t lfy, = i < timint [ 15, ~ fupd < 22
j—o0 j—o0
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Insbesondere ist f — fi € LP(p) und damit f = fr, + (f — fx) € LP(u), und fr, — f
in LP(u).

(ii) Sei nun p = oo. Definiere Ny, = {|fx] > ||felloo} und Ny, = {|fx — fo| >
| fi — fellso}- Dann sind all diese Mengen Nullmengen, also auch ihre Vereinigung
N. AuBerhalb von N ist die Folge (fx)ren eine Cauchyfolge bzgl. Supremumsnorm
von beschrinkten Funktionen. Also konvergiert diese Folge in X \ N gleichmifig
gegen eine beschrinkte Funktion f. Setzt man noch f =0 auf N, so ist f € L>(u)
und f, — fin L>(u). O

6.9 Korollar. Sei 1 < p < oo und (fp)nen C LP(p) eine Folge mit f, — f €
LP(p) (n — 00). Dann besitzt (f,)n eine Teilfolge, welche p-fast tiberall gegen f
konvergiert.

Beweis. Das wurde im Beweis von Satz 6.8 mit gezeigt. O

6.10 Korollar. Durch
(f,9)2 = /fﬁdu (f.g € L*(w))

ein Skalarprodukt auf L?(u) erklirt. Der Raum (L*(p), (-,-)2) ist ein Hilbertraum.

Beweis. Die Wohldefiniertheit des Skalarprodukts folgt aus der Holderschen Un-
gleichung, die Eigenschaften eines Skalarprodukts sind klar, und die Vollstédndigkeit
wurde in Satz 6.8 gezeigt. O

In gewisser Weise ist L?*(p) ,der* Hilbertraum schlechthin. Beispiele sind K™ als
L*(¢,), wobei ¢, das Zdhlma$i auf der Menge {1,...,n} bezeichnet, ¢* als L?((y)
mit dem ZihlmaB (y auf der Menge N, sowie L*(U) fiir U C R™ offen.

b) Die Faltung

Im folgenden beziehen sich die Begriffe wie Messbarkeit und Integrierbarkeit stets
auf das Lebesgue-Maf3. Dabei heifit messbar zunéchst Borel-messbar, falls notig, ver-
wenden wir auch die Vervollstdndigung des Lebesgue-Mafles, also Lebesgue-messbare
Mengen.

Sei U C R" offen. Der Trager einer Funktion f: U — K ist definiert als supp f :=
{z € U: f(z) # 0}. Weiter sei

Cy(U) :={f: U = K| [ stetig und beschriankt},
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C*U) == {f: U — K| f k-mal stetig differenzierbar, supp f kompakt}

fir k € NU {oo}. Fiir k = oo schreibt man auch 2(U) := C2°(U) und spricht vom
Raum der Raum der Testfunktionen auf U.

6.11 Definition. Seien f,g: R® — K messbar. Definiere

Npyi= {o e R [ 17wl -lole - y)ldy = o)
und das Faltungsprodukt f % ¢g: R® — K durch

[fWg(z—y)dy, x¢& Ny,
0, z € Nyg.

(f *g)(x) = {

6.12 Bemerkung. Definiere die Abbildung d: R? — R durch d(z,y) = z—y. Dann
ist d stetig und damit messbar. Also ist die Abbildung (z,y) — f(y)g(x —y) =
(f-(god))(z,y) ebenfalls messbar. Nach Lemma 3.7 ii) ist Ny, € Z(R") und f*g
messbar.

6.13 Lemma. Seien f,g: R™ — K messbar.

a) Esist f+xg=gx* f, d.h. die Faltung ist kommutativ.

b) Es gilt {fxg#0} C{f#0}+{9#0} ={y1 +v2: f(y1) #0, g(y2) # 0}.
¢) Falls f,g € L'(R™), so ist A\(Ny4) =0 und f x g € L*(R™) mit

1 glly < [[£1lx - llgllr-

d) Sei 1 < p,q < oo mit % —i—é = 1. Fir f € LP(R™) und g € LY(R") ist dann
A(Nggy) =0 und f*ge L®(R") mit

1S * glloe < [I.f 1l - llgllq-

e) Falls f,g,h € L'(R"™), so ist (fxg)xh = f*(g*h), d.h. die Faltung ist assoziativ.
) 9, ; g gxh), 9

Beweis. a) folgt sofort aus dem Transformationssatz mit der Transformation y —
xr — y, einmal angewendet auf den Integranden |f(-)g(z — -)| und einmal auf den
Integranden f(-)g(z — ).

b) Falls z & {f # 0} + {g # 0} und y € R"™ beliebig, so ist f(y)g(z —y) = 0 wegen
r=y+ (x—y). Also ist (f *g)(z) = 0.
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¢) Nach dem Satz von Tonelli und mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Integrals gilt

[ ([ 1011t = wdy)as = [ 1wy [ ot~ iz =171 ol

Nach Bemerkung 2.3 a) folgt A\(Ny,) = 0 und

I£+9l= [ ] [ fw)ste - y)as]as
< [ ([l lote = lds)ds = 1111 - ol

d) Nach der Holderschen Ungleichung gilt fiir jedes x € R"

frg)(a)] < /If(y)l gl —y)ldy = [[F(gl@ =)y < 11l - lalla.

wobei wieder die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles verwendet wurde.

e) folgt mit Fubini. O

6.14 Definition. Sei U C R" messbar. Eine Funktion f: U — K heifit lokal inte-
grierbar in U, falls f messbar ist und f-xx € L'(U) fiir alle kompakten Teilmengen
K C U gilt. Man schreibt auch f € LL _(U).

loc

6.15 Bemerkung. a) Sei (X, .o/, u) ein endlicher Mafiraum. Dann gilt L%(u) C
LP(p) fir 1 <p < q < oo, dafur alle f € LI(p) gilt

1] = / FPdp = / FPdu + / FPdu
{|f1>1} {1f1<1}

< / | Flodp + p(X) < [ F12 + u(X) < oo,
{IfI>1}

b) Insbesondere folgt LP(U) C Li (U) fiir alle U C R"™ messbar und 1 < p < oo.

6.16 Lemma. a) Sei f € L]
auch f* g € Li (R™).

b) Sei f € LY(R") und g € Cy(R"), dann ist f * g stetig. Das Gleiche gilt, falls
fe Ll (R") und g € C.(R"™).

(R") und g € L*(R™) mit supp g kompakt. Dann ist

loc

loc

Beweis. a) Sei K C R™ kompakt und L := K — supp g. Als stetiges Bild der kom-
pakten Menge K x supp g unter der Abbildung (z,y) — x —y ist L wieder kompakt.
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Firz € K und y € R"ist f(z—y)g(y) = (f-xz)(@—y)g(y). Wegen f-x. € L'(R")
ist

Xk (f*9)=xx-[(f xz)*g] € L'(R")

nach Lemma 6.13 c).

b) folgt aus dem Satz iiber die Parameterabhéingigkeit des Integrals 2.12 a). O

6.17 Satz. Sei f € Ll _(R") und g € C*(R™). Dann ist f xg € C*(R"), und fiir die

loc

partiellen Ableitungen 0% = (8%1)0‘1 o (50)0m gilt

P
O“(fxg)=f*(0%) (laf <k).
Insbesondere ist f x g € C®(R™), falls g € Z(R™).

Beweis. Nach Lemma 6.16 ist f x g € L (R™). Da die Differenzierbarkeit eine
lokale Aussage ist, kann man f € L'(R") annehmen. Dann folgt die Aussage aus
Satz 2.12 b) iiber Parameterabhéngigkeit der Integrale, da 0“g als stetige Funktion

mit kompaktem Tréager beschrankt ist. O]

c) Vollstidndigkeits- und Dichtheitsaussagen

6.18 Satz (von Lusin). Sei U C R"™ offen mit A(U) < oo und f: U — K messbar.
Zu e > 0 emistiert eine kompakte Menge K C U mit N\(U \ K) < ¢, so dass f|k
stetig st.

Beweis. O.E. sei K = R. Wahle zu festem ¢ € N Mengen B;; C R (j € N) mit (By;);
disjunkt, B;; messbar, |J B;; = R und

jEN
. 1
diam(B;;) := sup |s —t| < —.
S,tEBij ]
Setze
Aij = f_l(Bij) € B(Rn)
Dann ist U A;; = U. Wir verwenden die Regularitit des Lebesgue-Mafles (Satz
jEN
1.22):
AA) =sup{\(K) : K C A, K kompakt} (A4 € B[R")).
Somit kénnen wir kompakte Mengen K;; C A;; wihlen mit A\(A4;; \ K;;) < e- 2~ (149,
Dann ist ) .
€
jeN

jeN
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Somit existiert ein N (i) € N mit

N(i)

)\(U\L_JKij) < 25

N(i)
Definiere D; := |J K;;. Dann ist D; kompakt.

=1

Wiéhle nun fiir alle 7, j ein b;; € B;; und definiere

Da die Mengen Kj;; disjunkt und kompakt sind, haben sie einen positiven Abstand,
d.h. g; ist stetig.
Es gilt
1
f(z) — gi@)| < =

i
Setzt man schliefllich K := (2, D;, so ist K kompakt, und es gilt

(z € D). (6-1)

8

MUNK) < SOANU\ D) < e.

i=1

Andererseits konvergiert wegen (6-1) die Folge (g;); gleichméfig auf K gegen f.
Damit ist f|x stetig. O

Wir werden im Folgenden den Fortsetzungssatz von Tietze verwenden, den wir hier
nicht beweisen wollen.

6.19 Satz (Fortsetzungssatz von Tietze). Seien X ein metrischer Raum und M C
X abgeschlossen, a,b € R mit a < b und f: M — |a,b] stetig. Dann existiert eine
stetige Fortsetzung F: X — [a,b] von f.

6.20 Satz. Sei U C R" offen, 1 < p < oo. Dann ist C.(U) dicht in LP(U).

Beweis. O.E. sei f € LP(U;R) mit f > 0 (sonst verwende man eine Zerlegung). Sei
e>0.

Wegen

U=JU mit Uy = {a:eU:|a:|<k dist (z aU)>1}
) ) k
keN

gilt [ |f —f xv.[Pdx = 0 (k — 00). Wihle ein k € N mit || f — fi, < £ fiir
fe =T xu,
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Zu f. existiert eine Folge (s,)nen von Stufenfunktionen mit s, 7 fr punktweise.
Wegen 0 < s, < f, ist s, € LP(U). Wegen (fy, — s,)? < fi folgt mit majorisierter
Konvergenz s,, — fi in LP(U). Wéhle ein ny € N mit

9
i = sl < 5

Da A(Uy) < o0, existiert nach dem Satz von Lusin 6.18 eine kompakte Menge K C Uy,
mit s,,|x stetig und

AU\ K) < (LY

4||5noHoo
Setze nun
- Spo(x), € K,
plx) = o
0, relU \ Uy.

Da K und U \ Uy, disjunkt und beide abgeschlossen (in der Relativtopologie von U)
sind, existiert nach dem Satz von Tietze (Satz 6.19) eine Fortsetzung ¢ € C(U) mit
lo(@)] < [[Snollee (z € U). Wegen ¢ = 0 auf U \ Uy ist suppp C U, C U, d.h.
p € Ce(U).

Es gilt
s = el = [ Isw = oPdA= [ sy = P
U Up\K
NP
< Plsugllt AU K) < (5)"
Damit st [[f — @llp < 1f = fillp + 1 — suolly + 1500 — @llp < & 0

6.21 Satz. SeiU C R™ offen. Dann liegt C°(U) dicht in LP(U) fiir alle 1 < p < oc.

Beweis. Der Beweis wird unter Verwendung des Friedrichschen Glattungsoperators
gefiihrt. Seien f € LP(U) und & > 0.

Nach Satz 6.20 existiert ein g € C.(U) mit || f — g||, < 5.

Wihle ¢ € Z(R™) mit ¢ >0, [ ¢(z)de =1 und supp ¢ C {x € R" : |z] < 1}. Setze
dann ¢, (z) := fr]‘”gp(%) fir n > 0. Dann gilt supp ¢,, C {|z| < n}.

Nach Satz 6.17 gilt g* ¢, € C*°(R™). Nach Lemma 6.13 b) ist fiir hinreichend kleine
n die Menge

K :=supp g Usupp(g * ¢,) C U
kompakt, d.h. g * ¢, € 2(U).

Fir z € K gilt

9+ onle) ~ 9@ =| [ ool =)o) - 9w)dy
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< (s o)~ 9wl) [ ol - vy

lz—y|<n
= sup |g(z) — g(y)|.
|z—y|<n

Da K kompakt und g € C(K), ist g auf K gleichméBig stetig. Damit existiert ein

n > 0 mit
€ 1

1/p
s o) — gl < (W> .

Damit folgt

/U |9 % y(2) — g(z)[Pdz < A(K) sup g * on(x) — g(@)]P < (g)p.

Damit erhalten wir [|f = (g% @y)ll, < |/ = gllp + [lg = (g% @)l <. U
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