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1. Existenz- und Eindeutigkeitsséitze

1.1 Worum geht’s? Nach einer Diskussion des Begriffs einer gewéhnlichen Dif-
ferentialgleichung werden wir in diesem Abschnitt die zentralen Sitze zur Existenz
und Eindeutigkeit der Losung besprechen. Es handelt sich um den Satz von Picard-
Lindeldf (in einer globalen und einer lokalen Version) und den Satz von Peano zur
Losbarkeit. Unter der Bedingung der lokalen Lipschitz-Stetigkeit ist die Losung ein-
deutig.

Die oben genannten Sitze beruhen jeweils auf abstrakten Siatzen der Analysis, welche
auch auflerhalb der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen wichtig sind. Es
handelt sich dabei um

e den Banachschen Fixpunktsatz,
e den Satz von Arzela-Ascoli und

e das Lemma von Gronwall.

a) Grundbegriffe

In der Modellierung treten héufig Gleichungen der Form 3y = ay oder (bis auf
Konstanten) 3" +y = 0 auf. Die erste Gleichung beschreibt z.B. radioaktiven Zerfall
(dann ist o < 0) oder die Geldmenge bei kontinuierlicher fester Verzinsung « (in
diesem Fall ist & > 0 und wird meist mit r bezeichnet). Die zweite Gleichung
beschreibt etwa die Bewegung eines ungeddampften Pendels.

Was sollen diese Gleichungen bedeuten? Genauer miisste man schreiben:

y(t) = ay(t) (t€R). (1-1)

Man sucht hierbei eine Funktion y : R — R, welche die Gleichung (1-1) an jeder Stel-
le erfiillt. Derartige Gleichungen nennt man eine (gewohnliche) Differentialgleichung
(Dgl.). Natiirlich gibt es hiervon mehrere Varianten:

e Die Funktion y ist nur auf einem Teilintervall I C R definiert.

e Die Funktion y hat Werte in R”. In diesem Fall stehen links und rechts von
(1-1) Vektoren der Lange n.

e Die Funktion y hat einen komplexen Wertebereich, d.h. y: I — C". Diesen
Fall werden wir im Folgenden nur selten explizit aufschreiben, aber immer im
Hinterkopf behalten.
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2 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

Damit eine Funktion eine Losung von (1-1) sein kann, muss man zumindest fordern,
dass y : I — R" differenzierbar ist. Haufig will man sogar y € C'(I;R").

Im Zusammenhang mit gewohnlichen Differentialgleichungen stellen sich in natiirli-
cher Weise folgende Fragen (und noch viel mehr):
e Gibt es eine Losung der Differentialgleichung, d.h. eine Funktion y, welche
(1-1) erfiillt?
e Kann man die Losung explizit angeben?

e Existiert die Losung vielleicht nur fiir einen Teilbereich des Intervalls I (also
lokal), oder gibt es eine globale Losung?

e Wieviele Losungen gibt es?

e Kann man noch mehr iiber die Losung sagen, ohne sie gleich auszurechnen?
Ist die Losung z.B. sogar zweimal differenzierbar oder beschrankt? Kann man
die Losung abschétzen?

e Wie hingt die Losung von den Daten ab? Ersetzt man z.B. in (1-1) den Pa-
rameter a durch ein @ mit | — &| klein, was weifl man dann iiber die neue
Losung?

In unseren Beispielen kann man mehr sagen:

a) Eine Losung von (1-1) ist die Funktion y(t) = e¢*. Eine weitere Losung ist z.B.
y(t) = 2e**. Falls man aber noch eine Anfangsbedingung

y(0) =1

an die Losung stellt, so ist y(t) = e* die einzige Losung. Man spricht hier von einem
Anfangswertproblem (AWP).

b) Die Dgl. 4" +y = 0 hat z.B. die Losungen y(¢) = sint und y(t) = cost. Jede
Losung dieser Dgl. hat die Form

y(t) = ¢y sint + ¢y cost

mit reellen Konstanten ¢y, c5. Die Menge der Losungen ist also ein zweidimensionaler
Untervektorraum von C(I;R). Durch die Anfangsbedingungen

y(0) =1,
y'(0) =
wird die Losung eindeutig festgelegt, namlich y(¢) = cost.

c) Das AWP
y"(t) +cost-y(t) =0, y(0)=1,y(0)=0
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1. Existenz- und Findeutigkeitssditze 3

hat eine eindeutige Losung, die man aber nicht explizit hinschreiben kann. Man
kann diese Gleichung recht einfach numerisch 16sen; es handelt sich {ibrigens um die
sogenannte Hillsche Differentialgleichung. Dass man die Losung nicht einfach analy-
tisch ausrechnen und elementar hinschreiben kann, ist bei Dgl. der Normalfall! Man
sollte sich also nicht durch die Losungsmethoden téuschen lassen, die im Folgenden
in der Vorlesung noch kommen.

d) Das AWP
y = +yl, y(0) =0
im Intervall [0, 00) hat unendlich viele linear unabhéngige Losungen.

In diesem ersten Abschnitt geht es darum zu sehen, unter welchen Bedingungen eine
Dgl. eine Losung besitzt und wann diese eindeutig ist.

1.2 Definition. a) Eine (gewdhnliche) Differentialgleichung (Dgl.) ist eine Glei-
chung der Form

fty@®).y'@),....y0 @) =0 (tel). (1-2)
Dabei ist y: I — R", t — y(t) eine unbekannte Funktion, wobei I C R ein Intervall

ist, und f: D — R™ eine Funktion mit D C I x R**Y" Hiufig schreibt man (1-2)
in der verkiirzten Form

fty,...,.y®)=o.
Falls f von der hochsten Ableitung y*) wirklich abhingt, ist (1-2) eine Dgl. k-ter
Ordnung.

Falls m > 1, spricht man auch von einem System gew&hnlicher Differentialgleichun-
gen.

Falls sich die Gleichung (1-2) durch dquivalente Umformungen auf eine Gleichung
der Form

y® = Flty, . y* )
bringen lasst (d.h. man kann die Gleichung nach der héchsten Ableitung auflsen), so

spricht man von einer expliziten Dgl. k-ter Ordnung, ansonten von einer impliziten
Dgl.

Falls f nicht explizit von ¢ abhingt, d.h. es gilt f(¢,y,...,y*) = f(y,...,y™), so
spricht man von einer autonomen Dgl.

Falls f linear in y,...,y" ist, so heiBt (1-2) eine lineare Dgl.

b) Ein Anfangswertproblem (AWP) ist eine Dgl. (1-2), welche zusétzlich mit An-
fangsbedingungen der Form y(to) = vo, ¥'(t0) = y1,...,y* "V (ts) = yr_1 versehen
ist. Dabei ist to € I und yg,...,yp_1 € R™.

c¢) Eine Losung der Dgl. (1-2) ist eine Funktion y: I — R™, fiir welche gilt:
e y ist k-mal differenzierbar in I,
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4 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

eVitel:(ty(t),... ,yM(t)) €D,
e Vtel: f(t,ylt),...,yP(t) =0.

1.3 Beispiele. y” + y = 0: linear, autonom, explizit, 2. Ordnung.

y" + cos(t) - y = 0: linear, nicht autonom, explizit, 2. Ordnung.

y” + sin(y) = 0: nichtlinear, autonom, explizit, 2. Ordnung.

(v')*+y* = 1 in [—1, 1]: nichtlinear, autonom, nicht explizit (implizit), 1. Ordnung.

Bei impliziten Gleichungen beachte man den Satz iiber implizite Funktionen, der
eventuell doch eine (lokale) Auflésbarkeit ergeben kann. Wir werden im Folgenden
fast ausschliefflich explizite Dgl. betrachten.

1.4 Bemerkung. a) (Riickfiihrung auf Dgl. 1. Ordnung) Betrachte die (explizite)
Dgl. k-ter Ordnung

y® =F(ty,...,y* V), y: IR (1-3)
Setze fir t € [
z1(t) == y(),
wa(t) = y'(t),
z(t) = y*F I (1).
Dann ist y genau dann eine Losung von (1-3), falls die Funktion
T
r=|:|:1—-R"
Lk
eine Losung ist von
(1)
2(t) = 5 =: f(t,x(1)).
k(1)

F(t,z.(t),...,zx(t))

b) (Richtungsfelder) Betrachte das skalare AWP /(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo. Zu
t; € I gibt dann f(t1,y(t1)) die Steigung von y an der Stelle ¢; an. Auch ohne die
Losung y zu kennen, kann man daher das Richtungsfeld zeichnen. Die Abbildungen
1-3 zeigen die Richtungsfelder verschiedener Dgl.

© Robert Denk, 14.02.2022



1. Existenz- und Findeutigkeitssditze )

T
—= Richtungsfeld
Beispiel einer Losung | |

~
NIITISIINSS

FEE T TN Y
R AR R R R R R R R R R R R RN S S S SR S RS RSN NNNNNNY

ARLRRRRLY

FEE TR NN Y
EEEEEERARER R R R SRR R R R R RN RS SRR NNNNY
FEE VR L OOy
AR E SRR R AT R R TR R R R R R RN RS RRRNNNNNNY
RN A R N N A S S S S S S RS NSNS NNNNY
FEE U O NNy
REEEEEEER R R R AR SRR R R R R R RN RS NRRNNNNNNY
RN A N N A S S S SR S S NN N NN NNNNY
FEE U O NNy
FEEEEE IO TN Y
FEE TR NNy
AR R R AR R R AR RN NSRS SR SRR RSN NNNNNNY
AR EEERRR R R R R TR ERTE FETER RN RS NRRNNNNNNY
FEE U O OISOy
AR S AR R AR EEEERRTEE NN NN

R R R S R T R TR R TR R N RN NN

FEE U O TR
RS R R AR R AR AR R R R R R R RN RS NRNNNNNY

TTTTTITVVVRVYY YN

iR
o L

0 0.5 25

[

15
t

Abbildung 1: Das Richtungsfeld der Dgl. v/(t) = y(t)

b) Der Satz von Picard-Lindelsf

Der Satz von Picard-Lindelof ist einer der Hauptsétze fiir die Existenz- und Eindeu-
tigkeit der Losung. Wir betrachten nur explizite Dgl., und nach Bemerkung 1.4 a)
kénnen wir o.E. von einem System 1. Ordnung ausgehen.

Die wesentliche Voraussetzung an die Dgl. ist dabei eine Stetigkeitsbedingung an
die rechte Seite. Man beachte fiir Teil b) der folgenden Definition, dass eine Menge
U(a) eine Umgebung eines Punktes a heifit, wenn eine offene Teilmenge V' existiert
mit a € V C U(a).

1.5 Definition. Sei I C R ein Intervall, D € I x R" und f: D — R™, (¢,z) —
f(t, z) eine Funktion.

a) Die Funktion f erfiillt eine globale Lipschitz-Bedingung (in D bzgl. ), wenn eine
Konstante L > 0 so existiert, dass fiir alle (¢, z1), (¢, 22) € D gilt

|f(t21) = f(t,22)] < L|z1 — 2.

Man sagt dann auch, dass f gobal Lipschitz beziiglich z ist.

b) Die Funktion f erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung, wenn fiir alle (¢o, z9) € D
eine Umgebung U (tg, 29) C R™™ und eine (lokale) Lipschitz-Konstante L(tg, z9) > 0
so existieren, dass fiir alle (¢, 21), (¢, 22) € Ul(to, 20) N D gilt

|f(t,z1) — f(t, 22)| < L(to, 20) - |21 — 22].

© Robert Denk, 14.02.2022



6 1. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze
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Abbildung 2: Das Richtungsfeld der Dgl. /(¢) = (0.3 4+ ¢)~!

1.6 Lemma. a) Sei D C RxR" offen und f: D — R stetig partiell differenzierbar.
Dann ist f in D lokal Lipschitz.

b) Sei D C RxR"™ offen, f: D — R" stetig und lokal Lipschitz in D, und sei K C D
kompakt. Dann ist f|x global Lipschitz auf K.

Beweis. a) In einer kompakten Umgebung eines Punktes (to, o) € D sind alle Ablei-
tungen von f als stetige Funktionen beschrénkt. Damit folgt die Lipschitz-Stetigkeit
aus dem Mittelwertsatz.

b) Angenommen, f|x ist nicht global Lipschitz. Dann existieren Folgen (,,, 2, )nen C
K und (t,, Zn)ney C K mit

|f(tns 2n) = f(tn, Zn)| > n|2n — Zal. (1-4)

Da K kompakt ist, existieren jeweils konvergente Teilfolgen, d.h. wir kénnen o.E.
annehmen, dass (t,, z,) — (to, 20) und (t,, 2,) — (to, 20) gilt. Da f stetig ist, ist f|x
beschréankt, d.h. M = maxg .yex |f(t, 2)] < 00.
Nach (1-4) gilt
~ ~ 2M
’Zﬂ - Zﬂ’ < %‘f(tTL?ZTL) - f(tn72n>| < T

Fiir n — oo erhalt man zy = Zz;. Da f lokal Lipschitz ist, existiert eine offene
Umgebung U (tg, 29) und ein L(tg, zo) > 0 mit

|f(t,y1) — f(t,y2)] < L(to, 20)ly1 — vl ((t,91), (£, 42) € Ulto, 20))- (1-5)
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Abbildung 3: Das Richtungsfeld der Dgl. 3/(t) = sin?(y(t))

Da (t,, zn) — (to, 20) und (t,, z,) — (to, 20), gilt (s, 2n), (tn, Zn) € Ulto, 20) fir grofle
n. Mit (1-4) und (1-5) gilt fir grofie n

n< |f(tn7zn) B [(tnyzn” < L(to,Zo),

Widerspruch. |

In einer ersten Version des Satzes von Picard-Lindelof wird globale Lipschitz-Stetig-
keit vorausgesetzt. Der Beweis enthélt zwei wichtige Elemente: Die Transformation
in eine Integralgleichung und den Banachschen Fixpunktsatz, den wir hier noch
einmal wiederholen.

1.7 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) wvollstindiger metrischer Raum
und ®: M — M eine Kontraktion, d.h. es existiere ein ¢ € [0,1) mit

d(®(2), ®(y)) < cd(z,y) (z,y € M).
Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt z € M, d.h. ®(z) =
Definiert zu xo € M die Folge (.xn)neNO C M durch x4 = ®(z,) (n € Ny), so gilt

Ty — 2 (n — 00) und d(zy, z) < 7= d(x1,20) (a priori-Abschitzung).

1.8 Satz (von Picard-Lindelof, globale Version). Sei I = [a,b] C R ein kompaktes
Intervall, to € I und yo € R". Sei ferner f: [ x R™ — R"™ stetig und global Lipschitz.
Dann emistiert genau eine Losung y € C1(I;R™) des AWPs

y'(t) = f(t,y(t), y(to) = o

© Robert Denk, 14.02.2022



8 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

Beweis. (i) Transformation in eine Integralgleichung: Falls y € C'(I;R") eine Losung
ist, so folgt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:

B =yt / f(s,5(s))ds = (Ty)(0) (1-6)

Ist andererseits eine Funktion y € C'(I;R") eine Losung von Ty = y, so folgt y €
CHI;R"™) und y/(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo, d-h. y ist eine Losung.

(ii) Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes: Wir betrachten den Operator
T: C(LR") — C(L;RY), (Ty)(t) == y0+fti f(s,y(s))ds. Dabei versehen wir C'(/; R")

mit einer neuen Norm:
lgllz = max [e=Eg(B)] (g € C(IR™)).
Wegen
cl = 67(L+1)b < e*(L‘i’l)t < ¢y = 67(L+1)a (t c [a,b])

ist diese Norm #quivalent zur Supremumsnorm, d.h. es gilt ¢1]|gllec < |lgllr <
ellglleo (g € C(I;R™)), und (C(I1;R™), ||-||1) ist ein Banachraum. Wir rechnen nach,
dass T eine Kontraktion bzgl. der durch die Norm induzierten Metrik dy (g, h) =
Hg - hHL ist.

Zu g, h € C(I;R"™) ist

dp(Tg,Th) = sup e~ L+
tel

/f 5,9(5)) — £(5, (s))ds|
Fir ¢ > ¢t ist

o~ (L+1)t

/ f(s,9(s)) — f(s, h(s ds‘ <e” (L“)t/ Llg(s) — h(s)|ds

to

— Le~ (L+1)t / e(L-i—l)s 6_(L+1)s|g(8) _ h(S)‘ ds

to g

t
< L- dL(g; h) . e—(L—i—l)t/ €(L+1)sd8
to

6(L+1)S> t

—IL-d h) - 7(L+1)t<
L(ga ) e L+1

s=to
(L+D)t _ p(L+D)to
e L . d . _(L+1)t . €

< .

Genauso sieht man dies fiir ¢t < ¢3. Damit folgt

dp(Tg,Th) < I dr(g,h) (g,h € C(I;R™).

© Robert Denk, 14.02.2022



1. Existenz- und Findeutigkeitssditze 9

Wegen 725 < 1ist die Abbildung T': C(I;R") — C(I; R") eine Kontraktion. Damit
existiert genau ein Element y € C(I;R™) mit Ty = y (Gleichheit in C'(I;R™), also

insbesondere an jeder Stelle t). Dieses y ist also die eindeutige Losung des AWPs. [

1.9 Bemerkung. a) Wendet man den Satz von Picard-Lindelof auf explizite Dgl.
k-ter Ordnung
y® =F(ty,....y" "), y: IR

an, so erhélt man die eindeutige Losbarkeit fiir diese Dgl. mit den Anfangsbedin-
gungen

yto) =9, y'(te) = ',y (1) = ™
mit ¢/ € R™ fiir j =0,...,k— 1.

b) Mit dem wortlichen gleichen Beweis gilt der Satz von Picard-Lindel6f auch fiir
komplexwertige Funktionen, indem man R™ durch C" ersetzt.

1.10 Bemerkung. Wie wir aus dem Banachschen Fixpunktsatz wissen, konvergiert
die Tteration x,, := Tz, fiur jeden Startwert xy € C(I; R™) gegen den Fixpunkt y,
also die Losung der Differentialgleichung. Man hat also ein konstruktives Verfahren.
Numerisch ist es allerdings weniger geeignet, dafiir gibt es wesentlich bessere Verfah-

cn

ren. Wir wissen auch die a priori-Fehlerabschitzung d(y, z,) < {=d(z1, zo) mit der
L

I+1

die Dgl. 3/ = sin?y mit Startwert 0. Man sieht, dass die Konvergenz recht langsam

ist. In Abbildung 5 wird die Konvergenz der Losung an der Stelle ¢ = 4 dargestellt.

Konstanten ¢ := Die Abbildung 4 zeigt das Ergebnis der Picard-Iteration fiir

3

2.8 ]
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[
o ©owo

> 2+ : :

181 —
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141 -
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0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t

Abbildung 4: Die Picard-Iteration fiir die Dgl. 3/ = sin®y
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35 B

1.5 b

1 I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

Nummer der Iteration

Abbildung 5: Der Wert y(4) fiir obige Picard-Iteration

Wenn die rechte Seite nur noch lokal Lipschitz ist, erhdlt man immer noch die eindeu-
tige Losbarkeit, aber nur noch lokal, d.h. in einer Umgebung des Anfangswertes. Be-
vor wir dies beweisen, zeigen wir die Eindeutigkeit bei lokaler Lipschitz-Bedingung.
Man beachte dazu, dass der Banachsche Fixpunktsatz bei globaler Lipschitz-Bedin-
gung die Eindeutigkeit gleich mit geliefert hat. Fiir die Eindeutigkeit wird die fol-
gende Abschéitzung verwendet, welche in vielen Bereichen der Analysis niitzlich ist.

1.11 Lemma (von Gronwall). Sei a > 0 und seien y, f € C([0,a];R) mit f > 0.
Fiir eine Konstante b € R gelte

y(t) < b+ / y(s)f(s)ds (t € [0, a)).
Dann gilt

o0y < beso [ 59s) (v € 0.0

Beweis. Zu £ > 0 definiere z(t) := (b+¢) exp(fot f(s)ds). Dann gilt 2/(t) = z(¢t) f(t)
und damit

2(t) = 2(0) + /o 2(8)f(s)ds = (b+¢) —1—/0 z(s) f(s)ds.

Wir zeigen, dass
y(t) < z(t) (t€]0,a]). (1-7)

© Robert Denk, 14.02.2022



1. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze 11

Fiir t = 0 ist (1-7) klar. Falls (1-7) nicht fiir alle ¢ € [0,a] gilt, so existiert ein
minimales ¢, mit y(ty) = 2(to) (beide Seiten sind stetig). Es folgt

y(te) < b+ /0 " () f(s)ds < b—|—6+/00z(s)f(s)ds — (to),

Widerspruch. Also gilt (1-7), und da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. [

1.12 Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei D C R x R™ und f: D — R™ eine stetige
Funktion, die der lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien yr,y2: I — R™ zwei
Losungen der Dgl. y' = f(t,y) tber einem Intervall I C R. Falls y1(to) = y2(to) fir
ein ty € I gilt, so folgt yi(t) = yo(t) fir allet € 1.

Beweis. (1) Wir zeigen: Falls y;(a) = yo(a) fiir ein a € I gilt, so existiert ein & > 0
mit y; = yo in I N[a,a+¢]. Sei dazu L = L(a,yi(a)) die lokale Lipschitz-Konstante
von f. Dann gilt fiir ¢ € [a,a + €] mit € > 0 hinreichend klein:

1 (t) — ya(t)] = ’/ (s,y1(8)) — f(s,92(5)))ds
< [ 15060 = fls. et
< L/a ly1(s) — ya(s)|ds.

Wende nun das Lemma von Gronwall an (mit b = 0, y(s) = |y1(s) — ya(s)| und
f(s) = L) und erhalte y; =y, in [a,a + €].

(ii) Wir zeigen jetzt, dass y; = yo in [tg,00) N1 gilt. Sei dazu 7 :=sup{t € I : y; =
Yo in [tg,t]}. Falls 7 = oo oder falls 7 das rechte Intervallende von [ ist, sind wir
fertig. Ansonsten existiert ein 6 > 0, so dass [7, 7+ 0| C I. Da y1, y, stetig sind, gilt
y1(7) = y2(7). Nach (i) existiert ein € > 0 mit y; = y» in [7, 7 + €], Widerspruch zur
Definition von 7. Also gilt y; = ys in [tg, 00) N I.

(iii) Dass y; = y2 in (—o00,te] N I gilt, folgt entweder analog oder mit dem Trick
der Zeitumkehr: Die Funktion z(t) := y(ty — t) ist genau dann eine Losung der Dgl.
2'(t) = —f(to — t, 2(t)) im Intervall to — I := {ty —t : t € I}, wenn y eine Losung
von y'(t) = f(t,y(t)) im Intervall I ist. Nach (ii) sind die entsprechenden Losungen
21, 2o im Intervall [0, 00) N (ty — I) identisch. Also sind die urspriinglichen Lésungen
Y1, Y2 in (—o0,to] N I identisch. O

1.13 Satz (von Picard-Lindel6f, lokale Version). Sei D C I xR" offen. Sei f: D —
R™ eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-Bedingung genitigt. Dann exi-
stiert zu jedem (to,yo) € D eine Umgebung U (ty, yo), in welcher das AWP

y'(t) = f(t,y(t), y(to) = wo
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12 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze
eine eindeutige stetig differenzierbare Losung besitzt.

Beweis. (i) Existenz der Losung: Sei (to,y0) € D. Wir wihlen eine kompakte Teil-
menge K C D von der Form K = [ty — e,ty + €] X B(yo,7) mit €,7 > 0. Nach Lem-
ma 1.6 ist f|x global Lipschitz mit einer Lipschitz-Konstanten L;. Wihle nun eine
Funktion ¢ € C°(R") := {¢ € C>®°(R™) : supp ¢ kompakt} mit supp p C B(yo, ),

0< ¢ <1und p(z) =1 fir z € B(yo, 5)-

Dann ist F(t,2) := f(t, 2) - ¢(z) stetig. Wir zeigen, dass I global Lipschitz ist, d.h.

dass eine Konstante L > 0 existiert mit
|F(t,21) — F(t,2)] < Llz1 — 23| (t € [to —e,to+¢], 21,2 € RY). (1-8)

Falls |yo — z1| > 7 und |yo — 22| > r, gilt F(t,21) = F(t,22) = 0, und (1-8) gilt
trivialerweise. Wir konnen also annehmen, dass mindestens ein z; in B(yp, ) liegt,
0.E. 22 € B(yp, 7). Dann gilt

[f(t,21) = [t 22)| [o(21)] < Lafzn — 2l

Man beachte dabei, dass die linke Seite 0 ist, falls 2y € B(yo, ). Als stetig diffe-
renzierbare Funktion mit kompaktem Tréger ist ¢ global Lipschitz-stetig mit ei-
ner Lipschitz-Konstanten L. Daher gilt fiir alle t € [ty — ¢,%p + €] und 2, € R”,
29 € B(yo,T)

[E(t, 21) = F(t, 22)| < [f (8 210) = [t 2)] e(z0)] + [F(E 22)] [(21) = @(22)]
S L1|21 — 22| + L¢M|Zl — 22|
S Z’Zl - Z2‘7
wobei M := maxq ek |f(t,2)| und L =1L+ L,M. Dies zeigt (1-8). Nach Satz
1.8 existiert also genau ein y € C'([tg — €,ty + €|; R") mit ¢/(t) = F(¢,y(t)) und
y(to) = vo-
Sei € := 537. Dann gilt fiir [t —£o| < h := min{e, £} die Abschétzung

t
) =l = | [ Fls,u(s)ds| < M1t~ ] < 5
to

Fiir diese t gilt somit ¢(y(t)) = 1 und damit F(¢,y(t)) = f(t,y(t)). Also ist y eine
Losung von y/(t) = f(t,y(t)) im Intervall [ty — h, to + h].

(ii) Die Eindeutigkeit der Losung folgt sogar global aus Satz 1.12. [

Man beachte, dass im obigen Beweis die Lebensdauer A nur von den Gréflen €, r und
M abhingt, nicht aber von den Lipschitz-Konstanten L; und L.
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1. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze 13

1.14 Definition (Maximales Existenzintervall und maximale Losung). Seien D C
R x R™ offen, f: D — R™ stetig und lokal Lipschitz, und (¢g,y9) € D. Betrachte das
AWP

y'(t) = ft,y(), y(to) = vo. (1-9)
Man definiert ¢, € [ty,00] und t_ € [—o0, ty] durch
ty :=sup {t; > to: Es existiert eine Losung y; von (1-9) auf [to, ¢1]},
t_:=inf {t; <to: Es existiert eine Losung y, von (1-9) auf [t, to] }.
Dann heifit (¢_, ¢, ) das maximale Existenzintervall des AWPs (1-9). Fir t € (t_,t,)

wird die maximale Losung ymax(t) definiert durch

() = yi(t), falls ¢ € [to, 1],
P yo(t), falls t € [tg, to].

Dabei werden t; € (¢,t;) und ¢y € (t_,t) beliebig gewihlt.

1.15 Bemerkung. a) Nach Satz 1.13 ist ¢t < ¢y < t; und ymax wohldefiniert. Man
beachte, dass wegen der Stetigkeit von f die Losung ymax auch an der Stelle ¢, stetig
differenzierbar ist.

b) Das Intervall [ := (t_,t,) und die Losung ymayx sind in folgendem Sinn maximal:
Sei I ein Intervall mit ¢y € I, und sei y: I — R™ eine Losung von (1-9). Dann gilt
I C 1 und (Ymax)|7 =1-

1.16 Satz. In der Situation von Definition 1.1/ ist t, charakterisiert durch die
folgenden Alternativen:

(i) Es qilt t, = 00, d.h. Ymax 1St eine globale Lisung nach rechts.

(ii) Es gilt ty < oo und liminf; », dist((f, ymax(t)),0D) = 0, d.h. die Lisung
Ymax (t) kommt dem Rand von D beliebig nahe.

(iii) Es gilt t, < oo und iminf; », dist((f, Yymax(t)), 0D) > 0 sowie limy ~, |y(t)| =
oo (,blow-up in endlicher Zeit®).

Insbesondere folgt im Fall D = R x R"™ aus t, < oo bereits limy; », |ymax(t)| = 00.
Analoge Aussagen gelten fiirt \ t_.

Beweis. Es gelte t; < oo und liminf; ~, dist((Z, Yymax(t)),0D) > 0. Wir miissen
zeigen, dass dann |y(t)| — oo (t  ty) folgt. Falls dies nicht gilt, existiert eine Folge
(tn)neny mit ¢, 't und C' > 0, § > 0 mit

|Ymax(tn)] < C, dist((tn, Ymax(tn)), 0D) > 6 (n € N). (1-10)
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14 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

Wir setzen v, := Ymax(tn). Da die Folge (y,)nen C R™ beschrinkt ist, existiert nach
dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge, o.E. v, — yo. Somit
gilt (t,, yn) — (4, yo) fiir ein yo € R™. Daher und wegen (1-10) existieren € > 0 und
r > 0mit (t,,y,) € K := [ty—¢e,ty+e|xB(yo, ) C D filr n > ny. Insbesondere folgt
(ty+,y0) € D. Wie der Beweis von Satz 1.13 zeigt, existiert ein von n unabhéngiges

h > 0, so dass das AWP

Yy () = f(ty(1), y(tn) = yn

fiir alle n > ng eine eindeutige Losung im Intervall [t,,, t, + h| besitzt. Somit ist Ymax
im Intervall [t,, t,, + h] fortsetzbar. Wegen t,, — t, gilt ¢, +h > t, fiir grofles n, was
der Definition von t, widerspricht. m

Die folgende Aussage zeigt, dass die Losung eines AWPs stetig von den Daten f und
xo abhéngt. Die entscheidende Bedingung ist dabei wieder die Lipschitz-Stetigkeit.
In Abbildung 6 wird das Beispiel ¢/ = \/m dargestellt, bei welchem die Lipschitz-
Stetigkeit verletzt ist. Es wird die numerisch berechnete Losung (mit einem Runge-
Kutta-Verfahren) gezeigt zu den Anfangswerten y(0) = 0 bzw. y(0) = 10~'2. Man
sieht, wie die Ungenauigkeit im Anfangswert schon fiir kleine Werte von ¢ explodiert.

Eine solche berechnete Losung ist nicht sinnvoll, da man stets Ungenauigkeiten in
den Daten hat (z.B. durch Rundungsfehler).

16 T
Anfangswert 0
1k — Anfangswert 1012 B

10 b

“o 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 6: Losungen der Dgl. v/ = /|y| zu verschiedenen Anfangswerten

1.17 Satz (Stetige Abhéngigkeit von den Daten). Seien T > 0 und f, g € C([0,T] x
R™; R™) global Lipschitz mit Lipschitz-Konstante L > 0. Seien xg,y0 € R". Die
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1. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze 15

Funktion x € C'([0, T];R") sei die Lisung des AWP

Z'(t) = f(t,z(t)), z(0) = zo,
die Funktion y € C'([0, T);R") sei die Lisung von

y'(t) = g(t,y(t)), y(0) = yo.
Dann gilt

sup |2(t) — y()] < (lzo — yol + T||.f — gllec) ™.
te[0,7)

Dabei ist || — glloe = Supycipry scn |F(E.2) = g(t.2)]

Beweis. Wir verwenden

m@z%+£f@ﬂwﬁw@=%+lg@mwﬁ

und erhalten

|ﬂw—yunspm—mw+A|ﬂaxw»—f@w@»us
+A|ﬂaM@—g@w@M%

t
<lao =l + [ Lla(s) = y(s)lds + T = gl
0
Nach dem Lemma von Gronwall (mit b = |zo — yo| +T'|| f — g||oc und f(s) = L) folgt

2(t) = y(®)] < (120 — ol + TS — glloc)e™

und damit die Behauptung. O]

c) Der Satz von Peano
Der néchste Satz ist wichtig in vielen Bereichen der Analysis.

1.18 Satz (von Arzeld-Ascoli). Sei K C R™ kompakt, und sei (fi)ken C C(K;R™)
eine Folge von Funktionen. Die Folge (fy)ren sei gleichgradig stetig, d.h. es gelte

VzeKVe>030>0VZeK, |z—2z|<oVkeN:|fi(z)— fr(2)] <¢,
und punktweise beschrdnkt, d.h. es gelte
Vze K3C,>0VEkeN:|fi(z) <C..
Dann gibt es eine konvergente Teilfolge (ﬁ)keN von (fr)r und ein f € C(K;R™) mit

1fi = flloe =0 (n = o0).
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16 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

Beweis. (1) Wir zeigen, dass die Folge (fx)r gleichméBig gleichgradig stetig ist, d.h.
dass gilt

Ve>03>0V 2,20 € K, |21 —20] <IVEkEN:|fu(z1) — fr(ze)] <e. (1-11)
Falls dies nicht gilt, existiert ein € > 0 mit
Vé>03y,ze K |ly—z|<d, Tk eN:|fily) — fu(2)] > e (1-12)
Zud = % existieren also yy, zy mit |yy — 2n| < % und kx mit

| fen (Un) — frn (28)| > €.

Da K kompakt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf eine konvergente
Teilfolge von (yn)nen, 0.E. gelte yny — y. Wegen |yy — zn| < + gilt auch zy — y.
Damit erhalten wir

|ka(yN) - ka(ZN>| < |ka(yN) - szv(y)| + |ka(y) - ka(ZN)| < %+ g =g,

falls k& hinreichend grof ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu (1-12).

(ii) Konstruktion einer punktweise konvergenten Teilfolge: Sei Z = {21, 22, ... } eine
dichte abzdhlbare Teilmenge von K und fi o := fi. Sei fj 1 eine Teilfolge von fy o, fiir
welche (fr1(21)) C R™ konvergent ist. (Beachte hier, dass (fx(z1))r C R™ beschrankt
ist und wende den Satz von Bolzano-Weierstrafl an.)

Weiihle eine Teilfolge (fi.2)x von (fi 1), welche (zusétzlich) an der Stelle 2z, konvergent
ist etc.

Man erhélt iterativ eine Teilfolge (gx)ken = (fir)ren, wWelche an jeder Stelle zy
konvergiert.

(iii) Nachweis der gleichméfiigen Konvergenz von (gx)ren in K: Sei € > 0. Nach (i)
existiert ein 6 > 0 mit

£

Vy,z € K, \y—z|<5Vl{:€N:|gk(y)—gk(z)\<3

(1-13)

Da Z dicht in K und K kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge Z, =
{ZNI,...,ZNM} C Z mit

Vze K3dzay, € Zy: |z —zn,| <6. (1-14)

Nach (ii) konvergiert die Folge (gx)r punktweise an der Stelle zy,. Daher ist (gx(2x;))ren C
R™ eine Cauchyfolge, d.h. zu jedem 2y, € Zj existiert ein k; € N mit

96(z,) = (el < 5 (k€2 ). (1-15)
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1. Existenz- und Eindeutigkeitssdtze 17

Fiir ko := max{ky, ..., ky} gilt dann

. 5
Vie{l,..., M}V k{>ko:|gr(zn;) — ge(2n;)] < 3

Sei nun z € K beliebig. Wihle nach 2y, € Zp aus (1-14). Dann gilt fiir alle £, £ > ko

91(2) = ge(2)] < |gr(2) = gr(2n;)| + ge(2n;) — ge(zn;)| + 1ge(2n;) — ge(2)]

Hier wurden (1-15) und (1-13) verwendet. Da kg nicht von z € K abhéngt, ist (gx)x C
C(K;R™) eine gleichméafiige Cauchyfolge und damit gleichméafig konvergent. O

Der Satz von Peano liefert die Existenz einer lokalen Losung (aber nicht die Ein-
deutigkeit), falls die rechte Seite der Dgl. nur stetig (aber nicht lokal Lipschitz) ist.
Im Beweis wird die Losung durch eine stiickweise lineare Funktion approximiert, ein
Verfahren, welches in der Numerik als explizites Euler-Verfahren bekannt ist. Die
Idee des Euler-Verfahrens besteht darin, im AWP

y'(t) = f(t,y(t), y(to) = wo (1-16)
die Ableitung durch den Differenzenquotienten zu ersetzen:

pon L YE+h) —y(t)
y'(t) ~ o :

Lost man nach y(t + h) auf, erhdlt man

y(t+h) =yt) + hfty(t)).

Ausgehend von y(tg) = yo kann man jetzt iterativ Naherungen fiir y(to + h), y(to +
2h),... berechnen. Fiir echte numerische Anwendungen ist das explizite Euler-
Verfahren nicht préazise genug und wird etwa durch Runge-Kutta-Verfahren ersetzt.

1.19 Satz (Satz von Peano). Seien D C R x R™ offen, f: D — R" stetig und
(to,y0) € D. Dann existieren ein & > 0 und y € C*([ty — d,to + §]; R™) so, dass
(t,y(t)) € D (t € [to—9,to+0]) gilt undy das AWP (1-16) im Intervall [ty — 9, to+ 0]
lost.

Beweis. (i) Wir setzen zunéchst voraus, dass D = [tg, 7] x R™ gilt und f stetig und
beschrénkt in D ist. Zu m € N setze h := h(™ = % und ¢; = tg-m) = tg + jh(™
sowie iterativ ¥y, (to) := yo und

Ym(t) == ym(t;) + =) (5, um(ty) (€ [ty ti], 7 =0,...,m—1).
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18 1. Existenz- und Findeutigkeitssditze

Dies ist das explizite Euler-Verfahren mit Schrittweite h, wobei zwischen den Gitter-
punkten (¢, v, (t;)) linear interpoliert wird (Polygonzug-Verfahren). Die Funktion
Ym ist nach Definition stetig und stiickweise linear.

Betrachte die stiickweise konstante Funktion

gm(t) = f(tjvym(tj)) (t € [tjvtj+1)7 ] =0,...,m— 1)'

Nach Konstruktion gilt fiir t € [t;,t;11]

i) = (8 + [ an()ds = gmltyor) + [ gnlhdst [ gn(s)as

J tj—1 tj

=yo+ /t gm(8)ds. (1-17)

to

Da f beschriankt in D ist, gilt |g,,(t)] < M = SUD(; yeD (¢, 2)| und damit
Ym ()] < |yo| + (T — to) M =: C.

Wegen

S Mt —ta] (meN, ty,15 € [to, T1)

Y (t1) — ym(t2)] = )/: gm(s)ds

ist die Folge (ym)men C C([to, T]; R™) gleichméBig beschriankt und gleichgradig ste-
tig. Nach dem Satz von Arzeld-Ascoli existiert eine bzgl. || ||« konvergente Teilfolge,
d.h. 0.E. gelte y,,, =y € C([0,T};R™) bzgl. || - || -

Zut € [to, T] und m € N wihle j(m) so, dass t € [tg-m),tgﬂ]. Dann gilt

‘t B t(m)| < h(m) — T—tg
j >

m )

[ (6) =y (15" < Mt =157 < M £
Als stetige Funktion auf [tg, T ist y beschrankt, und wegen ||y, — y|lcoc — 0 existiert
eine kompakte Teilmenge K C [to, T] X R"™ mit (¢, y,,(¢t)) € K fiir alle m € N und
t € [to, T]. Da f auf K gleichméBig stetig ist, existiert zu € > 0 ein mg € N mit

19m (8) — F(Ey)] = [FE™, ™)) = F(ty(1)] <& (€ [to, T], m > mo).

Wir erhalten ||g,(-) — f(-,y(-))|lcc = 0 (m — 00). Nehmen wir nun m — oo in
(1-17), so erhalten wir

t
vt =+ [ SlsuoNds (e o T)),
to
d.h. y ist eine Losung des AWP (1-16) im Intervall [¢y, 7.
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(ii) Seien nun D und f wie im Satz. Man geht genauso vor wie im Beweis von
Satz 1.13. Man wahlt T' > ¢y und r > 0 mit [to, 7] X B(yy,r) C D und definiert
F(t,z) == f(t,2)p(2) mit ¢ wie im Beweis von Satz 1.13. Dann ist F stetig und
beschrankt in [tg, 7] x R™. Nach Teil (i) existiert eine Losung y des AWP

y'(t) = F(t,y(t)), y(to) = %o

im Intervall [ty, T]. Falls [t — to| hinreichend klein ist, gilt |y(¢) —yo| < 5 und damit
e(y(t)) =1, d.h. F(t,y(t)) = f(t,y(t)). Somit 16st y das urspriingliche AWP (1-16)
in einem Intervall [to,to + 0] mit 6 > 0. Analog zeigt man die Existenz der Losung
in einem kleinen Intervall links von t;. O
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2. Spezielle Lésungsmethoden

2.1 Worum geht’s? Jetzt wissen wir zwar schon, wann eine Dgl. zumindest lokal
eine eindeutige Losung besitzt. Es ist aber nochmal was anderes, diese wirklich zu
berechnen. Es gibt fiir bestimmte Typen von Gleichungen bestimmte Methoden, die
mehr oder weniger funktionieren, um die Losung explizit zu bestimmen. Im einzelnen
sind dies:

e separable Gleichungen,
e homogene Gleichungen,

e Potenzreihenansatz,

e exakte Differentialgleichungen.

Ein weiterer Typ von Dgl. sind die linearen Dgl., welche im nachfolgenden Ab-
schnitt behandelt werden. Hier werden wir Ansétze zur Losung oben genannter Dgl.
behandeln und auch einige speziellere Gleichungen 16sen. Man sollte sich aber nicht
verleiten lassen zu glauben, dass alle oder zumindest fast alle Dgl. explizit 16sbar
seien.

a) Separable Gleichungen (Trennung der Variablen)

Wir behandeln im Folgenden nur den eindimensionalen Fall y: R — R. Eine Dgl.
heiflt separabel, falls sie von der Form

y'(t) = g(t) - hy(t)) (2-1)
ist, d.h. in diesem Fall haben wir f(¢,y(t)) = g(t) - h(y(t)).

2.2 Satz. Seien I,J C R offene Intervalle und g € C(I;R), h € C(J;R) mit
h(z) # 0 fir alle x € J. Sei (tg,z9) € I x J. Definiere G(t) := ftz g(T)dr und
H(z) := ;O hCZ). Es gelte G(I) C H(J). Dann ezistiert genau eine Losungy : I — R
der Dgl. (2-1) mit y(to) = xo. Fir diese Losung gilt

H(y(t)) = G(t) (tel). (2-2)

Beweis. (i) Sei y: I — R eine Losung. Dann folgt aus (2-1) und der Anfangsbedin-
gung durch Integration beziiglich t:

/ h?;@))) o= / o(r)dr.
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2. Spezielle Losungsmethoden 21

Substituiert man nun im linken Integral z = y(7), so erhdlt man H(y(t)) = G(t),
also (2-2).
(i) Es gilt H'(z) = ﬁ # 0 in J, also ist H streng monoton. Damit existiert eine

stetig differenzierbare Umkehrfunktion H~': H(J) — R. Fiir jede Losung y gilt
nach Teil (i) die Gleichung (2-2) und damit

y(t) = H7H(G(1)). (2-3)

Somit ist die Losung eindeutig.

(iii) Wir zeigen noch die Existenz der Losung. Definiere y durch (2-3). Dann ist y
stetig differenzierbar mit y(ty) = H '(G(ty)) = H'(0) = x. Weiter folgt aus (2-2)
durch Differenzieren

d.h. ¥/ (t) = g(t)h(y(t)). Somit ist y eine Losung von (2-1). O

2.3 Beispiel. Betrachte das AWP 3 = 2, y(0) = 1. Die rechte Seite der Dgl. ist
lokal Lipschitz-stetig, also gilt lokale Existenz und Eindeutigkeit. Wir schreiben die
Aussage von Satz 2.2 etwas einpriagsamer in folgender Form:

dy dy
== g(t)-h(y) = /@ = /g(t)dt + const .

In unserem Beispiel haben wir g(¢t) = 1 und h(z) = 2%, d.h. wir erhalten mit der
Anfangsbedingung y(0) = 1

T dz 1
H(z) = —=1--
(z) . 22 x
Somit gilt
1
1— —— =t
y(t)
d.h. y(t) = 5.

b) Homogene Differentialgleichungen und Substitution

In vielen Féllen ist eine Substitution niitzlich, um eine Dgl. in eine lésbare Form zu
transformieren. Hierzu ein Beispiel:
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2.4 Beispiel. Betrachte eine Dgl. der Form
2'(t) = flax(t) + bt + ¢)
mit Konstanten a, b, c. Substituiert man y(t) := az(t) + bt + ¢, dann erhélt man
y'(t) = aa'(t) + b= af(y(t)) + 0,

also eine separable Dgl.

2.5 Beispiel (homogene Dgl.). Ein dhnlicher Trick funktioniert bei homogenen Dgl.
Diese haben die Form .
2(t) = f (ﬂ) .

t
Substituiert man y(t) := @, so folgt

)t —z(t) () x(t)

() =TI 0T D ()~ o).

Dies ist wieder eine separable Dgl.

2.6 Beispiel (Bernoullische Dgl.). Die Bernoullische Dgl. hat die Form

2'(t) = a(t) - z(t) + b(t) - (x(2))"

mit einem reellen Parameter «. Fiir a = 0 handelt es sich um eine lineare Dgl., die
spater behandelt werden, fiir « = 1 um eine separable Dgl. Fiir o # 0, 1 substituiert
man y(t) := z(t)~ Dann ist

y(t) = (1= a)zt) *(a(t)z(t) + bt)z(t)") = (1 — a)(alt)y(t) + b(t)).

Dies ist wieder eine lineare Dgl.

2.7 Beispiel (Riccatische Dgl.). Die Riccatische Dgl. ist von der Form
2(t) = k(H)2*(t) + g(t)x(t) + h(t) (2-4)

mit k, h,g € C(R;R). Die Anfangsbedingung sei z(to) = 2°. Im Falle h = 0 handelt
es sich um die Bernoullische Dgl. mit Exponenten o = 2. Am Beispiel der Riccati-
Gleichung soll gezeigt werden, wie eine Substitution helfen kann, die Gleichung auf
eine andere Dgl. zu transformieren, welche von einfacherer Struktur ist.

(i) Transformation zur Bernoullischen Dgl.: Dies ist nur méglich, falls eine Losung p
mit p(to) =: p° # z° der Riccati-Gleichung bereits bekannt ist. In diesem Fall setzt
man ¥ := z — p und erhélt den Anfangswert y(ty) = 2° — p® und

Y =2 —p =ka*+gr+h—kp’—gp—h
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= ky® — 2kp* + 2kxp + g — gp
= ky? + (2kp + 9)y.
Man sieht, dass y wieder eine Riccati-Dgl. erfiillt. Allerdings besitzt die neue Glei-

chung fiir y keinen h-Term mehr, und damit handelt es sich um die Bernoullische
Gleichung mit a = 2.

(ii) Ohne das Wissen einer Losung p kann man durch eine Substitution die Riccati-
Gleichung (2-4) auf eine lineare Dgl. zweiter Ordnung zuriickfithren. Dazu setzt man

u(t) := exp ( - /t k(s)x(s)ds).

to

Damit folgt v’ = —kxu und somit

u” = k*2*u — Kou — ka'u
= k22%u — K zu — kK2 — kgru — khu

= —K'zu — kgru — khu
/

k
=7 u + gu’ — khu,

wobei uxr = —% benutzt wurde. Damit ist u eine Losung des AWPs
/

u’ — u'(% - g) +khu =0, wu(t)) =1, u(ty) = —k(ty)a".

Dies ist wieder eine lineare Dgl.

c) Potenzreihenansatz

Der Potenzreihenansatz ist in vielen Féllen moglich, um eine Darstellung der Losung
einer Dgl. in Form einer konvergenten Potenzreihe zu erhalten. Wir diskutieren
diesen Ansatz nur fiir lineare Dgl. zweiter Ordnung, Verallgemeinerungen sind leicht
moglich.

Betrachte die lineare Dgl.

y'(t) + a(t)y'(t) + b(t)y(t) = s(t) (2-5)

mit den Anfangsbedingungen y(to) = v°,4/(to) = y'. Die Koeffizienten a,b und die
rechte Seite s seien in einem offenen Intervall J := (ty — ¢, tg+¢) in eine Potenzreihe
um o entwickelbar, d.h. in Reihen der Form Y32 i (t — to)*, welche mindestens in
J konvergieren. In diesem Fall kann man den Ansatz

o0

y(t) =D eult —to)* (2-6)

k=0
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in die Differentialgleichung einsetzen und erhilt eine Rekursionsformel fiir die un-
bekannten Koeffizienten (cx)ren,. Es kann leicht gezeigt werden, dass dieser Ansatz
gerechtfertigt ist und dass die Losung die Form (2-6) besitzt. Man beachte dazu, dass
eine Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises unendlich oft differenzierbar ist
und die Ableitung mit der Summation vertauscht werden kann (siehe Analysis I).

2.8 Beispiel (Hermitesche Dgl.). Die Hermitesche Dgl. lautet
y"(t) = 2ty'(t) + Ay(t) = 0 (2-7)
mit einem Parameter A € R. Die Koeffizienten sind Polynome, also insbesondere in

eine iiberall konvergente Potenzreihe um 0 entwickelbar. Mit dem Ansatz (2-6) mit
to = 0 erhélt man

y'(t) = ch kthT = Z(k + 1)eppat®,
k=0 k=0

y'(t) = (k+2)(k+ epat”.
k=0

Eingesetzt in die Hermitesche Dgl. ergibt sich

Z )(k + 2)cpiam —22 (k+1 ckﬂwk“—l—)\chx = 0.
k=0 k=0 k=0

Nach dem Identitdtssatz fiir Potenzreihen miissen alle Koeffizienten der Potenzreihe
auf der linken Seite verschwinden (Koeffizientenvergleich). Also haben wir

202 + /\C[) = O,
(k+2)(k+ 1)cgro — 2kc + Aer, =0 (k€ N).

Die Koeffizienten ¢y und ¢; sind frei wéhlbar, die anderen sind dann gegeben durch
die Rekursion
2k — A
Chyo = c
Tk )kr1) "

(k € Np).

Dieses Beispiel zeigt auch noch eine Besonderheit: Falls A = 2ny € 2N, so ist ¢x 10 =

0 fir alle £ = ng,ng + 2,.... In diesem Falle existiert ein Polynom, welches die
Hermitesche Dgl. 16st. Z.B. kann man fiir A = 4 die Anfangskoeffizienten ¢y := 1 und
¢1 := 0 wahlen und erhélt ¢y = _74:—%, cp=c=--=0undecg=c5 =---=0.

Also ist y(t) = 1 — 3t eine Losung der Hermiteschen Dgl. mit A = 4. Auf diese
Weise erhilt man (bis auf Normierung) die Hermite-Polynome H,,(t), n € Ny.
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d) Exakte Differentialgleichungen

Wir verwenden im Folgenden den Begriff Gebiet. Dabei ist eine Menge G C R” ein
Gebiet, falls G offen und zusammenhéngend ist.

2.9 Definition. Sei G C R? ein Gebiet und seien fi, f, € C(G;R). Dann heifit die
Dgl.

filt,y(@) + fo(t,y(t) -/ (8) =0 (2-8)

exakt, falls eine Stammfunktion F' € C'(G; R) existiert mit VF = (2)

2.10 Bemerkung. Definiert man die 1-Form w: G x R?* — R durch

w(z, h) = fi(x)hy + fa(x)hy = fi(x)dxi(h) + fo(x)dza(h),

so ist die Dgl. (2-8) genau dann exakt, wenn w exakt ist. Formal erhédlt man w durch
die Umformung

f1<t7 y)dt + f2(t7 y>dy = O (2_9>

und die Umbenennung z; := ¢, 23 := y. Die Form (2-9) ist eine ,symmetrische®
Version der urspriinglichen Dgl. (2-8).

2.11 Satz. a) Sei die Dgl. (2-8) exakt mit Stammfunktion F und y: J — R eine
differenzierbare Funktion auf einem Intervall J C R. Es gelte (t,y(t)) € G fir alle
t € J. Dann ist y genau dann eine Lisung von (2-8), wenn es ein ¢ € R gibt mit

F(t,y(t))=c (teJ).

b) Sei G sternférmig und fi, f» € CY(G). Dann ist die Dgl. (2-8) genau dann exakt,
falls @le = 82f1.

Beweis. a) folgt aus
d /
b) folgt aus dem bekannten Kriterium fiir Exaktheit von 1-Formen (Analysis II). [

Zur Losung einer exakten Dgl. muss man nach Satz 2.11 eine Stammfunktion F
bestimmen. Wir wiederholen die Vorgehensweise aus der Analysis II: Gegeben sei
die exakte Dgl. (2-8) mit der Anfangsbedingung y(to) = 3°. Um eine Stammfunktion
F: G — R zu bestimmen, wéhlen wir zu (¢,z) € G eine stiickweise glatte Kurve
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=[], 7v: [a,b] = R? mit Anfangspunkt v(a) = (to,°) und Endpunkt (¢, ). Dann
ist F'(t,x) durch das (wegunabhéngige!) Kurvenintegral

Fita) = [w= | (1), 7 (1)t

gegeben. Dabei kann die Wegunabhéngigkeit ausgenutzt werden, um lokal einen Weg
entlang der Koordinatenachsen zu wéhlen.

2.12 Beispiel. Betrachte die Dgl.
(3% + 4ty(t)) + (2t + 3y(t)?) - ¥/ (t) = 0.

Hier ist fi(t,x) = 3t +4tx, fo(t, ) = 2t*+ 322, und wegen 0, f; = 4t = Oy f» handelt
es sich um eine exakte Dgl. Wir withlen zu (f,4°) := (0,0) und zu (¢,z) € R? die
Wegstiicke

F1 - [71]7 71 [O,t] — R27 S (870)7
Ty =[], 72:[0,2] = R? s+ (t,s).

(t, )

Damit ist
t x
F(t,z) = / (35 +4s-0) - 1ds + / (2t? + 35?) - 1ds = t* + 2t%x + 2°.
0 0

Die Losung der Dgl. erhdlt man nach Satz 2.11 durch (lokale) Losung der Gleichung
F(t,y(t)) = const.
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3. Lineare Differentialgleichungen

3.1 Worum geht’s? Lineare Dgl. bilden eine besonders wichtige Klasse von Dgl.,
in welcher die Menge der Losungen im wesentlichen eine Vektorraumstruktur be-
sitzt. Das ist eine erste wichtige Verbindung zur Linearen Algebra, die im Falle von
linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten besonders deutlich zu Tage tritt. Es kann
in diesem Abschnitt nicht schaden, nochmal einen Blick in das Skript der Vorlesung
Lineare Algebra zu werfen.

Auf den ersten Blick besitzen lineare Dgl. eine deutlich einfachere Struktur als nicht-
lineare Gleichungen. Das gilt z.B. schon in Hinblick auf die eindeutige Losbarkeit,
die hier eine direkte Folgerung aus dem Satz von Picard-Lindel6f ist. Dennoch sei
hier nochmal deutlich darauf hingewiesen, dass viele lineare Dgl. nicht elementar
losbar sind.

a) Homogene lineare Dgl.

Lineare Dgl.-Systeme haben die Form

y'(t) = A(t)y(t) +b(t), y(to) = vo, (3-1)

wobei A € C(J;C™™), b € C(J;C"), to € J und yy € C" fiir ein (beliebiges)
Intervall J C R. Eine Losung ist eine differenzierbare Funktion y: J — C", welche
(3-1) erfiillt. Man beachte, dass dann wegen (3-1) auch y € C*(J; C") gilt.

Es ist hier giinstiger, gleich in C zu arbeiten, wie wir spater noch sehen werden. In
vielen Anwendungsfillen ist man natiirlich an reellwertigen Funktionen interessiert.
Man beachte, dass auf C" und C"*" nach Analysis II alle Normen dquivalent sind,
insbesondere der Begriff der Stetigkeit nicht von der Wahl der Norm abh&ngt. Meist
werden wir die euklidische Norm | - | oder die | - |-Norm auf C" und die zugehorige
Operatornorm auf C™*" wéhlen (meist mit || - || bezeichnet).

3.2 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen an A und b existiert zu jedem ty € J
und yo € C" genau ein y € C1(J;C"), welches das AWP (3-1) Ijst.

Beweis. Falls J ein kompaktes Intervall ist, folgt der Satz direkt aus dem Satz von
Picard-Lindelof (Satz 1.8): Denn fiir f(¢,z) := A(t)x + b(t) gilt
F(t22) = (622 = [A@) 1 = 2] < sup [ AW o1 — ],
€
d.h. f ist global Lipschitz-stetig.

Falls J ein beliebiges Intervall ist, so kann man J durch kompakte Intervalle (die ¢,
enthalten) ausschopfen. Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit fiir ganz J. O
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3.3 Korollar. a) In der Situation von Satz 3.2 sei ty € J fest. Dann definiert
T:CYJ;C") = C(J;C") x C", y — (v — Ay, y(to))

einen Vektorraumisomorphismus.

b) Fiir festes to € J sei H: C'(J;C") — C(J;C"), y—y' — Ay und ker H := {y €
CY(J;C") : Hy = 0}. Dann ist ker H — C", y > y(to) ein Vektorraumisormorphis-
mus. Insbesondere ist dimker H = n.

Beweis. Die Linearitat der Abbildung ist jeweils klar, die Injektivitdt und Surjekti-
vitét folgt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 3.2. O]

3.4 Satz. Es existieren genau n linear unabhingige Lésungen in C1(J;C") von
y'(t) = A(t)y(t). Ein System {z1,...,z,} von Lisungen ist genau dann eine Basis,
falls die Vektoren {z(to), ..., z.(to)} eine Basis von C" sind.

Beweis. Folgt direkt aus Korollar 3.3. O

3.5 Definition. a) Sei {z,...,2,} ein System von Losungen von y/(t) = A(t)y(t).
Dann heifit die aus den Spalten gebildete Matrix Z := (21...2,): J — C™*" die
Wronski-Matrix und w(t) := det Z(t) die Wronski-Determinante.

b) Eine Basis {z1,..., 2,} des Losungsraums von ¢/(t) = A(t)y(t) heiBt ein Funda-
mentalsystem. Die Wronskimatrix heifit in diesem Fall eine Fundamentalmatrix.

3.6 Bemerkung. a) Aus Satz 3.4 sehen wir: Seien z1,...,z, Losungen der Dgl.
y' = Ay. Dann ist {z1,...,2,} genau dann ein Fundamentalsystem, falls w(t) =
det Z(t) # 0 fiir alle t € J ist. Dies ist dquivalent dazu, dass w(ty) # 0 fiir ein ¢y € T
ist.

b) Eine Wronski-Matrix Z 16st die Matrix-Dgl. Z'(t) = A(t)Z(t) (wobei die Ab-
leitung Z’(t) komponentenweise definiert ist). Falls Z eine Fundamentalmatrix ist,
so ist eine Funktion z € C1(J;C") genau dann eine Losung von 3 = Ay, falls ein
c € C™ existiert mit z(t) = Z(t)c (t € J). Denn z ist genau dann Losung, falls z eine
Linearkombination der Spalten z,..., 2, von Z ist.

c) Sei nun A(t) = A € C™™ von t unabhéngig. Sei t, = 0 und Z die (eindeutig
bestimmte) Fundamentalmatrix der Dgl. v/ = Ay mit Z(0) = I,, wobei I, die
(n x n)-Einheitsmatrix bezeichne. Dann gilt fiir alle ¢,s € J mit t +s € J:

Z(t+s) = Z(1) Z(s).
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Denn fiir ¢ € C" und festes s ist sowohl u(t) := Z(t + s)c als auch v(t) := Z(t)Z(s)c
eine Losung des AWPs «/(t) = Au(t), u(0) = Z(s)c. Da diese Losung eindeutig ist,
gilt u(t) = v(t) fir alle ¢.

3.7 Satz (Formel von Liouville). Die Wronski-Determinante ist differenzierbar mit
w'(t) = (tr A(t)) - w(t). Damit gilt

w(t) = w(ty) exp </t tr A(s)ds).

to

Beweis. O.E. sei w # 0, d.h. det Z(t) # 0 fiir alle t € J. Mit der Ahnlichkeitstrans-
formation

(bij (1))ij=1.n = B(t) = Z(t) TA@)Z(t) (t € J)
erhalt man Z'(t) = A(t)Z(t) = Z(t)B(t), d.h. fur j =1,...,n gilt

A1) = (Z(0)ey) = Z(t)e; = ZB)B(t)e; = 3 b (1) z(t)

= Zdet(zl ‘tz\js,-/(tit ) ,Zn(t))

—ZZbk] t) det (2 (¢ ) @ . )
j=1 k=1 j-te Spalte

= ij] t)det Z(t

-

= (tr A(t))w(t).

Damit (Trennung der Variablen)

w(t) = w(ty) exp (/t tr A(s)ds).

to

© Robert Denk, 14.02.2022



30 3. Lineare Differentialgleichungen

b) Inhomogene Gleichungen

Wir betrachten nun den inhomogenen Fall

Y (t) = A@)y(t) + b(t) (3-2)

mit A € C(J;C™™"), b € C(J;C") wie oben.

3.8 Lemma. Seiy, € C'(J;C") eine spezielle (partikulire) Lisung von (3-2) und
Z € CY(J;C™™) eine Fundamentalmatriz. Dann ist die allgemeine Lésung gegeben
durch y(t) = y,(t) + Z(t)c mit c € C™.

Beweis. Wegen y' =y, + (Zc)' = Ay, + b+ A(Zc) = Ay + b ist jedes solche y eine
Losung. Falls andererseits y eine beliebige Losung von (3-2) ist, so ist y := y — y,
eine Losung von ¢ = Ay + b — Ay, — b = Ay und damit y = Zc mit einem c € C"
nach Bemerkung 3.6 b). O

3.9 Satz (Variation der Konstanten). Sei Z: J — C™" eine Fundamentalmatriz
der homogenen Dgl. v = Ay. Dann erhdlt man eine Losung der inhomogenen Dgl.
y = Ay + b durch den Ansatz

yp(t) = Z(t)e(t),
wobei ¢ € C*(J; C") eine Lisung von Z(t)c'(t) = b(t) ist, d.h.
c(t) = c(to) +/t Z(s)7'b(s)ds.

Falls A(t) = A € C™" nicht von t abhdngt und die Fundamentalmatriz so gewdhlt
wird, dass Z(0) = I, gilt, so ist die allgemeine Lisung gegeben durch

y(t) = / "t — s)b(s)ds + Z(t)d

to

mit d € C".

Beweis. Das folgt aus

(Z(t)e(t)) = Z'(t)e(t) + Z(t) (t) = A(t) Z(t)c(t) + Z(t) (t)
= A)yp(t) + Z(1)c ().
Man beachte, dass Z(t)c/(t) = b(t) genau dann gilt, falls ¢(t) = c(to)—i—f; Z(s)"tb(s)ds.

Die letzte Aussage folgt aus Z(t) = Z(t — s)Z(s) und damit Z(t)Z(s)™' = Z(t — s),
sieche Bemerkung 3.6 c). O
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3.10 Beispiel. Gegeben sei das Dgl.-System

In Matrix-Schreibweise:

vio=(3 o+ (}).

Eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung ist gegeben durch
cost —sint
2(t) = (Sint cost ) '

Wegen Z(0) = I, liefert Variation der Konstanten als eine spezielle Losung

wt)= [ z6-9)(])as

Mit partieller Integration erhélt man
u(t) /t —sin(t — s)s P C?S(t —5)s\ |t N /t C?S(t —5) s
o \ cos(t—s)s —sin(t —s)s ) ls=0  J, \sin(t — s)
[t L sin(t —s)\ |t  (—t+sint
-\ 0 cos(t —s) Jls=o  \ 1 —rcost )’

Die allgemeine Losung hat die Form y(t) = Z(t)d + y,(t), wobei d € R? durch die
Anfangsbedingung y(ty) = yo bestimmt wird.

c) Systeme mit konstanten Koeffizienten

Nun soll es um Dgl. der Form
y(t)=Ayt) (teR) (3-3)

gehen, wobei A € C"*" eine konstante Matrix ist. Man beachte, dass im skalaren Fall
y' = ay die Losung durch y(t) = cexp(at) mit ¢ € C gegeben ist. Eine Moglichkeit,
(3-3) zu losen, besteht in einer Erweiterung der exp-Funktion fiir Matrizen.

Sei | - | die euklidische Norm in C" und || - ||: C"*™ — [0, 00) die zugehorige Opera-
tornorm. Man beachte, dass || - || submultiplikativ ist, d.h. es gilt

[AB| < [[A[l-[[B] (A, B € C*™).
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3.11 Definition. Fiir A € C™*" ist

e :=exp(A) = Z A

n!

die exp-Funktion von A.

3.12 Satz. a) Die exp-Reihe ist normkonvergent, d.h. es gilt > oo || 1| < oo und
damit konvergent. Es gilt exp(0) = I, (n x n-Einheitsmatriz) und | exp(A)| <

exp([[Al))-
b) Fir A, B € C"" mit AB = BA gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B).
¢) Durch Z(t) := exp(tA) (t € R) ist die eindeutige Lisung der (Matrizen-)Dgl.

Z'(t) = AZ(t) mit Z(0) = I,, gegeben. Eine Funktion y € C'(R;C") ist genau dann
eine Losung der Dgl. (3-3), falls ein ¢ € C* ezistiert mit y(t) = exp(tA)c (t € R).

Beweis. a) und b) folgt wortlich wie im skalaren Fall, wobei es sich jetzt um die
Konvergenz im normierten Raum C™*™ handelt.

c) Betrachtet man exp(tA) = > > £ A" komponentenweise, sicht man, dass jede
Komponente (sogar unendlich oft) differenzierbar ist und sich die Ableitung durch
gliedweises Differenzieren ergibt:

0 1 0 1
=A — A" = AZ(1).
Z (n—1)! Z (n—1)! (t)
n=1 n=1
Die Eindeutigkeit ist klar nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz. O

Mit diesem Satz ist die Losung der Dgl. (3-3) zuriickgefiihrt auf die Berechnung der
exp-Funktion einer Matrix. Um explizite Losungen zu erhalten, verwenden wir den
Satz iiber die Jordan-Normalform, der aus der Linearen Algebra bekannt ist:

Zu X € Cund p € N sei

die Jordan-Elementarmatrix (das Jordan-Késtchen) der Dimension p. Nach dem
Satz von der Jordan-Normalform existiert zu jeder Matrix A € C™*™ eine invertier-

© Robert Denk, 14.02.2022



3. Lineare Differentialgleichungen 33

bare Matrix S € GL(n,C) mit

J(M)

STTAS =

J(Ae)

wobei Aq, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind und J(\;) ein
Jordan-Késtchen geeigneter Dimension zum Eigenwert \j ist.

Dies ist eine spezielle Darstellung der Form S~*AS = D+ N mit DN = N D, wobei
D eine Diagonalmatrix und N nilpotent ist. Dabei hat D auf der Diagonalen die
Eigenwerte entsprechend ihrer (algebraischen) Vielfachheit und N hat nur auf der
ersten Nebendiagonalen die Werte 0 und 1, sonst nur 0. Es folgt S™!(tA)S = tD+tN
und S™exp(tA)S = exp(STHAS) = exp(tD + tN) = exp(tD) exp(tN), d.h.

exp(tA) = Sexp(tD)exp(tN)S .

Zu einem Jordan-Késtchen J,(Ax) der Dimension p zu einem Eigenwert \;, sind die
zugehorigen Hauptvektoren hy, ..., h, definiert durch

(A_)\kjn)h'] = hj—l (] = 17"-ap)7

wobei hy := 0 gesetzt wurde. Dabei ist h; ein Eigenvektor und h; heiit Hauptvektor
der Stufe j. Die Transformationsmatrix aus dem Satz iiber die Jordan-Normalform
besteht gerade aus allen Hauptvektoren der Matrix A, denn

S_IASGJ' = )\6]' + ej—l
bedeutet fiir h; := Se; (j-te Spalte der Matrix ) gerade
Ahj = S()\ej + €j71> = )\hj + hjfl.

3.13 Satz. Sei h; fir j = 1,...,p der Hauptvektor der Stufe j zum Eigenwert \
der Matriz A. Dann ist

At t2 tj_l
yj(t) =€ <hj + thj_l + = hj—2 + -+ m hl)

2
eine Losung der Dgl. y' = Ay. Das System aller so gebildeten Lisungen (zu allen
Jordan-Kdstchen) bildet ein Fundamentalsystem der Dgl.
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Beweis. Wir wissen nach Satz 3.12, dass die Spalten von exp(tA) ein Fundamental-
system bilden. Fiir jedes S € GL(n,C) ist wegen 4 (exp(tA)S) = Aexp(tA)S und
det(exp(tA)S)|i=o = det(S) # 0 auch Y'(¢) := exp(tA)S ein Fundamentalsystem.

Wir verwenden die Transformationsmatrix S aus dem Satz iiber die Jordan-Normalform.
Hier ist exp(tA)S = Sexp(tD) exp(tN). Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir
an, dass A nur ein Jordan-Késtchen J,(\) zum Eigenwert A der Dimension p besitzt.

In diesem Fall ist

D = _ und N =

Beachte, dass

00 1 00 0 1
| 00 o= 00 NP =0,
.. . .. ) 1 Y ) . . . O )
0 0 0 0
Damit ist
oy
ot
exp(tD) = ‘ =M1,
' Nt
und 2 o
1 t 7 .« e e m
_ 1t :
© 4k Pk gk
SN =) T = 2 T 3
k=0 k=0
t
1
Somit erhalten wir mit den Hauptvektoren S = (hy,...,h,)
2 p—1
Lt 5 ... o3
1t . :
Sexp(tD)exp(tN) = eM (h1, ce hp> U,
2
t
1
=M (h ho + th hy + thy—1 + +£h>
— 1, 2 1, R D p—1 (p—l)' 1]-
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Im allgemeinen Fall besitzt A mehrere Jordan-Késtchen, und die obige Darstellung
zu verschiedenen Jordan-Késtchen ergibt die Spalten der Matrix Y (t) := exp(tA)S
und damit ein Fundamentalsystem. ]

3.14 Beispiel. Betrachte ' = Ay mit

2 0 1
A=[-11 -1
-1 0 O

Das charakteristische Polynom ist gegeben durch

2—-A 0 1
det(A—A3)=det | -1 1—-X -1
-1 0 —-A
= (2= N NA) L (10— (1)1 )
=—(A—1)°%

Damit ist A = 1 der einzige Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 3. Das linea-
re Gleichungssytem (A — 1 - 1I3) = 0 besitzt nur 2 linear unabhéngige Losungen
(Eigenvektoren), etwa

1
AV =-1], n?=
—1

o = O

Weiterhin gilt

A=1a" =Y fir AV =

Fiir die Transformationsmatrix

jepy
—_

1
8= (080 0P) = [ 1
erhilt man daher die Jordan-Normalform

ST'AS = J =

oo~
O =
N =)

Jede Losung der Dgl. iy = Ay hat somit die Form
y(t) = cre' WY + coet (WY + th{V) + czeh?

mit C1,C2,C3 € C.
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36 3. Lineare Differentialgleichungen

d) Lineare Dgl. hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Die Uberlegungen des vorherigen Abschnitts lassen sich iibertragen auf Dgl. der
Form

2® () + ayz® V() + - + apz(t) = 0. (3-4)
Wir setzen (vgl. Bemerkung 1.4 a)

0 1
(1)
/(1)
y(t) == , und A :=
x(k—‘l)(t) 0 1
—ar —Aag—1 .. ... —Qi

Damit ist (3-4) dquivalent zu y/(t) = Ay(t).

3.15 Satz. a) Das charakteristische Polynom der Matriz A ist gegeben durch

xa(A) i=det(M), — A) = N+ a X+ b ap N+ e

b) Sei A eine p-fache Nullstelle von x 4. Dann sind
wi(t) = €N, wot) == te™, . ay(t) =7 e

linear unabhingige Losungen der Dgl. (3-4). Betrachtet man diese Lisungen fir alle
Nullstellen von x 4, so erhdlt man ein Fundamentalsystem.

Beweis. a) wird hier nicht bewiesen (Beweis z.B. moglich durch Induktion).

b) Wir konstruieren explizit eine Kette von Hauptvektoren. Dazu sei

1
'y
c(p)=| H
,ukfl
und h; := (jfl)!cu_l)()\) Es gilt
1
Ac(p) = u";‘l = pe(p) — xa(per
1" = xa(p)
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Wir leiten j-mal nach p ab. Per Induktion sieht man
A () = peD () + 97 (1) = xF (wex (G =0,1,...).
Falls nun A eine p-fache Nullstelle ist, so gilt xa(A\) =--- = Xff_l)(/\) = 0 und damit

0, 7 =0,

A= MWD (\) = .
( k) (A) {jc(g—l)()\)7 j=1,...,p—1.

Fiir die Vektoren h; folgt damit

0, J=1

(A= X)h; = , .
k) ’ hjfla J :27"'7p'

Damit ist hy, ..., h, eine Kette von Hauptvektoren. Nach Satz 3.13 sind
2 -1

t
yj(t) = M (hj -+ thj_l + 5 hj_2 + -+ m

linear unabhéngige Losungen von y' = Ay. Wir brauchen davon nur die erste Kom-
ponente. Da die erste Komponente von h; fiir j = 1 gleich 1 ist und fiir j > 1
verschwindet, erhalten wir

h1> (G=1,...,)

fiir die ersten Komponenten. Wir konnen auf den Faktor % noch verzichten. Die
ersten Komponenten sind linear unabhéngig, da sonst auch die Vektoren y; linear
abhingig wéren. O]

Bei speziellen Inhomogenitéaten kann man eine partikuldre Losung direkt hinschrei-
ben:

3.16 Satz. Betrachte die Dgl.
e ® () + ara® V(@) + - apa(t) = e (3-5)

mit s € Ng und A\ € C. Sei \ eine p-fache Nullstelle von xa mit p € Ny, d.h.
xa(p) = (p = A)PY(u) mit p(A) # 0. Dann ist

Lot rexp(
e o

0= G o\ o)

eine partikuldre Losung von (3-5).
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38 3. Lineare Differentialgleichungen

Beweis. Betrachte den Differentialoperator
L: C*(R;C) — C(R;C), urs u® + au®Y 4 .. + apu =: xa(D)u

mit p
xa(D) := D"+ a, D' + ..+ q;,D°, D := e
Dann gilt fiir die Funktion f(¢) := e mit u € C offensichtlich

(L)) = (xa(D)f)(t) = xalp) f(t) = (= N)PO(p) ().
Somit

Lgiﬁﬂuwwﬂ—M%%

Wir differenzieren die letzte Gleichung (p + s)-mal nach p an der Stelle 4 = \. Auf

der rechten Seite verwenden wir
a] O’ - )
Py = IR
o = |ph =D

Mit der Produktregel erhélt man fiir die oben definierte Funktion x:

(La)(t) = i’ 5 L [ gp; (ej;p((:)t)) M]
p=X

s! opts .
~ (p+s) oprts [“‘ - Ay ]

|
_ s! p+s oLt M
(P+s)!\ »p

=15 M,

O

3.17 Bemerkung (Leibniz-Formel). Im letzten Beweis wurde die Produktregel
gleich fiir hohere Ableitungen verwendet, die sogenannte Leibniz-Formel: Seien f, g
n-fach differenzierbar. Dann gilt

(fg)™ = 2": (Z) fE gk,

k=0

Diese Formel kann man leicht induktiv beweisen.

3.18 Bemerkung. Bei Dgl. mit reellen Koeffizienten fiithren die bisherigen Ansétze
auf komplexwertige Losungen. Falls y eine Losung von 3y’ = Ay ist, so ist auch Rey
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und Im y eine Losung. Wenn die Matrix A reell ist, treten komplexe Eigenwerte stets
in konjugiert komplexen Paaren auf. Wegen

eM = M (cos(Im At) + i sin(Im At))
treten dann noch cos — und sin-Terme auf. Diese Uberlegungen gelten analog fiir

Dgl. héherer Ordnung.

3.19 Beispiel. a) Betrachte
e W (t) — 22" (t) + z(t) = 24 tsint. (3-6)
(i) Fundamentalsystem der homogenen Dgl.: Es ist

xal) = pt =20 1= (= G0+ 1),

Nach Satz 3.15 ist also
e, tel, e, te”!

ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung.

(ii) Ubergang zum Komplexen: Wegen ¢sint = Im(te™) betrachten wir zunéchst die
rechte Seite te™.

(iii) Bestimmung einer partikuldren Losung: In der Bezeichnung von Satz 3.16 ist
s =1, A =74 und p = 0. Damit ist ¥(t) = xa(t), und der Ansatz fur die spezielle
Losung lautet fiir die Inhomogenitit ¢ e®:

0 et P(p)tert — ' (u)et ot 2
molt) = @<w(u))

Fiir die rechte Seite 24 te' erhalten wir damit die komplexwertige spezielle Losung

et

=i V2 () w4

2410(t) = (6t + 12i)e™ = (6t + 12i)(cost + i sint)
= (6tcost — 12sint) + i(6tsint + 12 cost).

(iv) Riickkehr zur reellen Losung: Da die urspriingliche rechte Seite der Imaginérteil
der in (iii) betrachteten Inhomogenitét war, ist auch der Imaginérteil von z((t) eine
partikuldre Losung der urspriinglichen Gleichung. Somit ist

Im 24x4(t) = 6tsint + 12 cost

eine spezielle Losung von (3-6).

(v) Allgemeine Losung: Die allgemeine Losung ist somit gegeben durch

I(t) = cie' + cote’ + Cgeft + cyte P+ 6tsint + 12 cost
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mit Konstanten ¢; € C.

b) Alternativ kann man in obigem Beispiel statt mit der expliziten Losungsformel
von Satz 3.16 auch mit einem Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten arbeiten. Da
mit der Bezeichnung des Satzes A = ¢, s = 1 und p = 0 gilt, hat die Losung (in der
komplexen Variante) die Form

zo(t) = coe” + cite'.
Durch Ableiten und Einsetzen in die Dgl. erhédlt man

2 (1) = 227(8) + 2o(t) = (4o — 8eyi)e™ + deyte™.

1 .

Die rechte Seite ist gleich der gegebenen rechten Seite te® fiir ¢; = i und ¢y = 3.
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4. Qualitative Aspekte

4.1 Worum geht’s? Fiir viele Anwendungen ist nicht nur die Frage der eindeu-
tigen Losbarkeit einer Dgl. wichtig, sondern auch die Frage, wie sich die Losungen
verhalten. Insbesondere die Stabilitdt der Losungen, d.h. das Verhalten der Losung
fiir t — oo ist wichtig. Eine Losung heifit stabil, falls eine kleine Abweichung im
Anfangswert eine (fiir alle Zeiten) kleine Abweichung in der Losung bewirkt. Man
beachte, dass kleine Abweichungen in den Daten in den Anwendungen stets vorhan-
den sind.

Die Stabilitdt der Losung einer gewohnlichen Dgl. (und erst recht einer partiellen
Dgl.) ist sehr schwer zu beweisen. Es gibt kein allgemein giiltiges Rezept, diese Frage
zu beantworten. Falls man jedoch Gliick hat, kann man eine Ljapunov-Funktion zur
Dgl. finden und somit die Stabilitdt beweisen.

Dieser Abschnitt soll nur einen kurzen Einblick in dieses Themengebiet liefern. Ver-

tieft werden diese Fragen dann im Hauptstudium insbesondere auch bei partiellen
Dgl.

a) Stabilitat

Bei der qualitativen Beschreibung des Losungsverhaltens von Dgl. werden einige Be-
griffe iiblicherweise verwendet, die in folgender Definition zusammengestellt werden.

4.2 Definition. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y(t) = flty®) (e ), ylto) = v (4-1)

mit einem Intervall J C R und einer Funktion f: J x X — X, X := K", wobei
wieder K € {R,C}, Der Raum X heifit der Zustandsraum oder Phasenraum der
Gleichung (4-1).

Sei nun das Anfangswertproblem (4-1) eindeutig losbar und to € J fest. Dann heift
die Abbildung
O: Jx X — Xv (tayO) = @(t7y0) = y<t)

der Fluss der Dgl. (wobei y wieder die Losung des Anfangswertproblems ist). Der
zugehorige Wertebereich

Y(yo) == {P(t, y0) : t € J}

heifit der Orbit (oder Phasenkurve, Trajektorie). Ein yy € X heifit ein Fixpunkt,
falls gilt

O(t,yo) =yo (t€J).
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Offensichtlich ist yy genau dann ein Fixpunkt, wenn

fltyo) =0 (teJ).

In diesem Fall heif3t y, ein singuldrer Punkt von f. So besitzt z.B. die logistische

Gleichung
y'(t) = y(t)(y(t) — 1)

die singuléren Punkte yp = 0 und yo = 1.

4.3 Beispiel. Die Dgl.
" +x=0

(ungedampftes lineares Pendel) ist dquivalent zum System

I 0 1 _ Y2
Yy = -1 O Y= —1 )

wobei wie iiblich y := (;,) gesetzt wurde. Zu yo € R? ist die Losung des Anfangs-
wertproblems ' = Ay, y(0) = yo gegeben durch

vt =u(t) = (1, )

—sint cost

Damit ist der Orbit periodisch mit Periode 27.

4.4 Beispiel (Orbits bei 2 x 2-Matrizen). Das qualitative Verhalten ldsst sich gut
beschreiben, falls man die lineare Dgl. ¥/ = Ay mit einer konstanten 2 x 2-Matrix
A betrachtet. Die Losung ist natiirlich durch y(t) = exp(tA)y(ty) gegeben, das
qualitative Verhalten wird durch die Eigenwerte A\, Ay € C von A bestimmt. Wir
sehen an den Phasenportraits (Orbits) der Losung folgende Moglichkeiten:

A= (é (1]) d.h. A, A > 0: Quelle (siehe Abbildung 7).

A= (—01 _01>’ d.h. Aj, Ay < 0: Senke (siehe Abbildung 8).

o A= (1) _01>, d.h. Ay > 0, Ag < 0: instabiler Sattelpunkt (sieche Abbildung
11 . o
o A= 0 1), d.h. doppelter Eigenwert A\; = Ay > 0 mit einfacher geome-

trischer Vielfachheit (Jordan-Normalform): instabiler eintangentiger Knoten
(sieche Abbildung 10).
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A:<—1 1

0 -1
metrischer Vielfachheit (Jordan-Normalform): stabiler eintangentiger Knoten
(siche Abbildung 11).

, d.h. doppelter Eigenwert Ay = Ay < 0 mit einfacher geo-

A= (_01 (1)) , d.h. zwei rein imaginére (und zueinander konjugiert komplexe)

Eigenwerte A\; = )y : Zentrum oder Wirbelpunkt (siehe Abbildung 12).

A= (_11 1), d.h. zwei komplexe (und zueinander konjugierte) Eigenwerte

A1 = Ag mit Re \; > 0 : instabiler Strudelpunkt (siche Abbildung 13).

1 -1
A1 = )\, mit Re A; < 0 : stabiler Strudelpunkt (siehe Abbildung 14).

A= (:1 ! ), d.h. zwei komplexe (und zueinander konjugierte) Eigenwerte

w

N
T

[

y2
o

'
_
T

'
N
T

3 ‘ ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3
yl

Abbildung 7: Orbits bei zwei positiven Eigenwerten (Quelle)
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y2
o

ZAN

-3 -2 -1 0 1 2

<
iy
w

Abbildung 8: Orbits bei zwei negativen Eigenwerten (Senke)

e

3 . .
-3 -2 -1

=< o
N
N
w

Abbildung 9: Ein positiver und ein negativer Eigenwert (instabiler Sattelpunkt)
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Y2

'
_
T

'
N
T

1 2 3

Abbildung 10: Doppelter positiver Eigenwert mit Jordan-Normalform (instabiler
eintangentiger Knoten)

N
T

=

[——
\\

Y2

-3 2 -1 0 1 2 3
yl

Abbildung 11: Doppelter negativer Eigenwert mit Jordan-Normalform (stabiler ein-
tangentiger Knoten)
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y2
o

-3 2 -1 0 1 2 3
yl

Abbildung 12: Rein imaginérer Eigenwert (Wirbelpunkt)

N
T

=
T

y2
o

Abbildung 13: Zwei komplexe Eigenwerte mit positivem Realteil (instabiler Strudel-
punkt)
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=

-3 2 -1 0 1 2 3
yl

Abbildung 14: Zwei komplexe Eigenwerte mit negativem Realteil (stabiler Strudel-
punkt)
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4.5 Definition. Eine Losung y des Anfangswertproblems

y'(t) = f(t,y(t), wy(0)=yo

heifit stabil, falls fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen = des
Anfangswertproblems

2'(t) = f(t,x(t), x(0) =z
mit |xg — yo| < 0 gilt:

|z(t) —y()] <e (¢ €[0,00)).
Die Losung y heifit instabil, falls sie nicht stabil ist.

Die Losung y heifit asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und falls fiir  wie oben
zusatzlich gilt

lim [2(t) — y ()] = 0.

In obigen Beispielen ist etwa ein Wirbelpunkt stabil, eine Senke ist asymptotisch
stabil, eine Quelle ist instabil. Allgemein ist die triviale Losung y = 0 der Dgl.
Yy = Ay mit A € R™™" genau dann

e instabil, falls ein Eigenwert A von A existiert mit Re A > 0 oder falls ein Eigen-
wert A von A existiert mit Re A = 0, fiir welchen die algebraische Vielfachheit
grofer ist als die geometrische Vielfachheit,

e stabil, falls fiir alle Eigenwerte A von A gilt: ReA < 0 und fiir alle Eigen-
werte A mit Re A = 0 die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen
Vielfachheit ist,

e asymptotisch stabil, falls fiir alle Eigenwerte A gilt Re A < 0.

4.6 Satz. Gegeben sei die nichtlineare Dgl.
'(t) = Az(t) + gt 2(t) (¢=0), z(0)= o (4-2)
mit g € C([0,00) x C",C"), A € C"" und xq € C". Dabei erfiille g die Bedingung

SUDP¢>q |g<t7 Z)‘

lim =0.
z—0 |z|
Fiir alle Figenwerte Ay, ..., A, von A gelte Re\; < 0. Dann ist die triviale Lésung

y =0 (z2u zog = 0) asymptotisch stabil. Insbesondere existiert zu jedem hinreichend
kleinen xy € C" eine globale Losung der Dgl. (4-2).
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Beweis. Wegen da ¢(t,0) = 0 (¢ > 0) ist y = 0 eine Losung von (4-2) mit 2o = 0.
Jede Losung z des homogenen Systems z/(t) = Az(t) ist gegeben durch z(t) =
e!42(0). Da die Koeffizienten der Matrix e/t nur Terme der Form t*¢*i® enthalten,
existieren ¢ > 1 und b > 0 mit

|lexp(tA)]| < ae” b (t>0).

Sei nun z eine Losung von (4-2). Nach Satz 3.9 (Variation der Konstanten) gilt dann

t
x(t) = etag —i—/ A= g (s, 2(s))ds.
0
Es folgt
t
2(8)] < ac~™|zo| + a / ) g (s, 2(s))|ds. (4-3)
0

Sei nun ¢ > 0. Wegen der Bedingung an ¢ existiert dann ein r € (0,¢) so, dass fiir
alle z € C" mit |z| < r die Abschétzung

9(t,2)] < 2|
su , 2 —|z
tzg)g 2a

gilt. Wir setzen § := L. Fiir xyp € C" mit |z,| < § folgt |2(0)] = |zo| < & < r wegen
a>1.8Sei ty:=inf{t > 0: |z(t)| =r} € (0,00]. Falls ¢, endlich ist, so erhalten wir
mit (4-3) fiir alle t € [0, ¢o]

t b b t
lz(t)] < re ™+ a/ e P9 T p(s)|ds = re ™ + —/ e =9 1(s)|ds.
0 2a 2 Jo

Nach dem Lemma von Gronwall folgt fiir alle ¢ € [0, ¢o]

b [* b [*
l2(t)] < re " exp <§/ e’b(t’s)ds> < re exp (5/ 1ds> — e /2 (4-4)
0 0
und damit r = |2(tg)] < re”?/2 < r_ Widerspruch. Somit ist t, = oo, d.h. es gilt
|z(t)| < r < e fir alle t > 0, d.h. y = 0 ist stabil. Weiter erhalten wir (4-4) fiir alle
t >0, und es folgt |z(t)| < re~®/? (t > 0) und damit x(t) — 0 fiir alle Losungen
von (4-2) mit |xo| < §. Somit ist y = 0 asymptotisch stabil. O

4.7 Bemerkung. a) Wir haben im obigen Beweis gezeigt, dass fiir kleine z die
Funktion ¢(¢, z) eine kleine Stérung von Az ist. Tatséchlich kann man mit einem
dhnlichen Beweis zeigen, dass in der Situation von Satz 4.6 die Nulllésung instabil ist,

falls mindestens ein Eigenwert positiven Realteil hat (siehe etwa [\Wa], §29, Abschnitt
VIII).

b) Bei autonomen Dgl 2/(¢) = f(z(t)) mit einer stetig differenzierbaren Funktion
f kann der obige Satz einfach angewendet werden: Man schreibt diese in der Form
o' (t) = Ax(t) + g(x(t)), wobei A := f/(0) die Jacobimatrix von f an der Stelle 0 ist
und g(z) := f(2) — f'(0)z. Dann erfiillt g die Bedingung des Satzes, und man kann
Stabilitat bzw. Instabilitdt an den Eigenwerten von f’(0) erkennen.
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4.8 Beispiel (Rduber—Beute-Modell). Wir betrachten das Dgl-System
o (7B _ [ (@ =bxs(t) — mas (t))a1(t)
70 = (Gy) = 100 = (LT mpeny) €20 09

Dabei sind a, b, ¢, d, m,n > 0 Parameter. Dieses System modelliert die Populationen
einer Beutespezies x; und einer Rauberspezies z5. Die Anderungsrate der Beute-
spezies wird somit beschrieben durch

2y (t) = r1(z(t))z1 (1),

wobei 1 (z(t)) := a—bxy(t) —ma1(t). Dabei ist a die Reproduktionsrate (ohne Anwe-
senheit von Réubern), b die Reduktion durch die Anwesenheit der Réduber und m die
Reduktion durch Konkurrenz der eigenen Spezies. Analog wird die Anderungsrate
der Beutespezies beschrieben durch

wy(t) = ra((t))z2(t)

mit ro(z(t)) := (—d + cx1(t) — nxo(t)). Hier ist d die Sterberate ohne Anwesenheit
der Beute, ¢ die Zunahme der Rate durch die Beute und n die Reduktion wegen
Konkurrenz.

Fiir die Stabilitéit bestimmen wir zunéchst die Fixpunkte von (4-5), d.h. die sin-
guldren Punkte von f. Die Gleichung f(z) = 0 besitzt offensichtlich die Losungen

() ()2 6)

Falls z1, x5 # 0, erhalten wir
a—bry—mx; =0, —d+cri—nry=0
mit der Losung 2% = (2, 23) 7, wobei

x%_bd—l—an xg_ac—md

~ be+nm’  be+mn’

Zur Bestimmung der Stabilitdt bzw. Instabilitdt verwenden wir Satz 4.6 und Be-
merkung 4.7, d.h. wir untersuchen die Jacobimatrix von f. Diese ist gegeben durch

) = ( a — bxry — 2may —bxy )

CTo —d + cx1 — 2nxs

(i) Der Punkt z! (genauer: die konstante Losung y(t) = x! (¢ > 0)) ist instabil, da

ro-(g %)
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den Eigenwert a > 0 besitzt.

(ii) Zur Stabilitit von 2 wenden wir Satz 4.6 auf die verschobene Funktion f(z) :=
f(z + 2%) an, d.h. die Stabilitit wird durch die Eigenwerte von (f)'(0) = f'(z%)

bestimmt. Es gilt
o —a —la
f ('CE ) = ( 0 —d—|- % ) )

also ist 2 asymptotisch stabil, falls —d + 2 < 0, d.h. falls ac < md, und instabil im
Fall ac > md.

(iii) Analog zeigt man, dass 22 instabil ist und dass 2% asymptotisch stabil ist, falls
ac > md gilt.

4.9 Beispiel. Betrachte die Dgl. einer geddmpften Schwingung
y'() +yt) +ry'(t) =0 (t€R)
mit y: R — R, wobei r > 0 der Dampfungsfaktor ist. Wir multiplizieren mit 3/
y//y/ + yy/ + r(y’)2 =0
Damit folgt
d
= (P +1yi?) = —2r(y)? <o0.
Also ist die linke Seite als Funktion von ¢ monoton fallend, d.h.
[y @O + ly@)* < 1y (0)]* + [y(0)]*.

Damit ist die Losung yo(t) = 0 (¢ € R) eine stabile Losung der Dgl., denn eine
kleine Abweichung der Startwerte (y(0),4'(0)) an der Stelle 0 kann fir alle t € R
nicht gréer werden.

Schreibt man dieses Beispiel als System erster Ordnung, erhélt man mit z := (;’/)
die (autonome) Gleichung

i) (t)

= (L, o )= )

Fiir E(z) := |z|? erhilt man fiir eine Losung x € C*(R; R?)

%E(I(t)) = (VE(x(t))), 2'(t)) = 2{x(t), 2'(t))3 = —2ra3(t) < 0.

Die Funktion E heifit eine Lyapunov-Funktion zur Dgl. 2'(t) = f(z(t)).
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4.10 Definition. Der Punkt x; € R" sei ein isolierter singulédrer Punkt des Vek-
torfeldes f € C(R™;R"). Dann heifit L € C*(U(xy);R), U(z) eine Umgebung von
xg, eine Lyapunov-Funktion zur autonomen Dgl. 2/(t) = f(z(t)) am Punkt z,, falls
gilt:

(i) L(z) > 0 und L(x) = 0 nur an der Stelle z,

(i) Es gilt (VL(z), f(z)) <0 (x € U(xy)).

4.11 Satz. Sei xg = 0 € R™ ein wsolierter singuldrer Punkt des Vektorfeldes f €
C(R™;R™). Falls eine Lyapunov-Funktion L zur autonomen Dgl. x'(t) = f(x(t)) am
Punkt xy existiert, so ist die konstante Losung y = 0 stabil.

Beweis. Die Funktion L sei in B(0,e0) definiert. Fiir 0 < ¢ < gg setze m(e) :=
min,—. L(z). Nach Eigenschaft (i) in Definition 4.10 ist m(e) > 0. Da L stetig ist
und L(0) = 0, existiert ein § = 0(¢) < e mit L(x) < m(e) (xz € B(0,0)).

Sei nun z € C'([0,00); R") eine Losung von z'(t) = f(¢,z(t)) mit |2(0)] < §. Dann
folgt L(x(0)) < m(e), und damit

L La(t) = (VLG(®), (1) = (VL@(), fz(t) <0

dt
fir alle ¢ mit |z(t)| < o nach Eigenschaft (ii). Damit folgt L(z(t)) < m(e) fiir alle
t >0 mit |z(t)] <e.
Sei t; = inf{t > 0 : |z(t)] > e}. Falls t; < oo, so gilt aufgrund der Stetigkeit
|z(t1)] = € und damit L(z(ty)) > m(e). Wegen |z(t)| < ¢ fur alle t € [0,t;) folgt
LL(z(t)) <0 (t €[0,t1)) und L(z(t1)) < L(z(0)) < m(e), Widerspruch. Also gilt
t; = oo, d.h. |z(t)| < € fur alle ¢ > 0, und die Nulllésung ist stabil. O

4.12 Bemerkung. a) Die Schwierigkeit in der Anwendung dieses Satzes liegt darin,
eine Lyapunov-Funktion zu finden. Auch bei partiellen Dgl. ist derselbe Ansatz
moglich, aber dort ist es noch schwerer, eine Lyapunov-Funktion zu konstruieren.
Manchmal hilft ein physikalischer Zugang (Energie).

b) Falls in Definition 4.10 (ii) sogar

(VL(z), f(x)) <0 (2 € R"\{xo}),

so spricht man von einer strengen Lyapunov-Funktion, und man kann die asympto-
tische Stabilitdt beweisen.
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b) Phasenportraits

4.13 Definition. Sei z eine maximale Losung der Dgl. 2’ = f(¢,x) im Intervall
(a,b). Dann heift £ € X ein Grenzpunkt von z beziiglich ¢ — b, falls eine Folge
(tn)neny mit ¢, T b und lim,,_,., x(t,) = £ existiert. Analog werden Grenzpunkte
beziiglich t — a definiert. Die Menge M, aller Grenzpunkte von z (beziiglich ¢t — b)
heifit w-Limesmenge von x. Analog definieren wir die a—Limesmenge M, von z fiir
t — a. Dabei sind a = —o0, b = oo moglich.

Wir betrachten die autonome Dgl.
2(t) = v(z(t)) (= 0), 2(0) =z, (4-6)

wobei z(t) = (71(t),22(t)) T € R2. Dabei sind insbesondere periodische Orbits inter-
essant, d.h. Orbits von Losungen mit z(t + 7},) = z(t) (¢ > 0), diese entsprechen im
Phasenportrait geschlossenen Kurven. Wir zitieren ohne Beweis:

4.14 Satz (Poincaré-Bendixson). Sei K C R? kompakt, und sei x eine Lésung
von (4-6) mit x(t) € K fir alle t > 0. Falls K keine singuldren Punkte von v
enthdlt, dann ist die w-Limesmenge My, von x ein periodischer Orbit, und es gilt
Y(xg) = My oder z(t) strebt spiralformig dagegen.

4.15 Beispiel. Betrachte die Dgl.

y'(1) + (Y0 + 20y (1) = 1)y'(t) +y() =0 (t=0).
Wir setzen z(t) := (y(t),4'(t))" und erhalten 2'(t) = v(z(t)) mit

X2

v(z) = ( —x1 4 2o(1 — 22 — 223) ) '

Fiir jede Losung x = z(t) der Dgl. folgt
d 1

pm §|IIJ|2 = 212, + 207l = (1 — 27 — 20323 (4-7)

Sei nun z eine lokale Lésung der Dgl. mit |z(0)|* € (3,1). Wir wollen zeigen, dass

|z(t)| <1 fiir alle ¢ > 0 gilt. Falls dies nicht der Fall ist, existieren ¢t; € R und € > 0
mit |z(t1)] = 1 und |z(¢)] > 1 fiir alle ¢ € (t1,¢; + ). Wegen (4-7) gilt <£|z(s)]> <0
fir alle s € (t1,t, + ¢), und es folgt

2(0) = |(t)? + / L a(s)Pds < fa(t)l? = 1

fir alle t € (t1,t; + ¢), Widerspruch. Analog zeigt man |z(t)| >
1— 22— 222 >0 fiir [2]* < 1/2.

3 (t > 0), beachte
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Damit gilt z(t) € K := {z € R? : £ < |2[> <1} fiir alle ¢ > 0. Die Menge K enthélt
keinen singuldren Punkt von v, denn aus v(x) = 0 folgt sofort x = 0. Somit ist
Satz 4.14 anwendbar.

Im Folgenden werden einige Phasenportraits von Dgl. skizziert.

4.16 Beispiele. Wir skizzieren einige Phasenportraits von Dgl.

(i) ¥ = y — y*: siehe Abbildung 15.

051

Abbildung 15: Phasenportrait von Beispiel 4.16 (i)

(ii) Wir betrachten das System
x1(t) =7r(t) - cost, x9(t) =r(t)-sint,
wobei die Funktion r die Differentialgleichung

() =r()(r(t) =1), r(0) =ro

erfiillt. Falls ro = 0, gilt » = 0, und falls 1o = 1, gilt »r = 1. Ist 0 < rg < 1 so ist
r(t) <1 fir alle ¢, und falls ro > 1, so gilt r(¢) > 1 (¢ > 0). Durch Separation der

Variablen ergibt sich:
1

r(t) = 1—7"—(;—;16“ (ro # 0,1).

Abbildung 16 zeigt das Phasenportrait.
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_2 L h ,
-2 -1 0 1 2

%y
Abbildung 16: Phasenportrait von Beispiel 4.16 (ii)

(iii) Wir betrachten

(a) das lineare Pendel: v/ +y = 0,

(b) das nichtlineare Pendel: y” + siny = 0,

die entsprechenden Phasenportraits sind in Abbildung 17 und 18 zu finden. Man
beachte, dass beim linearen Pendel alle Orbits periodisch sind, nicht aber beim
nichtlinearen Pendel.

(iv) Wir wéhlen im Réuber-Beute-Modell (Beispiel 4.8) die Parameter folgenderma-
Ben:

(a) a=6, b=c=d=m=mn = 1: Hier ist 2 = (3.5,2.5)" eine asymptotisch
stabile stationdre Losung, sieche Abbildung 19.

b)a=b=c=d=1, m=n =102 Hier ist 2* ~ (1,1)" wieder asymptotisch
stabil. In Abbildung 20 ist der Orbit der Losung mit 2(0) = (0.6,2.4) " zu sehen,
der sehr langsam gegen z* konvergiert.

(v) Das Phasenportrait der Dgl. aus Beispiel 4.8 zeigt die spiralférmige Konvergenz
der Orbits gegen die w-Limesmenge, die hier nach dem Satz von Poincaré-Bendixson
ein periodischer Orbit ist, siehe Abbildung 21.
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-2 -1 0 1 2
X

1
Abbildung 17: Phasenportrait von Beispiel (iii) 4.16 (a), lineares Pendel

(vi) Lorenz-Attraktor: Wir betrachten das System

o(—x1 + x2)
=\ rog — 20— 1173 |,
—bxrs + x179

mit x: R — R3, welches zur Modellierung von Vorgéngen in der Stromungsmecha-
nik (Konvektionsstromung) verwendet wird. In Abbildung 22 wurde ein einzelner
Orbit gezeichnet, man sieht, dass die w-Limesmenge sehr ungewohnlich ist: Die
Bahn springt immer wieder zwischen den beiden sichtbaren Anteilen. Der Lorenz-
Attraktor ist ein mathematisches Modell dafiir, dass kleine Anderungen im Startwert
die Bahn stark verdndern kann, und spielt eine Rolle in der Chaostheorie. Im ge-
zeichneten Beispiel sind die Parameter ¢ = 10, r = 28, b = %, die Bahn startet
beim Punkt (—10,10,25)".
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Abbildung 18: Phasenportrait von Beispiel 4.16 (iii) (b), nichtlineares Pendel

357
3l
<N 25
ol
Lo 25 3 3;(5 4 45

1
Abbildung 19: Das Réuber-Beute-Modell, Beispiel 4.16 (iv) (a)
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Abbildung 20: Das Réuber-Beute-Modell, Beispiel 4.16 (iv) (b)
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Abbildung 21: Phasenportrait von Beispiel 4.16 (v)
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-40 -
X, 20 y

Abbildung 22: Der Lorenz-Attraktor, Beispiel 4.16 (vi)
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5. Rand- und Eigenwertprobleme

5.1 Worum geht’s? Die Schwingung einer Saite fiihrt zur partiellen Differential-
gleichung
Otu(t, ) — Ou(t,xz) = 0,

wobei t die Zeit und = € [0, L] den Ort auf der Saite der Liange L beschreibt. Die
Losung u(t, x) ist dann die Auslenkung an der Stelle x zur Zeit t. Eine natiirliche
Bedingung ist die, dass die Saite am Rand fest eingespannt ist:

u(t,0) = u(t, L) = 0.
Wir geben noch die Auslenkung und die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 vor:
uw(0,z) = up(x), Ou(0,x) = uy(x).

Macht man den Ansatz u(t,z) = a(t)v(x), so erhélt man aus der Dgl. a”(t)v(x) —
a(t)v”(z) = 0 und damit

U”(J}) B a//(t) B

(@) a(t)
mit einer Konstanten A € R. Fiir die Funktion v, welche jetzt nur noch von z
abhéngt, erhalten wir eine gewohnliche Dgl.:

V() + M(z) =0, ©v(0)=0, v(L)=0.

Im Vergleich zu bisher behandelten Dgl. unterscheidet sich diese in zwei Punkten:

e Es ist nicht der Wert und die erste Ableitung an einer Stelle vorgegeben
(AWP), sondern der Wert der Losung an zwei verschiedenen Stellen (Rand-
wertproblem, RWP).

e In der Gleichung taucht ein unbekannter Parameter A auf, es handelt sich um
eine sogenannte Eigenwertaufgabe.

Um derartige Probleme geht es in diesem Abschnitt. Die erste Frage ist wieder die
nach der eindeutigen Losbarkeit eines Randwertproblems. Jetzt stellt sich allerdings
heraus, dass das RWP nicht in jedem Fall eindeutig 16sbar ist. Es gibt die Falle, in
denen keine Losung existiert, es kann aber auch unendlich viele Losungen geben.
Wenn aber eindeutige Losbarkeit gegeben ist, kann man die Losung mit Hilfe der
Greenschen Funktion berechnen.

Wir werden spéter sehen, dass das zugehorige Eigenwertproblem nur fiir bestimmte
Werte von A eine nichttriviale Losung besitzt. Tatséchlich kann man von diesen
Eigenwerten und zugehorigen Eigenfunktionen noch mehr sagen, ja sogar beliebige
Funktionen nach diesen Eigenfunktionen in Reihen entwickeln, &hnlich der Theorie
der Fourier-Reihen.
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a) Randwertaufgaben fiir lineare Dgl.-Systeme

Betrachte das Randwertproblem
y'(t) = F(t)y(t) + h(t) (t € [a,0]), (5-1)
Ay(a) + By(b) = c. (5-2)
Hier seien a < b, F' € C([a,b],C*™™), h € C([a,b];C"), A,B € C™"™ und ¢ € C". Im
Folgenden sei Y € C([a, b]; C"*") eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems,

d.h.
Y'(t) = F$)Y(t) (t€R).

Dann erhélt man durch Variation der Konstanten eine spezielle Losung des inhomo-
genen Systems durch

t
Yo(t) = Y(t)( / y<s)—1h(s)ds).

Die allgemeine Losung hat die Form

y(t) = yo(t) + Y (t)d
mit d € C".
5.2 Satz. Das Randwertproblem (5-1)—(5-2) ist genau dann fir belicbiges h und c
eindeutig losbar, wenn die charakteristische Matriz

Cy := AY (a) + BY (b)

wnvertierbar ist. Dies ist dquivalent dazu, dass das zugehdrige homogene Randwert-
problem

y'(t) = F(t)y(t), Ayla)+ By(b) =0
nur die triviale Losung y = 0 besitzt.

Beweis. Wir setzen die allgemeine Losung in die Randbedingung ein und erhalten
wegen yo(a) = 0 die Bedingung
(AY (a) + BY (b))d 4+ Byo(b) = c.

Dies ist genau dann eindeutig nach d auflésbar, falls det Cy # 0. m

5.3 Bemerkung. Seien Y und Z zwei verschiedene Fundamentalmatrizen der Dgl.
(5-1). Da das zu (5-1) gehorige Anfangswertproblem eindeutig losbar ist, gilt Z(t) =
Y (t)S mit der invertierbaren Matrix S := Y'(a)"'Z(a). Fiir die charakteristischen
Matrizen erhalten wir

Cy = AZ(a) + BZ(b) = CyS.

Also ist C'; genau dann invertierbar, falls C'y dies ist.
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Der folgende Satz liefert eine Darstellung der Losung des Randwertproblems mit
homogenen Randbedingungen

y(t) = F(t)y(t) + h(t), Ay(a) + By(b) = 0. (5-3)

5.4 Satz. SeiCy invertierbar. Dann ezistiert eine matrizenwertige Abbildung G: |a, b] x
[a,b] — C™*™ (die Greensche Matriz) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Einschrinkung von G auf die Bereiche {(t,s) : a <t < s < b} und {(t,s) :
a < s <t<b} istjeweils stetig.

(1) G(t +0,t) — G(t —0,t) = I, fira <t <b.
(i4i) Fiir jedes h € C([a, b]; C*) ist durch

b
y(t) ::/ G(t,s)h(s)ds

die Losung des Randwertproblems (5-3) gegeben.

Beweis. Die eindeutige Losung des Randwertproblems ergibt sich mit obigen Be-
zeichnungen als y(t) = yo(t) + Y (t)d mit d := —C5 ' Byo(b). Wir setzen die Darstel-
lung von 7y ein und erhalten

y(t):/ Y(t)Y(s)1h(s)ds—Y(t)C’YlB/ Y (b)Y (s) 'h(s)ds

- / ' Gt $)h(s)ds

mit
Y (t)[I, — Cy'BY (b)Y (s)™', a<s<t<b,
G(t,s) =
~Y(t)Cy'BY (b)Y (s)71, a<t<s<b.
Die Gleichung (ii) folgt sofort durch Einsetzen. O

5.5 Bemerkung. Aus der Definition von Cy erhalten wir
I, — Cy'BY (b) = Cy ' AY (a)
und damit eine symmetrische Darstellung der Greenschen Matrix:

et s Y(#)Cy'AY (@)Y (s)™Y,  a<s<t<,
t,s) =
Y (#)Cy'BY (b)Y (s)™Y, a<t<s<h.

Da sich die Losung des Randwertproblems durch Integration tiber G(t,-) ergibt,
spielen die Werte von G auf der Diagonalen A := {(¢,t) : t € [a, b]} keine Rolle.
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5.6 Lemma. Se i Cy invertierbar. Dann ist die Greensche Matriz durch die fol-
genden vier Figenschaften eindeutig bestimmt.

(i) G ist auf [a,b]* \ A stetig.

(it) Es gilt G(t +0,t) — G(t — 0,t) =1, (a <t <b) (,aktiver Sprung®).

(i11) Fir jedes feste s € la,b] lost G(-,s) die homogene Matriz-Dgl. 0,G(t,s) =
F(t)G(t,s) (t€]a,b]\ {s}).

(iv) Fiir jedes feste s € (a,b) erfillt G(-,s) die homogenen Randbedingungen AG (a, s)+
BG(b,s) = 0.

Beweis. Dass die Greensche Matrix die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt, ist klar
nach Satz 5.4. Nach Bemerkung 5.5 ist in jedem der beiden Dreiecke {(¢,s) : t < s}
und {(¢,s) : t > s} die Greensche Matrix G(t,s) fiir festes s von der Form Y (¢)S
mit einer Matrix S und lost daher die Matrix-Dgl. in (iii).

Fiir festes s ist

AG(a,s) + BG(b,t)

= A[ =Y (a)Cy'BY (b)Y (s)"'] + B[Y (b)Cy " AY (a)Y (s) ']

= [~ AY (a)Cy'BY (b) + BY (b)Cy' AY (a)| Y (s) ™"

= [— AY (a)Cy ' (Cy — AY (a)) + (Cy — AY (a))Cy " AY (a)] Y (s) ™
=0,

wobei BY (b) = Cy — AY (a) verwendet wurde. Also gilt (iv).

Sei nun G eine weitere Abbildung mit den Eigenschaften (i)-(iv). Dann ist H :=
G — G wegen (i) stetig erginzbar auf [a,b)2, und H erfiillt fiir festes s die Dgl.
O:H(t,s) = F(t)H(t,s) in [a,b] \ {s} und damit, da H stetig ist, im ganzen Intervall
la,b]. Nach (iv) erfiillt H (-, s) die homogenen Randbedingungen. Somit ist H (-, s)
eine Losung des homogenen Randwertproblems und damit (da die Losung eindeutig
ist) gleich Null. O

b) Sturm-Liouville-Randwertprobleme

Wir wenden die Ergebnisse des letzten Abschnitts auf folgende skalare Dgl. zweiter
Ordnung an:

(Lx)(t) :== —(p(t)2'(t)) + q(t)z(t) = r (1), (5-4)
Rz := aqiz(a) + apa’(a) =0,
Rox := f12:(b) + Ban’(b) = 0. (5-5)
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Dabei sind p € C'([a,b]; C) mit p(t) # 0 fiir alle t € [a,b], ¢, € C([a,b];C) und
a;j, Bi; € C mit (o1, q2) # 0 und (Sa1, f22) # 0. Ein Randwertproblem der Form
(5-4)—(5-5) heiit ein Sturm-Liouville-Randwertproblem.

Im folgenden Satz ist wieder A := {(¢,t) : t € [a, b]}.

5.7 Satz. a) Das homogene Randwertproblem (5-4)—(5-5) mit r = 0 besitze nur die
triviale Losung y = 0. Dann existiert eine Funktion g: [a,b] X [a,b] — C so, dass
durch

x(t) :—/ g(t,s)r(s)ds (t € la,b])

die Losung des Randwertproblems (5-4)—(5-5) gegeben ist. Die Funktion g heifst
Greensche Funktion oder Fundamentallosung des Randwertproblems.

b) Die Greensche Funktion von (5-4)—(5-5) ist durch folgende Eigenschaften eindeu-
tig bestimmt:

(i) Es gilt g € C([a,b]*) N C?*([a,b]* \ A).
(ii) Es gilt 0,g(t +0,t) — 0,g(t — 0,0) = — -5 (t € (a,b)) (,aktiver Knick*).

(1i1) Fiir jedes feste s € [a,b] lost g(-,s) die homogene Dgl. (5-4) in [a,b] \ {s}.
(iv) Fiir jedes feste s € [a,b] erfillt g(-,s) die homogenen Randbedingungen (5-5).

Beweis. a) Wir schreiben (5-4) als System erster Ordnung fiir y := (z,2/) "

Y (t) = F(t)y(t) + h(t)

1
F(t) = (ﬂ _w) . h(t) = <_ﬂ> .
p(t) p(t) p(t)

Die Randbedingungen haben die Form Ay(a) + By(b) = 0 mit

[0 Qa2 L 0 0
A‘_(o 0)’ B"(ﬁm 522)'

Falls (5-4)-(5-5) fir » = 0 nur die triviale Losung besitzt, bedeutet das fiir das
zugehorige System erster Ordnung det Cy # 0. Nach Satz 5.4 existiert die Green-
sche Matrix G: [a,b> — C**2 (t,s) — (Gi;(t,5))ij=12 dazu, und die Lésung des
Randwertproblems erster Ordnung ist gegeben durch

y(t):/ G(t, s)h(s)ds.

Wegen y = (x,) und h = (77?/1)) ist die gesuchte Losung = des skalaren Randwert-
problems gegeben durch

)

x(t):/ g(t, s)r(s)ds,
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o Gio (t,s)
p(t)

wobei g(t,s) :=

b) Falls Y (¢) eine Fundamentalmatrix von 3y’ = Fy ist, so ist die zweite Zeile
von Y die Ableitung nach ¢ der ersten Zeile. Aus der expliziten Darstellung von
G(t,s) in Satz 5.4 sieht man, dass dies auch fiir G(¢,s) gilt, d.h. wir erhalten
Gaa(t, s) = 0:G1a(t, s). Nun folgen die Eigenschaften (i)—(iv) aus den entsprechen-
den Eigenschaften von Lemma 5.6. Wie im Beweis von Lemma 5.6 folgt auch, dass
g bereits durch (i)—(iv) eindeutig bestimmt ist. O

5.8 Satz. Das zu (5-4)—(5-5) gehdrige homogene Randwertproblem besitze nur die
triviale Losung. Seien ¢ und ¢ Lésungen von Lx = 0 mit Ryp = 0, Ryp # 0 und
Rotp =0, Riyp # 0 und

W(t) == W(p, ¥)(t) == (t)'(t) — ' () (t)
die Wronski-Determinante zu {p,¥}.
Dann ist die Greensche Funktion des Randwertproblems gegeben durch
t <t<s<bh
sy — {0 ®U(E), a<t<s<o,
cop(s)Y(t), a<s<t<b

1
p(@)W(a)"

mit ¢y ;=

Beweis. (a) Existenz von ¢ und t: Da das homogene Randwertproblem nur die
triviale Losung besitzt, ist etwa das Randwertproblem Lu = 0, Ryu =0, Rou =1
eindeutig 16sbar mit Losung ¢. Analog sieht man die Existenz von .

(b) Lineare Unabhéngigkeit von {p,}: Falls etwa ¢ = at) mit einem a € C, so
folgt Ly =0, Rip =0 und Ryp = aReyp = 0 und damit ¢ = 0 im Widerspruch zu
Rap # 0.

(c) Betrachtung der Wronski-Determinante: Wir schreiben (5-4) in ein System y’ =
Fy erster Ordnung um und erhalten

, 0 1
vt) = v | y).
p@®  pld

Die Wronski-Determinante des Fundamentalsystems {(:f,), (:f,)} ist nach der Formel
von Liouville (Satz 3.7) gegeben durch

p(s)

W(t) = W(a)exp (/at tr F(s)ds) = W(a)exp (/at —p/(s)ds>
= W (a)exp ( —Inp(t) + lnp(a)) = P
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Da {p, 1} ein Fundamentalsystem ist, gilt W (a) # 0.

(d) Wir priifen die Eigenschaften (i)—(iv) aus Satz 5.7 nach. Nach Definition gilt (i).
Fiir (ii) schreiben wir

1 !/ /
Oug(t+0.8) = Dt = 0.8) =~ (010 (8) = £ (010)
1 1
~ @ T T
Dabei wurde im letzten Schritt (c) verwendet.
Sei s € [a, b] fest. Fiir t < s ist
L v0s) )
Lol )(0) = 2 (Lo)(0) =0,

analog Lg(-,s) = 0 fiir ¢t > s. Dies zeigt (iii). Fur die Randterme gilt

1
Rig(,s) = -~ p(s)Rip = 0
1g( 78) p(a)W(a)w(S) 1
und ebenso Ryg(-,s) = 0. Somit gilt (iv). Nach Satz 5.7 ist ¢ also die Greensche
Funktion zu (5-4)—(5-5). O

5.9 Bemerkung. a) In der Situation von Satz 5.8 gilt g(t,s) = g(s,t) (Symmetrie
der Greenschen Funktion).

b) Nach Bemerkung 5.3 ist das Randwertproblem (5-4)—(5-5) genau dann eindeutig
losbar, falls fiir ein Fundamentalsystem {y1, 2} von (5-4) gilt

Rip1 Ripo
det <(Ri¢j)iyj:172> = det (Rggol Rg@g) # 0.

In diesem Fall gilt dies fiir alle Fundamentalsysteme.

5.10 Beispiel. Betrachte fiir einen reellen Parameter p > 0

(La)(t) == —a"(t) — p’x(t) = r(t) (t€[0,1)),

Hier ist p = 1 und q = —p?.

Falls u = 0, so ist {¢1, p2} mit ¢1(t) := 1 und ps(t) := ¢ ein Fundamentalsystem.

Dafiir gilt
R1301 ngOQ o 10
det (R2<p1 RQgOQ) = det (1 1) # 0,
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5. Rand- und Eigenwertprobleme 67

d.h. das Randwertproblem (5-6) ist eindeutig losbar.

Falls p # 0, so ist ein Fundamentalsystem von Lz = 0 gegeben durch ¢; = sin ut,
@9 = cos ut. Dafiir gilt

Ripr Ripa\ _ 0 Ly
det (RQ% Ros = det sinp cosp) sin pu # 0,

falls 4 & 7Z.

Sei also p ¢ 7wZ, d.h. das Randwertproblem eindeutig 16sbar. Um die Greensche
Matrix zu berechnen, bestimmen wir ¢ und v aus Satz 5.8. Eine Losung von Lz = 0
mit der Randbedingung Rix = 0 ist ¢(t) := sin ut. Eine Losung von Lx = 0 mit der
Randbedingung Ry = 0 ist ¢(t) := sin p(1 — t). Die Wronski-Determinante an der
Stelle a = 0 ist

W(0) = ¢(0)¢'(0) — ¢'(0)¥(0) = 0~ (—pcos p) — psinp = —psinp # 0.

Nach Satz 5.8 ist die Greensche Funktion gegeben durch

g(t,s) = ,usiln,u sin(ut) sin(p(l —s)) (0<t<s<1)

und durch g(t,s) = g(s,t) fir 0 <s <t < 1.

Die Losung des Randwertproblems Lz = r, Rz = Rex = 0 fiir v € C(]0, 1]; C) ist
also gegeben durch

(Lx)(t):/o g(t,s)r(s)ds

mit obiger Greenscher Funktion g.

5.11 Beispiel. Wir betrachten nun das zum obigen Beispiel gehorige Eigenwert-
problem. Gesucht sind A € C und v € C?([0,1]; C), u # 0, mit

Lu = —u" = \u,
u(0) =0, (5-7)
u(l) =0.

In diesem Fall heifit A ein Eigenwert von (5-7) und u eine zugehorige Eigenfunktion.

(i) Alle Eigenwerte von (5-7) sind reell und groBer als Null. Denn falls A € C ein
Eigenwert ist, so multiplizieren wir die erste Zeile von (5-7) mit @ und integrieren
tiber [0, 1]. Mit partieller Integration erhélt man

0:/01(—u”(t)ﬂ(t))dt—/01)\|u(t)|2dt:/01 |u’(t)|2dt+)\/01 u(t) 2dt.
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(ii) Wir schreiben A = p? mit p € [0, 00). Nach Beispiel 5.10 gilt © € 7N, also sind
die Eigenwerte von (5-7) gegeben durch

A=)\, = k*n?(k € N).
Zugehorige normierte Eigenfunktionen sind
ug(t) := dy sin(knt) (k€ N),

wobei die Konstante dj so gewéhlt wird, dass
1
ol == | fusto)fte = 1.

Man kann zeigen, dass sich jedes f € C1([0,1];C) mit f(0) = f(1) = 0 in eine Reihe
von Eigenfunktionen entwickeln l&sst:

f&) = fusin(knt) (¢ € [0,1]),

wobei .
fk = <f, uk>L2([0,1]) = dk/ f(t) sin(kmf)dt.
0
Hier erhalten wir eine Verbindung zur Theorie der Fourier-Reihen.

Das letzte Beispiel ist nur eines von vielen. Je nach Wahl des Randwertproblems
erhélt man weitere Entwicklungen, z.B. nach orthogonalen Polynomen (etwa Hermite-
Polynome, Legendre-Polynome, siche Abschnitt 2 ¢)) damit beweisen.
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A.1 Worum geht’s? Bei kleineren Matrizen kann man oft schon durch die Bestim-
mung der algebraischen und geometrischen Vielfachheit der Eigenvektoren bestim-
men, wie die Jordan-Normalform aussieht, und auch die Berechnung eines Haupt-
vektors ist dann relativ einfach. Bei groflen Matrizen muss man jedoch systemati-
scher vorgehen. Dieses Kapitel beschreibt die systematische Berechnung der Jordan-
Normalform inklusive der Transformationsmatrix.

Wir wiederholen zunéchst einige zentrale Begriffe. Im Folgenden sei stets A € C"*"
eine n-dimensionale komplexe (oder reelle) Matrix. Wir schreiben kurz A — A statt
A — M, und setzen (A — \)° := I,,, wobei I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix sei.

Wir fixieren eine Matrix A € C™*" und einen Eigenwert A von A. Die folgenden
Definitionen gelten alle fiir diesen Eigenwert A\, wir verzichten aus Griinden der
Lesbarkeit bei der Bezeichnung auf das A.

A.2 Definition. a) Sei j € N. Dann heifit ein Vektor h; ein Hauptvektor der Stufe
j zum Eigenwert A\, falls

hj € ker(A — X7 \ ker(A — \)771.
(Im Fall j = 1 ist h; ein Eigenvektor von A.) Der algebraische Eigenraum (oder
Hauptraum) zum Eigenwert X ist definiert als die Menge aller Hauptvektoren zu A.

b) Sei j € N, und sei h; ein Hauptvektor der Stufe j zum Eigenwert A. Dann heift
die Folge

hj, hj—l = (A — )\)hj, hj_g = (A — )\)hj—lu P hl = (A — /\)hg

eine Jordan-Kette der Léange j von A zum Eigenwert .
c¢) Fir j € N definiert man
N; :=ker(A — M),

sowie Ny := {0}.

A.3 Bemerkung. a) In einer Jordan-Kette hj, hj_q,..., h; ist hy ein Hauptvektor
der Stufe ¢ fir £ =1,...,7.

b) Wegen N, ; = ker(A — \)/~!' C N; = ker(A — \)J gilt d; > 0 fiir alle j € N.
Weiter ist d; = dim ker(A — \) die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A. Falls
d; = 0 fiir ein j € N gilt, so folgt ker(A — A\)7~* = ker(A — \)’ und damit auch
ker(A — A7t =ker(A — \)?. Somit ist in diesem Fall dj ;1 = dj0=...=0.
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Somit existiert ein eindeutiges m € N mit d,, > 0 und d,,.; = 0, und dann gilt
d; >0fiirj=1,...,msowied; =0 fiir j = m +1,m+2,.... Fiir dieses m ist

die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A (diese ist gegeben durch die Viel-
fachheit der Nullstelle A\ des charakteristischen Polynoms, ist aber auch gleich der
Dimension des algebraischen Eigenraums).

A.4 Bemerkung. Sei j € {1,...,m}. Da N,_; ein Untervektorraum von N; ist,
existiert eine direkte Zerlegung der Form

Ny =N @V

mit einem Untervektorraum V; C N;. Man kann V; konstruieren, indem man eine
Basis von NN;_; zu einer Basis von N; ergénzt und als V; den von den zusétzlichen
Basiselementen aufgespannten Raum wihlt. Fiir j = 1 gilt ker(A — X\)? = ker [,, =
{0} und damit V; = N; = ker(A — A). Man erhélt iterativ eine Zerlegung

Ny =Np1 @V,
=Np 2@V 1@V, =...
=NVoa®d...0V,
=VeVe®...0V,.

Nach Definition gilt also
dj =dimV; (j=1,...,m).

A.5 Bemerkung. Sei {fi,..., fk} C C" eine Basis von V; mit j > 2, und sei

a) Es gilt g, € N;_1 wegen (A — X" tgp = (A — N fr = 0 (beachte f; € N;).
b) Betrachte die Zerlegung

Ni=N; 2®V;1 @V,
Sei {b1,...,br} eine Basis von N;_5. Dann ist die Menge

{bl)"'7bL7gl)"'7.gKﬂf17"‘7fK}

linear unabhéngig. Um dies zu sehen, seien ay, Ok, vx € C mit

L K K
> b+ Begr + Y i = 0.
(=1 k=1 k=1
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Wegen b, € N;_; und g € N;_; ist dann

K
> wfr € V; NNy = {0},
k=1

und da {fi,..., fx} linear unabhéngig ist, folgt 7 = 0 fiir alle k. Somit gilt

L K
Z ayby + Z Brgr = 0.
—1 =1

Wegen b, € N;_, erhalten wir

=

K
Zﬁk(z‘l - N fie = Zﬂkgk € Nj_o,

k=1 k=1

also wieder Zszl Bifr € N;j—1 und wie oben 3, = 0 fiir alle k. Es bleibt

L
Z Oégbg = O,
/=1

und aus der linearen Unabhéngigkeit der b, folgt a, = 0 fiir alle £.
c¢) Aus b) folgt insbesondere dim V;_; > dim Vj, d.h. fiir die Zahlen d; gilt

dldeZde>dm+1:O

A.6 Bemerkung. Aus den obigen Bemerkungen ergibt sich folgender Algorith-
mus zur Berechnung der Jordan-Normalform, der fiir jeden Eigenwert A ausgefiihrt
werden muss. Erlauterungen finden sich unter den e-Kommentaren.

(1) Fiir j =1,2,...:

(i) Berechne (A — \)7 und N; := ker(A — \)/
(ll) Setze dj = dim Nj — dim Nj—l (I'Illt NO = {0})

so lange, bis d; = 0 (d.h. N; = N,_;) gilt (dquivalent: so lange, bis dim N;_; die
algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A ist).

(2) Man erhélt die Kette
dlzdgz...de>dm+1:0.

Diese impliziert bereits die Struktur aller Jordan-Késtchen zum Eigenwert A:
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dy ist die geometrische Vielfachheit von A und die Anzahl der Jordan-
Kastchen.

di+...4d,, ist die algebraische Vielfachheit von A und die Anzahl der ins-
gesamt fiir den Eigenwert A zu bestimmenden Haupt- und Eigenvektoren.

Es gibt genau d; Jordan-Késtchen der Gréfie > j.

Somit gibt es genau d,,, Jordan-Késtchen der Groéfle m, genau d,,,_1 — d,,
Jordan-Kéastchen der Grofie m — 1 ete.

(3) Berechnung der Hauptvektoren: Man berechnet iterativ die Hauptvektoren der
Stufe m,m — 1,...,1 (in dieser Reihenfolge)

(i)

(i)

(iii)

Firj=1,2,...,m:
Bestimme eine Basis B; C C" von N;. Wahle dabei B; D B;_;, d.h.
ergénze die Basis von N;_; zu einer Basis von N;. Dabei sei By := 0.
Sei H,, :== By, \ Bi-1-
e Das sind schon alle Hauptvektoren der Stufe m.
e Die Menge H,, hat d,, Elemente.
e Fiir V,,, ;= span{fi,..., fx} gilt dann N,,, = N,,,_1 & V..
Fir j =m —1,...,1 (in dieser Reihenfolge) berechne die Hauptvektoren
der Stufe j:
Sei Hj1 =: {f1,..., fx}. Definiere

- Falls dj 1 = d;, ist man fertig. Setze H; := {¢1,..., 9K}

- Falls d;;; < d;, muss man noch mehr Hauptvektoren finden. Dazu wahlt
man Elemente

bgij\Bj,1 (621,,11)

so, dass
Bj—l U{glaagK} U{bla"'7bL}

eine Basis von N ist. Setze

Hj={g,....9x} U{br,..., b}

Die Elemente {g1, ..., gk } sind die Hauptvektoren der Stufe j, die Teil
einer lingeren Jordan-Kette sind und von Hauptvektoren der Stufe
J + 1 kommen.

Die zuséitzlichen Hauptvektoren by, ..., by, (ebenfalls der Stufe j) sind
der Beginn einer Jordan-Kette der Linge j.

Fiir V; := span H; gilt wieder N; = N;_; @ V.
Die Menge H; hat genau d; Elemente.
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e Die Menge H; besteht aus Eigenvektoren und ist eine Basis des Ei-
genraums /V;.

(4) Die Menge Hy U ... U H,, bilden die Jordan-Ketten von Hauptvektoren zum
Eigenwert A und werden als Spalten in die Matrix S geschrieben. Hierbei muss
man die Reihenfolge beachten: Wenn hj;, ..., hy eine Jordan-Kette der Lange j
ist (wobei h, ein Hauptvektor der Stufe ¢ ist), dann werden diese Vektoren in der
Reihenfolge Ny, ho, ..., h; als Spalten in die Matrix S eingetragen. Man beginnt
also immer mit einem Eigenvektor (= Hauptvektor der Stufe 1).

Man beachte in Schritt (3), dass man zunéchst (in Schritt (i)) aufsteigend immer
mehr Basiselemente hinzufiigt, diese dann aber (in den Schritten (ii) und (iii)) abstei-
gend wieder ersetzt durch die Elemente g, welche Teil einer weiter oben startenden
Jordan-Kette sind.

Dieser allgemeine Algorithmus funktioniert zwar immer, es gibt aber viele Verein-
fachungen, siche Bemerkung A.8, vor allem bei nicht allzu grolen Matrizen. In Ab-
bildung 23 sieht man das Schema, nach welchem die Hauptvektoren in diesem Al-
gorithmus generiert werden (in Stufe j werden die Vektoren in H; definiert). Der
griine Pfeil bedeutet die Anwendung von (A — \). Im Beispiel ist d; = 5,dy = d3 =
3,dy = ds =2, d.h. bei j =4 und j = 2 starten keine neuen Jordan-Ketten (d.h. die
berechneten g sind schon alle Hauptvektoren dieser Stufe), wihrend in Stufe j = 3
und 5 = 1 neue Jordan-Ketten starten.

4/
4:=5 d=3=dy  dy=2-dls

Abbildung 23: Berechnung der Hauptvektoren nach Algorithmus A.6
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A.7 Beispiel. Sei

N

|

|

—
co RO
o w o -
—_ o oo
cocoo

0 000 4
Mit Entwicklung nach der zweiten, vierten und fiinften Zeile folgt

5—XA 0 1 0 0

0 1-X 0 0 0
det(A— M) =det| =1 0 3-X 0 0

0 0 0 1-X 0

0 0 0 0 4-2

= (1= N\)2(4 — \)det (5__1/\ 3 i )\>
= (1=2)%(4 = N)(16 — 8\ + \%)
= (1= 24—\

Also hat A den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 und den Eigenwert 4
mit algebraischer Vielfachheit 3.

a) Eigenwert 1:

(1) (i) Esist

Ny =ker(A—1) =ker | —1 = span{eg, e4}.

o O OO
O N O
o O OO
o O OO

0 000 3

(ii) Also gilt d; = 2. Da dies die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 1 ist,
gilt m =1, d.h. es ist schon dy = 0.

(2) Damit gibt es genau zwei Jordan-Kéastchen der Grofe 1.
(3) Eine Basis B; von N ist {es, e4}. Wegen m = 1 sind wir fertig.
b) Eigenwert 4:

(1) (i) Fiir j =1 erhalten wir

1 0 1 0 O 1 0
0O -3 0 0 O 0 0
Ny =ker(A—4)=ker| -1 0 -1 0 0 :span{ —1/,10 }
0O 0 0 =30 0 0
0O 0 0 0 0 1 1
S~ on
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Beachte, dass man die Basis von Ny auf viele Weisen wihlen kann. Fiir
g = 2 folgt

Ny = ker(A — 4)* = ker = span{by, b, e3}.

O O O O O
SO DO OO
S OO OO
S O O OO
S OO OO

Wir haben also die Basis By = {by, by} von N; durch das Element f; := e3
zu einer Basis By = {b1, by, f1} von N ergénzt.

(ii) Aus (i) sehen wir d; = 2 und dy = 1, also ist
dlmNQ == d1 +d2 =3

bereits die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 4. Somit gilt m = 2
und ds = 0.

(2) Wegen d; = 2 gibt es 2 Jordan-Késtchen, wegen ds = 1 gibt es genau ein
Jordan-Ké&stchen der Liange 2 und ein Jordan-Késtchen der Lénge 1.

(3) Fiir 7 = 2 haben wir By \ By = {f1}. Also setzen wir

1
0
g1 = (A — 4>f1 = —1
0
0

Wir ergénzen {g; } durch eines der beiden Elemente by, by zu einer neuen Basis
von Nla z.B. Bi = {91,62}-

Damit ist f;, g; eine Jordan-Kette der Lange 2, und by eine Jordan-Kette der Léange
1, und wir sind fertig.

Insgesamt haben wir folgende Haupt- und Eigenvektoren gefunden, die wir als Spal-
ten in die Transformationsmatrix S schreiben (Reihenfolge beachten):

S 1= (e, €4, g1, f1,b2).
Die Jordan-Normalform von A ist dann gegeben durch

1

S71AS = 41 |,

alle anderen Elemente sind 0.
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A.8 Bemerkung. a) Alle Verfahren zur Berechnung der Jordan-Normalform be-
ginnen mit der Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Man kénnte auch
versuchen, die Hauptvektoren der Stufe 2 (in obigem Beispiel f;) durch Losen der
Gleichung
(A=Nfi=h

mit einem Eigenvektor h zu finden. Aber es ist nicht klar, welchen Eigenvektor man
nehmen muss. So hat in obigem Beispiel fiir A = 4 diese Gleichung weder mit h = b,
noch mit h = by eine Losung! Da aber klar ist, dass es einen Eigenvektor h geben
muss, fiir den eine Losung f; existiert (und jeder Eigenvektor eine Linearkombination
von by und by ist), kann man den Ansatz

(A= X)fi = aiby + agbs

mit unbekannten Parametern oy, as € C verwenden. Beim Losen dieses Gleichungs-
systems sieht man, wie man a; wéhlen kann, damit es eine Losung gibt. Mit dieser
Methode erspart man sich das Quadrieren der Matrix.

b) Aus dem obigen Schema wird klar, dass man den Algorithmus in vielen Féllen
variieren kann:

e Falls die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen ist, haben alle
Jordan-Késtchen die Lange 1 und man ist fertig, wenn man eine Basis des
Eigenraums gewéhlt hat. Hier gilt dy = 0.

e Falls zu einem Eigenwert nur ein Jordan-Késtchen existiert, so gilt d; = ... =
d,, = 1. In diesem Fall kann man mit einem Eigenvektor h; starten und dann
die Jordan-Kette h,,, hy_1, ..., h1 durch die iterative Losung der Gleichungs-
systeme

(A—A)hj:hj_l (j:2,,m)
berechnen. Alternativ kann man in diesem Fall mit einem beliebigen Vektor
hm € Ny \ Np—1 (dazu muss man Matrizen multiplizieren) beginnen und durch

hj—l = (A—A)h] (j:m,,Q)
eine Jordan-Kette erzeugen (und ist dann fiir diesen Eigenwert fertig).

e Falls alle Jordan-Késtchen die gleiche Grofie haben (d.h. falls dy = dy = ... =
d,), haben alle H; dieselbe Anzahl von Elementen. Auch dann kann man mit
einer Basis H; des Eigenraums beginnen und die Hauptvektoren H; fiir j > 2
durch obige Iteration berechnen. Man erhalt fiir jeden Eigenvektor aus H; eine
Jordan-Kette der Lange m.

e Allgemein kann man, wie in a) beschrieben, mit einer Basis Hy; = {by,..., bk}
des Eigenraums N; beginnen und dann die allgemeine Gleichung

K
(A= Nhy =Y ayby
k=1
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mit unbekannten Parametern l6sen. Man erhélt damit alle Hauptvektoren der
Stufe 1, analog gilt dies fiir Hauptvektoren hoherer Stufen.

In vielen Fillen ist es Geschmacksache, ob man lieber Matrizen multipliziert oder
Gleichungssysteme 16st (oder bei Wolfram Alpha nachschaut).
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