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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1.1 Worum geht’s? Héufig werden Randwertprobleme in beschrénkten Gebieten
betrachtet. Hier kann die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren viele niitzli-
che Informationen liefern. Wir betrachten exemplarisch eine Gleichung zweiter Ord-
nung mit Dirichlet-Randbedingungen. Es stellt sich heraus, dass unter geeigneten
Voraussetzungen eine Spektraldarstellung fiir den zugehorigen Operator existiert,
welche es unter anderem erlaubt, Funktionen des Operators zu definieren. Dies kann
fiir die Losungsdarstellung von physikalisch relevanten Gleichungen verwendet wer-
den.

Viele Aussagen setzen nur einen selbstadjungierten Operator voraus. Im Hinblick
auf spatere Anwendungen, etwa auf die Wellengleichung oder Elastizitétsgleichun-
gen, formulieren wir daher einen grofien Teil dieses Kapitels allgemein fiir selbstad-
jungierte Operatoren bzw. koerzitive Bilinearformen.

a) Entwicklungen nach Eigenfunktionen

Im Folgenden sei G C R" ein beschréanktes Gebiet. Wir verwenden die Abkiirzungen
() i= ()o@ und || || i= | - 2y, wobei LA(G) i= L3(G5 C) sei

1.2 Beispiel. Gegeben sei ein formaler Differentialoperator

A(D) ==Y dandi +a
ik=1
mit a;,a € L*(G) (wobei 0; := 0,,). Bei der Anwendung auf eine Funktion u €
H'(G) ist dabei die Ableitung d;a;10; im schwachen Sinn zu verstehen, d.h. fiir
v € Z(Q) ist

—(0saikOru, ) = (airOpu, O;p) = / air(2)Opu(x)0so(z)dx.
e

Da 2(G) dicht in Hj(G) ist, gilt diese Gleichheit fiir alle p € H} (G).

Die zu obigem Operator gehorige Bilinearform B: H}(G) x H} (G) — K ist gegeben
durch

n

B(u,v) := Z (aiOru, Opv) + {au,v)  (u,v € Hy(Q)).

ik=1

Man beachte, dass nach Definition der schwachen Ableitung der Operator A je-
dem u € H}(G) eine Abbildung Au: H} (G) — K, ¢ — (Au)(p) = B(u,p) zu-
weist. Damit wird Au als lineares Funktional auf Hj(G) betrachtet, d.h. A €
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2 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

L(H}(GQ),(H}(@))). Der Raum (HJ(G))' der stetigen linearen Funktionale wird
auch als H!(G) bezeichnet, d.h. A € L(H}(G), H '(G)).

Versieht man den formalen Differentialoperator A(D) mit Dirichlet-Randbedingungen,
so entspricht dies im Sinn von schwachen Lésungen der Bedingung u € H{(G). Da-
mit wird der zugehérige Operator (L*-Realisierung) A: L?(G) D D(A) — L*(G)
definiert durch

D(A) :={u € H}(G) : A(D)u € L*(G)},
Au = A(D)u (u € D(A)).

Nach Definition gilt (Au,v) = B(u,v) (u € D(A),v € Hj(G)). Nach Definition der
schwachen Ableitung gilt

D(A) ={u e Hy(G): 3f, € L*(G)Vv € Hy(G) : B(u,v) = {fyu,v)}.

Wir werden im Folgenden voraussetzen, dass die Matrix (aix)ix=1,..n C (L®(G))™"
gleichméBig positiv definit ist, d.h. es existiert eine Konstante p > 0 so, dass

n

Z an ()68 > plEfF (€€ K™) (1-1)

ik=1

fiir fast alle z € G gilt. Damit folgt insbesondere a;x(z) = ag;(z) (i,k =1,...,n) fir
fast alle z € G. Wir setzen weiter voraus, dass a reellwertig ist, d.h. a € L>*(G; R).

1.3 Bemerkung. a) Der Operator A ist symmetrisch, d.h. es gilt (Au, v) = (u, Av)
fir alle u,v € D(A).

b) Die Bilinearform B: Hj(G) x H}(G) — C ist stetig, d.h. es existiert ein C, > 0
mit
B, o)l < Gllulm@llme (v e HIG). (1-2)

Weiter ist B symmetrisch, d.h. B(u,v) = B(v,u), und koerzitiv, d.h. es existieren
Konstanten ¢ > 0 und C, > 0 mit

B(u,u) > qllullfgy — Collullzzey (v € Hy(G)). (1-3)

Ersetzt man A durch A+ C,, und damit B durch die Bilinearform (u, v) — B(u,v)+
Cy(u, v), so erhiilt man eine streng koerzitive Bilinearform, d.h. (1-3) gilt mit C,, = 0.

Wir werden spéter noch andere Bilinearformen betrachten. Daher werden wir einige
Aussagen bereits jetzt allgemeiner formulieren. Ein zentraler Begriff ist dabei der
eines Gelfand-Tripels. Vor der Definition sei nochmal an die obige Situation erinnert:
Wir hatten A € L(Hg(GQ), (Hy (@))) mit (Au)(p) = B(u, @) = {fu, ) fiir u € D(A).
Das Tripel von Hilbertriumen H}(G) C L*(G) C (H(G)) ist ein Beispiel eines
Gelfand-Tripels.
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 3

1.4 Definition. Ein Gelfand-Tripel ist von der Form V ¢ H C V', wobei V und
H Hilbertrdaume mit V' C H sind und folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) V ist dicht in H (bzgl. der Topologie in H).

(ii) Die Inklusion i: V' — H ist stetig (bzgl. der Topologien in V und H).

(iii) Die duale (adjungierte) Einbettung i': H = H' — V' ist stetig und H C V'
ist dicht.! Hierbei wird H' nach dem Satz von Riesz mit seinem Dualraum H’
identifiziert.

(iv) Die duale Paarung zwischen V und V’ ist kompatibel mit dem Skalarprodukt
in H, d.h. es gilt

v(u) = (v, u)yixy = (u,v)y (WeV CHveH=H CV’).
Im Folgenden sei V- C H C V' ein Gelfand-Tripel mit C-Hilbertraumen V und H.

1.5 Definition. a) Sei A € L(V,V’'). Dann ist die H-Realisierung A von A als
unbeschrénkter Operator in H definiert durch D(A) .= {u eV : Au e H} C H
und Au = Au (u € D(A)).

b) Die zu A gehorige Bilinearform B: V x V — C ist definiert durch
B(u,v) := (Au,v)yrwy = (Au)v  (u,v € V).

Die Bilinearform B (und der Operator A) heiBlen koerzitiv, falls positive Konstanten
«, [ existieren mit

Re B(u,u) > allully, = Bllullf; (ve V). (1-4)
Die Form B und der Operator A heiflen streng koerzitiv oder V-elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit 5 = 0 gilt.

Die Bilinearform B heifit symmetrisch, falls B(u,v) = B(v,u) (u,v € V) gilt. Man
beachte, dass in diesem Fall B(u, u) bereits reell ist, d.h. in (6-3) steht links B(u, ).

1.6 Lemma. Sei A € L(V, V') streng koerzitiv. Dann ist A:'V — V' ein Isomor-
phismus, und die H-Realisierung A: H D D(A) — H ist ein dicht definierter und
abgeschlossener Operator mit 0 € p(A).

Beweis. Fiir die zugehorige Bilinearform B(u,v) := (Au, v)y/«y gilt nach Vorausset-
zung die Abschiitzung Re B(u,u) > aljul|? (v € V) mit a > 0. Wegen A € L(V, V")
ist |B(u,v)| < ||Alloovvnllullvivllv, dh. B: V x V' — R ist eine streng koerzitive

Dies folgt tatsichlich bereits aus (i) und (ii).
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4 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

und stetige Bilinearform. Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zu jedem f € V'
genau ein v € V' mit

(Au,v)viy = (f,v)vixy (v eEV).

Also ist A: V' — V' bijektiv und stetig, und nach dem Satz vom stetigen Inversen
ist auch A~! stetig, d.h. A ist ein Isomorphismus.

Nach Definition gilt D(A) = A~'(H). Da A ein Isomorphismus ist, gilt
- v d
ATH) =AY H Y= A (V) =V E H,

d _d
also ist D(A) C V C H, und damit ist A dicht definiert.

Sei (tn)nen € D(A) mit u,, — u in H und Au,, — v in H. Dann gilt auch Au,, — v
in V’, und mit der Stetigkeit von A1 erhalten wir fiir ug := A~ 1w

U, = AN Au,) = A v =g in V.

Damit gilt auch u,, — uy in H und somit u = ug € D(A) und Au = Au = Auy = v.
Also ist A abgeschlossen.

Da A: V — V' ein Isomorphismus ist, existiert zu jedem f € H genau ein u € V
mit Au = f. Nach Definition von A gilt u € D(A). Also ist A: H D D(A) - H
bijektiv, und da A abgeschlossen ist, gilt A™' € L(H) und damit 0 € p(A). O

1.7 Lemma. Sei A € L(V, V") koerzitivund B: VxV — K, B(u,v) = (Au,v)y/xv
die zugehorige Bilinearform. Dann sind dquivalent:

(i) Die Bilinearform B ist symmetrisch.

(ii) Der Operator A: H D D(A) — H st selbstadjungiert.

Beweis. Sei o.E. A streng koerzitiv, sonst betrachte A + 5 mit zugehoriger Biline-
arform B(u,v)+ B(u,v)y. Nach Lemma 1.6 ist A: V' — V’ ein Isomorphismus, und
A ist ein abgeschlossener, dicht definierter Operator mit 0 € p(A).

(i)=(ii): Sei B symmetrisch. Fiir u,v € D(A) gilt dann
(Au, vy g = (Au,v)yiwy = B(u,v) = B(v,u) = (Av,u) = (u, Av).

Damit ist A ein symmetrischer Operator mit p(A)NR # () und damit selbstadjungiert
(sieche Lemma A.9).

(ii)=(i): Falls A selbstadjungiert ist, gilt fiir alle u,v € D(A) die Gleichheit B(u,v) =
(Au,v) = (u, Av) = (Av,u) = B(v,u). Da D(A) = A"Y(H) C V dicht ist und die
Bilinearform stetig ist, gilt diese Gleichheit fiir alle u,v € V, d.h. B ist symme-
trisch. O
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren )

Wir werden im Folgenden eine Spektraldarstellung fiir den Operator A herleiten.
Dabei werden wir stets folgende Voraussetzungen machen:

(V1) V. C H C V' sei ein Gelfand-Tripel mit unendlich-dimensionalen C-Hilbertraum-
en V und H. Wir setzen || - || == || - ||u-

(V2) Gegeben sei ein Operator A € L(V, V'), fiir welchen die zugehorige Bilinear-
form B: V x V — C koerzitiv und symmetrisch sei. Die (nach Lemma 1.7
selbstadjungierte) H-Realisierung von A sei wieder mit A bezeichnet.

(V3) Die Einbettung i: V — H sei kompakt, d.h. jede in || - ||y beschriinkte Folge
besitzt eine in H konvergente Teilfolge.

Man beachte, dass die dritte Aussage in obigem Beispiel V = H}(G) und H = L*(G)
erfiillt ist, falls G ein beschrianktes Gebiet ist (Satz von Relllich-Kondrachov), nicht
aber fiir G = R". Wir beginnen mit einigen elementaren Aussagen iiber Eigenwerte.

1.8 Bemerkung. Sei A € C ein Eigenwert von A, und u € D(A) ein zugehoriger
Eigenvektor. Dann gilt mit der Symmetrie von A

Mllull* = (A, ) = (Au,u) = (u, Au) = Mul]?,

d.h. A € R. Genauso sieht man, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
zueinander orthogonal sind. Falls B streng koerzitiv ist, so folgt A > ¢ wegen

(Au,u) = B(u,u) > qllulli = qflull*.

1.9 Satz. Se:

. ' B u’u
M= inf{B(u,u) u €V, flu =1} = uean\f{O} <£‘ u>)

(Rayleigh-Quotient). Dann gilt Ay € 0,(A).

Beweis. O.E. sei A = 0 (sonst betrachtet man A — A;). Sei (¢ )nen C V' eine Folge
mit ||pn]] = 1 und (Ap,, ©n) = B(pn, ©n) — 0 (n — 00). Da A koerzitiv ist, gilt

lelli < 2B(p ) + Lol (pe V).
Daher existiert ein R > 0 mit |¢,|[v < R (n € N). Nach Voraussetzung (V3)

existiert eine in H konvergente Teilfolge, d.h. 0.E. sei ¢,, — u; in H. Es gilt ||u;|| = 1.
Wir zeigen, dass u; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0 ist.
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6 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

Da B(,-) eine positiv semidefinite Sesquilinearform ist, konnen wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung anwenden und erhalten fiir alle v € V' mit ||v||y < 2R die
Abschétzung

|B(¢n, v)| < B(¢n, 0n)"*B(0,0)"/* < \/Cy(2R)2B(¢n, n) = 0 (n — ).
Somit existiert zu d > 0 ein N € N mit
| B(n,v)| < g (n>N,veV mit|v|y <2R).
Speziell fiir v = ¢, — @, n,m > N, folgt

B(@n — @my 00 — om) < |B(@n, 00 — @m)| + | B(0ms o0 — om)| < 2+ 2 =04
Mit der Abschéatzung

”Son — SOmH%/ < %B(San — Pm, Pn — Som) + %H@n - 90m|‘2 =0 (n,m — OO)

sieht man, dass (¢, )neny C V eine Cauchyfolge und damit auch konvergent ist. Wegen
©n — uy in H ist der Grenzwert gleich u;, d.h. wir erhalten ¢, — u; (n — 00) in
V.Da B: V x V — C stetig ist, gilt

(Auy,v) = B(uy,v) = lim B(p,,v) =0 (veV).

n—oo

Also folgt Auy = 0. Daran sieht man insbesondere, dass u; € D(A) gilt, und wegen
Auy = 0 ist uy Eigenvektor zum Eigenwert 0. O

1.10 Satz. Fiirn € N definiert man iterativ

Ap i=inf {B(u,u) :w €V, |Jullg =1, (u,w1) = ... = (u,up_1) = 0}.
Dann gilt \y < Xy < ..., und X\, ist Figenwert von A, d.h. es gibt ein u, € D(A)
mit ||up|lg =1 und Au, = \yuy,.

Die Eigenwerte {\, : n € N} besitzen keinen endlichen Hdufungspunkt, d.h. kein
Figenwert hat unendliche Vielfachheit und es gilt A\, — 0o (n — 00).

Beweis. (1) Seien A; und w; wie im obigen Beweis, und sei \y := inf{B(u,u) :
uw €V, ||lul| =1, (u,u) = 0}. Sei (¢n)neny € V mit [|@,|| = 1, (pn,u1) = 0 und
B(n, ©n) = Ag. Dann zeigt man wie im Beweis von Satz 1.9, dass fiir alle v € V
mit (v,u1) =0

B(on,v) — Xa(pp,v) =0 (n — 00) (1-5)

gilt, und dass (¢, )nen nach Ubergang zu einer Teilfolge in V konvergiert. Fiir v =
auj mit a € C gilt wegen B(pp, u1) = A {(pn, u1)

B(¢n,v) — Xa(pn, v) = QA1 {@n, u1) — Xot@(pn, ur) = 0.
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 7

Also gilt (1-5) fur alle v € V. Wie oben folgt, dass uy ein Eigenvektor und Ay der
zugehorige Eigenwert ist.

(ii) Iterativ erhdlt man eine Folge A\; < Ay < ... von Eigenwerten mit zugehorigen
orthonormalen Eigenvektoren wq,us,.... Angenommen, es existieren nur endlich
viele uy,...,uy. Da dimV = oo, existiert ein ¢ € V \ {0} mit (p,u,) = 0 fiir
alle n € {1,..., N}. Damit ist

Ave =inf {B(p, ) 10 €V, ol = 1, {p,u1) = ... = {p,un) = 0}
wohldefiniert. Dies liefert einen Eigenwert Ayy; und eine Eigenfunktion uy,; mit
UN+1 g {ul, Ce ,U,N}.

(iii) Angenommen, es existiert eine Folge (\,)neny von Eigenwerten mit A, — A € R.
Dann gilt
An = Aty ) = B, un) > qllunlls — Collunll.

Wie im Beweis von Satz 1.9 ist (uy,)neny nach Ubergang zu einer Teilfolge in H
konvergent nach Voraussetzung (V3). Dies ist aber ein Widerspruch zu ||u,, —umH2 =
wn])? + [Jum||* = 2 fiir n # m. ]

Der folgende Satz liefert eine Darstellung des n-ten Eigenwerts ohne vorherige Be-
rechnung von Ay, ..., A\,_1.

1.11 Satz (Courantsches Minimax-Prinzip). Fir n € N und hy,...,h,_y € H
definiert man

(B, oo b)) = inf{B(u, w):u eV, ||lul| =1, (u,hy) = = (u,hp_q) = O}.
Dann gilt fir die in Satz 1.10 konstruierten Figenwerte

A =sup {pin(h1,. .. ho1) thy €H (j=1,...,n—1)}.

Beweis. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, sei also n > 2. Nach Konstruktion gilt
P (U1, Up—1) = Ay, d.h. es ist zu zeigen, dass pn(hy, ..., hy_1) < A, fir alle
hi,...,hn_1 € Hgilt. Zu hy, ..., h,_1 € H definieren wir v := )" | ¢;u; mit [jv|| =1
und (v,h;) =0 firi=1,...,n— 1. Dann gilt

n

B(v,v) = > TrBuj,up) = > Nlegl? <A le* = .
Jk=1 j=1 J=1

Ferner gilt nach Definition von u,

H’n(hfla SR hn—l) S B(Ua U) S >\n
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8 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

Wir werden nun Funktionen durch ihre Entwicklungen nach den Eigenfunktionen
darstellen. Man spricht auch von verallgemeinerten Fourierreihen.

1.12 Lemma. Sei (uy,)nen die in Satz 1.10 konstruierte orthonormale Folge von
Figenfunktionen. Dann gilt fiir alle f € V':

@) 11f = Zaosfstndunlly =0 (N = o0),
(i) 2202y [ un) [ = 1
(iii) (Af,f) = B(f, f) = 302 Al (f, un)*.

Beweis. Sei f € V., ay, := (f,u,,) und fy := Zgil apuy, fiir N € N. Nach der Bessel-

. . 2
schen Ungleichung gilt > [an|* < || f]1?, und wegen || fy—fu||> = H ij M1 oznunH =

P M1 ]0zn|2 —0(N,M — oo) ist (fx)nen C H eine Cauchyfolge und damit kon-

vergent. Sei f € H mit fy — f (N — ).
Es gilt

N
fNafN Z anam unaum Z)\n’@n|2 (N € N)
n=1

n,m=1

Ebenso sieht man wegen B(f, u;,) = B(um, f) = (Aum, f) = An(f, um) = amAy, die
Gleichheit

N
B(f = fi: f = fx) = BU.J) = 2Re (3 @uBlun, ) + B(f, fx)
N i N
:B(faf)_22)‘71|05n’2+2)‘n‘0‘n|2 (1-6)
n=1 n=1

N
— Z)\n|an|2.
n=1

Als Cauchyfolge ist (fy)nen in H beschrinkt, also ist auch ||f — fn|| beschrinkt.
Aus der Koerzivitét folgt

B(f = fn. f = [n) = =Cyllf = fn]? = Ch

mit einer Konstanten C; € R. Mit (1-6) ergibt sich
N
> Ao <C (N EN)
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 9

mit Cy € R. Wegen A\, — 0o (n — o0) ist die Folge der Partialsummen fiir grofie
N monoton wachsend und durch C5 nach oben beschriankt und damit konvergent.
Somit gilt

N
B(fy = fa, fn — fu) = Z Malan> =0 (N, M — o).
n=M+1

Es folgt wieder mit Koerzivitat
Ifn = fudlly < 2B(fx = far, v = far) + Sl = full> = 0 (N, M — o0).

Somit konvergiert (fy)nyen auch in V', und wegen fy — fin H folgt fy — fin V.

Es gilt (f — fn,u,) =0 fir alle j = 1,..., N und damit

B(f = fn.f = In)
MR E TR
also folgt
||f_fN||2 < B(f_fN,f_fN) < QCb(”fNH%/—i_ ”fH%/) -0 (N—)OO),

)\N+1 )\NJrl

da (fy)nen C V als konvergente Folge beschriankt ist. Somit ist f = f, d.h. fy = f
in V. Aus der Stetigkeit von B und dem oben Gezeigten folgen nun die Aussagen

(1)-(ii). O

1.13 Satz. Die in Satz 1.10 konstruierte orthonormale Folge (uy)nen ist ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem von H, d.h. fir alle f € H gilt

f= Z(f, up)u, (Konvergenz in H).
n=1

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 1.12 folgt fn — fin H. Fir F:=f — fvgilt

(Foun) = (f,un) = > (fs ) (U, un) =0 (n €N),
meN
Falls F # 0, wihle ¢ € V mit ||F — || < 3||F|| (dies ist mdglich, da V' dicht in H
liegt). Sei nun N € N mit ||¢ — Zg:1<<p,un>unH < 1||F|| (Lemma 1.12). Dann folgt
(da (F,un) = 0)

N N
2
IFIE < IFE + 3 g = [[F = 3ot
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10 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

N
2
<2(I1F = olP + o = Do, wndun| ) < IFI2

n=1

Widerspruch. O

1.14 Korollar. Fir alle f € D(A) gilt
Af = Z M fsun)u,  (Konvergenz in H)
n=1

sowie ||Af[[? =3, cn A21(f, un)|?.

Beweis. Wende Satz 1.13 auf g := Af € H an und erhalte die Behauptung wegen
<guun> = <Af>un> = <faAun> :)\n<f7un> 0

1.15 Bemerkung. Satz 1.13 und Korollar 1.14 liefern eine sogenannte Spektraldar-
stellung des Operators A. Sei F,, die orthogonale Projektion in H auf den eindi-
mensionalen Unterraum {owu, : @ € C}. Dann lassen sich die obigen Aussagen in
folgender Form schreiben:

F=Y E.f (feH),

neN

Af = Z MEnf (f € D(A))

neN

Definiert man die Spektralschar F': R — L(H) durch FI(A) := > . _ Ey, so kann
man die obigen Aussagen in Integralform schreiben:

;= /R FOf (f € H),
Af = / MF(N S (f € D(A)).

Eine analoge Darstellung ergibt sich in Form des Spektralmafies (projektorwertiges
MaB) E(A) =3, .\ ca En, welches fiir Borelmengen A C R definiert ist.

Die obige Bemerkung legt es nahe, Funktionen des Operators A zu definieren:

1.16 Definition. Sei g: R — C eine beliebige Funktion. Dann definiert man den
Operator g(A): H D D(g(A)) — H durch

D(g(A)) := {f € H: Y |g0)PI{f, un)* < o],

neN
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 11

A)f —Zg W un)un  (f € D(g(A))).

neN

1.17 Beispiele. a) Sei g(A\) =1 fiir alle A € R. Dann ist

D(g(A) = {f € H: Y [{frun)* < oo} = H

neN

und g(A)f = >, en(fs un)un = f, d.h. g(A) = idg.

b) Fiir g(A) = A (A € R) erhélt man g(A) = A (inklusive Gleichheit der Definitions-
bereiche).

¢) Weitere wichtige Funktionen sind g(\) = v/A (falls alle Eigenwerte von A nicht-
negativ sind) sowie g(\) = cos(v/At) und g(\) = kf‘(’\t fiir festes t € R. Es gilt

D(cos V'At) = D(S2441) = H.

Die Bedeutung dieser beiden Funktionen liegt darin, dass die Losung des Anfangs-
wertproblems

Otu(t) + Au(t) =0 (t >0),
U|t:o = Uo,

atu’t:O = U

gegeben ist durch u(t, -) = cos(v/At)(ug) + S”%t (uy1), wie wir spéter sehen werden.

1.18 Lemma. a) Es gilt 0(A) = 0,(A) = {\, : n € N} mit den Figenwerten A,
aus Satz 1.10.

b) Fiir A € p(A) = C\ {\, : n € N} ist die Resolvente (A — \)~' € L(H) kompakt.
Beweis. a) (i) Angenommen, es existiert ein A € o,(A) \ {\, : n € N} mit zugehori-
gem Eigenvektor u. Dann folgt fiir alle n € N

Mu, uy) = (Au, uy) = (u, Auyp) = A (u, up,),

d.h. (u,u,) = 0. Da (uy,)nen ein vollstindiges Orthonormalsystem ist, folgt v = 0,
Widerspruch.

(ii) Fiir A€ C\ {\, : n € N} und f € D(A) gilt nach Korollar 1.14

(A=NF ="M= N(f ),

neN
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12 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1A =XF17 =D = AP o) P > 2] £
neN
mit d := min,ey [A, — A| > 0. Somit ist (A — \): D(A) — R(A — \) injektiv und
(A= X" R(A—X\) = L*(G) stetig. Also ist .(A) = 0.

Fiir g € H schreibe g = 37, (g, un)u, und definiere f := 37 5-5(9, tn) tn.
Wegen

)\2 n 2

Z n|<gau >| < 00

|>‘n - /\|2
neN

folgt f € D(A), und mit Korollar 1.14 ist (A—\) f = g. Also ist A— X auch surjektiv,
dh. A € p(A4) und damit auch 0,(A) = (). (Man kann allgemein zeigen, dass das
Restspektrum fiir selbstadjungierte Operatoren leer ist.)

b) Sei (gn)neny C H beschrinkt, und sei f, := (A — \)"lg,. Da (A - \)"' € L(H),
ist auch (f,,)nen € H beschriankt. Aus der Koerzivitét folgt

1l < 2CASn, fa) + Sl = 2gn + Mo fa) + 21 Fall%,

somit ist (f)nen auch in V' beschriankt. Nach Voraussetzung (V3) besitzt (fy,)nen
eine in H konvergente Teilfolge. O]

1.19 Bemerkung. Die obigen Ergebnisse sind ein Spezialfall des Spektralsatzes,
der in Abschnitt b) ndher diskutiert wird. Die obigen Ergebnisse lassen sich auch als
Folgerung aus dem Spektralsatz und der Theorie kompakter Operatoren erzielen.
Dabei folgen die Diskretheit des Spektrums aus der Theorie kompakter Operato-
ren und die obigen Reihenentwicklungen aus dem Spektralsatz. Wir haben diese
Eigenschaften allerdings ohne Verwendung dieser Theorien direkt gezeigt.

1.20 Beispiel. a) Wir kommen zuriick auf die Situation von Beispiel 1.2, d.h. wir
betrachten einen elliptischen Operator zweiter Ordnung mit Dirichlet-Randbedingun-
gen.Wie oben erwihnt, sind alle Voraussetzungen (V1)-(V3) erfiillt, und alle obigen
Aussagen gelten fiir dieses Beispiel. Falls G = (0,27) C R und Au = —u”, so erhilt
man die klassischen Fourierreihen.

b) In der Situation von a) betrachten wir nun (verallgemeinerte) Neumann-Rand-
bedingungen, welche (bei hinreichend glattem G) die Form

n

Z vi(z)ag(x)opu(z) =0 (z € 0G)

ik=1

haben, wobei v(z) = (v1(x),...,v,(x))" der duBere Normalenvektor an OG ist. Bei
diesen Randbedingungen besitzt der zugehorige Operator A den Definitionsbereich

D(A):={uec HYG): 3f, € L*(G)Vv € HYG) : B(u,v) = (fu,v)},
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 13

und die Bilinearform B wird nun auf H'(G) x H'(G) betrachtet. Wieder sind al-
le Voraussetzungen (V1)-(V3) erfiillt, und wir erhalten die obigen Resultate. Man
beachte, dass jetzt stets 0 € o(A) gilt, da die konstanten Funktionen in D(A) liegen.

Im Fall von Beispiel 1.2, d.h. bei Dirichlet-Randbedingungen, ldsst sich noch eine
Monotonie der Eigenwerte als Funktion des Gebietes zeigen:

1.21 Satz. In der Situation von Beispiel 1.2 seien G und G beschrinkte Gebiete
mit G C G, und seien A\, bzw. X\, die jeweils n-ten Eigenwerte des Operators A.
Dann gilt A, > \,.

Beweis. Sei eg: L2(G) — L2(@G) die triviale Fortsetzung durch Null von G auf G. Fiir
i € HY(G) gilt dann u := eyt € HE(G). Denn es existiert eine Folge (&, )nen € 2(G)
mit @, — @ in HY(G), und fiir ¢, := @, gilt ¢, € 2(G) und ¢, — u in HY(G).
Offensichtlich gilt ||ullz2) = ||ull 2@ und Bleou, eotr) = B(u, ), wobei B die

Einschriinkung von B auf Hi(G) x H}(G) bezeichne.

Damit folgt
A = inf {B(@, %) : & € Hy(G), [l 25 =1}
= inf { B(eqt, ell) : & € HY(G), |[ii]| 25y = 1}
Z inf {B(U,U) U e H&(G), HUHLQ(G) = 1} = )\1.
Sei nun n > 2, und seien hy, ..., ho_y € L2(G). Sei & € L*(G) mit [l 2 =1
und (@, A1) = -+ = (U hn_y) = 0. Wie oben definieren wir u := eo@. Dann gilt
|ullr2(c) = 1, und w ist orthogonal zu hy, ..., h,_1, wobei h; € L*(G) eine beliebige

Fortsetzung von h; sei. Nimmt man das Infimum iiber alle u, so erhélt man

/jn(%la sy hn—l) Z /Ln(hl, ey hn—l)-

Mit dem Courantschen Minimax-Prinzip folgt

/\n = sup /jn(%ly ceey hnfl) Z sup /,Ln(hl’ ceey hn71> = )\n

Ry hn_1€L2(G) hi,....hn—1€L?(G) ]

b) Anwendung des Spektralsatzes

Im Folgenden sei H wieder ein C-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) und Norm |||
und A: H D D(A) — H ein selbstadjungierter Operator. In diesem Abschnitt wollen
wir den Spektralsatz anwenden, um Cauchyprobleme erster und zweiter Ordnung
zu losen. Wir verwenden den Spektralsatz in folgender Form ohne Beweis:
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14 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

1.22 Satz. a) Zu A existiert genau eine Spektralschar F: R — L(H) mit
Az = / MF(MNz  (x € D(A)).
R

Es qilt
D(A)={rex: / NPdF el < oo}
R

b) Zu jeder messbaren Funktion f: R — C wird durch
D) = {w € X [ IFOVPAIF Ol < oo},
f(A)e = [ FONF(Na (o € D((A))

ein normaler Operator definiert.

c) Die Abbildung f — f(A) (ein sogenannter Funktionalkalkiil) besitzt folgende Ei-
genschaften:

(i) Fir Polynome f stimmt f(A) mit der iblichen Definition tiberein.

(ii) Falls f: R — C messbar und beschrinkt ist, so ist f(A) € L(H) und || f(A)| L) =
[[fllse-

(iii) Sei f: R — C messbar und beschrinkt und g: R — C messbar. Dann gilt
(9(A))* =7(A), f(A)+g(A) = (f + 9)(A) und f(A)g(A) = (fg)(A).

(iv) Sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen mit f,(A\) — f(A) (A € R) und
SUPpen || frllo < 00. Dann gilt f,,(T)z — f(T)x (v € H).

(v) Sei f: R — C eine messbare Funktion mit f|sa) = 0. Dann ist f(A) = 0.

1.23 Bemerkung. Die Aussagen a) und b) sind die iibliche Formulierung des Spek-
tralsatzes (in der Spektralschar-Form). Die Aussagen in c) sind hingegen Teil des
messbaren Funktionalkalkiils und ergeben sich aus dem Beweis des Spektralsatzes.

Die H-wertigen Integrale in a) und b) konnen als Riemann-Stieltjes-Integrale ver-
standen werden und zunéchst in der skalaren Form definiert werden, etwa (f(A)x, y).
Hier ist R — R, A — (F(\)z,y) eine Funktion von beschriankter Variation. Man be-
achte zur Darstellung der Definitionsbereiche, dass A — ||F(\)z||* eine monoton
wachsende und beschrénkte Funktion (und damit von beschrénkter Variation) ist
und das Integral daher als (reellwertiges) Riemann-Stieltjes-Integral definiert werden
kann. Die Aussage (iv) in ¢) folgt durch majorisierte Konvergenz, wieder angewen-
det auf die skalaren Integrale (f,(A)z,y) — (f(A)z,y). Die Integrale in a) und b)
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1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren 15

konvergieren im Allgemeinen nicht in der Operatornorm, auch nicht fiir beschréankte
f.

Nach ¢) (v) hédngt f(A) nur von den Werten von f auf o(A) ab. Mit der iibli-
chen Schreibweise [, f(A\)dF(N)x = [ f(A)xs(A\)dF(N)z gilt also [ f(\)dF(\)x =
Jo(ay FVAE (N

In der Anwendung des Spektralsatzes ist es oft wichtig, das Spektrum zu lokalisieren,
da z.B. Funktionen wie v/ auf o(A) wohldefiniert sein sollen. (Die Werte von f auf

der Resolventenmenge haben keinen Einfluss auf das Integral.) Eine Moglichkeit der
Lokalisierung liefert folgendes Resultat:

1.24 Lemma. Man definiert den numerischen Wertebereich von A durch

W(A) == {(Az,2) : x € D(A), ||z|| = 1}.

Dann gilt 0(A) C W(A).

~—

Beweis. Falls A € 0,(A), folgt A € W(A). Sei also A\ € 0.(A). Dann ist R(A — \)
nicht abgeschlossen, d.h. es existiert eine Folge (y,)neny C R(A — A) mit y, = y €
H\ R(A — ). Wir nehmen an, dass gilt:

3C >0Vz e D(A) : [[(A—Nz| > C||z]. (1-7)

Wir setzen in (1-7) y,, = (A— )z, mit z,, € D(A) ein und erhalten, dass (z,)neny C
H eine Cauchyfolge ist. Sei z := lim,_,o x,. Dann gilt (z,,y,) — (z,y), und da
A — X abgeschlossen ist, folgt © € D(A) sowie y = (A — A)x, im Widerspruch zu
y & R(A—N).

Also gilt (1-7) nicht, d.h. es existiert eine Folge (z,)neny € D(A) mit ||[(A—N)z,|| — 0
und ||z,]| = 1. Damit gilt (A — Xz, 2,) = (Azp, 2,) — A — 0, dh. A e W(A4). O

Wir betrachten nun das abstrakte (parabolische) Cauchyproblem
Owu(t) + Au(t) =0 (t > 0),

(1-8)

uli=o = uo
Man beachte fiir die Aussage des néichsten Satzes, dass D(A) mit der Graphennorm
versehen wird, ||z||pca) := v/||z]|% + | Az|%. Da A abgeschlossen ist, ist (D(A),]| -
|pcay) ein Hilbertraum. Im Folgenden sei stets F': R — L(H) die zu A gehérige
Spektralschar.

1.25 Satz. In obiger Situation gelte zusdtzlich o(A) C [0,00). Zu ug € D(A) defi-
niert man

u(t) :== e Mugy == / e MdE(t)uo.
0
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16 1. Spektraltheorie fiir elliptische Operatoren

Dann st
u € CY([0,00), H) N C([0,00), D(A)),

und u ist eine Lisung von (1-8).

Beweis. (i) Wir zeigen zuniichst: Fiir alle vy € H ist v(t) := e vy € H wohldefi-
niert und v € C([0, 00), H). Die Wohldefiniertheit folgt aus A — e=* € L°°(]0, 00)).
Fiir f,(\) := e+ mit h € R und f(\) := e gilt f, — f punktweise sowie
sup|pi<1 [fallc < 00. Nach Satz 1.22 (iv) folgt v(t + h) = fu(A)z — f(A)vy =
v(t) (h — 0).

(ii) Nach (i) ist Au(t) = Ae 4uy = e M*Auy = e vy mit vy := Auy wohlde-
finiert, und es gilt u € C([0,00), H) sowie Au € C([0,00),H) und damit u €
C([0,00), D(A)).

(iii) Nun sei f,(X) := (e 2+ —e72) sowie f(A) := —e™. Dann gilt sup,<; || falloo <
oo sowie fr, — f (b — 0) punktweise. Nach Satz 1.22 (iv) folgt wieder f,(A)vy —
f(A)v fiir alle vg € H. Damit folgt mit den Eigenschaften des Funktionalkalkiils
fiir vg := Aug

L(u(t + h) — u(t)) = / T OONME (Mo = fiu(A) Aug

— Fu(A)eo = £ = F(A)Au = [ FONF g
0
= —e M Aug = —Ae uy = —Au(t) (b —0).
Dies zeigt u € C'([0,00), H) und dyu(t) = —Au(t) (t > 0). O

1.26 Korollar. Falls in der Situation von Satz 1.25 sogar ug € D(AF) fiir ein k € N
qilt, so gilt fiir die oben konstruierte Lésung

u € () CY([0,00), D(A*)).

=0

Beweis. Fiir alle j € {0,...,k} gilt A¥Ju(t) = AFJe tuy = e (A% ), und
wie im Beweis von Satz 1.25 gesehen, folgt A*~Ju € C([0,00), H) und damit u €
C([0,00), D(A*)). Wegen dyu = —Au erhalten wir damit auch du = (—1)7 Alu €
C([0,00), D(A*7)). O

Wir betrachten nun das abstrakte (hyperbolische) Cauchyproblem zweiter Ordnung
Ofu(t) + Au(t) = 0,
|10 = up, (1-9)

atu|t:0 = Ux.
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1.27 Satz. In obiger Situation gelte wieder o(A) C [0,00). Zu ug € D(A) und
uy € D(VA) definiert man

ult) i= cos(v/At)ug + (LA

7 >u1 (t>0).

Dann gilt
u e C*([0,00), H) N C([0,00), D(V'A)) N C(]0, 00), D(A)),

und u ist eine Losung von (1-9).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Satz 1.25. Wir schreiben

sin(v/At)
VA

mit vy 1= Aug und vy := v Auy. Da A — cos(v/At) und X — sin(v/At) beschrinkt
sind, ist u(t) € D(A) wohldefiniert fiir alle ¢ > 0, und es gilt u € C([0, 00), D(A)).

Au(t) = cos(VAt) Aug + < )Aul = cos(VAt)vy + sin(vVAt)v,

Fiir die Ableitung von t — Cos(\/Zt)uo betrachtet man analog zum obigen Beweis
die Funktion f,(A) := ﬁh(cos(\/X(t + h)) — cos(v/At)) und f(A) := —sin(v/At).
Dann gilt wieder f, — f punktweise und gleichméflig beschrankt, und mit dem
Funktionalkalkiil folgt

\/Z(%W(t +h) — “(t)>) = \/th(A)\/Zuo = fn(A)vyg — f(A)vy=—-A sin(\/Zt)uo

Damit ist u € C(]0,00), D(v/A)). Analog geht man fiir den sin-Term in der De-
finition von w(t) vor. Leitet man dies noch einmal ab, sieht man genauso, dass
u € C?([0,00), H) gilt und dass u eine Losung von (1-9) ist. O

1.28 Korollar. Fulls in der Situation von Satz 1.27 sogar ug € D(A¥) und u; €
D(Ak*%) mit einem k € N gilt, so folgt fiir die obige Lisung

u € () C([0,00), D(AF9)/2)),

=0

Beweis. Dies sieht man genauso wie in Korollar 1.26 wegen

AD/2y(8) — cos(v/At) A uo+(smirf D\ A=, (¢ 2 0),
]
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18 2. Operatorhalbgruppen

2. Operatorhalbgruppen

2.1 Worum geht’s? Wir betrachten wieder das abstrakte Cauchyproblem
Oru = Au, u(0) = uy.

Allerdings wird jetzt nicht mehr vorausgesetzt, dass der Operator A selbstadjungiert
ist, d.h. der Spektralsatz ist nicht anwendbar. In diesem Fall ist es auch sinnvoll, die-
se Gleichung in Banachrdumen zu betrachten, was in den Anwendungen manchmal
von Vorteil ist (z.B. LP-Theorie mit p # 2). Ein zentraler Begriff fiir die Behandlung
derartiger Evolutionsgleichungen ist der der Operatorhalbgruppe. Dieser fasst die
wesentlichen Eigenschaften zusammen, welche etwa die im endlich-dimensionalen
Fall bekannte Fundamentalmatrix exp(tA) zur gewohnlichen Differentialgleichung
Yy’ = Ay mit einer konstanten Matrix A € C"*™ besitzt. Dabei werden die Halb-
gruppen, welche im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen auftreten,
nicht normstetig sein, sondern nur stark stetig.

Es zeigt sich, dass das obige Cauchyproblem genau dann wohlgestellt ist, wenn der
Operator A eine Cy-Halbgruppe erzeugt. Damit wird die Losbarkeit von Gleichungen
zuriickgefiihrt auf Eigenschaften des in der Gleichung auftretenden Operators. In
Anwendungen, in welchen etwa A ein Differentialoperator (im Ort) ist, sind diese
Eigenschaften oft leichter nachzurechnen als die Losbarkeit selbst.

Im Folgenden sei X ein C-Banachraum.

a) Generatoren von Halbgruppen

Eine Zusammenfassung einiger Bezeichnungen sowie grundlegender Begriffe und
Aussage aus der Theorie linearer Operatoren findet sich in Anhang A. Wir beginnen
mit dem zentralen Begriff der Operatorhalbgruppen.

2.2 Beispiel. Bevor wir die allgemeine Definition fiir Operatorhalbgruppen einfiihren,
wollen wir zur Motivation den endlich-dimensionalen Fall betrachten: Sei n € N,
k
A e CY" und T(t) :=exp(tA) == > o, %. Es gilt
(i) T(0) =1,
(ii) T(t+s)=T()T(s) (t,s > 0) (Halbgruppeneigenschaft),
(iii) 7€ C([0,00), L(C™)).
Ferner sieht man schnell, dass A = 77(0) gilt. Diese Formulierung der Eigenschaften
von exp(tA) macht auch in einem allgemeineren Rahmen Sinn.

2.3 Bemerkung. Sei T': [0,00) — L(C"), so dass (i), (i2) und (éiz) erfiillt sind.
Dann gilt T'(t) = exp(tA) mit A = T"(0). Insbesondere gilt T" € C**((0, 00), L(C")).
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2. Operatorhalbgruppen 19

t
Um dies zu beweisen, betrachtet man V' (¢) := {T(s)ds und zeigt, dass lim o @ =

I gilt. Insbesondere ist V(t) fiir kleine ¢ invertierbar, und unter Verwendung von
T(t) = V7 (to)V(to)T(t) fiir kleines to kann man zeigen, dass u := T'(-)z die An-
fangswertaufgabe

Ou(t) — Au(t)

0 (t>0),
u(0) =z,

mit A := T"(0) 16st. Die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen besagt aber,
dass die eindeutige Losung dieser Anfangswertaufgabe als T'(t)z = exp(tA)x gegeben
ist.

Die Eigenschaften (i), (i7) und (zii) geniigen somit, um eine Halbgruppe mit Gene-
rator A zu definieren. Dies motiviert

2.4 Definition. Eine Abbildung T": [0, 00) — L(X) wird Cy-Halbgruppe oder stark
stetige Halbgruppe genannt, falls

(i) T(0) =1,
(i) T(t+s)=T(t)T(s),
(i) T ist stark stetig, d.h. fiir alle z € X ist [0,00) — X, t — T'(t)x stetig.

Héufig schreibt man Halbgruppen auch in der Form (7'(¢)):>0

Fiir eine Cy-Halbgruppe setzen wir

T _
D::{zeX:hm (t)o — =

t—0

existiert } .

Im allgemeinen ist D # X. Wir werden spéter sehen, dass D immer eine dichte
Teilmenge von X ist.

2.5 Definition. Sei T: [0,00) — L(X) eine Cy-Halbgruppe. Dann definiert man

den Generator oder Erzeuger von T als den linearen Operator A, gegeben durch

D(A) := D und

Az :=lim Tz -
t—0

Falls A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (7°(t)):>0 ist, schreibt man auch oft T'(¢) =

e in Analogie zum endlich-dimensionalen Fall.

(z € D(A)).

2.6 Beispiel. (exp(tA))
A.

o mit A € C"™ ist Co-Halbgruppe auf C" mit Generator
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20 2. Operatorhalbgruppen

2.7 Lemma (Translationshalbgruppe). Definiere (T(t)f)(z) = f(z + ), t > 0.
Dann ist (T'(t))s>0 eine Cy - Halbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, mit Generator

A= D(A)= {f e I’(R) : d%f e L”(R)} = W(R).

Beweis. Zunéchst ist T'(t) beschrankt wegen

1Tt fllp = (/le(tJrf)l”dfﬂ)p =lfl = ITOewr@) <1.

Bekannt ist, dass 2(R) <% LP(R). Fiir f € 2(R) gilt

t—0

HT@f—ﬂuzpéu@+@—f@wwop<mﬁ-wpvu+w—fuﬂ—+o

zeK
fir kompakte Intervalle K := {z +y : x € supp(f),y € [—1,+1]}. Aus Bemerkung
A.2 b) und Lemma A.3 folgt die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft (iii). Eigenschaf-
ten (i) und (ii) sind trivial. Damit ist T eine Cy-Halbgruppe auf LP(R). Sei B der
Generator von T'. Aus der Gleichheit

T~ f _ JC+0) - ()

t t
fir f € LP(R) ergibt sich
D(B) = {f € LP(R) : Pr% rms=1 existiert in LP(R)} =W)(R) = D(A),
_>
LT f-f 4,
Bf=im—% =&l =4
Also gilt A = B, d.h. A erzeugt T. m

2.8 Beispiele. a) Betrachte den Gaufkern

Gil) := (47375)’5 P <_%> ‘

Dann definiert T'(t) := Gy f eine Cy - Halbgruppe auf L*(R") mit Generator A = A
und D(A) = H?(R"). Dies sieht man unter Verwendung der Fouriertransformation
und des Satzes von Plancherel.

b) Sei A € L(X). Dann ist

T(t) = exp(tA) :=

o (tA)*
gl

k=0
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2. Operatorhalbgruppen 21

eine Cy-Halbgruppe auf X mit Generator A. AuBerdem ist T gleichméBig stetig
wegen

> tA
170 = Il 2)”” — exp(tAf) — 1% 0.
k=1

2.9 Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung zu Beispiel 2.8 b): Sei (T'(t)) 150 €ine
Co-Halbgruppe mit Generator A : D(A) — X, so dass

I7(t) = Illzx) = 0.
Dann gilt A € L(X). Dies sieht man wie in Bemerkung 2.3.

Im Folgenden werden wir Integrale der Form fot T'(s)ds betrachten, d.h. es wird iiber
Funktionen integriert, welche in einen Banachraum abbilden (in diesem Fall L(X)).
Der zugehorige Integralbegriff ist das Bochner-Integral, die Banachraum-wertige
Version des Lebesgue-Integrals. Im Wesentlichen bleiben alle bekannten Sétze aus
der Lebesgueschen Integrationstheorie erhalten. Wir fassen die wichtigsten Defini-
tionen und Sétze in Anhang B zusammen.

Im Zusammenhang mit Halbgruppen werden wir insbesondere iiber reelle Intervalle
integrieren. Man beachte, dass stetige Funktionen auf kompakten reellen Intervallen
Bochner-integrierbar sind. Wir zeigen einige Aussagen, die spéter noch niitzlich sein
werden.

2.10 Lemma. Sei A: X D D(A) — X ein abgeschlossener linearer Operator und
f e C([O 00), X) mit f(t) € D(A) firt > 0 und Af € C([0,00),X). Dann gilt

fo s)ds € D(A) und
A/f(s)ds:/Af(s)ds (t>0).

Beweis. Sei t > 0 fest. Fiir n € N setzen wir t;, = tk (k = 0,...,n) und de-
finieren die Stufenfunktionen f,, g, durch f, = > ;_, f(tk) X1t UDd g, =
Yoret ALf (te)]X (41 t4]- Als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [0,¢]
sind f und Af gleichméBig stetig, und daher gilt f,, — f und g, — Af gleichmafig
auf dem Intervall (0,¢]. Somit folgt

[ stons = [*sonas wa [ ionts [Casioris o0

(Konvergenz in der Norm von X). Aufgrund der Linearitdt von A, der Definition
des Integrals iiber Stufenfunktionen und der Voraussetzung f(s) € D(A) (s > 0)
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gilt [ fn(s)ds € D(A) und

A(/Ot fn(s)ds> = /Ot Afn(s)ds = /Ot gn(s)ds.

Da A abgeschlossen ist, erhalten wir fo s)ds € D(A) und

A(/Otf(s)ds> - /Ot Af(s)ds

2.11 Bemerkung. Die Aussage des obigen Lemmas gilt allgemeiner: Falls f €
LY(p; X) mit f(s) € D(A) und Af € L'(u; X) fiir einen abgeschlossener Operator
A, so folgt bereits [ fdu € D(A) und A( [ fdu) = [ Afdp.

2.12 Definition. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f € C/([0,00), X) heift
differenzierbar in ¢, € [0, 00) genau dann, wenn der Grenzwert

lim f(to+h) — f(to)
h—0 h

=: f'(to)

in X existiert. Man schreibt f € C' k([O, 00), X ), falls f k-mal stetig differenzierbar
ist.

2.13 Bemerkung. a) Sei f € C(]0,00), X). Dann gilt

llfolt/f

Fiir F(t fo s)ds (t > 0) gilt F € C'([0,00), X) und F' = f.
b) Falls f € C([0, ), X), so gilt

+/0 f'(s)ds (t €10,00)).

2.14 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X mit Generator A : D(A) — X.
a) Es gilt T(t)x € D(A) fir alle v € D(A) und

d

STt = T(t) Az = AT(t)a.
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¢
b) Es gilt [T(s)zds € D(A) fiir alle x € X, und
0

Tt)r —x= A/tT(s)xds (x € X) (2-1)

Tt — o = /0 T(s)Azds (x € D(A)) (2:2)

Beweis. a) Sei x € D(A) und h > 0. Dann ergibt sich

T(t+ h)z — Ttz 8 T)Az (> 0).

Damit existiert auch der Grenzwert
lim T(h)T(t)x —T(t)
h—0 h

L= AT()x

und stimmt mit dem obigen iiberein. Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrankt-
heit folgt die Abschétzung || T(s)||Lx) < My, s € [0,¢], fiir beliebiges ¢ > 0. Damit
folgt fiir t >0 und h <t

T(t— h)_:L‘h— T(t)x = Tt — h)% @) T(t)Ax,

d.h. auch die linksseitige Ableitung existiert und stimmt mit der rechtsseitigen {iber-
ein. Somit ist Aussage a) gezeigt.

b) Sei z € X und t > 0. Dann gilt

L (r(n) /0 T (s)ads — /O tT(s)xds) - /0 tT(s—kh)xds—% /0 T(s)ads

1 t+h 1 t
= E/ T(s)xds—ﬁ/ T(s)xds
h
1 t+h 1 Oh
= — Tszds——/Tsxds
| Teeas— [

it T(t)x —x

nach Bemerkung 2.13 a). Also gilt f(f T(s)ds € D(A) und die Gleichheit (2-1). Mit
der Abschitzung ||T'(s)||Lx)y < My, s € [0,1], folgt fiir v € D(A)
T(h)xr —x h-o

T(s) — — T(s)Ax gleichméBig fiir s € [0,¢],

was schliefllich

lim %/0 T(s)xds = lim T(S)Mds = /0 T(s)Azds

h—0 h—0 Jo h

impliziert. O
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2.15 Lemma. Sei T eine Cy-Halbgruppe auf X. Dann existieren M > 1 und w € R
so, dass gilt
1Ty < Mexp(wt) (¢ > 0). (2-3)

Hierzu zunéchst

2.16 Definition. Sei T" eine Cy-Halbgruppe auf dem Banachraum X.
a) Die Zahl

w(T) := inf{w € R: Es existiert ein M, > 1 so, dass(2-3) gﬂt}

heilt die Wachstumsschranke von T
b) Falls die Abschitzung (2-3) mit w = 0 gilt, so heifit 7" beschrankt.

c) Falls die Abschéitzung (2-3) mit w = 0 und M =1 gilt, so heiit 7" eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

d) Falls die Abschétzung (2-3) mit w < 0 gilt, so heifit T" exponentiell stabil.

Beweis von Lemma 2.15. Aus dem Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit folgt
|T(t)||rxy < M fiir t € [0,1], setze w = logM. Fiir t € [0,00) und m € N mit
t<m<t+1gilt

t\m™ t||m™
e = ()] < Jr ()] 2 <0 = o

2.17 Satz. Der Generator A : D(A) — X einer Cy - Halbgruppe T auf X ist
ein abgeschlossener, dicht definierter Operator, der die Cy-Halbgruppe T eindeutig
bestimmd.

Beweis. Abgeschlossenheit: Seien (zy)ren C D(A) mit xp — x und Az — y in X.
Nach Lemma 2.14 b) gilt

t
T(t)xy — xp = / T(s)Azgds.
0
Die gleichméfige Konvergenz von T'(s) Az, in [0, ¢] impliziert

Tt —x= /Ot T(s)yds.
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Damit erhalt man

T(t)x — L[

wzz/ T(s)yds — y e X fir t —0.
0

Daher existiert der Grenzwert links, d.h z € D(A) und Az = y.

Dichtheit von D(A): Nach Bemerkung 2.13 a) gilt fiir z € X,

t
D(A) > Z/ T(s)xds i
0

Eindeutigkeit von T: Seien S eine weitere von A erzeugte Halbgruppe auf X, x €
D(A), und t > 0. Setze

u(s) :=T(s)S(t — s)x , 0<s<t.

Dann folgt
du(s)
ds
Nach Bemerkung 2.13 b) ist u konstant auf [0, ¢], also

= AT (s)S(t — s)x +T(s)(—A)S(t — s)z = 0.

T(t)x =u(t) =u(0) =S{t)xr (t>0,2 € D(A)),

d.h.esgilt T'=S. O

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir zuriickkommen zum Cauchyproblem
im Banachraum X, was ja die urspriingliche Motivation fiir die Einfithrung von
Halbgruppen war. Die Frage ist nun, ob die bereitgestellte Theorie die Ausgangsfra-
gen zur Losung solcher Probleme in zufriedenstellender Weise beantwortet. Hierzu
zunachst folgende

2.18 Definition. Sei A : X D D(A) — X ein abgeschlossener Operator mit
D(A) = X. Das Cauchyproblem

ou—Au = 0, t>0,
(CP) { u(0) = =z,

heifit (klassisch) wohlgestellt in X, falls

(i) eine eindeutige klassische Losung existiert, d.h. fiir alle z € D(A) existiert
genau eine Losung u € C'([0, 00), X) von (CP) mit u(t) € D(A) (t > 0).

(ii) u stetig von den Daten abhéngt, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Konstante

Ce > 0 mit [lu@)]| < Gflz]| (z € D(A)).
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2.19 Satz. Sei A : X D D(A) — X abgeschlossen mit D(A) = X. Das Cauchy-
problem (CP) ist genau dann wohlgestellt, wenn A Generator einer Cy-Halbgruppe
T auf X ist.

Beweis. (i) Sei A Generator der Cy-Halbgruppe 7', und sei x € D(A). Wir setzen
u(t) := T(t)z. Nach Lemma 2.14 a) ist u € C*([0, 00), X) Lésung von (CP), u(t) €

t—0

D(A) (t > 0) und u(t) — x € X. AuBerdem stellt Lemma 2.15 fiir ¢ > 0 sicher,
dass
[u@)[} = T @)z|] < M exp(wt)|],

d.h. u héngt stetig von den Daten ab.

Zur Eindeutigkeit: Sei v eine weitere klassische Losung von (CP), x € D(A), und
t > 0. Wir setzen
w(s) =T (s)v(t—s) (0<s<t).

dw(s)

-~ = 0 und daher w = const. Dies impliziert

Wie im Beweis von Satz 2.17 folgt

T(t)r=w(t) =w(0)=0v() (t>0,2¢c D(A).

(ii) Sei (CP) wohlgestellt und sei x € D(A). Diesmal setzen wir T'(t)z = u(t,x),
wobei u(-, ) die eindeutige Losung von (CP) zum Anfangswert x sei. Aus (ii) folgt

T(t) € L(X), t > 0. Klar sind die Eigenschaften T(0) = I sowie T'(t)x 28 2, d.h.
T ist stark stetig. Zum Nachweis der Halbgruppeneigenschaft seien s,¢ > 0. Man
beachte, dass u(t+s, z) und u(t, u(s, z)) beides Losungen von (CP) zum Anfangswert
u(s, z) sind. Aus der Eindeutigkeit folgt

u(t+s,2) =u(t, u(s,z)),
was zeigt, dass
T+ s)z=u(t+s,2) =u(t,u(s,z)) =Tt)u(s,z) = T(t)T(s)z.

Damit ist T" eine Cj - Halbgruppe. Sei B der Generator von T'. Fiir z € D(A) erhalt
man
Au(t, z) = du(t,z) 23 y := 8u(0,2) € X

nach Voraussetzung. Aus der Abgeschlossenheit von A folgt somit
Ax =y = 9u(0,2) = T'(0)x.

Da der rechte Limes bei Existenz mit Bz iibereinstimmt folgt also x € D(B) und
Az = Bz fiir © € D(A). Sei umgekehrt x € D(B). Wegen D(A) = X konnen wir
(xr)ken C D(A) wahlen mit zp — . Nach Lemma 2.14 b) folgt weiter

t t
A/ T(s)xyds = B/ T(s)xpds =T (t)xg — xp i T(t)r —x
0 0
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und wegen Abgeschlossenheit von A, dass

A- / s)xds = (t)f_x, t>0.

Da die rechte Seite fiir t — 0 gegen Bx konvergiert, sehen wir unter erneuter Ausnut-
zung der Abgeschlossenheit von A, dass © € D(A). Somit haben wir D(A) = D(B)
und deshalb A = B. O

Mit Satz 2.19 reduziert sich das Losen von linearen Cauchyproblemen auf den Nach-
weis, dass A ein Generator ist. Doch auch nichtlineare Probleme koénnen mit Hilfe
eines Generatorresultates angegangen werden. Wie das funktioniert wollen wir hier
nur kurz skizzieren. Wir werden spéter bei der Anwendung auf konkrete Beispiele
sehen, wie diese Methode im Einzelnen durchzufiihren ist.

Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem

. { Ou(t) = Au) = 1(0) (>0
Dann ergibt Variation der Konstanten die formale Losung

u(t) = exp(tA)x + /0 exp((t — s)A) f(s)ds.

Falls (ICP) nichtlinear ist, d.h. f = f(s,u) wie z.B. in der Navier - Stokes - Gleichung
f(u) = (u-V)u, kann versucht werden ein Fixpunktargument (z.B. den Banachschen
Fizpunktsatz) auf die Integralformel anzuwenden. Bei erfolgreicher Anwendung zieht
diese Methode i.d.R. die Existenz einer lokalen Losung nach sich, d.h. es existiert
ein T > 0 und ein u : [0,7) — X, die (ICP) im sogenannten milden Sinne 16st.
Wir mochten an dieser Stelle anmerken, dass im Allgemeinen keine Existenz einer
globalen Losung erwartet werden kann. Z.B. ist zur Gleichung

— Au = |u|®

bekannt, dass i.A. keine globale (milde) Losung in LP(Q) fiir gewisse Werte von p
und « existiert.

b) Die Sitze von Hille-Yosida und von Lumer-Phillips

Um zu zeigen, dass ein Operator der Generator einer Cy-Halbgruppe ist, gibt es
zwel wesentliche Sétze: den Satz von Hille-Yosida (und seine Varianten) und den
Satz von Lumer-Phillips.

2.20 Bemerkung. Sei A € R. Dann sind &dquivalent:
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(T ) 150 ist Co-Halbgruppe auf X mit Generator A und w(7T") = wy.

exp(—At)T(t) ) 150 15t Co-Halbgruppe auf X mit Generator A — AI und
w(exp( A)T) =wp — A

2.21 Satz (Satz von Hille-Yosida; Kontraktionshalbgruppen-Fall). Fiir einen linea-
ren Operator A : X D D(A) — X sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist der Generator einer Cy - Kontraktionshalbgruppe T' auf X .

(i) Es gilt D(A) = X, (0,00) C p(A) und |[MX—A) " rx) <1 fir X > 0.
In diesem Fall gilt

A=At = /000 exp(—As)T'(s)ds (A >0). (2-4)

2.22 Bemerkung. a) Die rechte Seite von (2-4) ist gerade die (vektorwertige)
Laplace-Transformation von 7', welche somit die Verbindung zwischen der Halb-
gruppe und der Resolvente des Operators A herstellt.

b) Die rechte Seite von (2-4) ist holomorph im Gebiet {\ € C: Re A > 0} und kann
dort durch g~ abgeschiitzt werden. Da die Resolvente eines Operators am Rand der
Resolventenmenge in der Operatornorm unbeschrénkt wird, folgt aus der Gleichheit
(2-4) und der Holomorphie, dass p(A) D {A € C: Re A > 0} und dass fiir alle reC

mit Re A > 0 die Gleichheit (2-4) sowie die Abschiitzung |[(A — A)7!| < g5 gilt.

Beweisskizze von Satz 2.21 . Wir fithren den Beweis des Satzes von Hille-Yosida
nicht aus, sondern erwihnen nur einige Schritte.

(i) = (ii): Mit Hilfe von Lemma 2.14 b) zeigt man, dass R(A) := [~ e **T(s)ds
absolut konvergiert und eine Rechts- und Links-Inverses zu (A — A) darstellt. Die
Abschétzung fiir die Resolvente folgt direkt aus der Tatsache, dass T eine Kontrak-
tionshalbgruppe ist.

(17) = (i): Fiir die andere Richtung verwendet man die Yosida-Approximation Ay :=
kA(k—A)"' k € N. Fiir k — oo gilt k(k—A) ™'z — z fir allez € X und Apr — Ax
fir alle z € D(A). Da Ay € L(X), ist die zugehorige Halbgruppe T (t) := exp(tAg)
iiber die Reihe wohldefiniert. Man rechnet nach, dass fir ¢t > 0 und x € D(A) die
Folge (T (t)x)ren eine Cauchyfolge ist. Somit kann man 7'(¢)z := limy_,oo 7% ()2 (t >
0, x € D(A)) definieren. Nun kann man wieder durch Grenzwertbildung zeigen, dass
T selbst eine Cy-Halbgruppe ist und A ihr Generator. n
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2.23 Beispiele. (a) Schrodinger - Halbgruppe auf L*(R™).
Betrachte das zur Schrodingergleichung gehorige Resolventenproblem
(A —iA)u(x) = f(x) r € R", f € L*(R"). (2-5)

Da die Fourier-Transformation ein Isomorphismus im Raum .%/(R"™) der temperier-
ten Distributionen ist, ist die obige Gleichung &quivalent zur Gleichung

(A +ilgP)a) = f&), €eR",  feL*R". (2-6)

Als Losungsansatz fiir u wahle

)

g —1~ -1 1 £ 2/mpn
u=% "u= {—)\+i|§|2}f7 f e L*(R").

Man benutzt die Abschétzungen

1 1

1
‘A—H’KP = IRe{ X +i|¢[?}] T A>0,
Qe 2
‘)\Jr‘i“ﬂ? = ‘Im{)\|§—|z’|§|2}‘ st A0
und die Plancherelsche Formel, um
fulo = e < 2 Wl g 27
liulls = || =il - Pall, < £l > >0, (2:)

zu erhalten. Klar ist, dass 4 eindeutige Losung von (2-6) in L*(R") ist, d.h. wegen
der Unitaritéit von .Z ist also u eindeutige Losung von (2-5) in L*(R™). Als L*(R"™)
- Realisierung des Schroédingeroperators definiere A u := iAwu mit
D(A,) = {U e LAR") : ZF7¢)0 € L?(Rn)}

- {v € LAR") : Av € LQ(R")}

= H*R").
SR <L L2(R?) und #(R") C D(A,) implizieren D(A,) <% L2(R™), also ist A,
dicht definiert.

Weiterhin setzen wir R(\)f := uy, wobei uy die Losung zu (2-5) mit rechter Seite f
bezeichnet. Aus (2-8) folgt fiir A > 0, dass R()\) : L*(R™) — D(A,) und wir erhalten

(A —iA)RN)f = (A —id)uy = f € L*(R"),
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sowie

RN —iA)w = upiny = F ! } F(A—iA)v =w.

e
= R\ =(\—A,)", A> 0.
Mit (2-7) folgt ferner (0,00) C p(As), sowie
IAA = A) 7 fllz = AR fll = [Ihugll < Il A>0,f € LAR).

Nach Theorem 2.21 generiert A, also eine Cy - Kontraktionshalbgruppe auf L?(R™).
Diese ist gegeben durch

exp(tA,) = F exp(il¢’t) Z | t>0.

b) Wirmeleitungs - Halbgruppe auf L*(R").

Das zugehorige Resolventenproblem lautet
(A =Au(z) = f(x), zeR" fel}R"),
LL (At eP)ae) = f(€©) . €eR" fe IARY).

Setze u := F ! [#IE\Q
gruppe (exp(tA)) 15 auf L*(R™) generiert, die gegeben ist durch

} . Analog zu (a) folgt, dass A eine C - Kontraktionshalb-

exp(tA) = . F exp(—t|¢]?) Z.

2.24 Bemerkung. Wegen ‘ﬁlﬁlz} < ﬁ fir alle A € R\ {0}, gilt fir den Schrodin-
geroperator A; = 1A die Ungleichung

IAA = A) ne@ny <1 (A€ R\ {0}),

d.h. auch —A, erzeugt eine Cy-Kontraktionshalbgruppe auf L?(R™). Man spricht
insgesamt von der Schridingergruppe

(exp(iAt));er C L(L*(R™)).
Diese ist stark stetig auf R, und es gilt exp(iA(t+s)) = exp(iAt) exp(iAs) (s, t € R).
Bemerkung 2.24 motiviert die folgende allgemeine Definition.

2.25 Definition. FEine stark stetige Abbildung 7: R — L(X) mit

(i) T(0) =1,
(i) T(s+t) =T(s)T(t), tseR,
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heifit Cy-Gruppe auf X.

2.26 Satz (Hille-Yosida fiir Kontraktionsgruppen). Sei X ein Banachraum, A :
D(A) — X ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A generiert eine Cy-Kontraktionsgruppe auf X,

(i) A und —A generieren Cy-Kontraktionshalbgruppen auf X,

(iti) D(A) = X, R\ {0} C p(A) und XA = A) 7o) <1, A € R\ {0}

Beweis. Klar sind (i7) < (i77) nach Theorem 2.21 sowie (i) = (ii) nach Definiti-
on 2.25. Es bleibt (i) = (i) zu zeigen. Definiere dazu

_ T (t) :t>0,
() = { T (—-t) :t<0,

wobei T, von +£A generiert werden. Sind (77); und (7-); die Yosida - Appro-
ximationen aus Theorem 2.21, dann gilt Ax(—A),, = (—A)nAr und somit auch
(T (T ) = (T2) (T4 )k Setze nun

S(t) =T, ()T_(t),  t>0.

Dann gilt 5(0) =7 und (S(t)),., C L(X). Fiir die Ableitung ergibt sich

>0

%S(t)x — AT, (OT_(t)x — AT, ()T_()x =0 (« € D(A)).

Aus Bemerkung 2.13 b) folgt S(t)x = S(0)xr = = (t > 0,2 € D(A)) und nach
Bemerkung A.2 b) weiter S = I. Damit existiert 7, (t)~! und ist gegeben durch
T (t).

Seien t,s € R mit £ > 0, s < 0 und 0.B.d.A. t + s > 0. Dann gilt

Tt+8)T) ' T(s) ™ =Ty (t+8)Ty (t) T (—s)*

=Ty (t+ )T (=s)T4 () =1

und damit
Tt+s)=Tt)T(s) (t,s€R).

Weiterhin ist in ¢y, > 0 die Gruppe T stark stetig. Dies pflanzt sich wegen der

Halbgruppeneigenschaft auf R fort. Klar ist, dass A die Gruppe T erzeugt. O]
2.27 Bemerkung. Da %IEP singular ist fiir A < 0, generiert A keine Cy-Gruppe
auf L?(R").
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Aus Bemerkung 2.20 sieht man, dass nicht alle Halbgruppen kontraktiv sind. Um-
gekehrt erhélt man durch Verschieben i.a. bestenfalls eine beschrinkte Cy - Halb-
gruppe. Deshalb ist die folgende Verallgemeinerung wichtig.

2.28 Satz (Satz von Hille-Yosida, allgemeine Form). Seien A : X D D(A) — X
linear, w € R und M > 1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist Generator einer Co-Halbgruppe T mit || T'(t)||rxy < M exp(wt) (t > 0).

(i) Es gilt D(A) = X, (w,00) C p(A) und

A= w)* A= A)¥lpx) <M (A>w,keN).

Beweis. O.B.d.A. setzen wir w = 0 voraus. Das ist nach Bemerkung 2.20 moglich.

» (i) = (ii)“: Nach Voraussetzung gilt ||7'(¢)||rx) < M fiir alle ¢ > 0. Wir definieren
uns eine neue Norm durch

[lz|l| :==sup |T(s)z| , ze€X.
s>0

Fiir diese gelten die Abschiatzungen
el < [ll=lll < Mlj=]] . 2z e X,
NT@ll =swp Tt +s)z < [ll=lf . =€ X,220.

Also ist T kontraktiv auf (X, ||| - |||). Nach Theorem 2.21 folgt schliefilich

A=A 2l < fll2ll . zeXA>0,
— IO - A e < llalll,  zeXA>0kEN,
— IO —A) el < Mlall . weXA>0keN.

,(11) = (1)“: Voraussetzung ist |A\*(A — A)™||,x) < M, A > 0,k € N. Auch hier
definiert man sich fir 4 > 0,

lzll, := sup [l (n — A)F2l| . we X
kEN

Es gilt das Umnormierungslemma:

W) =l < llll,, < Mzl 2 € X,

@) (e = A) " zlly < llall,, =€ X,

3) IAA =A< lolly, e X 0<A< g,

(4) N =A) Pzl < lzfly, 2 € X,0<A < p, k€N,
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)zl < llzfly, veX,0<A<p

Wir wollen an dieser Stelle lediglich (3) beweisen, der Rest ist eine einfache Ubungs-
aufgabe.

Aus der Resolventengleichung
A=A (=A== NA=A) (g —-A)""
folgt fiir v € X,
A=Az =N\ =A) (u—A) v+ (- A) .
Damit erhélt man
1= )l < =20 = )+ el

und somit

(1= 2 10 Al < Slell, = )

—_——
=\ u

Mit diesem Umnormierungslemma kann man eine weitere Norm auf X definieren:

llz|[| -= sup [|lz]|,, =€ X.
nu>0

Es ist einfach einzusehen, dass
]| < l=]]| < Mlz]], =eX.
und man erhélt

A = A)~ || = sup [IA(A = A) "],
u>0

= max{ sup [[AA — A) 'z, sup AN — A) Mz, }
0<)\§}L\ ~~ - ,LL<)\ N -~ s
<lzll <l SIAA=A) =zl <=l

<|lalll, zeX,A>o0.

Bei der Abschétzung des 0 < A < g - Supremums wurde (3), und fiir g < \ erst
(5) dann (2) ausgenutzt. Nach Theorem 2.21 generiert A eine Cy - Kontraktions-
halbgruppe auf (X, ||| -|||), damit auch eine Cy - Halbgruppe auf (X, || - ||) und man
hat

lexp(tA)z]| < [[|exp(A)z|]| < [[[«][| < Mjz]|, 2z e X,1>0.
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2.29 Bemerkung. a) Entsprechend zu Satz 2.26 gilt ein allgemeines Resultat wie
Satz 2.28 auch fiir Cy-Gruppen.

b) Aus Satz 2.26 folgt insbesondere, dass fiir zwei Generatoren A und B von Cy-
Halbgruppen mit A C B bereits A = B folgt. Denn fiir hinreichend grofiles A > 0
gilt A € p(A) N p(B), und damit kann B keine echte Fortsetzung von A sein.

Speziell fiir Hilbertrdume gibt es ein in Anwendungen sehr niitzliches Kriterium fiir
die Erzeugung einer Cy-Halbgruppe, den Satz von Lumer-Phillips. Der entscheidende
Begrift dafiir ist der des dissipativen Operators.

2.30 Definition. Seien X ein Hilbertraum und A : X D D(A) — X ein linearer
Operator. A heifit dissipativ, falls gilt:

Re(Az,z) <0 (z € D(A)).

2.31 Bemerkung. Sei X ein Hilbertraum und A: X D D(A) — X ein dissipativer
Operator. Dann gilt

[(A = Az = Allz]l - (z € D(A), A > 0).
Denn fiir z € D(A) mit ||| =1 und A > 0 gilt mit dem Satz von Riesz

[(A = A)zl| = sup
T

> Re(x, (A — A)x) = X — Re(Az, ) > A\

PO = A))] = sup (g, (= A)a)] > (@, (A~ A))

2.32 Satz (Satz von Lumer-Phillips). Sei X ein Hilbertraum und A : X D D(A) —
X linear. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A st dissipativ mit D(A) = X, und es existiert ein A\g > 0 mit R(A—Xy) = X.

(ii) A ist Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe.

Beweis. (i)=-(ii). (a) Wir zeigen zunéchst, dass A abschliefbar ist, d.h. dass der
Abschluss des Graphen von A selbst wieder der Graph eines Operators ist (welcher
dann Abschluss A von A genannt wird). Dazu ist zu zeigen: Falls (2;)rey C D(A)
eine Folge mit x;, — 0 und Axy, — vy ist, so gilt y = 0.

Seien (z), y wie oben, A > 0 und w € D(A). Dann folgt aus der Dissipativitéit und
Bemerkung 2.31

Q)
IAA = A)zy + (A= A)w|| > M| Azg + w]|.

© Robert Denk 26. 2. 2015



2. Operatorhalbgruppen 35

Fir £ — oo erhalt man

A
[= v (1-3) ] 2 i,

und fiir A — oo ergibt sich

=y +wl=]wl,  weD(A).
Wegen D(A) = X wihle (wy)reny C D(A) mit wy — y. Damit ist

0= lim [ly —wgll > lim fw] = [yl
—00 k—o0

also y = 0.

(b) Wir zeigen, dass \g € p(A) gilt. Mit A ist offensichtlich auch A dissipativ und
damit (Bemerkung 2.31) ist \g — A injektiv. Da A C A gilt, \g — A: D(A) — X
surjektiv und A\g — A: D(A) — X injektiv ist, folgt bereits D(A) = D(A), d.h.
A = A. Somit ist \g — A: D(A) — X bijektiv und abgeschlossen, und nach dem
Satz vom stetigen Inversen ist (Ag — A)~! stetig. Somit ist \g € p(A).

(c) Wir zeigen (0,00) C p(A). Die Menge p(A) N (0,00) ist nichtleer und relativ
offen in (0, 00). Sei A € (0, 00) ein Haufungspunkt von p(A) N (0, 00). Dann existiert
eine Folge (Ag)ken C (0,00) N p(A) mit Ay — A > 0. Wegen

o=\ O = {5 Aeo@) . nepa)

folgt fiir den Spektralradius 7 (1 — A)™') := max{|\|: A € o ((n — A)7") }, dass

1

r((n= A7) = dist (11, o(A)) "

Somit gilt

>\ >C>0 (k> k).

dist (s, 0(A))

Dies bedeutet A € p(A). Damit ist die Menge (0, 00) N p(A) auch relativ abgeschlos-
sen. Da (0, 00) zusammenhéngend ist, erhalten wir (0,00) C p(A).

(d) Da A dissipativ ist, folgt aus Bemerkung 2.31 die Ungleichung
A= Al < izl (@ € XA > 0).

Aus dem Theorem 2.21 von Hille-Yosida folgt (ii).
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(ii)=(i). Wir verwenden die Yosida-Approximation kA(k—A) "'z = k*(k—A) 'z —
kx — Ax (k — oo, x € D(A)) und erhalten fiir € D(A) die Abschétzung

Re(Az, z) = lim Re((k*(k — A) "'z — kz, )

k—o00
— lim Re ((F*(k — A) "'z, ) — k|j«|?)
k—o00
< limsup k(||k(k — A) 'z ||z| — ||lz[|*) <0,
k—o0

wobei im letzten Schritt der Satz von Hille-Yosida angewendet wurde, nach welchem

1k — A)~ || < [l gilt. O

2.33 Bemerkung. Wir haben den Satz von Lumer-Phillips nur fiir Hilbertrdume
formuliert, da er in diesem Fall am h&ufigsten anwendbar ist. Der Satz gilt aber in
gleicher Weise in Banachriaumen, falls man den Begriff der Dissipativitat entspre-
chend verallgemeinert: Ein Operator A: X D D(A) — X in einem Banachraum
X heifit dissipativ, falls fiir jedes x € D(A) ein Funktional ¢, € X' existiert mit
lozl% = l|z]|? = ¢v(x) und Rep,(Ax) < 0. (Im Hilbertraum-Fall ist ¢, = (z,-)
ein solches Funktional.)

c) Holomorphe Halbgruppen

Parabolische Gleichungen besitzen typischerweise eine Glattungseigenschaft, welche
auch in der Sprache der Halbgruppentheorie ausgedriickt werden kann. Die zentralen
Begriffe hierzu sind holomorphe Cy-Halbgruppen und sektorielle Operatoren.

2.34 Definition. Eine Cy-Halbgruppe 7" auf dem Banachraum X heifit beschrdinkte
holomorphe Cy-Halbgruppe auf X vom Winkel 9 € (0,7 /2], falls T': [0, 00) — L(X)
eine holomorphe Fortsetzung auf den Sektor

Sy = {z e C\ {0} : |arg(2)| < 19}

besitzt mit T'(z 4 25) = T'(21)T(22) (21, 22 € 5,,), so dass fiir alle ¥ € (0,9) ein My
existiert mit
1T e = Mz (2 € 2p).

2.35 Bemerkung. SeiT' eine beschréinkte holomorphe Cy-Halbgruppe vom Winkel
¥. Fiir alle 9 € (0,7) gilt dann

1;_13) T(z)r=2 (reX),
2625
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und D(A) ist die Menge aller z € X, fiir welche

T _
lim LT =T
z—0 z
ZEX

in X existiert (dieser Limes ist dann Ax).

2.36 Definition. Sei A: D(A) — X ein linearer Operator mit D(A) = X. Dann
heifit A sektoriell, falls ein Winkel ¢ > 0 existiert mit p(A4) D X, und

sup A — A) 7| px) < oo
AES,

Falls A ein sektorieller Operator ist, so heif3t

pai=suplp s p(4) D T, sup AN = A) ) < o0}
S22

der spektrale Winkel von A.

Das folgende Lemma wird hier nicht bewiesen. Der Beweis verwendet unter ande-
rem die Cauchysche Integralformel und eine zweite Kurve fiir den Nachweis der
Funktionalgleichung.

2.37 Lemma. Sei A ein sektorieller Operator mit Winkel pa € (5,7], und sei

9
¥ € (0,904 — 5). Betrachte fiir ¢ € (J + 5, ¢4) und 6 > 0 die Kurve
Vo5 1= (00,08]e”¥ U de=¥¥ U [5, 00)e™

( ,Schliissellochweg®). Dann ist fir z € Xy der Operator

exp(zA) = L e\ — A)ld) € L(X)

218 Sy, s
wohldefiniert. Es gilt
exp(z14) exp(z24) = exp((21 + 22)A) (21, 22 € Xy).
Die Abbildung z — exp(zA), ¥y — L(X) ist holomorph.

Der néchste Satz charakterisiert die Erzeuger von beschrénkten holomorphen Cp-
Halbgruppen.

2.38 Satz. Sei X ein Banachraum, A : D(A) — X linear. Aquivalent sind:

(i) A erzeugt eine beschrinkte holomorphe Cy-Halbgruppe T auf X vom Winkel
v € (0,5].
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(ii) A ist sektoriell mit spektralem Winkel o4 > + 5.

Beweis. (i)=>(ii). Sei 9 € (0,9). Fiir o € (—1, 9) definiere S(t) := T(e™t) (t > 0).
Nach Bemerkung 2.35 ist S eine Cy-Halbgruppe. Sei B ihr Erzeuger, dann gilt

r € D(B) genau dann, wenn lim,_,q SWz=z _ iy, w existiert. Nach Be-

merkung 2.35 gilt dies fiir alle z € D(A), und es folgt B C e'“A. Mit Bemerkung 2.29
b) folgt B = e A.

Aus Theorem 2.28 folgt (0,00) C p(e**A) und

(A—e @A)t = /000 exp(=A)T(e"t)dt (X > 0). (2-9)

Nach Voraussetzung existiert eine Konstante M = M (1)) mit
1T(2)lxy) <M (2 € ).

Wegen
/ |exp(—=At)| |[T(e"t)||dt < =— (ReA > 0) (2-10)
0 Re
ist das Integral auf der rechten Seite von (2-9) sogar fiir alle A € ¥/, konvergent und

dort eine holomorphe Funktion von A. Wie in Bemerkung 2.22 b) folgt p(e®®A) D
/2

Insgesamt haben wir e\ € p(A) fiir alle || < ¥ und alle \ € Ers2, dh. B, p D
p(A).

Wiihle £ > 0 mit 9 + ¢ < . Fiir 2 € 25+7r/2 existiert ein A € Xy /;_. und ein a mit
la| < J+e und z = e\, Aus (2-10) folgt

_A—1: —io —A_lz _iaA—1< <
I = A7 = A = 47 = 0= e 4) | < s <

M M
e

M

wobei wir die Abschitzung Re A > C|A| (A € Xr/5-.) verwendet haben. Da J <9
beliebig war, ist A sektoriell mit Winkel o4 > 9 + 7.

(ii) = (i). Sei ¥ € (0,9) und z € ¥y Wahle 0 := ‘71| und ¢, mit g—i—ﬁ <@ <
1 < ¢4 und definiere

T(2) = exp(zA4) = — [ (A= A)d.

211 Yos

Nach Lemma 2.37 ist T': ¥y — L(X) holomorph und erfiillt die Funktionalgleichung.
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Um zu zeigen, dass T beschrénkt ist, verwendet man |arg(A\z)| > ¢ — |argz| >
¢ — 1 > 7 fiir |arg A| = v und damit

€] < e N (JargA| =, = € T;) (211)

mit einer Konstanten C} = Cl(w,g) > 0. Wir schreiben vy5 = 71 U 72 U 73 mit
folgenden Parametrisierungen:

n(r) =re”™ (r € (~00,d]),
72(04) = 5€ia (Oé € [_@Dﬂﬂ);
Y3(r) :=re’  (r € [9,00)).
Auf 43 verwenden wir (2-11) und ||[(A — A)7|| < & 7 und erhalten

00 efclr\z| oo ,—C1s

dr=M ¢

|z|-1 T 1 S

H/ e*Z(A—A)—ldAH <M ds,

wobei wir s = r|z| substituiert haben. Dieselbe Abschitzung gilt fiir 71, und auf o
verwenden wir

[[ o-aa] < / Jexp(de2)] | (e — 4)]|6€%|da < 2Me.

Somit sind alle Integrale durch eine von z unabhéngige Konstante beschréankt, und
es folgt
sup{||T'(2)] : z € X3} < oo.

Wir zeigen nun, dass T stark stetig ist. Seien x € D(A) und z > 0. Es gilt A\(A —
Atz =xz+ (A= At Az, also

1 e/\z Az
T = — d\ + — A — AP Axd)
(2)a 211 A 0:1: +27m Yo )\( ) v
1 Az
v+ — [ S — A) " Azdr
271 Yo A

Wir schitzen das letzte Integral auf jeder Wegstrecke ab, wobei wir wieder § := =
und die obigen Parametrisierungen wéhlen.

H led/\H /00 —| exp(rze’”)| |(re™ — A)~ Ax||dr.

r
Mit (2-11) folgt | exp(rze™)| < e~“'" und wir erhalten unter Verwendung von ||(A —
A)7YH| < MM~ die Abschitzung

o i . oo —Cizr )
J L Y Ry R [

r 1 T
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006701,27"
<M / || Aa]dr
T
z

o —Cis
:Mz/ © s | Az =0 (z—0).
1 S

Analog erhalten wir

Az
/ eA (A= A) " Azdr =0 (2 — 0).
Y1

Fiir ~, gilt

) Anda | < / lexp(=—"e®2)] [[(=~'e™ — A)~'Az]da
v |

< Mz/ |exp(e")|da || Az|| -0 (2 —0).
-

Insgesamt erhalten wir T'(z)z —x — 0 (z — 0) fiir alle z € D(A). Da D(A) dicht in
X ist, ist T' stark stetig.

Nach dem bisher Bewiesenen ist T' eine Cy-Halbgruppe. Es bleibt noch zu zeigen,
dass T von A erzeugt wird. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir fiir z € D(A)

d 1
—T(z)x = — A\ — A)lad)
dz 271 Yo
1 1
= — eMad\ +— (N — AT Azd\ = T(2) Az
27 os 271 Yod
=0
und damit

|z]—0

dilzT(z)x =T(2)Ar — Ax.

Sei B der Generator von 7. Dann folgt D(A) C D(B) und Ax = Buz fiir alle
xz € D(A). Wegen 1 € p(A) N p(B) ist deshalb A = B. O

Holomorphe Halbgruppen sind insbesondere differenzierbar. Dies bewirkt bereits,
dass die Halbgruppe glittet, d.h. dass T'(-)z unendlich oft differenzierbar ist:

2.39 Lemma. Sei T eine differenzierbare Halbgruppe, d.h. die Abbildung (0, c0) —
X, t— T(t)z sei differenzierbar fir alle v € X. Sei A der Generator von T'. Dann
gilt T(t)x € D(A") fiir allen € N, und t — T(t)x € C*((0,00), X) mit

T )z = ATtz (t>0, 2z € X).

Es gilt weiter A"T'(t) € L(X) fir alle n € N.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Induktion iiber n.

(i) n =1: Sei x € X. Da t — T'(t)x differenzierbar ist, folgt T'(t)x € D(A) fiir alle
t > 0, denn fiir y := T'(¢t)x existiert
T(t+ h)x —T(t)x

Ty -y _ _

R L h =T(t)e.
Hieran sieht man auch 7"(t)x = AT (t)z. Da A abgeschlossen ist und T'(t) € L(X),
ist auch AT'(t) abgeschlossen mit Definitionsbereich X. Nach dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen gilt AT'(t) € L(X).

(ii) n — n+ 1: Sei s > 0. Dann ist
(5,00) = X, t = T () = A"T(t)x = T(t — s)A"T(s)x

nach Schritt (i) (mit n = 1 und angewendet auf A"T'(s)z anstelle von z) differen-
zierbar mit Ableitung

T (e = %T(t — 5)A"T(s)x = AT(t — 8)A"T(s)x = A" T(t)x.

Wegen A"T(t) € L(X) nach (i) folgt wie oben A"MT(t) = A(A"T(t)) € L(X). O

2.40 Beispiele. a) Der Laplaceoperator in L?(R") hat nach Beispiel 2.23 die Re-
solvente

-1 _ g1 1
M-8y =# [HW}”@

Fiir Winkel ¢ € (0, 7) konnen wir abschétzen
1 1 C,

A+ 1EP] \/(Re)\+]£\2)2+(lm)\)2 — Al
Aus dem Satz von Plancherel (Unitaritét von .#) folgt
IAA=2) M) < Cp (A ER,),

also ist A der Generator einer beschréinkten holomorphen Cy-Halbgruppe auf L?(R™)
vom Winkel 7.

b) Der Schrodingeroperator 1A in L*(R") erzeugt nach Bemerkung 2.24 eine Cy-
Gruppe, insbesondere sind alle T'(¢) invertierbar mit Inversem 7'(—t). Daher kann
es nicht sein, dass
T(t)u € D(A) (uec L*R™),t>0).

Das bedeutet T' ist weder differenzierbar noch holomorph. Das kann man sich auch
daran klarmachen, dass das Spektrum o (iA) gerade durch Rotation um ¢ = exp(im/2)
aus 0(A) = {x € R : z < 0} hervorgeht. Man findet keine in die linke Halbebene
(negativer Realteile) hineinreichende Sektoren, die in p(iA) liegen.
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3. Lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme

3.1 Worum geht’s? Nach der allgemeinen Theorie selbstadjungierter elliptischer
Operatoren und der Operatortheorie werden wir jetzt verschiedene Klassen von Ope-
ratoren betrachten. Wir beginnen mit linearen symmetrisch-hyperbolischen Syste-
men, welche eine Verallgemeinerung der Wellengleichung darstellen. Wahrend die
Wellengleichung selbst noch im Rahmen der Spektraltheorie behandelt werden kann,
ist dies bei allgemeinen symmetrisch-hyperbolischen Systemen nicht mehr der Fall,
da die Koeffizienten von ¢ und x abhéngen. Die Abhéangigkeit von ¢ schliefit auch
einen Halbgruppenzugang aus, so dass hier ein spezieller Ansatz gewéahlt werden
muss. Dieser verwendet, wie meist bei hyperbolischen Gleichungen, eine Energie-
abschétzung, welche schliefllich auch eine globale Losbarkeit liefern wird.

Die Energieabschétzung verwendet Sobolevrdume in einem Raum-Zeit-Kegel, was
unter anderem auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit zeigen wird, ein ty-
pisches Merkmal hyperbolischer Gleichungen. Die a priori-Abschitzung erlaubt es
auch, mit Hilfe von Approximationen durch glattere Daten die Losbarkeit zu zeigen,
wobei wir letztlich auf den Satz von Cauchy-Kovalevsky zuriickgreifen, der die lokale
Losbarkeit bei reell-analytischen Daten besagt.

a) Energieabschitzungen in Kegelgebieten

3.2 Definition. Ein lineares symmetrisch-hyperbolisches System hat die Form

(Lu)(t,z) = f(t,x) ((t,x) € R xR"),

3-1

uw(0,2) = ug(x) (z €R"), (3-1)

wobei
Lu = A°(t, 2)0u + Z Al (t,2)0;u + B(t, z)u.
j=1

Dabei gelte A7 € CH(R x R, RM*N) (j =0,1,...,n), B € Co(R x R*, RV*N). Die
Matrizen A°, ... A" seien symmetrisch, und A° sei gleichmiBig positiv definit, d.h.
es gelte

ag == inf {(A°(t, z)v,v) v € CV,|v| =1, (t,z) € R x R”} > 0.
Hier ist (-,-) das Skalarprodukt in CV. Wir setzen ferner

ar 1= sup {|(47(t, 2)v,0) v €Y, Jo| = 1, (1,2) ER X R"j=1,...,n} (< o0).
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3.3 Beispiel. Ein Beispiel fiir lineare hyperbolische Systeme sind skalare hyperbo-
lische Gleichungen zweiter Ordnung. Gesucht ist eine Funktion v = v(¢, x), die fiir
t € R und x € R"™ das folgende Anfangswertproblem 16st.

Ot = Z a;;(t, )0;0;v + Z bi(t, x)0v + c(t, x)0w + d(t, x)v,

(t,z) e Rx R"

v(0,2) = vo(z),v:(0, ) = v1(x), x€R"

Hierbei ist (a;;);; eine symmetrische, gleichméBig positiv definite n x n-Matrix. Der
kanonische Vertreter einer solchen Gleichung ist die Wellengleichung 92v — Av = 0.

Die Gleichung (3-2) kann in die Form (3-1) gebracht werden mittels der folgenden
Transformation

Uy = (911),
Up = Opv,
Upy1 = O,
Upio = V.
Damit ist N =n + 2 und
Zaij(t, x)@tuj - Zaij(t, x)ajunH = 0 (2 = 1,..., TL),
j=1 j=1
Opln1 — Z a;;(t, ) 0;u; — Z bi(t, x)u; — c(t, x)upy1 — d(t, x)uyqe = 0,
ij=1 i=1

atun—&—2 — Up41 = 0

also Lu = 0, wobei L von der Form (3-1) ist und

aijp - Qip 0 0 0 cee 0 —ay; 0
A=1ay - am 00|, A= 0 - 0 —ay 0
0 cee 0 1 0 —Q15 - —Qpj 0 0
0O -+ 0 01 0o .- 0 0 0
Dabei sieht man sofort, dass A° symmetrisch und positiv definit ist. Weiter erkennt

man die Symmetrie der A’ (j = 1...n). Schliellich ist

0 tee 0 0 0 811)0

B = 0 0O 0 0 |, w=/| 9,
—bl s _bn —C —d U1
o - 0O -1 0 Vo
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44 3. Lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme

Abbildung 1: Der Kegel K im Fall n =2

Fiir unsere weiteren Argumentationen benotigen wir folgende Abschitzung:

3.4 Lemma (Lemma von Gronwall). Es seien a > 0 und ¢, h € C([0,a],R),h > 0,
g :[0,a] — R monoton wachsend, und es gelte fiir alle t € [0,al:

o() < g(t) + / B(r)p(r)dr
Dann folgt .
et <gyes ([ hnar) (¢ e 0.0,

Im Folgenden sei ein lineares symmetrisch-hyperbolisches System der Form (3-1)
gegeben. Sei weiter Ty > 0 gegeben. Man definiert die Kegelcharakteristik p := %
und betrachtet fiir ¢ty € (0,75] den abgeschnittenen Kegel K”(ty), gegeben durch

KP(to) = {(t,z) ERXxR":z € K,,0 < t < to} (3-3)

mit
TO — S

KS::B(O, )CR”, 0<s< Ty
(sieche Abbildung 1).

Der Rand 0K”(ty) von K”(ty) besteht nun aus drei Teilen. Dem Mantel M, dem
Boden {0} x Ky sowie dem Deckel {to} x Kj,. Unser Ziel ist es nun, eine Losung u
von (3-1) durch ug und f abzuschétzen. In Analogie der Energieabschétzung fiir die
Wellengleichung wollen wir eine Abschétzung fiir

/Kp(t )(Lu(t,x),u(t,x)>d(t,x)

finden. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass der Mantel M von K”(tj) ,,raumartig*
fiir L ist. Wir definieren

1/2
lu(t, )|k, = (/K (Ao(t,x)u(t,x),u(t,a:))czvdx) (t €[0,T0)).
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Offenbar gllt mit ao = ||A0||C(R><RTL,RNXN) >0

aol[u(t, ')H%Q(Kt;(CN) < Ju(t, )|§Q < aol|u(t, ')‘ﬁ:?(Kt;(cN) (t € [0,Tp)).

3.5 Satz (Energicabschétzung). Seien Ty > 0, und seity € (0,Tp]. Der Kegel K?(to)
sei wie in (3-3) definiert, und es seien [ € C(K’(ty),CN) und uy € C(Ky,CV)
gegeben. Falls u € CY(K?(ty), CN) eine Losung von
Lu<t7 .%‘) = f<t7$) ((t, .%‘) S Kp(to)),
w(0,2) = up(x) (v € Ko)

ist, so existiert eine Konstante ¢ > 0, welche nur von ag und der Norm
1(A°,0,4°, 0,AY, ..., 0, A", B)|lcxrto))

abhdngt, so dass

1

utt. ). < effunle, + (| C 1 fiar) e e o),

Beweis. Wir nehmen auf beiden Seiten der Gleichung Lu = f punktweise das Ska-
larprodukt mit v und betrachten den Realteil. Es gilt

Re(Lu, u)ev = Re <A0ut +3" A0+ Bu, u>cN — Re(f, u)ex. (3-4)

j=1
Wir verwenden nun
O (A%, 1) = 2 Re(A%uy, u) + (0, A")u, u)

und die analoge Aussage fiir 9;(A%u, u). Damit folgt

1 1
Re(Lu,u) = Re [§at<A0u, u) — 5((@tA0)u, u)
1 : 1 :
+3 Zaj(Aju,u) —3 Z((@-A]) u,u) + (Bu,u)|.
j=1 j=1
Definiere nun .
H:=0,A"+> 0,4’ —2B.
j=1
Dann kann (3-4) geschrieben werden als
(A%, u)

div, <A11f7 ) = Re <<Hu, u) + 2(f, u>)

(Amu, )

© Robert Denk 26. 2. 2015



46 3. Lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme

< | ™

Abbildung 2: Normalenvektoren auf den verschiedenen Bereichen der Oberflédche des
Kegelstumpfs
Hier ist div; u := Qyug + O1uq + ... + Oty

Sei nun t; € (0,%]. Integration iber K*(¢;) unter Verwendung des Integralsatzes
von Gauss liefert nun

/ (Re(Hu,u>+2Re<f,u>>d(t,x): / <n0<A0u7u>—|—inj<Aju,u>>dS(t,ac).
Kr(t1) OKP(t1) j=1

hierbei ist n = (ng,ny,...,n,)" die duBere Normale an K*(t;). Im Einzelnen hat
der Normalenvektor auf {0} x Ky die Gestalt n = (—1,0,...,0), auf {t;} x K;, hat
er die Gestalt n = (1,0, ...,0). Der Mantel M kann wie folgt parametrisiert werden

M ={(t,z) : t =~(x) =Ty — plz|,x € Ko,0 <t <t}
Es gilt Vy(z) = —£ x, und der Normalenvektor auf M hat die Gestalt

|z

0.0 = e vhn) - ﬁ(,—? ;) (@2,

Einsetzen liefert nun

/Kp Re ((Hu,u) + 2(f,w))d(t, z) :/ (A°(ty, 2)u(ty, x), u(ty, z))dx

Ky,

_/K<A0(o,x)uo(x),u()(ﬂf)>dm

Y P (Wu,u))dS(t,x). (35)

1
+—/ <<A0u,u>—|—
V142 Ju = ||

Nach Definition von p folgt nun

L ' n
‘ %<Aj(t,gj)u(t,l'), U(t,$)>‘ = ZPGI‘U@, $)|2 = npal’u(t’ .Z')|2
j=1 7=t
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3. Lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme A7

= aplu(t,)|* < (A°t, z)u(t,x),u(t,z)) ((t,x) € M).

Also ist der Integrand im Integral (3-5) punktweise nichtnegativ, und wir erhalten
t1
lu(ty, -)|§Q1 < Juol%, +/ / Re ((Hu,u) + 2(f,w))dzdr
0 .
t1
<fuolly + [ [ (1wl + 204f.0) o
0 .
t1
<luoliy +er [ [ (ul+ 2151 ful)dadr
0o JEK,
t1
2
<l e [ (ul+ 171 dear
t1
<luli+ 21 [ [l 11P)dear
to ' t1
<fuwfie,+ex [ 150 e e [ ut )

mit Konstanten ¢y, co > 0. Die Behauptung folgt nun aus dem Lemma von Gronwall.
O

3.6 Bemerkung. Man sieht an obigem Beweis, dass der entscheidende Schritt dar-
in liegt, dass der Integrand in (3-5) punktweise nichtnegativ ist. Als Funktion von
u ist damit das Integral positiv semidefinit. Man nennt die Mantelfliche des Ke-
gelstumpfes K”(ty) raumartig (fiir den Differentialoperator L), falls der Integrand
punktweise nichtnegativ ist.

Bei Verkleinerung von p wird der Integrand grofler, wie man an der Darstellung des
Normalenvektors sieht. Damit gilt: Fiir einen Kegelstumpf K°(ty) mit § < p ist die
Mantelflache ebenfalls raumartig (der Integrand ist sogar an jeder Stelle positiv).
Andert man die Koeffizienten von L geringfiigig, so bleibt der Integrand positiv, d.h.
die Mantelfliche raumartig.

Energieabschitzungen gelten auch fiir hohere Normen. Wir definieren fiir s € Ny

WOl = (X 0ou(o)z, )

la|<s

3.7 Satz. Es scien s € N und A%, A ..., A", B € C§(R x R",RN*N). Weiter sei
f e C(K?(ty),CN) und uy € C*(Ky,CN). Falls u € C*TH(K?(ty),CN) eine Lisung
von

Lu(t,z) = f(t,z) ((,x) € K’(t)),
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48 3. Lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme

u(0,z) = up(x) (v € Ko)
ist, dann existiert eine Konstante

¢ = c(ao, ||(A% A, ..., A", B)|

s (Ko(te))) > 0

so, dass fir alle t € [0, to]

1

[ut, s < C[|UO|S,K0 + (/Oto £ (r, ) S7Krd7“>1ed

Beweis. Es erfiillt V' := (u, 0yu, ..., 0,u) die Differentialgleichung

AV + ) AoV +BV=F V(t=0)=V,

=1

AP 0 Al 0
AO == e . 9 -/4] - T .
0 AP 0 Al

weiter ist F eine von f, 0, f, ..., 0, f abhéngige Funktion und Vy = (ug, 11, ..., Optig).
Anwendung des vorigen Satzes liefert eine Abschéitzung fiir V' und somit die fiir u
fiir den Fall s = 1. Bei s > 1 geht man analog vor. O

Die a priori Abschéitzungen in den vorigen Sétzen implizieren die fiir hyperbolische
Gleichungen typische sog. endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (Abb. 3). Fiir f =0
hiangt u(t) in K; im Wesentlichen nur von den Werten von ug in K, ab. Hat wg
kompakten Trager, so auch u(t) fiir jedes t > 0. Im Gegensatz dazu hatten wir bei
parabolischen Gleichungen unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

b) Sobolevraumtheorie: Ein globaler Existenzsatz

Wir betrachten wieder lineare symmetrisch-hyperbolische Systeme von der Form
(3-1) und wollen nun die Existenz der Losung in geeigneten Sobolevraumen beweisen.

3.8 Lemma. Sei T > 0. Die Koeffizienten des linearen symmetrisch-hyperbolischen
Systems (3-1) seien reell-analytisch im Bereich (t,z) € [0,T] x B(0,b) mit b > 0.
Dann existiert ein 6 > 0 (welches nicht von p und P abhingt) so, dass

Lu(t,x) =0 ((t,z) €e R x R"),

u(p, ) = P(z) (z € R (3-6)
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131

Supp u

Abbildung 3: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

fir jedes p € [0,T) und jedes Polynom P eine reell-analytische Lisung u(t,x) fir
(t,z) € [u— 6,1+ 0] x B(0,b) (3-7)

besitzt.

Beweis. Da A° als positiv-definite Matrix invertierbar ist, kénnen wir (3-6) um-
schreiben in die Form

v = — Z(AO)—l(t, x) A (t, x)0;v
+ (A" (t, 2)B(t, z)v — (A°) (¢, 2)(LP)(t,z) ((t,z) € R x R")
v(p,z) =0 (z €R"),

wobei v := u — P gesetzt wurde. Der Satz von Cauchy-Kovalevsky liefert nun die
Existenz einer reell-analytischen Losung in einem Bereich der Form (3-7). Dabei
héngt 0 nur von den Koeffizienten der Gleichung, nicht aber von p ab. Ersetzt man
P durch P/c mit einer positiven hinreichend grofien Konstanten ¢, so erhélt man
die Konvergenz in einem Bereich, der nicht von P abhéngt. Falls aber uw die Losung
des Systems (3-6) mit P/c statt P ist, so ist u := cu die Losung des urspriinglichen
Systems. Also hiangt ¢ auch nicht von der Wahl von P ab. n

3.9 Satz (Ldsbarkeit hyperbolischer Gleichungen). Es sei s € N mit s > § +
1. Weiter seien A°,...A", B € C;™ (R x R*,RMY) und uy € H*(R™;CN). Dann
existiert eine eindeutige Losung

u € C([0,00), H*(R™ CN)) N C([0, 00), H* 1 (R";CN))
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: x
To/p To/B
Abbildung 4: Der Kegel K? im Fall n = 2.

des linearen symmetrisch-hyperbolischen Systems
Lu(t,x) =0 ((t,z) € R x R"),
u(0,z) = ug(x) (x € R").
Ferner gilt u € C'([0,00) x R",CV).

Beweisskizze. Es sei p = 2= die Kegelcharakteristik und sei 0 < B < p sowie M”
die Manteloberfliche von K?(Tp) (Abb. 4). Dann erfiillen alle Differentialoperatoren
L mit Koeffizienten A°, ..., A", B, welche A%, Al, ..., A", B hinreichend gut approxi-
mieren, die Voraussetzungen der Energieabschétzung.

(i) Zunéchst seien alle Koeffizienten von L reell-analytisch. Dann werde vy in K,
durch eine Folge von Polynomen (ug")men in H*(Kj) approximiert. Nach Lemma 7.9
existiert eine lokale Losung u™ zu Lu™ = 0, u™(t = 0) = u{’ in einem Kegelstumpf
KP?(6) fiir ein 6 mit 0 < § < Tp. Dabei kann § unabhingig von m gewihlt werden. Die
zweite Energieabschétzung (Satz 7.7) liefert fiir ein nur von T abhéngiges C' > 0:

lut(t) — u" ()| s (rieny < Cllug — g || s (o0 -
Somit konvergiert (u*(t))ren in H*(Ky; CV) fiir 0 <t < 4.
Fiir ¢t € [0,] definiert nun u(t) := lim,, o u™(t) ein u € C°([0,6], H*(Ks;CN)) N
C°([0,6] x Ks,CV). Letzteres liefert der Sobolevsche Einbettungssatz da s > 2.
Weiter gilt in H*~1(Kj; CV)
t
u™(t) = ug' +/ ou™(r)dr, 0<t <4,

0

Wegen

du™(t) = Ag' (— i ATQu™ () — Eum(t))

j=1
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erkennen wir, dass (9;u™(t))men gleichmiiBig gegen ein v(t) € H* 1 (Ks; CV) konver-
giert. Damit ist
ve C([0,0], H 7' (K5 CY))

Es ist ;
u(t) = ug —|—/ v(r)dr
0
was
u € C°([0,6], H*(Ks; CV)) n CY([0, 6], H ™ (K5; CY))
und damit

u € CY([0,0] x Ks;CN)
impliziert. Sukzessive erhalten wir nun eine Losung in K#(Tp).

(ii) Es seien A% A ... A" B € C;TH(R x R",CY*Y) und vy € H*H(R™; CV). Wir
approximieren A%, Al ... A" B gleichmiBig durch analytische Funktionen

(AD)ker, (Ap)kens - (A7) ken, (Bi)ken

unter Beriicksichtigung aller Ableitungen so, dass Lj noch die Voraussetzung der
Energieabschétzung erfiillt, wobei

Ly = A0, + ) A0; + By.
j=1

Unter Verwendung von (i) kénnen wir das Problem

L =0, "t =0)=u
16sen. Wir erhalten

u* € C°([0,T], H*T (Kr; CY)) N C'([0,T], H*(Kr; CY))
wobei 0 < T <ty < Ty ist. Unsere Energieabschitzung liefert nun
[u* ()| o1 (xievy < elltollmssigeny (0 <t < To),

wobei ¢ nur von Tj abhingt. Die Differenz u* — w/ erfiillt

Li(u* — /) = —Lgw? = Ljw? — Ly’ = (Lj — Li)u? =: fij,

ub — | = 0.

Wieder liefert unsere Energieabschitzung

[l () — w (t)]

t
2 o, < / 1]

2
Ho (Ko AT
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o+ (K, AT

t
< ey / e ()2

wobei ¢ nur von Ty abhingig ist und 0 < g;; — 0 fiir k,j — oo gilt. Wir folgern,
dass (u*(t))g in H*(K;; CN) gegen ein u(t) € H*(K;; CN) konvergiert. Mit den selben
Argumenten wie in Schritt 1 erhalten wir

u € C°[0,t], H*(K; CM) nC([0,t], H* Y (K;CY))  (0<t<Ty), (3-8)
und es existiert ein nur von 7y abhéngiges ¢ > 0 mit

[u(t)]
Dies zeigt auch die Eindeutigkeit der Lésung.
(iii) Es seien A% A, .., A" B € C;™ (R x R*,CM) und uy € H*(R™CY). Wir
approximieren uy in H*(R™; C") mit einer Folge (uf)rey C H*™ (R™; CV). Entspre-

chend dem Vorgehen in (ii) ergibt sich die Existenz von Lésungen u* von Lu* = 0,
ukb(t =0) = ub, k € N, in K°(Ty). Diese Losungen erfiillen

Hs (K;CcN) < cf[uo Hs(Ko;eN) < cl|uo Hs(Rn;CN)-

sup [Ju(t) — v’ (t)]
0<t<to

Hs(KpCN) < CHUIS - U%’ Hs (R™;CN)

Dies zeigt die Existenz einer Losung mit der Regularitat von (3-8).

(iv) Fiir jeden verschobenen Kegel der K#(T,) kénnen wir eine lokale Lésung finden.
Mithilfe der Eindeutigkeitseigenschaft erhalten wir eine globale Losung

u € C*([0,00) x R™,C").
Es verbleibt zu zeigen, dass auch
u € C°([0,00), H¥(R",CY)) N C' ([0, 00), H* ' (R™; CY))

gilt. Es sei € > 0, t1,t5 € [0,00) mit t1,ty < T fiir ein T' > 0. Dann folgt fiir R > 0:

[u(ts) — u(to)]

ms@neny < Jluty) — u(t)l g so,revy)
+ [lu(ts) — u(ts)|

Hs®\BO,R);cV) = [1 + L.

Es gilt fir j = 1,2

1w(t;) || s mm\ B0, R):cYy < €lltol| s e\ B(0,R1 )Y

wobei ¢ nur von T" abhéngt und Ry = Ry(5, R) < R mit R; — oo fiir R — oo gilt.
Fiir grofle R ist nun I, < 5 unabhéngig von ¢; und #,. Fiir festes R ist I; < 5 sofern
|t1 — t2| hinreichend klein ist. O
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4. Elastizititsgleichungen und die
Plattengleichung

4.1 Worum geht’s? Nach den hyperbolischen Systemen, bei welchen (aufgrund der
allgemeinen Struktur der Koeffizienten) weder die Theorie selbstadjungierter Opera-
toren noch die Halbgruppentheorie anwendbar war, betrachten wir nun zwei Klassen
von Gleichungen, welche zu einem selbstadjungierten Operator fithren: Die Elasti-
zitatsgleichungen und die Plattengleichung. Wir gehen dabei nur kurz auf Aspekte
der Modellierung ein und definieren dann einen Hilbertraum, in welchem die zuge-
ordneten Operatoren selbstadjungiert werden. Wie iiblich, hat man bei beschriankten
Gebieten ein diskretes Spektrum.

a) Elastizititsgleichungen: Modellierung und
Vektorschreibweise

Elastizitatsgleichungen beschreiben das Verhalten elastischer Korper. Wir beschran-
ken uns hier nur auf den physikalisch interessanten dreidimensionalen Fall. Sei G C
R3 ein Gebiet. Dann betrachten wir zu € G und ¢t > 0 den Positionsvektor X (¢, )
des Teilchens, welches zur Zeit t = 0 an der Stelle x ist (d.h. es gilt nach Definition
X(0,7) = z). Sei u(t,z) := X (t,z) —x € R? der Verschiebungsvektor (Auslenkung).

In der linearen Elastizitédtstheorie sind unter anderem die folgenden Gréfien relevant:

(E1) Die Massendichtematrix m = (my;); j=123 € L>®(G;R**?) beschreibt die Mas-
senverteilung im Korper. Wir nehmen an, dass m(z) fiir fast alle z € G eine
symmetrische Matrix ist, und dass m gleichméflig positiv definit ist, d.h. es
existiert ein m; > 0 so, dass

3
> omy(0)&g = ml¢f (€ € RY)

ij=1
fiir fast alle x € G gilt.

(E2) Der Spannungstensor 7 = (7i;)ij=123: (0,00) x G — R¥*® beschreibt die
mechanischen Spannungen im Korper, d.h. (¢, z) beschreibt die Spannungen
an der Stelle z zur Zeit ¢ und ist ebenfalls symmetrisch. Eine andere iibliche
Schreibweise ist o. Es handelt sich um einen Tensor zweiter Ordnung, der
durch eine Matrix beschrieben werden kann. Die durch den Spannungstensor
induzierte Kraft ist gegeben durch

3
divT = (Z 8j7—ij>i:1 ) 3.

J=1
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(E3) Der Dehnungstensor (Verzerrungstensor) € = (g;5);j=123: (0,00) x G — R3*3
ist im linearisierten Modell gegeben durch

g = §(Vu+ (Vo)) = 5 (0 + Ou)

i,j=1,2,3"

(E4) Der Elastizitétstensor C = (Cijre)ijri=123 € L=(G;R¥>3*3%3) ist ein Tensor
vierter Stufe und tritt im Hookeschen Gesetz auf, welches

T=C¢
besagt. In Koordinaten geschrieben, lautet das Hookesche Gesetz
3
Tij = Z Cijregre (1,5 = 1,2,3).
k=1
Aufgrund der Symmetrien von 7 und € kann man o.E. annehmen, dass
Cijee = Creij = Cjire (4,4, 5,0 =1,2,3).

Wir setzen weiter im Folgenden voraus, dass C gleichméBig positiv definit ist,
d.h. dass ein ¢; > 0 existiert mit

3 3
Z:Cmm%%uZQE:mﬁ (¢ € R*3)
i,k A=1 ij=1
fiir fast alle z € G.

Die Elastizitétsgleichungen selbst ergeben sich nun aus dem zweiten Newtonschen
Gesetz (die Kraft ist gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung) und lauten

m(z)0u(t,x) — divT(t,z) = F(t,x) ((t,x) € (0,00) x G), (4-1)

wobei F': (0,00) x G — R3 eine gegebene duflere Kraft sei. Durch die Symmetrien in
(4-1) ergibt sich in dieser Gleichung eine gewisse Redundanz, welche in der folgenden
Schreibweise vermieden wird (nach Sommerfeld, auch bekannt als Voigt-Notation).

4.2 Definition. a) Den obigen Matrizen T und € mit jeweils 6 Freiheitsgraden wird
ein Vektor 7 und € in folgender Weise zugeordnet:

T11
T22
T11 T12 T13
_—_— | 733
T = Too T3 = T =
T23
(symm.) T33
731
T12
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€11
€22
€11 €12 €13 c
€ = Eg9g E93 | H— € = 2633
23
(symm.) €33 .
2612

Man beachte den Faktor 2 bei €. Die Komponenten werden wie iiblich mit 7 =:
(t1,...,76) " und € =: (g4, ...,&5) " bezeichnet. Man verwendet somit die Zuordnung
der Indizes

m (1,1)—1,(2,2) — 2,(3,3) — 3,(2,3) — 4,(3,1) = 5,(1,2) — 6.

-----

Cijke- Ausgeschrieben bedeutet dies

C’1111 C11122 C11133 C11123 C11131 C11112

C’2211 C’2222 C12233 C12223 C12231 C(2212

S .= C’3311 CV3322 CV3333 CV?)?)23 03331 C(3312
‘ C’2311 C(2322 C(2333 C12323 C12331 C12312

03111 03122 C'3133 C’3123 C’3131 C'3112
C’1211 C11222 C11233 C11223 C11231 C'1212

Aufgrund der Symmetrien von C ist auch die Matrix S symmetrisch.

c¢) Der verallgemeinerte Gradient D wird definiert durch

9 0 0
0 8, 0
1o 0 o
P=10 8 o,
9, 0 o
9 9 0

4.3 Lemma. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Es gilt das Hookesche Geselz T = C€ genau dann, wenn T = Se. Die Matrix
S ist gleichmdflig positiv definit, d.h. es existiert ein sy > 0 mit Z?,j:l sij (1) >
c1l€)? (€ € R3) fiir fast alle x € G.

b) Es gilt Du=¢€ und divt =D .

Beweis. Direktes Nachrechnen. O
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Mit diesen Bezeichnungen erhélt man
divF =D'r =D'Se = D' SDu,
also lauten die Elastizitdatsgleichungen
m(x)0*u(t, z) — D' S(x)Du(t,z) = F(t,z) ((t,x) € (0,00) x G) (4-2)

mit geeigneten Rand- und Anfangsbedingungen.

4.4 Bemerkung. Die Matrix S besitzt als symmetrische 6 x 6-Matrix 21 unabhéngi-
ge Koeffizienten, welche durch die Materialeigenschaften bestimmt sind. Haufig tre-
ten zusédtzliche Symmetrien auf, z.B. anisotrope Medien mit

(i) kubischer Symmetrie (3 unabhéngige Koeffizienten),
(ii) rhombischer Symmetrie (9 unabhéngige Koeffizienten),

(iii) monoklinische Symmetrie (13 unabhéngige Koeffizienten)

Im Fall eines isotropen Mediums hat S die Gestalt

2u+ K K K 0 0 0

20+ K K 0 0 0

g 2u+x 0 0 0
w0 0

(symm.) w 0

0

Dabei sind u, k € R die sogenannten Lamé-Konstanten und erfiillen o > 0, 2u+3x >
0.

Verwendet man die Rotation
rotu := V X u := (Ogug — O3us, D3u; — Oyug, O1us — 82u1)T,
so erhélt man fiir isotrope Medien
D'SDu = —prot(rotu) + (2u + &)V divu = pAu + (1 + £k)VV w.
Dabei wurde die formale Regenregel
A =Vdiv—rotrot = VV' —V x Vx,

verwendet, genauer

Au1 8% 81 82 81 83 Ul 81 81 Ui
AUQ = 81 82 8% 82 83 Us | — 82 X 62 X | Uz
AU;} 81 83 82 83 8% us 83 83 us
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b) Hilbertraumformulierung fiir die Elastizititsgleichungen

Wir werden nun die Elastizitdtsgleichungen in einem geeigneten Hilbertraum for-
mulieren. Dabei betrachten wir simultan zwei Félle: G = R? (Ganzraumfall) oder G
ein beschréanktes Gebiet mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten also unter
den oben formulierten Voraussetzungen an die Koeffizienten

m(x)uy(t,z) — D'S(x)Du(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x G),
u(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x 0G),
u(z,0) =ug(z) (r€q), (+3)
Ou(z,0) =uy(z) (x € G).

Man beachte, dass im Ganzraumfall die zweite Zeile eine leere Bedingung ist. Wir
withlen als Hilbertraum H := L*(G;C?) mit dem Skalarprodukt

(u, v) g := (U, mv) p2(cesy  (u,v € H).

Da m € L*(G;R**3) gleichmiBig positiv definit ist, ist || - ||z dquivalent zum
Standard-Skalarprodukt || - || z2(g;c3).-

Wir wenden die Ergebnisse des ersten Kapitels an, wobei wir das Gelfand-Tripel
V C H C V' betrachten mit V := H{(G; C?). Man beachte, dass H}(R?) = H'(R3?)
gilt.

Der Operator A € L(V, V") ist definiert durch
(Au)(p) := —=(m "D SDu, @)y = —(m™'DTSDu, me) 1203y = (SDu, D) 12(G09).
Wie in Kapitel 1 ist damit die Bilinearform B: H}(G; C?) x H}(G; C?) — C definiert
durch

B(u,v) = (Au)(v) (u,v € Hy(G;C?)).

Wir zeigen zunéchst eine Abschétzung fiir den verallgemeinerten Gradienten.

4.5 Lemma (Erste Kornsche Ungleichung). Sei G = R? oder G ein beschrinktes
Gebiet. Dann gilt fiir alle ¢ € HY(G;C?) die Abschiitzung

D¢l 7200y > 51Vl (@coxsy.

wobei Vi = (0;0;)i j=123 und als Norm in C¥*3 die Hilbert-Schmidt-Norm

3 N\ 1/2
[(ai)ij=r25 = (Z ] )

1,j=1

verwendet wird.
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Beweis. Sei p € C5°(G; C?). Wir verwenden die Definition von D und multiplizieren
die Terme ||0;¢p; + 8j90i||%2(G) aus und erhalten mit partieller Integration

3
4Dl 72 oy = Z 1005 + D501l 22 ()

ij=1

3
=) (||31:90j||%2(c) + 105%ill72(c +QRG<3i90jaaj%>L2(G)>

ij=1
3 3
=2 [0illia@ +2Re Y (Dipi 9595120
i,j=1 ,j=1

2

> 2[|Ve|72(g,coxs)-

3
= 2Veliagess +2| 0, ,
i=1

Da C§°(G) dicht in H}(G) ist, folgt die Behauptung. O

4.6 Lemma. Die oben definierte Bilinearform B ist symmetrisch und koerzitiv mit
B(u,u) > 0 (u € HYG;C?)). Falls G ein beschrinktes Gebiet ist, so ist B streng
koerzitiv.

Beweis. Wegen B(u,v) = (SDu, Dv)2g,cs) und der Symmetrie von S ist B sym-
metrisch. Da S positiv definit ist (Lemma 4.3), gilt mit der ersten Kornschen Un-
gleichung

B(u,u) = (SDu, Du) r2(cics) > $1/|Dull72cco)
2 %Hvu||%2(G;(C3X3) > 871||UHJ2L11(G;C3) - %HUH%?(G;@)-
Also ist B koerzitiv. Falls G ein beschrinktes Gebiet ist, so verwenden wir anstelle
der letzten Abschitzung die erste Poincaré-Ungleichung und erhalten
B(u,u) > %”VUH%Q(G;C?’X?’) > Cp||“||%11(c;<cs)

mit einer vom Gebiet abhédngigen Konstante ¢, > 0. Also ist B in diesem Fall streng
koerzitiv. In beiden Fillen haben wir B(u,u) > 0 (u € H}(G; C?)) erhalten. O

Wir betrachten nun die L?(G; C3?)-Realisierung A, welche gegeben ist durch D(A) :=
{u € HYG;C?) : Au € L*(G;C3)} = {u € H}G;C?) : D'SDu € L*(G;C?)} und
Au = Au = —m D" SDu (u € D(A)). Die Elastizitiitsgleichungen schreiben sich

damit als
Otu(t) + Au(t) =0 (¢t > 0),

u(0) = up, (4-4)
Oyu(0) = uy.
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4.7 Satz. Der oben definierte Operator A ist selbstadjungiert mit o(A) C [0, 00).
Fualls G beschrankt ist, besitzt A diskretes Spektrum, und es existiert ein ¢ > 0 mit
o(A) C [e,00).

Fiir jedes ug € L*(G;C?) und u, € D(V/A) ist durch

u(t) == cos(VAt)ug + (%)ul (t >0)

eine Lésung
u e C*([0,00), L2(G;C*) N C([0, 00), D(VA)) N C([0,00), D(A))

gegeben.

Beweis. Das folgt direkt aus den Ergebnissen des ersten Kapitels, speziell Satz 1.27.
Fiir beschréankte Gebiete folgt die Aussage wieder aus dem Satz von Rellich-Kondra-
chov und aus der Poincaré-Ungleichung. O]

4.8 Definition. Sei G C R3 beschriinkt und hinreichend glatt (z.B. ein C*-Gebiet).
Dann definiert man die (verallgemeinerten) Neumann-Randbedingungen fiir die Ela-
stizitétsgleichungen durch N7 SDulse = 0 mit

141 0 0
0 Vo 0
A — 0 0 ug 7
0 v3 1y
Vs 0 %1
vy v 0O

wobei v = (v1,19,v3)" der duere Normalenvektor ist. Der zugehorige Operator
An: H D D(An) — H ist definiert durch
D(Ay) == {u € H}(G;C?) : D' SDu € H,
<DTSDU, U>L2(G;(C3) = —<SD’UJ,DU>L2(G;C6) (U c HI(G, Cg))},
Ayu:=—m™'D'SDu (u € D(Ay)).

Dies verallgemeinert die Neumann-Randbedingungen auch fiir nichtglatte Gebiete.

4.9 Bemerkung. Wie bei Dirichlet-Randbedingungen kann man zeigen, dass auch
Ap selbstadjungiert ist, und bei beschréinktem Gebiet ist das Spektrum von Ay
diskret und eine Teilmenge von [0, 00). Zum Beweis verwendet man die zweite Korn-
sche Ungleichung, welche komplizierter zu beweisen ist. Im Gegensatz zum Fall der
Dirichlet-Randbedingungen ist hier allerdings 0 ein Eigenwert von Ay, da die kon-
stante Funktion im Kern liegt.
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Im Ganzraumfall lassen sich die Elastizitédtsgleichungen auf die Wellengleichung
zuiickfithren. Dafiir verwendet man folgende Zerlegung von L?(R?; C3):

4.10 Lemma (Helmholtz-Zerlegung). Der Raum L*(R3;C3) lisst sich orthogonal
zerlegen in

L*(R3;C?) = LA(R? C?) @ VHL(R?)
mit L2(R3;C3) = {u € L*(R3%C?) : divu = 0} und VHY(R3) := {Vp : p €
HY(R*)}. Dabei ist divu distributionell zu verstehen. Es gilt rotu = 0 fiir alle u €
VH(R3).

Beweis. Der Projektionssatz von Riesz liefert die orthogonale Zerlegung L?*(IR?; C3) =

Dy ® VH!(R3) mit
Do = (VH'(R?))™
={ue L*(R*C* : (u, Vo) r2mscsy =0 (p € H'(R?))}.

Da 2(R*) ¢ H'(R?) dicht ist und ¢ — (u, V) 2@scsy, H'(R?) — C, stetig ist fiir
jedes u € L*(IR3; C?), ist diese Abbildung schon durch die Werte auf 2(R?) eindeutig
festgelegt. Damit gilt

Do ={u€ L*(R*C?) : (u, V@) remscy =0 (p € H'(R?))}
={ue L*R%C%) : (divu)(p) =0 (p € H'(R?))}
= L3(R% C%).

Man beachte dabei, dass divu € 2'(R?) definiert ist durch

3

(divu)(p) =) _(Ow)(p) = - Zui(@s@) = (u, Vo) p2eacs) (v € 2(RY)).

i=1
Einsetzen liefert schlieflich rotu = rot(Vy) = 0 fir v = Vo mit ¢ € H(R?),
aufgrund der Stetigkeit gilt dies auch fiir den Abschluss VH!(IR3). H

Die Helmholtz-Zerlegung existiert auch fiir Gebiete bei geeigneten Randbedingun-
gen. Wir betrachten nun die Elastizitédtsgleichungen im isotropen Fall

O2u + prot(rotu) — vVdivu = 0 (4-5)

mit > 0 und v = 2p + 3k > 0. Mit der Helmholtz-Zerlegung u = u, + u, mit
u, € LZ(R%* C?) und u, € VH'(R3) folgt divu, = 0 sowie rotu, = 0, und damit
liefert die Projektion von (4-5) auf die beiden Komponenten

Oug + prot(rot u,) = 0,

4-6
d}u, — vV divu, = 0. (4-6)
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Wegen Au = Vdivu — rot(rot u) (u € L*(R?; C?)) ist (4-6) dquivalent zu
8t2ug — nAu, =0,

4-7
O%u, — vAu, = 0. (47)

Damit ist (4-5) dquivalent zu den beiden nicht gekoppelten Wellengleichungen. Ins-
besondere besitzen Elasizitdatsgleichungen zwei verschiedene Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten in den beiden Komponenten und damit insgesamt zwar endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit, aber kein scharfes Einsetzen oder Aussetzen von Signalen.

c) Die Plattengleichung

Bei einer schwingenden Platte wird die potentielle Energie proportional zur Kriim-
mung der Platte angesetzt. Wir betrachten die Gleichung wieder im R?, um die
Analogie zur Elastistizitiitsgleichung zu zeigen (obwohl diesmal G C R? physikalisch
am relevantesten ist). Man erhilt dhnlich wie bei den Elastizitétsgleichungen folgen-
des Anfangswertproblem in G C R3, wobei die gesuchte Funktion u: (0,00)xG — C
jetzt skalar ist.

m(x)uy(t,z) — divD " S(x)DVu(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x G),
u(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x 0G),
du(t,z) =0 ((t,z) € (0,00) x OG), (4-8)
w(0,z) =uy (€ Qq),

Hierbei seien die GroBen m, D, S, N wie oben definiert mit denselben Voraussetzun-
gen (m ist jetzt skalar.) Man beachte, dass die Gleichung jetzt von vierter Ordnung
in z ist und daher zwei Randbedingungen gestellt werden miissen. In diesem Fall
spricht man bei

ulog =0, Oyulsg =0

wieder von (verallgemeinerten) Dirichlet-Randbedingungen. Wir betrachten wieder
die beiden Fille G = R3 (ohne Randbedingungen) und G' C R? beschriinktes Gebiet
(mit obigen Randbedingungen).

Die operatortheoretische Formulierung ist gegeben durch H := L?(G) mit dem Ska-
larprodukt (u,v) g 1= (u, mv)r2(q),

Vi={ue H*G):u=0 auf G, ,u =0 auf 0G},
B:V xV = C, B(u,v) := (DVu, SDVu,) 2(¢cs)-

Der Operator A: L*(G) D D(A) — L?*(G) ist wieder definiert durch
D(A) ={uecV:—m 'V 'D'SDVu € L*(G)},
Au = —m'VID'SDVu (u € D(A)).
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4.11 Satz. a) Die Bilinearform B ist symmetrisch, koerzitiv und positiv semidefinit.

b) Der Operator A ist selbstajdungiert mit o(A) C [0,00). Falls G beschrinkt ist, so
besitzt A diskretes Spektrum und es gilt o(A) C [c,00) mit ¢ > 0. Die Lésungsdar-
stellung von Satz 4.7 gelten analog.

Beweis. Offensichtlich ist B symmetrisch. Fiir u € V' gilt mit partieller Integration

3 3
IVulfaen = D 10ulia@ < D |G, dju) )]
i=1 ij=1

3
= Z ‘<8i8ju,u>Lz(G)‘

ij=1

3
<37 H1005ul3a ey + lull3ae)
ig—1
= %“VQUH%Q(G;(@W) + g”u”%%cm
wobei in C**3 wieder die Hilbert-Schmidt-Norm verwendet wird. Mit

[ullzz gy = llullZzi@) + 1Vullizges) + 1VullLzgess)
erhalten wir
lullzz ey < 5 (lullZz) + IVl T2 csxs)) -
Direktes Einsetzen liefert HDVUH%Q(G;CG) = HVQuH%Q(G;C?,Xg). Damit folgt
B(u,u) > Cs||DVU||%2(G;<CG) = Cs||v2u||%2(c;63x3)
> pllullfe) — llulliz)-
Somit ist B symmetrisch, koerzitiv, und es gilt B(u,u) >0 (u € V).

b) folgt nun aus a) wie bei den Elastizitdtsgleichungen (Satz 4.7). O
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5. Thermoelastizitiatsgleichungen

5.1 Worum geht’s? Bei den Thermoelastizititsgleichungen, welche die Elasti-
zitdatsgleichungen mit der Wirmeleitungsgleichung koppeln, handelt es sich nicht
mehr um ein selbstadjungiertes System, und anstelle des Spektralsatzes muss nun
die Halbgruppentheorie angewendet werden. Wir gehen wieder nicht ndher auf die
Modellierung ein und fassen nur die wichtigsten physikalischen Gréflen zusammen.
Der zugehorige Operator wird wieder als System erster Ordnung in einem Hilbert-
raum betrachtet.

a) Modellierung und Hilbertraumformulierung

Die Thermoelastizitéitsgleichungen beschreiben wie die Elastizitédtsgleichungen einen
elastischen Korper, dessen elastische Eigenschaften nun allerdings auch von der
Temperatur abhidngen. Man erhélt daher ein gekoppeltes System von Elastizitéits-
gleichungen und der Warmeleitungsgleichung. Wir beschrénken uns wieder auf den
dreidimensionalen Fall und iibernehmen die Bezeichnungen und Voraussetzungen
aus Abschnitt 4 a), wie sie unter den Punkten (E1)-(E4) beschrieben sind. Im
Zusammenhang mit der Temperaturabhéngigkeit treten jetzt aber folgende Terme
zusitzlich auf:

(E5) Die Temperaturdifferenz 0: (0,00) x G — R ist eine gesuchte Grofle. Es gilt
O(t,x) = T(t,x) — Ty, wobei T'(t,z) die absolute Temperatur und Tj eine
Referenztemperatur ist.

(E6) Weitere Groflen im Zusammenhang mit der Temperatur sind die spezifische
Wiérme ¢ € L*(G;R) mit ¢(z) > ¢ > 0 fiir fast alle x € G, der Spannungs-
tensor G = (gij)ij=123 € L®°(G;R*>3) und der Wirmeleitfihigkeitstensor
K = (kij)ij=123 € L®(G;R*>?). Beide Tensoren seien wieder symmetrisch
und gleichméfig positiv definit.

Das Hookesche Gesetz ¥ = C& wird nun ersetzt durch das Gesetz von Duhamel und
Neumann

T=Ce—-GAY.
Mit diesen Grolen lauten die Thermoelastizitatsgleichungen

m(x)02u(t, x) — divT(t,z) = F(t,z),
c(2)0,0(t, x) — div(K (z)VO(t, z)) + Tp tr (G (2)Vou(t,z)) = fO(t, )
((t,z) € (0,00) x G)
(5-1)
Hier sind F(t,z) die duBere Kraft und f (¢, x) die Wirmezufuhr.
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Wir verwenden wieder die Bezeichnungen nach Sommerfeld und setzen zusétzlich

Damit erhélt man die Thermoelastizitétsgleichungen (5-1) in folgender Form:
)

m(x)0u(t, z) — D' S(x)Dult,z) + D' T'(2)0(t, x) = F(t, )
c(2)00(t, x) — div (K (2)VO(t,2)) + ToI'(z) "Dowu(t, z) = (¢, z). (5-2)

Zugehorige Anfangsbedingungen sind

U|p—0 = g, Optt|t—o = w1, Ol=0 = bp.
Bei Gebieten mit Rand sind typische Randbedingungen

ulog =0, Olog =0
(Dirichlet-Dirichlet-Randbedingungen) oder
NT(SDu—T8)|sc =0, v- KV0|se =0

(Neumann-Neumann-Randbedingungen), oder Mischungen davon. Wir werden uns
im Folgenden auf die Dirichlet-Dirichlet-Randbedingungen beschrénken.

Um (5-2) auf ein System erster Ordnung zu transformieren, setzen wir

v (t, x) S(z)Du(t, x)
v(t,x) = | va(t,x) | == Oyu(t, x) ((t,x) € (0,00) x G). (5-3)
v3(t, ) 0(t,x)

Man erhélt dann das System

ow(t,x) + Alx, D)v(t,z) = f(t,z) ((t,x) € (0,00) X G),
vo(t,x) =0 ((t,x) € (0,00) x 0G), (5.4)
v3(t,x) =0 ((t,x) € (0,00) x OG),
v(0,2) =vo(z) (€ qG)
mit
A(I> D) = Q(:L‘)_IN(ZL‘, D)7
S(x)™t 0
Qz) == 0 m(z) 0 (x € G),
0 0 cx)
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Man beachte die Dimensionen der Vektoren: Es gilt v: (0,00) x G — C® x C?* x C,
da u: (0,00) x G — C? und 0: (0,00) x G — C und D eine 6 x 3-Matrix ist. Aus
physikalischer Sicht kann man die Energie des Systems (5-2) definieren als

E(t) = <8tu, m@tu>Lz(G;Cg) + (Du, SDU>L2(G;C6) + <(9, 09>L2(G)-

Dabei ist der erste Term die kinetische Energie, der zweite die potentielle Energie
und der dritte die Warmeenergie.

Als Grundraum wihlen wir H := L*(G; C'%) mit dem Skalarprodukt
(v, W) == (v, QW) r2(cr0y (v, w € H).
Fiir v wie in (5-3) gilt dann
lo(t, Il = E(t) (£ =0).
Der unbeschrénkte Operator A: H D D(A) — H wird definiert durch

D(A) :={ve H:v, € Hy(G;C*), vs € Hy(G), N(z,D)v € H},
Av:= A(z,D)v (v e D(A)).

b) Wohlgestelltheit

Um zu zeigen, dass der oben definierte Operator A eine Cy-Halbgruppe erzeugt,
starten wir mit einigen Bemerkungen zum Definitionsbereich.

5.2 Bemerkung. Die Bedingung v, € H(G; C?) und vz € Hj(G) entsprechen den
Dirichlet-Dirichlet-Randbedingungen. Fiir v € L?(G; C%) x H}(G; C?) x H}(G) gilt
genau dann v € D(A), falls D'v; € L*(G;C?) und V' KVuz € L*(G) jeweils im
schwachen Sinn gilt, d.h. falls w; € L*(G;C?) und w3 € L*(G) existieren mit

(01, D) 12(cco) = — (W1, ©) 12(G5c3) (p € 2(G;CY),
<va37 V¢>L2(G;C3) = _<w37 90>L2(G) (90 S ‘@<G)>
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Der folgende Satz behandelt Sobolevrdume, welche mit Hilfe des verallgemeinerten
Gradienten D analog zu den Standard-Sobolevraumen definiert werden.

5.3 Satz. Wir definieren
D:={f € L*(G;C?) : Df € L*(G;C°%)},
D = {p € L*(G;C°% : Dy € L*(G;C?)},
]DO = {f eh: <f7 DT(10>L2(G;(C3) = _<Df7 SO>L2(G;C6) (90 € Dl)}?
D) :={peD :D'y =0}

Die Raume D und D' werden mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen, z.B.

(f,9) = (f, 9 r2ccs) + (Df, Dg)r2@esy  (f,9 €D).
Die Raume Dy und Df, werden mit der Spurtopologie versehen.
a) Es gilt D = H(G;C3) und Dy = HY(G; C?) mit dquivalenten Normen.

b) Die Menge D), ist als Teilmenge von L*(G;C®) abgeschlossen, und es gilt die
orthogonale Zerlequng

L*(G;C% =D, o H, mitH,:={Df:fcDy}.

c¢) Sei G beschrinkt. Dann ist Hy = {Df : f € Dy}, und die Einbettung
D' N H, < H,

1st kompakt.

Beweis. a) Die Gleichheit D = H'(G; C?) folgt aus der Kornschen Ungleichung. Da
die Abbildung

D — Ca f = <f7 DT@>L2(G;C3) + <Df7 ¢>L2(G;(C6)
stetig ist, ist Dy C D abgeschlossen und damit ein Hilbertraum. Offensichtlich gilt

H}(G;C3) C Dy. Wir zerlegen Dy = H}(G;C?) @ (H(G;C?))* mit dem Projekti-
onssatz und zeigen (H3(G;C?))t = {0}.

Sei dazu v € Dy mit (v, )p = 0 (p € Hy(G;C?)). Dann gilt

—(Dv, D) 12(cco) = (U, @) 12(6.,03).

d.h. DTDv = v. Also ist
||U||%2(G;(C3) = <U7DTDU>L2(G;CS) = _<DU7DU>L2(G;66) = _HDUH%%G;CG)v
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d.h. v = 0. Somit folgt Dy = H(G; C3).

b) Wir definieren den Operator T' € L(Dy, L?(G;C%)) durch T'f := Df. Fiir den
(Hilbertraum-)adjungierten Operator T* € L(L?*(G;C°);Dy) gilt ¢ € ker T* genau
dann, wenn

0= <T*907 f>]D>o = <907Tf>L2(G;<c6) = (%Df>L2(G;<C6) = —<DT€07 f>L2(G;(C6) (f € Do)‘

Da 2(G;C®) dicht in Dy ist, ist dies dquivalent zu D¢ = 0 (distributionell), d.h.
ker T* = j;, und D), ist insbesondere abgeschlossen in L?*(G; C%). Die in b) angege-
bene Zerlegung ergibt sich aus

L*(G;C% =ker T* @ R(T).

¢) Sei nun G beschréinkt. Dann folgt mit der ersten Poincaré-Ungleichung und mit
der Kornschen Ungleichung

[l @ies) < ClIV fllzeess) < CIDSlla@esy = ClT S ll2csy  (f € Do)
(5-5)
Damit ist der Operator T offen, d.h. R(T) = {Df : f € Dy} abgeschlossen.

Sei (¢r)ken C D' N Hy eine (in der Norm || - ||ps) beschrénkte Folge. Dann existieren
fr € Dy mit @, = D fr. Wegen (5-5) ist auch (fi)m (g3 beschrankt und nach dem
Satz von Rellich-Kondrachov (nach Ubergang zu einer Teilfolge) in L*(G; C?) kon-
vergent. Ebenso ist die Folge (D" ¢or)ren = (D' D fi)ren C L*(G; C?) nach Definition
der Norm in D beschrankt, und es folgt

HSOn - <)077%||L2(G;(C6) = <D(fn - fm)u D(fn - fm)>L2(G;C6)
= _<fn - fma DTD(fn - fm)>L2(G;C3) — 0

fiir n,m — oo. Somit ist die Einbettung D' N H, — H, kompakt. m

5.4 Lemma. Der oben definierte Operator A ist dicht definiert und abgeschlossen.

Beweis. Wegen 2(G;C!%) C D(A) ist A dicht definiert.

Sei (v™),en € D(A) eine Folge mit v — v in H und Av®™ — w in H. Zu zeigen
ist v € D(A) und Av = w. Wie oben sei v™ = (o{™ v{™ "7,

(i) Aus Av™ — w folgt N(xz, D)v™ = Q(z)A(x, D)v"™ — Q(z)w in H. Der
Vergleich der ersten Komponenten zeigt

—Dul” = S7'w;  (n—o0) in L*(G;C)
und damit fiir alle p; € 2(G;C°):

m (Dvgn)a <P1>L2(G;<C6)

(v2, D 1) 12503y = JLHC}O@SZ),DTSOHLQ(G;CS) = — lim
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= (S, ©1) L2(G:C)-
Also existiert Dvy € L*(G; CP), und es gilt Dvy = —S™ wy.

Wegen v8"” — vy in L(G;C3) und Dol — Dy in L2(G; CY) gilt v — v, in Dy,
Nach Lemma 5.3 gilt Dy = H}(G; C?), d.h. vy € HL(G; C3).

(ii) Analog folgt aus N(x, D)v™ — Quw in H durch Vergleich der dritten Kompo-
nenten:
I Dol —VTEVWY = cws  (n— o00)  in L2(G).

Mit (i) erhélt man

—VTKVW" = cws — T Duy in LA(G),

v:(,)") — U3 in L*(Q).
Der Operator Ag: L?(G) D D(Ax) — L*(G) mit

D(Ak) :={p € H}G): —-V'KVy € L*(G)},
Agp:=—-V'KVy (p€ D(Ax))

ist nach Lemma 1.7 selbstadjungiert und damit abgeschlossen. Nach (5-6) konver-
giert Ué") in der Graphennorm || - || 4,.. Damit folgt v3 € D(Ax) C Hy(G) und

Agvs = lim AKU:E,”) = cws — ' Dus.
n—o0

(iii) Der Vergleich der mittleren Komponenten von N(z, D)v™ — Quw liefert nun
—DTU§n) + DTFvén) — mw, in L*(G;C?)

und mit (i) Do\ — —mw, + D Tvs. Wie oben erhéilt man fiir ¢, € 2(G; C3):

(v1, Dpa) 12(cico) = T}E&(”?% D) r2(aice) = JLIEO(DTU@, P2) L2(G:C3)
= (—mwg + DTFU3, 902>L2(G;(C3)-

Also gilt

D vy = —mwsy + DTy € Lz(G; (C3).
Aus (i)-(iii) folgt nun v € D(A) und Av = w. O
5.5 Lemma. Es gilt D(A) = D(A*) und

0 D 0
A=Q'|IDT o0 ~-D'T |. (5-7)

0 -I''D -V'KV
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Beweis. Sei A der durch die rechte Seite von (5-7) definierte Operator mit Defi-
nitionsbereich D(A) := D(A). Wie im Beweis von Lemma 5.4 sicht man, dass A

abgeschlossen ist. Fiir v € D(A) und w € D(A) = D(A) folgt mit partieller Inte-
gration
(Av,w)g = (N(z, D)v, w) 2(cc10)
= (=Dug, wn) 2(Gies) + (=D w1, wa) p2(aies) + (D Tos, wa) 2o
+ <FTDU2,U)3>L2(G) + <—VTKV’U3,U)3>L2(G)
= (v2, D"wi) r2(Gicoy + (v1, Dwa) r2(Gicsy — (v, I Dwa) 126
— (v2, D' Tws) r2(Gic3) — (3, V' KVws) 126
= (v, Aw)p.

Somit gilt Ac A*... Fiir die andere Richtung argumentiert man dhnlich wie im Beweis
von Lemma 5.4 (Ubungsaufgabe). O

5.6 Satz. Der Operator —A ist der Erzeuger einer Cy-Kontraktionshalbgruppe. Ins-
besondere ist das Anfangs-Randwertproblem (5-4) klassisch wohlgestellt.

Beweis. Fir v € D(A) = D(A*) gilt
2Re(Av,v)y = (Av,v)y + (v, Av)yg = (A4 A%)v,v)y = 2Re(A™v,v) .
Wegen

2Re(Av,v)g = ((A+ A")v,v)g = 2(=V ' KVv3,03) 12(q)

= 2<KVU3, vv3>L2(G;(C3) 2 2k1||va||%z(G;C3) Z 0 (U c D(A))

(5-8)

sind —A und —A* beide dissipativ. Somit erzeugt —A eine Co-Kontraktionshalb-
gruppe (Ubungsaufgabe 5.1). O

c) Reduktion und zeitliche Asymptotik
Im Folgenden sei G C R3? ein beschriinktes Gebiet.

5.7 Lemma. a) Es gilt ker A = ker A* =D x {0} x {0}.
b) Das orthogonale Komplement (beziiglich (-,-)p) zu ker A ist gegeben durch

H, = (ker A)* = SH, x L*(G;C?) x L*(G).

Der reduzierte Operator Ay: D(Ay) := D(A) N Hy — H, ist wohldefiniert.

© Robert Denk 26. 2. 2015



70 5. Thermoelastizititsgleichungen

Beweis. a) Sei v € ker A. Dann folgt Dvy = 0 und damit v, = 0 wegen vy €
H}(G;C?) und Vv, = 0. Damit gilt V' KVus = 0, und mit der Randbedingung
v3 € H}(G) folgt auch v3 = 0. Somit erhalten wir DTv; = 0, d.h. v; € Dj. Umgekehrt
sieht man sofort die Inklusion Df x {0} x {0} C ker A. Die Aussage fiir A* folgt
analog.

b) Sei v € H; = (ker A)*. Dann gilt fiir alle w € ker A, w = (w1,0,0)" mit w; € D
(nach a)):

0= (v,w)g = (v1, S~ w1) 2oy = (S™ 01, w1) 12(Gi00)-

Mit der orthogonalen Zerlegung L*(G;C®) = Dj & H, folgt S~'v; € H,, d.h. v; €
SH,. Die Wohdefiniertheit von A; folgt aus

R(A)) = R(A|p(ay)) C R(A) = (ker A*)* = H;. -

5.8 Satz. Der reduzierte Operator —A;,: Hy D D(Ay) — H; ist Erzeuger einer Cy-
Kontraktionshalbgruppe. Es gilt 0 € p(A;), und Ay' € L(H,) ist kompakt. Weiter gilt
(A1) = 0,(A1) C {A € C: ReX > 0}, und 0(A;) ist diskret (d.h. die Eigenwerte

besitzen keinen endlichen Haufungspunkt).

Beweis. Beziiglich der orthogonalen Zerlegung H = ker A® H; hat nach Lemma 5.7
der Operator A + A die Form
A 0
A4a= (0 Alﬂ).

Da —A Generator einer Kontraktionshalbgruppe ist, gilt 1 € p(—A) und mit obiger
Zerlegung auch 1 € p(—A;). Da mit —A auch —A; dissipativ ist, erzeugt —A; eine
Co-Kontraktionshalbgruppe.

Wegen D(A;) C (DyN H,) x HY(G;C?) x H}(G) und Satz 5.3 ¢) ist die Einbettung
D(A;) C H; kompakt. Damit ist auch (A; + \)~! € L(H;) kompakt fiir jedes A €
p(A1), und o(A;) besteht nur aus Eigenwerten und ist diskret. Da nach Konstruktion
Ay injektiv ist, gilt also 0 € p(A;), und A;" ist kompakt.

Weil —A; dissipativ ist, gilt

op(A1) C{{A1v,v)g v € D(Ay), |[v]lg =1} C{A € C:ReA > 0}. -

Im Folgenden sei T'(t) := e~ ' (¢t > 0) die von A; erzeugte Halbgruppe. Falls g
ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert ) ist, so gilt v(t) := T(t)vg = e vy und
damit ||v(t)||g = e *Re*|lvg||z. Daher sind die Eigenwerte A von A; mit Re A = 0
von besonderem Interesse (ungeddmpfter Fall).
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5.9 Lemma. FEs existiert genau dann ein X € o,(A;)NiR, falls ein vy € Hy(G;C?)\
{0} und ein 7 > 0 existieren mit

—m DT SDuy = Ty

5-9
"Dy = 0. (5-9)

Beweis. Sei A € 0,(A;) NiR, und sei v ein zugehoriger Eigenvektor von A;. Dann
folgt aus Ajv = Av mit (5-8)

0 =Re )\HU”%I = Re(Aﬂ],U)H Z k1|\vaH%2(G;C3).

Mit v3 € H}(G) erhélt man vz = 0. Aus der Gleichung A(x, D)v = Q(x) ' N(z, D)v =
Av erhilt man nun ¢ 'T'"Dvy = 0, d.h. I'"Dvy = 0, sowie

—SDUQ = )\'Ul,

—m DT = .
Damit gilt —m™'DTSDvy = —A?vy. Setze 7 := —\2.

Seien andererseits 7 > 0 und vy wie im Satz. Dann gilt A\ := +i\/7 € 0,(41),
wobei ein zugehériger Eigenvektor durch v = (v, v9,0) " mit v; = _%SDUQ gegeben
ist. O

5.10 Bemerkung. Analoge Aussagen gelten fiir G C R und G C R?. Fiir G C R
existieren keine rein imaginiiren Eigenwerte, denn aus I'"Duvy = 0 (hier ist D = %)
folgt 0 = y(z)Lvs(z), also Lvs(z) = 0 und wegen vy € H}(G) auch vy = 0.

In R? und R? ist die Frage, ob (5-9) eine nichttriviale Losung besitzt, vom Gebiet
abhéngig und im Allgemeinen nicht einfach zu beantworten.

Die folgende Aussage beschreibt das zeitliche Verhalten der Energie ||v(¢)||%.

5.11 Lemma. Seien vy € D(Ay) und v(t) := T(t)vo, 0(t) := vs(t) (t > 0).
a) Es gilt (VO(-), KVO(-))r2ccn) € L'((0,00)) und

Jim o)1y = enlfy =2 | (96(7), K96(7)) 2o
b) Es gilt limy o [|VO(t)|| 2(cicny = 0 sowie limy_,o0 [|0(2) || a1 () = 0.

Beweis. a) Fiir E(t) := |Jv(t)||% gilt

E'(t) = 2Re(0,0(t), v(t)) iy = —2Re(Av(t), v(t)) iy = —2(VO(t), KVO()) g < 0.
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Integration beziiglich t liefert

L)%, = [fooll3 — 2 / (VO(r), KVO(r)) i,

dies zeigt a).

b) Fiir f(t) := (VO(t), KVO(t))y folgt analog
f(t) = —2Re(VI KVO(t), (0,0)(t)) 12()-

Da v eine klassische Losung ist, gilt insbesondere f € C'([0,00)). Mit der Kontrak-
tionseigenschaft von T erhalten wir

[l < llvolla (t=>0),
1O = [[Av(O)][a = IT(t) Avollr < [| Avolla (t = 0).

Also sind VT KV(-) und 9;0(-) beide in L? beschrinkt, und es folgt |f/(t)| < C <
oo (t > 0) fiir eine Konstante C' > 0.

Wir zeigen, dass f(t) — 0 (t — oo) gilt. Sei dazu o.E. C' = 1 (sonst betrachte
g(t) :== & f(t)). Da f € L'((0,00)), existiert zu € > 0 ein #y > 0 mit

/t:o f(r)dr < §

Angenommen, es existiert ein t; > to mit f(¢;) > . Dann gilt

/: F(r)dr > /w F(r)dr > /W(g (7 —t))dr = %2

11 t1

Widerspruch. Also gilt lim;_,, f(t) = 0, und wir erhalten die erste Aussage von b).
Die zweite Aussage folgt daraus direkt mit der ersten Poincaré-Ungleichung. [

Wie oben bereits erwéhnt, sind die rein imaginédren Eigenwerte von A; von beson-
derer Bedeutung, da die Halbgruppe, angewendet auf einen entsprechenden Eigen-
vektor, nicht abklingt. Im folgenden Satz wird ein Unterraum £ von H; definiert,
dessen Elemente gerade diese Eigenschaft besitzen. Wir werden spéter sehen, dass
% der Abschluss der linearen Hiille der Eigenvektoren zu rein imagindren Eigen-
werten ist. Im Beweis verwenden wir die Tatsache, dass der adjungierte Operator
—A* die adjungierte Halbgruppe (7'(t)*):>o erzeugt (dies gilt immer in reflexiven
Banachraumen, Ubung).

5.12 Satz. Wir definieren

2L ={ve D(A) - [Tt)vllm = [TE)0llg = lvllu (= 0)} C Hi.
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a) L ist ein Unterraum von Hy, und es gilt Ajv = —Ajv (v € £).

b) Fir alle t > 0 ist £ invariant unter T(t) (d.h. es gilt T(t).L C £ ) und unter
T(t)*.

c) L ist abgeschlossen in D(A;) (bzgl. der Graphennorm auf D(A;)).
d) L+ in D(A)) ist invariant unter T(t) fiir alle t > 0.

Beweis. a) Seien v € £ und v(t) := T(t)v (t > 0). Dann gilt
d d
—2Re(Av(t), v(t))r = — o)l = I T(E)vll5 =0,
dt dt
und nach (5-8) folgt vs3(t) = 0 (¢ > 0). Der Vergleich von A und A* zeigt nun
Aju(t) = —Aju(t) (t > 0).
Sei umgekehrt v € D(A;) mit Aju(t) = —Ajv(t) (t > 0), so ist

d s B
E||T(t)v||H = —2Re(Av(t),v(t))y = 0.

Da (T(t)*)e=0 von —Aj erzeugt wird, folgt analog 4||T'(t)*v||% = 0 und damit v € .
Somit gilt
L ={veDA): AiT(t)v=—-AT(t)v (t > 0)},

insbesondere ist .Z ein linearer Unterraum von H;.
b) Seien ¢ty > 0 und vy € £, und sei v := T'(to)vo. Dann gilt fir ¢t > 0:
[T (@)vllg = [|T(t + to)vollu = [[vollu = [T (to)vollw = ||v]|a-

Somit gilt 0 = |[v]|% — [T (#)v]|% = (1 — T*@)T(t))v,v)g. Da 1 — T*(#)T(t) ein
selbstadjungierter positiv semidefiniter Operator ist, folgt v € ker(1 — T*(¢)T(t)),
d.h. v =T*)T(t)v (t > 0). Fur s < ¢y erhélt man

1T (s)vllm = [T*(s)T(s)T (to — s)vollar = | T'(to — s)vollwr = [Jv]|m-
Fiir s > to verwendet man
|T*(s)vller = [T (s = to)T"(to) T (to)vollm = [T (s —to)volla = |lvolla = IT'(to)vol|a-
Somit gilt v € Z. Analog zeigt man T'(ty)*vy € Z.

c) Wegen | A T(8)vllg + T @)vllu = [T(#)Awlla + I T@vlla < [Avvlla + [Jolla ist
T(t): (D(A1), ] - [|a,) = (D(A1), || - ||a,) stetig. Die analoge Aussage gilt fir 77(¢).
Die Definition von % zeigt nun, dass . C D(A;) abgeschlossen ist.

d) Nach c¢) gilt D(A;) = £ ®.Z~+ (wobei die Orthogonalitét in ||+ || p(a,) zu verstehen
ist). Fiir v € £+ und w € £ gilt unter Verwendung von a)

(T(t)v,w)a, = (T(t)v,w)y + (AT (t)v, Aw) g
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= (v, T(t)w)g — (T'(t)Av, Ajw) g
= (v, T(t)w)g — (Ayv, AT ()" W)y = (v, T(t)*w) 1, = 0,

wobei T'(t)*w € £ verwendet wurde. Somit folgt T(t)v € £+, d.h. T(t)L+ C
L+ O

5.13 Lemma. Sei (H,(-,-)y) ein Hilbertraum, und sei A: H D D(A) — H ein
dicht definierter Operator. Dann ist A genau dann abgeschlossen, wenn A schwach
abgeschlossen ist, d.h. wenn fiir alle Folgen (x,,)nen C D(A) mit x,, — x und Az, —
y gilt: x € D(A) und y = Ax.

Bewers. Falls A schwach abgeschlossen ist, ist A offensichtlich abgeschlossen. Seien
umgekehrt (x,)neny € D(A) mit x, — z und Az, — y. Dann gilt fiir alle z € D(A*):

(x, A"2)y = lim (z,, A*2)g = lim (Az,, 2)y = (y, 2) 5.
n—oo n—oo

Somit ist z € D(A*) und A*z = y. Da A abgeschlossen ist, gilt A** = A und damit
r € D(A) und Az = y. O

5.14 Satz. Seien vg € D(A;) und v(t) := T'(t)vo (t > 0). Sei vy = U(()l) + 062) €
L@ LY. Dann gelten | T || = [0S | (¢ > 0) und limy_o0 |T()0 || = 0.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition von 2. Sei (t,)nen C
(0,00) eine monoton wachsende Folge mit t,, — oo (n — 00). Wir setzen vy(t) :=

T(t)us? (t > 0). Dann gilt
|Aws ()] = [T Ar$? | < Al (> 0),

d.h. die Folge (Ajva(t,))nen C Hp ist beschriankt. Da die Einheitssphére in H;
schwach folgenkompakt ist, existiert ein z € H; mit Avy(t,) — z in Hy, und da A;*
kompakt ist, folgt vy(t,) — w in H; (jeweils nach Ubergang zu einer Teilfolge). Wir
zeigen, dass w = 0 gilt.

Nach Lemma 5.13 ist A; schwach abgeschlossen, und es gilt w € D(A;) und Ajw = z.
Fiir y € £ erhiilt man unter Verwendung von vy(t,,) € £+ (Satz 5.12 d))

<y> w>A1 = nlgrolo<y7 UQ(tn)>A1 =0

und somit w € Z*.

Nach Lemma 5.11 existiert lim; o [|v2(t)||zr, und wir erhalten fiir s > 0:

lewlls = lim [loa(ta)]ln = lm | T(t)op” | = lim [ T(s + t0)o? L = [T (s)w]a-
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Wir setzen ¢, :=t, — s (n € N), wobei o.E. t, > 0 fiir alle n € N gelte. Die obigen
Uberlegungen zeigen, dass ein w; € £+ existiert so, dass (nach Ubergang zu einer
Teilfolge) T(t,)v{? — wi (Konvergenz in Hy). Wie oben erhilt man ||T(s)wy ||y =
|wi || und damit 7%(s)T'(s)w; = w; (siehe Beweis von Satz 5.12 b)). Damit

IT*(s)wll = Y | T()T(s + Ea)og” L = 1 T°(5)T ()wn s = lfwa] |

. -~ 2
= Tim |70l = llwl.

Also gilt w € . Insgesamt folgt w € £+ N %, d.h. w =0, und wir haben gezeigt,
dass va(t) = v(t) — T(t)v(()l) — 0 (t = o0) in H; gilt. O

5.15 Satz. Der Raum £ ist der Abschluss in D(Ay) der linearen Hiille der Figen-
vektoren zu rein imagindren Eigenwerten.

Beweis. (1) Seien Ay,..., A\, € 0,(A;1) NiR, und seien vy,..., v, zugehorige Eigen-
vektoren. Sei ferner w = Y77 ¢ju; mit ¢; € C. Dann gilt T(H)w = Y77 ce™ N ;.

Aus Re(Avj,v;)g = 0 folgt mit (5-8) v;3 = 0 und damit A*v; = —Ajv; = —\jv;.
Somit erhalten wir fiir j,k=1,...,n

Nji(vj, vy = (Avj, o) e = (vj, A" op) g = —Melvs, o) = Ak(vj, vg),

und es folgt (vj, ve) g = d;||v;]|3. Daher ist
n n
IT@wll = leil*le™ Hloilid = Y leslPllosl = lwllz,
j=1 j=1

genauso folgt ||T(t)*w| g = ||w|/g. Also ist w € Z. Da . in D(A;) abgeschlossen
ist, gilt .Z D linV, wobei V die Menge aller Eigenvektoren zu rein imaginéren
Eigenwerten bezeichne.

(ii) Sei Z der Abschluss von .Z in H;. Fiir vy € .Z gelten Ayvy € £ und Ajvg € <z
wegen

T (t)UO — Vo —

T(t)vy — —
Alvoz—limwepf und A*vg = —lim €.

t\0 t t™\0 t

Damit ist die Einschrinkung Al: .2 D D(Aly) = £ — £ wohldefiniert. Wie
im Beweis von Satz 5.12 a) gesehen wurde, gilt Ajv9 = —Ajvy und damit Al =

(—A")|z.
Definiert man B := iA| als unbeschrinkten Operator in .#, dann gelten D(B) =

D(Aly) = £ und B* = B, d.h. B ist selbstadjungiert. Da die Resolvente von B
kompakt ist, existiert nach dem Spektralsatz ein vollstindiges Orthonormalsystem
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(Un)nen von Eigenvektoren von B mit zugehorigen reellen Eigenwerten (7;,),en. Fiir
alle n gilt dann A,v, = —iBv, = —iT1,v,, also ist v,, ein Eigenvektor von A; mit
rein imagindrem Eigenwert )\, := —i7,, und die Vollsténdigkeit von (v,),en zeigt,
dass fiir alle v € .Z in H; konvergente Darstellungen der Form

v = i@% Un)ana Alv = i )\n<?}, vn>an

n=1 n=1

existieren. Also gilt v € lin V. [

5.16 Korollar. Es sind dquivalent:

(i) Ay besitzt keine rein imagindren Eigenwerte.

(i1) Fir alle vg € D(Ay) gilt T'(t)vg — 0 in Hy.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen 5.14 und 5.15. O

5.17 Bemerkung. Falls keine rein imagindren Eigenwerte existieren, ist man an
der Abklingrate interessiert, d.h. gesucht ist eine Funktion p: (0, 00) — (0,00) mit
lim; o p(t) = 0 und

IT@vlla < p@lvlla (v e D(A)).

Besonders gut ist hier exponentielle Stabilitét, d.h. p(t) = ¢;e™2" mit ¢1, co > 0. Man
kann zeigen, dass dieser Fall fiir G = (a,b) C R vorliegt, oder auch fiir G = B(0, 1) C
R™ mit n = 2 oder n = 3, falls die Anfangsdaten vy zusétzlich radial-symmetrisch
sind.

Falls G ein Auflengebiet ist, d.h. falls R" C G beschrankt ist, so gelten die obi-
gen Aussagen nicht mehr. In diesem Fall kann man statt Satz 5.14 nur eine lokale
Abschétzung der Form

lim [[o(t) — T(t)v) || r2enpo,R) =0

t—o0

zeigen.
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6. Energiemethoden fiir nichtautonome
Evolutionsgleichungen

6.1 Worum geht’s? Nichtautonome Evolutionsgleichungen haben die Form dyu(t)—
A(t)u(t) = 0, d.h. jetzt hingt der Operator selbst von der Zeit ab. Hier greift die
Halbgruppentheorie nicht mehr. Mégliche Ansétze zur Behandlung derartiger Glei-
chungen sind etwa die Lokalisierung (bzgl. t), die Theorie der Pseudodifferentialope-
ratoren (in ¢ und z simultan) sowie Energiemethoden, auch variationelle Methoden
genannt. Die Hauptidee ist es, schwache Hilbertraumwertige Losungen zu betrach-
ten. Eine dhnliche alternative Methode, derartige Gleichungen zu behandeln, ist die
Theorie der CD-Systeme von Kato, welche hier aber nicht betrachtet wird.

a) Parabolische Gleichungen

Im Folgenden seien T > 0 und V. C H C V' ein Gelfand-Tripel mit separablen
reellen Hilbertrdumen V und H (siehe Definition 1.4). Mit C' werde eine generische
Konstante bezeichnet, d.h. der Wert von C' kann sich bei jedem Auftreten d&ndern.

Wir betrachten eine abstrakte nichtautonome Evolutionsgleichung

Opu(t) — A(t)u(t) = f(t) (t € (0,T)),

u(0) = up. (6-1)

Dabei ist A: [0,7] — L(V,V’) eine zeitabhéingige Familie von Operatoren, und
f:[0,T] — V' und ug € H sind gegeben.

6.2 Satz (Ein Interpolationssatz). Falls u € L*((0,T); V)N H'((0,T); V'), so gilt
(nach eventueller Anderung auf einer Nullmenge) v € C([0,T), H). Die Einbettung
H

L*((0,7); V)N HY((0,T); V') € C([0,T], H)

15t stetig.

Beweis. Wir setzen Z := L*((0,T); V)N H*((0,7); V') mit Norm

1/2
Jullz :== (HUH%Q((O,T);V) + Hu\ﬁfl((o,mv'))

Sei zunéichst u € Z N CY([0,T], H). Wegen 2 |lu(t)||3; = 2(u(t), dyu(t))y folgt aus
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir alle ¢, ¢, € [0, T

lu(®)1% = Jutto) |3 +2 / (u(s), Dyu(s)) ds.

to
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Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein tg mit

2 1 4 2
Juto) B = 7 [ u(s) Bras.
0
Mit diesem ty und der Abschéatzung
[{(u(s), Osu(s)) | = [{(u(s), Osu(s))vxv| < ||0sul(s)||v||u(s)||y fir fast alle s € [0, T
erhélt man fiir alle ¢t € [0, T
2 1 4 2 !
I < 5 [ oo s +2 | ol futs) s
1 T T
<7 | T lds 2 [ jo(s)lvluts) vas

1
< fHUH%z((o,T);H) + 2HUHJLP((O,T);V')HUHL2((0,T);V)-

Wegen ||ull 201 < Cllullr2or)v) gilt also fir alle w € Z N CY([0,T], H) die
Abschétzung

1/2
ulleqor,m < Clullizomvy + lullm oy llullzqomy) ™ < Cllullz. (6-2)
Sei nun u € Z allgemein. Da Z N C'([0,T]; H) dicht in Z ist, existiert eine Folge
(tn)nen € ZNCH([0,T]; H) mit |ju, —ul|z — 0. Nach (6-2) gilt ||wn, —wm ||cqo,r),m) —
0, d.h. (uy), ist eine Cauchyfolge in C([0,T], H) und damit konvergent gegen ein

Element uw € C([0,7], H). Da u,, — u in Z, folgt u = w fast iiberall. Die Stetigkeit
der Einbettung Z C C([0,T], H) folgt aus (6-2). O

In Verallgemeinerung des autonomen Falls (Definition 1.5) definiert man:

6.3 Definition. Die zur Operatorfamilie (A(t))icpo,r) gehorige parametrisierte Bili-
nearform (quadratische Form) a: (0,7) x V x V' — K ist definiert durch

a(t,u,v) == —(A(t)u, v)yxy = —(A{t)u)v  (t € (0,T), u,v € V).

Die Form (und die Operatorfamilie) heifit koerzitiv, falls positive Konstanten a, 3
existieren mit

a(t,u,u) > allully, — Bllully (t€[0,T], ueV). (6-3)

Die Form und die Operatorfamilie heilen streng koerzitiv oder V-elliptisch, falls die
Gleichung (6-3) mit 8 = 0 gilt.
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6.4 Satz (A priori-Abschitzung). Sei A € C([0,T], L(V, V")) koerzitiv. Dann exi-
stiert eine Konstante Cy > 0 so, dass fiir allew € Z := L*((0,T); V)NH((0,T); V")
die Abschdtzung

lull 20,191y < Callluollm + 1 fllz2o.r)m) (6-4)

gilt, wobei f(t) := Owu(t) — A(t)u(t) und ug := u(0) gesetzt wurde. Insbesondere ist
die Losung von (6-1) eindeutig und hingt stetig von den Daten ab.

Beweis. O.E. sei A streng koerzitiv, sonst betrachte v(t) := e Pu(t), welches das
Cauchyproblem

dpo(t) — A(t)o(t) + Bu(t) = e 7 f(1),
v(0) = ug
erfiillt, mit zugehoriger Bilinearform a(t, u,u) + B|u||%-

Man beachte, dass vy € H nach Satz 6.2 wohldefiniert ist und f € L*((0,7),V")
wegen u € Z gilt. Fiir u € Z N CY([0,T), H) folgt fiir alle t € [0, T]

%HUU)H?{ = 2(u(t), u(t))m = 2(0u(t), u(t))vrxv
= 2(A(t)u(t) + f(1), u(t))vrxv = —2a(t, u(t), u(t)) + 2(f(t), u(t))vxv.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

Ju(T) [ +2 / ot u(t), u(t))dt = [luol +2 / (), () vt

Wir niitzen die Koerzitivitét aus, schéitzen den rechten Integranden ab und erhalten

T T
Hu(T)H%JrQOé/O [u(t)|[3-dt < Huo!ﬁﬁ?/o LF @)l l[u@)]lvdt.

Auf der linken Seite lassen wir den ersten Term weg, auf der rechten Seite verwenden
wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und die Youngsche Ungleichung ab < ea® +
C.b? (mit frei wihlbarem € > 0). Es ergibt sich

204HU||%2((0,T);V) < Juol|7 + 25”““%2((0,73;\/) + 2CE||fH%2((O,T),V’)'

Wihlt man ¢ klein genug (etwa e = §), so erhélt man (6-4) fiir alle u € Z N
C*([0,T), H). Fiir allgemeine u € Z folgt (6-4) wieder mit einem Dichtheitsargu-

ment.

Da die Gleichung linear ist, folgt aus (6-4) die Eindeutigkeit der Losung, da die
Differenz zweier Losungen die Gleichung mit f = 0 und ug = 0 erfiillt. m
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6.5 Satz. Sei A € C([0,T], L(V,V")) koerzitiv. Dann existiert zu jedem uy € H und
f e L*(0,T); V") genau eine Lisung u € L*((0,T); V)N H*((0,T); V') von (6-1).

Der Beweis verwendet das sogenannte Faedo-Galerkin-Verfahren, welches auf einer
Projektion auf endlich-dimensionale Unterrdume basiert.

Beweis. (i) Eindeutige Losbarkeit der endlich-dimensionalen Systeme:

Sei (vn)nen C V eine Orthonormalbasis von V' (bzgl. der Topologie von V'). Man defi-
niert V,, := span{vy, ..., v, } und betrachtet die orthogonalen Projektionen P, : H —
V,, (orthogonal in H).

Die Funktion u, = >, ¢;n(t)v; sei definiert als die Losung von

(Orun(t), vj)vixy — (A@)un(t), vi)vixy = (f(t), v))vixy (F=1,...,n),

un(0) = P,uy. (6-5)

Fiir die Koeffizienten (¢;,,(t))i=1,.» erhilt man ein System gewohnlicher Differenti-
algleichungen. Setzt man die obige Entwicklung von u,, ein, erhilt man das System

Myen(t) = Alt)en(t) + F(t) (1 € (0,T)),

n(0) = Co. (6-6)

Dabei wurden folgende Bezeichnungen verwendet:

cn(t) = (cm(zf)).:1 € R",

,,,,,

CO = (<P UO,’UZ>\/) “tm € Rn,
Al(t) = (( ()vl,,v])wxv) ielom € R,
M= ((vi,v)m), .y, ER™,
F) = (1), odvr),_, , € B"

Es gilt A € C([0,T],R™") und F € L*((0,T);R™) C L'((0,T); R™), und die Matrix
M ist invertierbar. Fiir das homogene System ist daher der Satz von Picard-Lindelof
in der globalen Version anwendbar, fiir das inhomogene System die Variation der
Konstanten. Daher existiert eine eindeutige Losung ¢, € C([0,T],R™) mit dyc,, €
L?((0,T); R™) von (6-6), und somit eine eindeutige Losung

u, € C([0,T],V) mit du, € L*((0,T); V)
von (6-5).
(ii) GleichméBige Abschitzung fiir die Losungen und Konvergenz einer Teilfolge:

Da u, die Losung von (6-5) ist und dyu, € L*((0,T);V) sowie u,(t) € V, gilt,
erhalten wir

(Orun(t), un()) i = (A@)un(t), un () vrsv = (F (1), un(t))vrxv -
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Nur diese schwache Formulierung der Differentialgleichung wurde im Beweis von
Satz 6.4 benotigt. Es gilt also (mit derselben Konstante wie in Satz 6.4, welche
somit nicht von n abhéngt)

|nL2(0,1)v) < CA(||f||L2((0,T),v') + ||U0||H),

wobei || Pyuo|lg < ||uo||lg verwendet wurde.

Somit ist die Folge (uy)neny € L2((0,T);V) beschrinkt und besitzt daher eine
schwach konvergente Teilfolge, welche wieder mit (u,),en bezeichnet sei. Es sei
u, = u € L*((0,T); V).

(iii) Der schwache Grenzwert 16st die urspriingliche Gleichung;:

Zu zeigen ist, dass u eine Losung von (6-1) ist. Dazu sei ¢ € 2((0,7")) und v € Vy.
Da u,, eine Losung von (6-5) ist, folgt fiir n > N und fiir fast alle ¢ € [0, T]

p(8)(Oeun(t), v) g = @) (A un(t), v)vrxv + @(E){f(E), v)vrxv.
Integration bzgl. ¢ und partielle Integration liefert
- [ O md = [ o)A@ 0. i+ [ 00,0t

Dawu, — uwin L*((0,T); V) und damit auch u,, — w in L*((0,T), H) sowie Au,, — Au
in L?((0,T), V") gilt, konnen wir den Grenzwert n — oo betrachten und erhalten

_ / () {u(t), v) rdt = / S0 (A(t)u(t), o)yt + / SO (E), ) yrevt.

Dies gilt fiir alle v € Viy mit beliebigem N € N. Da (v,)nen eine Orthonormalbasis
von V' ist, ist |Jyey Vv dicht in V', und somit gilt

- [ eouwi= [ ewawuoi [ ensoa

fir alle ¢ € D((0,T)) als Gleichheit in V’. Also gilt fiir die distributionelle Ableitung
dyu die Gleichheit dyu = Au+ f € L*((0,7T);V’). Insbesondere ist

u € H'((0,T); VYN L*((0,T); V) c C([0,T], H).

Zu zeigen ist noch u(0) = ug. Sei dazu ¢ € C([0,T]) mit ¢(T) = 0 und v € Vy.
Dann gilt wieder fiir n > N mit partieller Integration

—/0 @/(tﬂun(t)vl))Hdt—i-90(0)<un(0)7v>H:/0 p(E) (A un(t) + f(2), v)vrxvdl.
(6-7)
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Fiir n > N gilt wegen v € Vy und da P, eine orthogonale Projektion und damit
selbstadjungiert ist,

(un(0),v) g = (Pug, vy g = (ug, P,v)g = (ug,v)g.

Fiir n — oo erhalten wir daher aus (6-7)

—/0 w’(t)<U(t),v>Hdt+90(0)<UO,U>Hz/o p(t)(At)u(t) + f(t), v)vrxvdt. (6-8)

Andererseits gilt dyu = Au+ f € L*((0,T),V’). Multiplikation mit ¢ und Anwen-
dung auf v, Integration tiber (0,7") und partielle Integration liefert

—/0 w’(t)<u(t)7v)Hdt+¢(0)<U(0)7U>H:/0 p(t)(AB)ult) + f(1), v)vixvdt.

Der Vergleich mit (6-8) liefert ¢(0)(ug — u(0),v)y = 0. Fiir ¢(0) # 0 folgt (up —
u(0),v)y = 0 fiir alle v € Vy. Da |Jyey Vv dicht in V' und damit auch in H ist,
folgt u(0) = ug € H. O

6.6 Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist somit die Ab-
bildung

L2(0,T); V)N H'((0,T); V') = L*((0,T); V') x H, u > (Oyu — Au,u(0))

ein Isomorphismus von Hilbertrdumen ist, insbesondere ist die Umkehrabbildung,
d.h. die Losung der Gleichung, ebenfalls stetig. Diese Stetigkeit kénnte auch mit
dem Satz vom stetigen Inversen bewiesen werden, allerdings wird in obigem Beweis
die a priori-Abschétzung sowohl fiir die Eindeutigkeit der Losung als auch fiir die
Existenz des schwachen Grenzwerts beim Galerkin-Ansatz benotigt.

Der Isomorphismus zeigt auch, dass die Losung so glatt ist, wie es aufgrund der
Gleichung erwartet werden kann; man verliert also keine Regularitét. Dies ist typisch
fiir parabolische Gleichung und wird auch als maximale Regularitdt oder optimale
Regularitéit bezeichnet.

6.7 Beispiel. Sei 2 C R” ein beliebiges Gebiet, und sei A = A(z,t) ein Differen-
tialoperator der Form

Az, t)u = Z O, (ij(x, 1) 0p,u) + Z bi(x, )0y, u + c(z, t)u.

ij=1 i=1

Dabei seien die Koeffizienten reellwertig und stetig in  und ¢, und die Matrix (a;;);
sei strikt positiv definit, d.h. es gelte

n

> ai(@, )68 > qlé® (E€R™, zeQ, te(0,T]).

ij=1
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Dann sind die Bedingungen von Satz 6.5 erfiillt, wobei V := H}(Q), H := L*(Q2)
und damit V' = H~1(Q) gewiihlt wird. Somit besitzt das Anfangs-Randwertproblem

atu(l‘,t) - A(xjt)u(x,t) - f(x7t> (l‘ € Q: te [O7T])a
u(z, ) =0 (€09, t€[0,T)),

(2,0) =up(z) (z€Q)

(

(0,7), H(2)) eine eindeutige Losung

u(x
fiir jedes ug € L*(Q) und f € L?

we L2((0,7); HA(Q) 0 H'((0.7); H~ ().
Man spricht hier auch von einer schwachen Losung.

Wir werden im Folgenden eine Aussage fiir hohere Regularitit der Losung zeigen.
Dafiir betrachtet man den Operator A(t) als unbeschriankten Operator in H (vgl.
Definition 1.5).

6.8 Definition. Sei A: [0,7] — L(V, V") eine Operatorfamilie. Dann definiert man
die Familie (Ag(t))icjo,r] unbeschréankter Operatoren in H, wobei Ay(t) die H-
Realisierung von A(t) sei, gegeben durch D(Ag(t)) :={ueV : Alt)u e H} C H
und Ag(t)u = A(t)u (u € D(Ag(1))).

6.9 Satz (Hohere Regularitit). Sei A € C([0,T], L(V,V")) koerzitiv, und seien
up € D(Ag(0)) und

feZ:=L*0,T):;V)nHY0,T);V").

Dann gilt fir die (nach Satz 6.5 existierende und eindeutige) Losung u von (6-1)
die hohere Regularitdt

we HY((0,T);V)n H*((0,T); V') c CY([0,T], H),
Au € L*((0,7); V)N H((0,T); V") c C([0,T], H).

Beweis. Wieder sei 0.E. A koerzitiv mit Konstante 5 = 0 in (6-3). Formales Diffe-
renzieren der Gleichung (6-1) liefert

Ofult) — A(t)0ru(t) — (BeA)()ult) = 0. f(t) (¢ € (0,T)),
9ru(0) = A(0)uo + f(0).
Nach Satz 6.2 ist f € C([0,T], H) und damit f(0) € H, nach Voraussetzung gilt uy €
D(Ax(0)) und damit A(0)ug € H sowie t — (0, A(t))u(t) + 0, f(t) € L*((0,T); V).
(Man beachte, dass v € L*((0,7);V) und 9,A € C([0,T], L(V,V")) gilt.) Somit

existiert nach Satz 6.5 eine eindeutige Losung v € Z von

dr(t) — AW)o(t) = (BAMD)u(t) + @ f)E) (¢ € (0,T)),
0(0) = A(O)uo + £(0).

)=
)=

(6-9)
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Wir zeigen nun d,u = v. Dazu sei
2(t) = up + /Otv(s)ds (t €10,TY).
Dann gilt z € H'((0,T); V) mit d;2 = v und fiir alle ¢ € [0, T| als Gleichheit in V’
A(t)z(t) = A(t)up + /Ot A(t)v(s)ds
= A(t)up + /Ot A(s)v(s)ds + /Ot (A(t) — A(s))v(s)ds.

Da v (6-9) 1ost, gilt fiir fast alle s € [0,7] die Gleichheit A(s)v(s) = Osv(s) —
(0sA(s))u(s) — 0sf(s) und damit

A=) = Ao + (1) ~v(0) = 10+ £0) [ @A) uls)ds
+ [ (A0 - At
Mit v(s) = 8,2(s) und partieller Integration erhilt man
A=) = Ao +200) —00) — 10+ 10~ [ @A ohuls)ds
+ [ .AG)2(5)ds — () — 40)=(0
=0l = 1O+ [ @A) (=(5) — u(s))ds,

wobei v(0) = A(0)ug + f(0) verwendet wurde. Fiir die Differenz w := z —u € Z
erhdlt man also die Gleichung

Oyw — A(t)w = _/o (0sA)(s)w(s)ds (t € (0,T)),
w(0) =0

als Gleichheit in V"’ fiir fast alle £. Wendet man dies auf w(t) € V' an, so erhdlt man
fiir fast alle ¢

%at(llw(t)!\%{) — (AW w(t), wt))yrxy = /0 (0,A(s)w(s), w(t))yrxyds.

Integriert man iiber ¢ € [0, 7] mit 7 € [0, 7], so ergibt sich

el == [ attw.ww)+ [ [ (@A), w@dsd. (610
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Fiir Cl = maXtE[ovT] ||8tA(t)HL(V7V/) gllt

y//jaA UWw“ﬁ%“%//Wm v () v ds .

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

t T
/ [w(s)lvds = / Xjo.1(8) [w(s)llvds < VE|wll 2oy < ViEllwllzzomm)
0 0

und damit

T prt T

t//HMMMW@M%ﬁSM%wwm/WW@Mﬂﬁ
0 JO 0
T 1/2 e

< [lw||? .(/tdt) = —|lwl|? .

ol ( el

Da A koerzitiv mit $ = 0 ist, gilt andererseits

4aww@mﬁWﬁZWM@wmm-

In (6-10) eingesetzt erhilt man fiir alle 7 € [0, T]
1 ClT
Sl < (T5 = o) lwlixony

Fiir 7 € [0, 79] mit 79 := fo‘ ist die rechte Seite nichtpositiv, und es folgt w(7) = 0.
Eine Wiederholung dleses Arguments in den Intervallen |7y, 27|, [270, 370), . .. liefert
schliefllich w = 0 und damit 0 = dyw = 0;z — Oyu = v — Oyu, d.h. es gilt 8tu = .

Wegen v € Z folgt damit d,u € Z und wegen Au = d,u — f auch Au € Z. Nach
dem Einbettungssatz gilt Z C C([0,T], H) und damit u € C*([0,T], H) sowie Au €
C([0,T], H). ]

b) Hyperbolische Gleichungen

Nun wollen wir hyperbolische Gleichungen betrachten. Hier ist die Losbarkeit mit
der Selbstadjungiertheit der Operatoren Ay (t) verkniipft. Wieder sei V.C H C V'
ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen Hilbertrdumen V, H, V' und T' € (0, o0).

Sei A: [0,T] — L(V, V') eine koerzitive Operatorfamilie, und
a: [0,T]xV xV =R, a(t,u,v) = (A(t)u, v)y«v

die zugehorige Bilinearform. Die Familie A und die zugehorige Bilinearform heiflen
symmetrisch, falls fiir jedes t € [0, 7] die Bilinearform a(t, -, -) symmetrisch ist. Nach
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Lemma 1.7 ist dies dquivalent dazu, dass fiir jedes ¢ € [0,7] der Operator Ag(t)
selbstadjungiert ist.

Die zu (A(t)):ejo,r] gehorige hyperbolische Gleichung ist gegeben durch

Ofu(t) — A(t)u(t) = f(t) (t€(0,T)),
u(O) = Uy, (6-11)

Dabei ist die erste Zeile als Gleichheit in V" fiir fast alle ¢ € (0,7") zu verstehen. Als
Loésungsraum werden wir

E:={ue L*(0,T);V)| 0w € L*((0,T); H), d}u € L*((0,T); V')}
betrachten.
6.10 Bemerkung. Es gilt
E = L*((0,7); V)N H'((0,T); H) N H*((0,T); V'),

wie sich sofort aus der stetigen Einbettung V' C H und damit L*((0,7);V) C
L*((0,T); H) ergibt. Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt damit auch

E c C([0,T], H) n C*([0, T], V).
Wir betrachten zunéchst die Eindeutigkeit der Losung.

6.11 Satz. Sei A € CY([0,T], L(V, V")) koerzitiv und symmetrisch. Falls u € E eine
Lésung von (6-11) mit f =0, ug = uy = 0 ist, so gilt u(t) =0 fir alle t € [0,T].

Beweis. Sei s € (0,T) fest. Definiere

o(t) ::/ w(F)dr (te [0, s).

Dann gilt v € H'((0,s); V) C C([0, s], V) mit ;v = u und v(s) = 0. Nach Voraus-
setzung gilt A?u(t) — A(t)u(t) = 0 € V' fiir fast alle ¢ € [0, s], und mit partieller
Integration folgt

=/0<82 (1) — A(yu(t), v(t)) vt

/@u() vw+/0 a(t, u(t), v(t))dt
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(man beachte, dass dyu € C([0,7], V') mit du(0) =0 € V' und v € C([0,T], V) mit
v(s) =0 gilt). Setze

ai(t,u,v) .= —{((0A)(t)u,v)ywy (u,v € V).

Dann gilt unter Verwendung der Symmetrie von a

%(a(t,v(t),v(t))) = as(t,v(t),v(t)) + 2a(t, O(t),v(t))
= as(t,v(t),v(t)) + 2a(t, u(t),v(t)).

Damit erhalten wir
| latto.00) - lu@llde~ [ aute ofe) oo
=92 /0 la(t, u(t), v(t)) — (Qpu(t), u(t))vxv]dt = 0.
Wegen v(s) = 0 und damit a(s, v(s), v(s)) = 0 und u(0) = 0 erhalten wir
||u(s)||§{ + a(0,v(0),v(0)) = — /05 as(t,v(t),v(t))dt. (6-12)
Da a; stetig ist, gilt
| [ attoo. oo < [ lowiRar
Aus der Koerzivitét von a erhélt man aus (6-12)
Il + O < 8oV +C [ lutolfar

Setze w(t) := v(t)—v(0). Dann gilt w(s) = —v(0) und v(t) = w(t) —w(s). Eingesetzt
erhdlt man

s + (s < s (ol + [ oo - w(s) )
< Cillw(s)|[z + 2C1s|lw(s)l[y +2C /0 lw(®) [V dt.
Mit Cauchy-Schwarz gilt
ol = 101 = || [ ww]) <s [ uola
und damit
lu(s)z + (1= 2Cws)[w(s) [l < Co /O (lu®1IZ + w5 dt.
Betrachtet man nun s mit 2C;s < %, so folgt aus dem Lemma von Gronwall u(s) =

0, w(s) =0 (s €0, ﬁ]) Dieselbe Argumentation liefert nun v = 0 in [ﬁ7 %] etc.
Also gilt u = 0.
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6.12 Satz (Losbarkeitssatz fiir hyperbolische Gleichungen). Sei A € C*([0,T], L(V, V"))
koerzitiv und symmetrisch. Dann existiert zu jedem f € L*((0,T); H), ug € V und
uy € H genau eine Losung u € E von (6-11). Die Abbildung

(f,uo,u1) — (u, Owu),
L3((0,T); H) x V x H — L*(0,T); V) x L*((0,T); H)

15t stetig.

6.13 Bemerkung. Fiir eine Losung u € E folgt f = 0?u — Au € L*((0,T);V").
Im Satz wird aber die héhere Regularitit f € L*((0,T); H) verlangt. Insbesondere
besagt der Satz nicht, dass die Abbildung u +— (f, ug,u1), E — L*((0,T); H)xV x H
ein Isomorphismus von Hilbertrdumen ist. Hier liegt also keine maximale Regularitét
VOr.

Beweis von Satz 6.12. Die Eindeutigkeit der Losung wurde schon in Satz 6.11 ge-
zeigt. Fiir die Existenz verwendet man dasselbe Schema wir im parabolischen Fall:

(i) Galerkin-Approximation:

Sei (Up)nen C V' eine Orthonormalbasis von V| sei V,, := span{vy,...,v,}, und
seien P,: H — V,, die orthogonale Projektion in H auf V,, und ]3”: V =V, die
orthogonale Projektion in V' auf V,,. Wir definieren u,, = Z?:l Cin(t)v; als Losung
der gewdhnlichen Differentialgleichung

(0Fun(t), vi)vixv — (Al)un(t), v)vixy = (f(t), v)) vy (G =1,...,n),

un(0) = P, (up), (6-13)
Oy (0) = Py (uq).

Man erhélt eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Koeffizi-
enten ¢;, mit eindeutiger Losung ¢, (t) = (¢in(t))iz1,.. n. Fiir die zugehorigen eindeu-
tigen Losungen u,, von (6-13) gilt u, € C*([0,T],V) N H*((0,T); V).

(ii) Energieabschétzung fiir die Losungen der endlich-dimensionalen Systeme:

Wegen u,, € C'([0,7],V) mit du,(t) € V,, kénnen wir in (6-13) v; durch dyuy,(¢)
ersetzen und erhalten

(OFun (), Opun(t)) i — (A un(t), Qun(®))vrxv = (F(1), Qun(®))vrxv.  (6-14)
Mit Oy ||Osun () ||% = 2(0?un(t), Oy, (t)) g und
Brat, tn(t), un(t)) = ap(t, wn (), un(t)) + 2a(t, un(t), pun(t))
erhilt man aus (6-14)

10w (B)17 — 10sn (017 + a(t, wn(t), 1n(t)) — (0, un(0), un(0))
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- /Ot (20020 (5), Dstn(5)11 + (5, un(s), 1 (5)) + 2a(5, wn(5), Oy (5)) ) ds

t
— [ (s ta().a(5)) + 207(6). Dt () ) s
0
Aus der Koerzivitéit von a und der Stetigkeit von a und a; folgt
10sun ()17 + allun®)IF < 105017 + Bllun®)IF + Cillun(0)]F

+Cl/0 ||un(8)||2vd8+2/0 1F ()l 2105 (8) | 2l

Wegen

a0y < (@)l + [ 1ot ds)” < € (nO) + [ 10006 )

folgt
t
10eun ()17 + lun ()] < Co [H(?tun(o)llfq + [lun(0)]7 +/O 1/ () II7ds

[ (10 + )]

Wir wenden das Gronwall-Lemma an und erhalten

¢
Jorta 1, + a1 < €100 O + O + [ 1566) )
Mit ||Oun ()| < |lurlla, [|un(0)|lv < |luolly und f € L?((0,T); H) erhilt man

lunllzzqoryw) + N0runllzaorym < € (Nuolly + luallr + 1l z2ozym ). (6-15)

(iii) Schwache Konvergenz der approximativen Losungen:

Nach (ii) sind die Folgen (u,), C L*((0,7);V) und (du,), C L*((0,T); H) be-
schrénkt. Somit existiert eine Teilfolge (0.E. wieder mit (uy),, bezeichnet) mit

u, — win L*((0,T); V) (und damit in L*((0,7); H)),
O, — zin L*((0,T); H).

Fiir ¢ € 2((0,7)) und v € Vi gilt

/0 & (1) (ult), o) dt = {u, & (o) (0150

= lim (un, ' (Y0} 20,0y = = I (Dyun, 9()0) 12((0.1):1)
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T
— (e eCo)momm = - | AOEO.0)ud
0
Also ist dyu = z und damit w € L*((0,7);V) N H'((0,T); H) sowie u, — u in
HY((0,T); H).
(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Losung der Gleichung:

Die Abbildung ~o: H'((0,T); H) — H, u + u(0) ist stetig und damit nach Lem-
ma D.7 schwach stetig. Also gilt u,(0) — «(0) in H. Andererseits gilt u,(0) =
]Bnuo — up in V und damit u,(0) — uo in H und insbesondere u,(0) — ug in H.
Mit der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts (Lemma D.4 b)) folgt u(0) = uo.
Die Gleichheit 0,u(0) = u; zeigt man wie im parabolischen Fall.

Wiederum fiir ¢ € 2((0,7)) und v € Vy folgt aus (6-13) mit partieller Integration

_ /0 (& (8) Ortn(t), 0) 11 + (8 (A (8), 0) vy )t = /O S F(L), 0) .

Aus u, — uin L*((0,7);V) und A € C([0,T], L(V,V")) folgt nach Lemma D.7
Au, — Au in L*((0,T); V). Damit erhalten wir fiir n — oo

—/O (go’(t)(@tu(t),v>H+90(t)(A(t)u(t),v>V/Xv)dt:/0 o(t){f(t),v)pdt.

Damit gilt 02u = Au+ f € L*((0,T); V'), d.h. u ist eine Lésung von (6-11).

Die Stetigkeit der Abbildung (f, ug,u1) — (u, 0yu) folgt aus (6-15) und Lemma D.4
c). O

6.14 Satz (Hohere Regularitit). Fir j € Ny sei g; iterativ definiert durch

go ‘= Up,
g1 ‘= Uy,

gyea = Y- (1) @AY 010+ @L)O) (G € T
=0

Sei A € C'([0,T], L(V,V")) koerzitiv und symmetrisch. Fir ein k € Ny gelte f €
H:((0,T);H), /A € C([0,T], L(V,H)) fiir j =1,...,k+ 1 sowie die Kompatibi-
litatsbedingungen

90,91, --,9k S ‘/, Jk+1 GH

Dann gilt fir die (nach Satz 6.12 existierende und eindeutige) Lisung u von (6-11)
die héhere Regularitit

u € H*((0,T);V)n H*'((0,T); H) n H*((0,T); V).
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Beweis. Fiir k = 0 ist dies genau die Aussage von Satz 6.12. Fiir £ > 0 kann man
den Satz mit Induktion iiber k beweisen, wobei wir hier nur den Schritt von k£ = 0
auf £ = 1 ausfithren, der allgemeine Schritt geht analog.

Seien also f € HY((0,T); H), up,u; € V, go = A(0)ug + f(0) € H sowie §;A €
C([0,T], L(V, H)). Formales Differenzieren der Gleichung (6-11) liefert

FPu(t) — A)du(t) = (9, A)(t)u(t) + d f(t) (t € (0,7)),
Oyu(0) = uy,
97u(0) = A(0)uo + £(0).

Wegen v € L*((0,T); V), &;A € C([0,T],L(V,H)), uy € V sowie A(0)ug + f(0) €
H sind die rechten Seiten dieses Anfangswertproblems so glatt wie in Satz 6.12
vorausgesetzt. Damit besitzt das Problem

Ofv(t) — Atyu(t) = (
v(0) = wy
0rv(0) = A(0)uo + £(0)

pA)()u(t) + 0. f (1) (¢ €(0,T)),

eine eindeutige Losung v € E. Um zu zeigen, dass 0,u = v gilt, definieren wir

2(t) :==up +/0 v(s)ds (t €10,T7]).

Dann gilt 9,z = v sowie z € H?*((0,7);V’) C C?*([0,T],V’), und wegen dv €
H'((0,T); V') erhalten wir

022(t) = O(t) = 9,v(0) +/0 (0%v)(s)ds
= A0+ 70+ [ (A6 + @A) +0.0)6))ds
= A(0)uo + f(t) + /0 (A(s)v(s) + (0sA)(s)u(s))ds

als Gleichheit in V" fiir fast alle t € [0, T']. Partielle Integration liefert wegen 0s(A(s)z(s)) =
(0sA)(s)z(s) + A(s)v(s) die Gleichheit

0;=(t) = A(t)=(t) + f(t) +/0 (0:A)(u(s) — z(s))ds  (t € (0,T)).

Somit erfiillt die Funktion w := z — u € E die Gleichung

@Mﬂ—A@M®=—A&MM$M$@ (t e (0.7)),
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Jyw(0) = 0.

Wir betrachten diese Gleichung im Intervall ¢ € (0,7) mit festem 7 € (0,7]. Die
rechte Seite ist in L?((0,7); H), und die Stetigkeitsaussage von Satz 6.12 liefert

T t 2 T
ol <€ [ || [ @6 s de<c [ ol

Hier wurden Cauchy-Schwarz in L%((0,t); H) sowie d,a € L*((0,7); L(V, H)) be-
nutzt. Fiir die Funktion F(7) := [|w||72((g 1.z &ilt also die Abschétzung

F(r) < C/T Ft)ydt (r€(0,7)),

und mit dem Lemma von Gronwall folgt F' = 0, d.h. w(t) =0 (¢ € [0,77]). Also gilt
z = v und damit dy;u = v € E, was die hohere Regularitéit von u beweist. O

6.15 Bemerkung. a) Aus der angegebenen Regularitéit von u folgen unter Ver-
wendung der Gleichung weitere Regularititen. Z.B. erhélt man fiir £ = 1 wegen
uw e H*((0,T); H) die Aussage Au = 0?u — f € L*((0,T); H). Falls etwa A(t) = Ag
unabhéngig von ¢ ist, heiBt dies u € L*((0,T); Dy (Ap)).

b) Die Bedingung &/ A € C([0,T], L(V, H)) ist sehr stark und durch die fehlende
maximale Regularitdt bedingt. Falls A unabhéngig von ¢ ist, ist diese Bedingung
trivialerweise erfiillt. Im Beweis siecht man, dass die folgende Bedingung ausreicht:
Fiir alle £ € 0,...,k — 1 ist (08 “A)(0u) € L*((0,T); H). Da u auch eine hohere
Regularitdt im Sinne von a) besitzt, ist auch eine Abschwichung der Bedingungen
A e C([0,T), L(V, H)) moglich (z.B. falls Dy (A(t)) unabhingig von t ist).

c¢) Es ist kaum maglich, eine explizite Formel fiir g; anzugeben. Fiir die Losung u
gilt nach dem Satz

we H5(0,7);V)n H*'((0,7); H) c C*7'([0,T],V)n C*([0,T], H).

Unter Verwendung der Gleichung sieht man, dass g; = (9/u)(0) gilt, und die Kom-
patibilitdtsbedingungen besagen, dass die (aufgrund der Glattheit existierenden)
Grenzwerte von v und von den rechten Seiten gleich sind, d.h.

9= @))€V (j=0,....k—1), g = (Ofu)(0) € H.

c) Nichtlineare Gleichungen

Im Folgenden sei X ein reflexiver Banachraum und X’ sein topologischer Dualraum.
Unter einem Operator A: X — X' ist ab sofort nicht notwendigerweise eine lineare
Abbildung gemeint. Man schreibt {iblicherweise auch fiir nichtlineare Operatoren
Au = A(u).
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6.16 Definition. Sei A: X — X', u — Au ein Operator.
a) A heifit monoton, falls

(Au— Av,u — V) xixx >0 (u,v € X).

Falls sogar ,,>“ gilt, so heifit A strikt monoton. Der Operator A heifit stark monoton,
falls ein ¢ > 0 existiert mit

(Au— Av,u — v)xinx > cllu—v||%  (u,v € X).

b) A heifit koerzitiv, falls

lim —<AU’U>X/XX = 00

Jullx—oo  ||u|lx

¢) A heiBt beschrinkt, falls beschrinkte Mengen in X auf beschrinkte Mengen in
X' abgebildet werden.

d) A heit hemistetig, falls fiir alle v, v, w € X die Abbildung
s (A(u+ sv),w)xxx, R— R

stetig ist.

6.17 Satz. Sei A: X — X' ein Operator.
a) Falls A stark monoton ist, so ist A koerzitiv.

b) Sei A monoton und hemistetig. Dann gilt:

(i) A ist maximal monoton, d.h. falls fir w € X und b € X' die Ungleichung
(b—Av,u—v)xxx >0 (veX) gilt, so folgt Au=b.

(ii) Sei (up), C X eine Folge mit u, — u in X und Au, — b in X' sowie
lim sup,, , o (A, un) xrxx < (b,u)x/x. Dann gilt Au = b.

Beweis. a) Es gilt (Au,u)xvx = (Au — A(0), u)xr»x + (A(0), u)xrxx > c|lul|3 —
|A0) || x||u||x und damit

<AU, U)X’XX

> dullx = [AQO)]x = oo ([lullx = o0).
[ullx

b) Sei A monoton und hemistetig, und seien u, b wie in (i) gegeben. Fiir festes w € X
setzt man v :=u — sw (s > 0) und erhélt

0<(b—Av,u—v)xxx =b— A(u — sw),w) xr«x-

© Robert Denk 26. 2. 2015



94 6. Energiemethoden fiir nichtautonome Fvolutionsgleichungen

Fiir s N\ 0 folgt unter Verwendung der Hemistetigkeit (b — Au, w)x/xx > 0. Ersetzt
man w durch —w, erhilt man analog (b — Au, w)x/«x < 0. Somit gilt Au =bin X',
d.h. A ist maximal monoton.

Sei nun (uy,,), C X eine Folge wie in (ii). Dann gilt fiir alle v € X
(A, un) xix — (Av,up) xrxx — (Auy — Av,0) xrwx = (Aup — Av,uy — 0) xrxx > 0.
Man nimmt von dieser Gleichung den limsup,, ,., und erhélt

(b, u)xrxx — (Av,u)xrxx — (b — Av,v) x1xx >0

und damit (b — Av,u —v)x/xx > 0 (v € X). Nach (i) gilt Au=b.

[
Im Folgenden sei wieder V' C H C V' ein Gelfand-Tripel mit reellen separablen
Hilbertrdaumen V, H. Gegeben sei jetzt eine Familie (A(Z, -))¢cjo,r) von nicht notwen-

digerweise linearen Abbildungen A(t,-): V' — V'. Wir betrachten die parabolische
nichtlineare Gleichung

Oru(t) — A(t, u(t)) = f(t) (t€(0,T)),

u(0) = up. (6-16)

Wieder werden wir die erste Gleichung dabei als Gleichheit in V' fiir fast alle ¢ €
(0,7T) auffassen.

Zur Operatorfamilie (A(t, -)).c0,7) betrachtet man den Operator
A LX((0,T); V) = L*((0,T); V'), w— A(-, u(-)).

6.18 Satz. Gegeben sei eine Familie nichtlinearer Operatoren (A(t,-))icjor. Fol-
gende Voraussetzungen seien erfillt:

(1) Beschrinktheit: Es existiert ein v € L*((0,T)) mit

[AE v)[lve < C(v(8) + [lvllv) - (8 € (0,T), veV).

(ii) Hemistetigkeit: Die Abbildung [0,T] x R — R, (t,s) — (A(t,u + sv),w)yrxv
ist stetig fir alle u,v,w € V.

(i1i) Koerzitivitit: Es gibt o, > 0 so, dass fir alle t € [0,T] und alle u € V
—(A(t,u), upyrev = allully = Bllullf gilt.

(iv) Monotonie: Fir alle t € [0,T] ist der Operator —A(t,-): V. — V' monoton.
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Dann existiert zu jedem f € L*((0,T); V') und zu jedem ug € H genau eine Lésung
we L*((0,7); V)N HY((0,T); V') von (6-16).

Beweis. (i) Wir zeigen zunichst, dass der Operator —A: L*((0,T); V) — L*((0,T); V")
beschrinkt, hemistetig und monoton ist. Fiir u,v € L*((0,T); V) gilt

/O(A(t,U(t)),v(t»v’xvdtSC/O (v(#®) + @[V [[o@) [l vdt

<C(||7||L2(0T) Jr||U||L2 0,7); )||U||L2(0T)V)7

also ist A beschrankt. Die Hemistetigkeit ergibt sich analog mit majorisierter Kon-
vergenz aus der Hemistetigkeit von A(t, ). Die Positivitidt von —A folgt sofort aus

—/0 (A(t,u(t)) — A(t,v(t),u(t) — v(t))yrxydt >0 (u,v € L*((0,T);V).

(ii) Galerkin-Approximation:

Sei {vy, fnen C V eine Orthonormalbasis von V', V;, := span{vy,...,v,} und P,: H —
V., die orthogonale Projektion in H auf V. Sei ferner (f,)nen C C([0,7],V’) eine
Folge mit f,, — f in L*((0,T); V). Wir betrachten die Differentialgleichung in V,,

(Ortin, vj)vicy — (At un(t)), vi) vy = (fu(t), vi)vixy  (t€(0,T)),

1, (0) = Pyuy. (6-17)

Fiir u,(t) = Y0, cn(t)vi, ca(t) = (cin(t)),_, . erhilt man folgendes System

,,,,,

gewohnlicher Differentialgleichungen:

MOien(t) = G(t, en(t)) = Fult) (8 € (0,T)),

e, (0) = Co (6-18)

mit
M :
G(t, cn(t)) :
Fa(t) :
Nach Voraussetzung ist G: [0,7] x R™ — R™ stetig, ebenso F,: [0,7] — R™. Die
Matrix M € R™ "™ ist symmetrisch und positiv definit. Nach dem Satz von Peano

(Satz E.2) existiert eine maximale Losung ¢, € C'([0,%,), R") mit ¢, > 0. Fiir die
zugehorige Funktion w, gilt u,, € C([0,t,),V,) € C1([0,t,), V).

I
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~
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<
~—
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<
I
:\-

=1,...,

(< n(t ) Uz>v'xv) .

.....

(iii) Energieabschitzung und schwache Konvergenz:
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Setzt man in (6-17) punktweise u,(t) € V,, statt v; ein, erhdlt man

%&Hun(t)H?f—<A(t7un(t))>un(t)>wv=(fn(t),un(t»vw (t € (0,,)). (6-19)

Unter Verwendung der Koerzivitéit erhédlt man

%&e\lun(t)lﬁq +allun®F < Bllun(®ll + (Falt), un(O)vrv (¢ € (0,24)).

Wie im Beweis von Satz 6.4 folgt daraus fur alle 7 € (0,,)

len(+ [ @t < C(lall + WlBrcom)- (620

Die rechte Seite hiangt nicht von 7 ab. Da M positiv definit ist, gilt

e ()P < Cen(r) T Men(7) = C D in(T)¢jn(T) (Wi v) 1 = Cllun(7)|17-

ij=1

Also ist |¢,(7)| durch eine von 7 unabhéngige GroBe beschréinkt. Nach Satz E.3 folgt
t, > T und damit u,, € C*([0,T],V).

Wegen (6-20) sind (uy )nen € L2((0,T); V) und (u,(T))neny C H beschriinkt. Da nach
Voraussetzung A ein beschrinkter Operator ist, ist auch (Au,)nen C L*((0,7T); V')
beschrénkt. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt also

u, — uin L*((0,T); V),
un(T) — uy in H,
Au,, — w in L*((0,T); V).

(iv) Der schwache Grenzwert ist eine Losung der Gleichung:

Analog zum Beweis von Satz 6.5, Teil (iii), betrachtet man ¢ € D((0,7)) und v € Vy
und erhalt fiir n > N

- / (1) tn(£), 0) eyt — / S(OA(E wn(t)), )t
- / S0 fult), )yt

Fiir n — oo erhdlt man aufgrund der obigen schwachen Konvergenzen und der
Konvergenz f, — f in L?((0,7); V")

- /0 S () ult), vy dt — /0 S0 (w(t), vyt = /0 F(1), o)t
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Dies zeigt dyu = w + f € L*((0,T); V") sowie u,, — w in H'((0,7); V') und damit
un(T) — u(T) in H. Genauso wie im Beweis von Satz 6.5 sieht man u(0) = wy.

Zu zeigen ist noch w = Au. Integriert man (6-19) {iber (0,7’), so erhélt man

— [ At ). )it = SO Dt [ 00D,

Es gilt u,(0) — u(0) in H, u,(T) = «(T") in H und damit liminf, . ||u,(T)] >
|u(T)|| (siehe Lemma D.4 ¢)). Mit Lemma D.4 d) folgt

Aamm%wwwﬁﬁlammmmmm (n — o).

Damit erhalt man

n—o0

lim sup ( . /0 T(A(t, un(t)), un(mwvdt)

<

DN | —

IOl = 5T+ [ (O, )

:—/O (w(t), u(t))y«vdt.

Dabei gilt die letzte Gleichheit wegen w = Oyu — f. Der Operator —A ist nach
(1) monoton und hemistetig, und die Folge (uy,)nen erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 6.17 b) (ii). Nach diesem Satz gilt Au = w, d.h. u ist eine Losung der Gleichung.

(v) Eindeutigkeit: Seien uy, us Losungen von (6-16). Dann folgt
Orllus (t) = w2 (Bl = (At ua(t)) = At uz(t), ur () — wa(t))viv <0 (¢ € (0,7))

sowie u1(0) = u9(0) und damit u; = us. O
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7. LP-Theorie: Parabolische Operatoren im
Ganzraum

7.1 Worum geht’s? Wir kennen bereits dquivalente Kriterien dafiir, dass ein Ope-
rator etwa eine holomorphe Halbgruppe erzeugt. Dieses Kriterium verlangt es, die
Resolvente des zugehorigen Operators genauer zu studieren, insbesondere die Resol-
ventenabschétzung (a priori-Abschétzung) zu beweisen. Hier soll nun gezeigt wer-
den, wie man dies fiir eine grofie Klasse von Differentialoperatoren im R™ nachweisen
kann. Dabei handelt es sich um parameterelliptische oder parabolische Operatoren.

Der ,,Konigsweg®, um nichtselbstadjungierte Differentialoperatoren zu untersuchen,
liegt in der Fouriertransformation. Wihrend in L? der Satz von Plancherel verwendet
werden kann, gibt es in LP den Satz von Michlin, der Bedingungen an das Symbol
des Operators stellt.

a) Fouriermultiplikatoren und der Satz von Michlin

Im folgenden sei stets D := —i(0,,,...,0,,). Mit C,C1,Cy bezeichnen wir generi-
sche Konstanten, d.h. Konstanten, welche bei jedem Auftreten einen anderen Wert
besitzen konnen, aber nicht von den in der Gleichung auftretenden Groflien abhéngt.

7.2 Bemerkung. Wir betrachten den Laplace-Operator im LP(R™) mit maximalem
Definitionsbereich D(A) := {u € LP(R™) : Au € L?(R")}. Offensichtlich ist D(A) D
W2(R™). Wir wollen zeigen, dass tatséchlich Gleichheit gilt. Sei dazu v € D(A) und
fi=u—Au € LP(R"). Sei |a| < 2. Dann gilt
Du=F 1" Fu=F" & F
SR e

als Gleichheit in ./(R"). Um D%u € LP(R") zu zeigen, muss also # 'm,(§)Z f €
LP(R") gelten, wobei m, (€) := —. Die Frage lautet also: Wird durch

THEE-
f— cy@’lma(f)a@f

ein stetiger linearer Operator auf LP(R™) definiert? Die (positive) Antwort liefert
der Satz von Michlin.

7.3 Definition. Sei 1 < p < co. Eine Funktion m € L>°(R") heiit Fouriermultipli-
kator in L?, falls f — Z 'm.Z f einen stetigen linearen Operator M € L(LP(R"))

definiert. Genauer ist m Fouriermultiplikator, wenn fiir die Abbildung M : . (R") —

SR, o F 'mFp gilt R(M) C LP(R") und

Mol r@ny < Cllllr@ny (v € L (RY),
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d.h. wenn M eine eindeutige Fortsetzung M € L(LP(R")) besitzt. Die Funktion
m heiflt in diesem Fall das Symbol des Operators M. Wir schreiben op(m) :=
F'mF = M und symb(M) :=m.

7.4 Bemerkung. Fiir p = 2 gilt nach dem Satz von Plancherel genau dann op(m) €
L(L*(R™)), falls der Multiplikationsoperator g — mg stetig in L?(R") ist. Dies ist
genau dann der Fall, wenn m € L>*(R™) gilt. Denn falls m € L>®(R"™), so folgt
Mgl 2@ny < ||| Loe®n)]|g]|L2(mny- Falls andererseits m ¢ L*°(R™), so existiert eine
Folge messbarer Mengen (Ay)ren und (cx)ren, 0 < ¢ — oo, mit 0 < A(Ag) < oo
und |m| > ¢; auf A,,. Fiir g, := x4, gilt dann g; € L?(R") und

Imgelegeey = [ Im€)gu(OPdE 2 EAAL) = Hlueqany
d.h. op(m) ist kein beschréinkter Operator in L*(R").

Der folgende Satz ist fundamental fiir die LP-Theorie von Differentialoperatoren. Der
Beweis ist fiir diese Vorlesung zu aufwindig. Hier bezeichnet [7] die grofite ganze
Zahl kleiner gleich 7. Wir geben den Satz in zwei Varianten an.

7.5 Satz (Michlin). Seil < p < oo und m: R*\{0} — C eine Funktion. Falls eine
der beiden Bedingungen

(i) m € CEHY R\ {0}) und
€¥DPm ()] < Cur (€ € R*\ {0}, |B] < [5]+ 1),
(ii) m € C™"(R™\ {0}) und
€7 DPm(§)] < Cur (€ € R"\ {0}, B € {0,1}")
mit einer Konstanten Cyy > 0 gilt, so ist m ein LP-Fouriermultiplikator mait
lop(m)[zen) < (n, p)Cr,y
wobei die Konstante c¢(n,p) nur von n und p abhdngt.
7.6 Bemerkung. a) Die Bedingung (i) in obigem Satz wird héufig als die Michlin-

Bedingung (aus dem Jahr 1957) bezeichnet, wahrend Bedingung (ii) auf Lizorkin
(1963) zuriickgeht. Eine iibliche Schreibweise ist auch Mikhlin.

b) Sei die Funktion m: R™\ {0} — C homogen in £ vom Grad d € R, d.h. es gelte
m(ps) = p'm(&) (& €R"\ {0}, p>0).

Falls m € C*(R" \ {0}), so ist D’m(&) homogen in & vom Grad d — |f] fiir alle
B < k.
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Denn z.B. fiir § = (1,0,...,0) gilt

m(p€ + hey) —m(pf)
h h—0 p;

(06,m) (p€) = lim

= pd—laflm(g).
Fiir beliebige 3 folgt die Aussage dann iterativ.

¢) Sei m € CEIFY(R™\ {0}) homogen vom Grad 0. Dann erfiillt m die Michlin-
Bedingung. Denn fiir [8] < [2] + 1 ist mg(€) := |¢[P1DPm(€) homogen vom Grad 0
nach Teil b). Damit folgt

T nl=1

mof6)] = | (157)| < maxlma)] < o0 (€ € B {0}).

Als erste Anwendung des Satzes von Michlin wird die Frage aus Bemerkung 7.2
beantwortet.

7.7 Korollar. Seil < p < oco. Dann gilt {u € LP(R") : Au € LP(R")} = WZ(R").

Beweis. Betrachte wie in Bemerkung 7.2 die Funktion m,(§) := % fir |of < 2.

Sei 3 € No. Fiir |¢] < 1 ist DPm,, als stetige Funktion beschriinkt, fiir |£] > 1
konnen wir bei Berechnung von D?m,, den Nenner 1 + [£|? durch |£]? abschitzen
und erhalten eine homogene Funktion vom Grad —|g|, welche auf |{] > 1 ebenfalls
beschrankt ist. Somit erfiillt m, die Michlin-Bedingung. O

b) Parameterelliptische Differentialoperatoren
Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet.

7.8 Definition (elliptische und parabolische Differentialoperatoren). Sei m € N
und A = A(z, D) = ), <;n @a(z)D® ein linearer Differentialoperator der Ordnung

m mit Koeffizienten a,: Q2 — C.

a) Der Operator Ag(z, D) = 37, _,, @a(x)D" heiit der Hauptteil des Operators
A(z, D).

b) Die Abbildung a: Q@ x R" — C, a(z,§) = ngm ()€ heifit das Symbol von
A(x, D). Wir schreiben a = symb(A) bzw. A = op(a). Das Symbol ag := symb(A)
heifit das Hauptsymbol von A(x, D).

¢) Der Operator A heift elliptisch in €, falls
aO(xvg)%O ($€§7§€Rn\{0})
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Analog definiert man elliptisch in einer Menge M C Q, z.B. elliptisch an der Stelle
z € Q.

d) Sei .Z C C ein geschlossener Sektor in C mit Spitze in 0. Dann heifit der Operator
A(z, D) parameterelliptisch im Sektor .2, falls

ap(z,§) = A#0 (z€Q, (§A) € (R" xZ)\{(0,0)}).

e¢) Der Operator 0; — A(x, D) heiit parabolisch, falls A(z, D) — A parameterelliptisch
im Sektor X, /o ist.

7.9 Beispiele. a) Der Cauchy-Riemann-Operator A := 0,, + i0,, ist elliptisch in
R2.

b) Der Laplace-Operator A := A ist elliptisch, parameterelliptisch in jedem Sektor,
der den negativen Halbstrahl (—oo,0) nicht enthélt, und insbesondere parabolisch.

¢) Der Operator A(z, D) := 0,, + 0y, + (iz1 — 2)0,, ist nicht elliptisch in R?, denn
ao(r,§) =i — & +i(izy — 12)6 = 0 fiir § = (22, —21,1).

Fiir diesen Operator existieren C'°°-Funktionen f, fiir welche Au = f nicht einmal
in 2'(R3) losbar ist.

7.10 Definition. Sei n > 2 und A(x, D) ein elliptischer Differentialoperator in 2.
Dann heifit A(x, D) eigentlich elliptisch in €, falls das Polynom P := Ay(z,¢’,-)
fiir jedes € Q und jedes & € R"™!\ {0} genauso viele Nullstellen in der oberen
komplexen Halbebene {z € C : Im z > 0} wie in der unteren komplexen Halbebene
{z € C:Imz < 0} besitzt.

7.11 Bemerkung. a) Man beachte in obiger Definition, dass P keine reelle Null-
stelle besitzt, da A(z, D) elliptisch ist.

b) Das Hauptsymbol eines Operators A der Ordnung m ist homogen vom Grad m
in €. Falls A elliptisch ist, enthélt ag(z, &) einen Term der Form a(x)£", denn sonst
wiare ag(z,£) = 0 fir & = (&,...,&-1) = 0 und &, = 1. Somit ist P ein Polynom
vom Grad m, und falls A eigentlich elliptisch ist, ist m eine gerade Zahl.

c) Falls a,, fiir |a| = m reellwertige Koeffizienten sind und A(x, D) elliptisch ist, so ist
A auch eigentlich elliptisch. Denn dann ist P ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ohne reelle Nullstelle.

7.12 Satz. Sei A(x, D) elliptisch in Q und n > 3. Dann ist A eigentlich elliptisch.
Insbesondere ist die Ordnung von A eine gerade Zahl.
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Beweis. Sei z € Q und £ € R*" 1\ {0}. Wegen n > 3 existiert ein stetiger Weg
v:[0,1] = R\ {0} mit v(0) = & und (1) = —¢. Sei n,(t) die Anzahl der
Nullstellen z mit Imz > 0 des Polynoms p; := ao(x, (7(t),-)). Dann ist n, () un-
abhéangig von t. Denn da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten
abhéngen, gibe es sonst ein t € (0,1), fiir welches p; eine reelle Nullstelle besitzt,
was wegen y(t) # 0 einen Widerspruch zur Elliptizitat darstellt.

Daher gilt ny(0) = ny(1), d.h. die Polynome ag(x,£’,-) und ao(z, —&',-) besitzen
dieselbe Anzahl von Nullstellen in C; := {z € C: Imz > 0}. Wegen

ao(z, =€ 2) = (—=1)™ap(z, &', —2)

ist aber n (1) auch die Anzahl der Nullstellen von ay(z,¢’,-) in C_ := —C,, d.h. A
ist eigentlich elliptisch. O]

7.13 Definition. Sei A = A(z, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
in 2. Dann heifit A gleichméfig elliptisch in €, falls

lao(2,§)| > ClEI™  ((x,€) € Ax R"),
und gleichmé&Big in Q) parameterelliptisch in einem Sektor .#, falls
lao(2,6) = AL = C(IE"" + 1A (z € Q, (£, A) € (R" x £2)\ {0}).
Der Operator A heiit gleichmiBig stark elliptisch in €, falls

Reao(z,€) > Clg|™  ((z,€) € @ x R").

7.14 Lemma. Sei ) beschrinkt und A = A(z, D) = >, <o, @a(x) DY mit aq €
C(Q). Falls A elliptisch in Q ist, so ist A dort auch gleichmdfig elliptisch.

Beweis. Fiir ¢ € R™\ {0} und x € Q gilt

m 5 m

(e )] = Ie1" oo (. )| = Mgl
wobei M := min{|ag(z, )| : (x,€) € Q x S" 71} > 0. Hier wurde verwendet, dass
ao(z,§) als stetige Funktion auf der kompakten Menge € x S"~! ihr Minimum an-
nimmt. [l

7.15 Definition. Sei A(x, D) ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m und
sei 1 < p < 0.
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a) Sei £ C C ein geschlossener Sektor und s € [0,2m]. Dann definiert man die
parameterabhéngigen Normen || - ||5 . durch

lullspe = lullws@ + A Nl (A €2, ue WE™Q)).

b) Die LP-Realisierung A, des Differentialoperators A(z, D) ist gegeben durch D(A,) :
W) und Apu = A(z, D)u  (u € D(4,)).

7.16 Satz (Modellproblem fiir parameterelliptische Operatoren). Seien a, € C fir
|af = 2m und A(D) = 37, _s,, @a D parameterelliptisch im %, mit ¢ € [0,7]. Dann
gilt fiir die LP-Realisierung p(A,) D S, und A, ist sektoriell mit Winkel pa, > ¢.
Falls ¢ > %, so erzeugt A, eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe mit Winkel
> o — 5. Zu jedem \g > 0 existiert ein C, > 0 mit

l[llzmpn < CxolA = Apllo@ny (A € 2, [A] = o). (7-1)

Beweis. Setze A = ¢*™ mit ¢ € 3,5, und definiere fiir festes a mit || < 2m die

Funktion

qu—|a\£a

a(§) —¢*"
Dann ist m, € C®(R™ x y/2,, \ {0}) homogen in (£, ¢) vom Grad 0 und erfiillt
nach Bemerkung 7.6 die Michlin-Bedingung bzgl. £&. Nach dem Satz von Michlin ist

| op(ma(, @)l Lzr@n)) < Ca.
Sei f € LP(R"), q € Sy jom \ {0} und u := ﬁ_lmyf. Dann gilt

ma(€,q) = ((&,q) € R" X Ty jam \ {0}).

"D oy = b ) vy < Callflvey. (7:2)

Insbesondere ist u € W)™(R") = D(A4,) und (A, — Nu = f, dh. A, — X ist
surjektiv. Falls andererseits (A4, — Nu; = (4, — Nug = f mit w1 o € D(A4,) gilt,
so folgt u; = ﬁ’lA(El)_/\ﬁf = uy als Gleichheit in .’/(R™) und damit u; = us in
LP(R™). Somit ist A, — A auch injektiv, d.h. p(4,) D X, \ {0}. Aus (7-2) folgt mit

a = 0 die Resolventenabschétzung

IMA = Ap) Ml zze@ny < Co - (A € B, \ {0}).

Damit ist A, sektoriell mit Winkel ¢4, > ¢, und fiir ¢ > 7 erzeugt A, eine be-

schréinkte holomorphe Cy-Halbgruppe mit Winkel > ¢ — 7.

Zu zeigen ist noch die Abschitzung (7-1). Sei qo > 0. Dann folgt aus (7-2) fiir
q € Xy/2ms 4] > qo, die Abschétzung

lellzm pr = llullwzn@ny + [Alllull 2o @ny
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S L P e ey

la|<2m

< min{l,qo}_2m< Z Ca)”fHLP(R")

|| <2m

< C>\0||f||LP(R")7

wobei \g = ¢2™. O

7.17 Bemerkung. Im vorigen Beweis wurde die Homogenitéit von m(€, q) ver-
wendet, wobei ¢ = A/?™_ In diesem Fall sagt man, m,, ist quasi-homogen von (£, \)
ab. Im allgemeinen heifit eine Funktion m = m(§, A) quasi-homogen mit Gewicht
r € Rin (§,\) vom Grad d, falls

m(p€, p'A) = pm(E, X)) ((§,A) # 0, p > 0).

Die Zahl r heifit das relative Gewicht von A bzgl. £. In obigem Beweis hat A\ das
relative Gewicht 2m. Neben spektraltheoretischen Betrachtungen wie im obigen Be-
weis sind parabolische Gleichungen der Grund fiir das Auftreten quasihomogener
Symbole. So hat bei der Warmeleitungsgleichung 0; — A die Zeitableitung im obigen
Sinn relatives Gewicht 2 bzgl. den Ortsableitungen (man spricht von parabolischer
Skalierung).

7.18 Korollar. Fualls in der Situation von Satz 7.16 der Operator A(D) parabolisch
ist, so erzeugt die LP-Realisierung A, eine beschrdnkte holomorphe Halbgruppe in
LP(R™).

Beweis. Nach Voraussetzung ist A(D) parameterelliptisch in 3, 5, d.h. es gilt a(&) —
A # 0 fiir alle (§,A) € R" x 3.5 \ {0}. Wegen a(p) = p*™a(€) ist der Wertebe-
reich R(a) := {a(§) : £ € R"} ein Kegel, und da {a(§) : |¢| = 1} kompakt ist,
ist dieser Kegel abgeschlossen. Damit ist aber die Menge der Winkel W := {a €
(—m,7]) : € & R(a)} offen. Da A(D) parabolisch ist, gilt [-7/2,7/2] C W, und
somit existiert ein € > 0 mit [—7/2 — e, 7/2+¢] C W. Fiir alle A € C\ {0} mit
arg A\ € [—m/2 —e,m/2 + €] folgt damit A € R(a), d.h. a(§) —=A#0 (£ € R").

Wir haben gezeigt, dass A(D) parameterelliptisch in einem Sektor ¥, /2. ist. Nach
Satz 7.16 ist A, sektoriell mit einem Winkel ¢ > 7/2, und nach Satz 2.38 erzeugt
A, eine holomorphe Halbgruppe. n

7.19 Bemerkung. Wir haben in obigem Beweis gezeigt, dass die Menge aller Win-
kel a € (—m, 7| offen ist, fiir welche A(D) die Bedingung der Parameterelliptizitét
auf dem Halbstrahl {pe'® : p > 0} erfiillt.
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7.20 Lemma. Sei 1 < p < oo und A(x, D) ein linearer Differentialoperator der
Ordnung m mit Koeffizienten a, € L>(2) (la| < m). Dann ist A, € L(W"(Q), LP(£2))
mat

S C' max Haa“Loo(Q).
laj<m

||Ap||L(W;;”(Q),LP(Q))

Beweis. Das folgt sofort aus ||D%l[rr@) < |ullwme) fiir o] < m und aus der
Tatsache, dass der Multiplikationsoperator u — aqu in LP(€2) die Norm ||aq ||z (q)
besitzt. O]

7.21 Satz (Hauptsatz iiber parameterelliptische Operatoren). Sei A = A(z, D) =
Z|a|§2m ao(x)D® ein linearer Differentialoperator in R™ mit Koeffizienten

c C(R™), |a| =2m,

“ L>*R"™), |a| < 2m.
Ferner existiere a,(00) 1= lim|g| 00 aa () fiir alle || = 2m. Falls A parameterellip-
tisch in einem Sektor £ C C fir x € R"U{oo} ist, so existiert ein \g > 0 so, dass

fiir die LP-Realisierung von A die Inklusion p(A,) D {\ € L |\ > \o} gilt. Ferner
gilt die a priori-Abschdtzung

Fallampr < Cll(Ap — Nuillinany (A€ 2, 1Al = M.

Falls & = iw so ist A— \g sektoriell mit Winkel o; falls ¢ > 7, so erzeugt A— A
eine beschrinkte holomorphe Halbgruppe auf LP(R™).

Beweis. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(i) Lokalisierung (,Freezing the coefficients®): Wir fixieren die Koeffizienten von A
an einer Stelle zy € R™U {00} und betrachten nur den Hauptteil, also den Operator
Ap(xg, D). Nach Satz 7.16 ist Ag(xg, D) — A invertierbar fiir alle A € £ \ {0}, und
es existiert eine Konstante C; > 0 mit

lullamprn < Cill(Ao(xo, D) = Nullo@ny  (uw € WP™(R™), A€ Z,|A] > 1).

Wie man im Beweis von Satz 7.16 sieht, kann die Konstante C; unabhéngig von z
gewahlt werden.

Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0 mit

laa(z) — an(c0)| < e (Jz| > R, |a| =2m).

Da B(0,R) C R™ kompakt ist und die Koeffizienten a,, fiir |a] = 2m stetig sind,

existieren endlich viele z1,...,zy € B(0, R) und offene Umgebungen U; von z; mit
B(0,R) c UY, U; und
laa(z) — an(z;)| <e (x €U, laj=2m,i=0,...,N) (7-3)
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Setze hierbei Uy := R™ \ B(0, R) und xy := oco. Ohne Einschrinkung seien dabei
die U; so gewihlt, dass eine Konstante Ny € N existiert mit folgender Eigenschaft:
Jedes x € R” ist in hochstens Ny Umgebungen U; enthalten. (Dies erreicht man
etwa, indem man die Punkte x; auf einem Gitter wéhlt und die U; als Kugeln mit
geeignetem Radius.)

(ii) Beweis der a priori-Abschitzung: Wir wihlen e := Q—él in (7-3) und zugehorige

Umgebungen U;. Dann gilt fiir alle u € ng(R”) mit suppu C U; die Abschitzung

lull2mprn < Cill(Ao(zi, D) — ANl @n)
< Ci[(Ao(z, D) — Nul|r@ny + C1||(Ao(z, D) — Ao(z4, D)) | o mn)

1
< C1|[(Ao(z, D) — Nul|zegny + Ci - 2—01|HU|||2m,p,Rn-

Bei der letzten Ungleichung wurde Lemma 7.20 verwendet. Damit erhalten wir
lullomprn < 2C1[|(Ao(z, D) = Au| e @n).

Wiéhle nun eine zu U; gehorige C*°-Partition der Eins, d.h. ¢; € C*°(R™) mit 0 <
0, <1, Zf\io ¢; = 1 und suppp; C U; (¢ = 0,...,N). Dann gilt fir u € W2™(R")
die Abschétzung

N N
lcllompzn < Dpstullomprn < 201 Y [(Ao(z, D) = Npiul| ogen).
i=0 =0

Es ist
(AO(% D) - )\)%‘U = SDi(Ao(957 D) - )\)U + Ru%

wobei R ; ein Differentialoperator mit Ordnung nicht grofler als 2m — 1 ist.

Nach Wahl der Umgebungen U; und wegen 0 < ¢ < 1 gilt fir w € LP(R") die
Abschétzung

N
lpiwloo@ey < lleollznry < 3 loiwllngany < Nollwllzogen,
=0

Damit ist

N
lullom pn < 2C1 ) (Ili( Aoz, D) = Nullzogeny + | Ryt ogen))
i=0

< Co([I(Ao(w, D) = Null o) + | Ruull o))

mit Cy = 2NyC; und R, = Zi]i() Ry ;. Wir schreiben weiter Ry := A(x,D) —
Ap(z, D) und erhalten

lullzm prr < Co(ll(Alz, D) = Nulloee) + | Riullo@e + [ Rottl| o)) -
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Da R;, R, Differentialoperatoren von Ordnung nicht grofler als 2m — 1 sind, gilt
| Riul[ Lorn) < Csllul[yy2m=1(gn) mit einer Konstanten C3 > 0. Wir verwenden nun
die Interpolationsungleichung (Satz C.8) und erhalten

< L C < L
||U|!ng*(mn) = m”uﬂwgm(m + Caflu| oy < 10, lwll2mp e

falls |A| > A\ := 4C2C3C}. Eingesetzt ergibt sich

1
lullzmp i < Coll(A(2, D) = Aulloeny + 5 llullom pzen,

d.h. die a priori-Abschitzung des Satzes gilt mit der Konstante 2C, fiir alle u €
W™ (R") und alle A € .Z mit [A] > A

(iii) Ewistenz der Resolvente: Wir wihlen ¢ := m in (i) und zugehorige Um-
gebungen U;. Definiere dazu die Partition der Eins (¢;);—o,. ~ wie oben und v, €

C>*R™) mit 0 < ¢; < 1, suppy; C U; und ¢; = 1 auf supp ;. Sei A, ; die
LP-Realisierung von Ag(x;, D). Wir definieren

N
RO = 0i(Ap; =N "f (FELPR™), XeZ, |A[ = N).
§=0
Sei f € LP(R™). Dann gilt

N

D (A= Npi(Aps — )15 f

(Ap - )‘)R()‘)f

o

<

N

= (5(Ap = M(Aps = N7 + Tis(Aps = N7 f),
=0

<

wobei T ; ein Differentialoperator der Ordnung < 2m — 1 ist. Wir schreiben weiter

0i(Ap = M (A = N7 f = (Ao, D) = M)(Apy — N) 1 f
+¢;(A(z, D) — Ao(x;, D)) (Apy — N) 05 f
=@;f +Ta,f

mit T,;f = ¢; (A(z, D) — Ao(;, D)) (Apy — A) ¥ f.
Fiir v; := (A,; — A\) "', f gilt nach Teil (i) des Beweises

[oillwzm@ny + A Vi lle@ny < Cull$;fllr@ny.-

Andererseits gilt nach Wahl der Umgebungen U; und unter Verwendung der Inter-
polationsungleichung die Abschétzung

1
[(A(z, D) — Ao(zj, D)vjl|le@n) < <7 vjllwzmgny + Cslvjl o @n)
8C1 Ny
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mit einer Konstanten C5 > 0. Fiir den Operator Ty := Z;.V:O T, ; erhalten wir daher
N
1T f || oo ny < Z 1125 f1] o reny
N
= Z lp; (A(z, D) — Ao(x, D)) vj]| 1o (en)

< Z | (A(z, D) — Ag(z5, D)) vj | Loen)

j=0
ANV Cs - Cy

SZ;(SC 5, Ol floneny + i W e )
1 C5ClN0 1

< (5 =) Wl < g1 lisiee,

falls |A| > A2 := max{\;,8C5C;Ny}. Genauso folgt aus der Interpolationsunglei-
chung

N

_ 1
D T Aps = X)W flle@ny < 5 I1F o),
=0

falls A € .Z, |A| > A3 mit geeignetem A3 > 0 ist. Wir setzen )y := max{\s, A3} und
erhalten insgesamt

(Ap = MRS =F+TNSf (AeZ, Al = o),

wobei T(\) f = Tgf—f—Z;V:O T1 (A, ;— )14, f ein beschriankter Operator in LP(R"™)
ist mit Norm ||T(A) | (zr@ny) < 3. Somit gilt

(Ap = MR +T\) ™ = idpaee),

d.h. A, — X ist surjektiv. Nach der a priori-Abschétzung aus Teil (ii) des Beweises
ist A, — A auch injektiv, d.h. es gilt

p(A,) D{AN e Z A\ > Mo}

Die a priori-Abschétzung des Satzes wurde bereits in Teil (i) bewiesen, die restlichen
Aussagen folgen wie im Modellproblem. m
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A. Grundlagen der Operatortheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Begriffe und wichtige Aussagen aus der Ope-
ratortheorie zusammen.

Seien X, Y Banachrdume. Im Folgenden verwenden wir die Standardbezeichnung
L(X,Y) fiir die Menge der stetigen linearen Operatoren von X nach Y. Versehen mit
der Operatornorm, wird L(X,Y") selbst wieder zu einem Banachraum. Wir setzen
L(X) = L(X,X) und X’ := L(X,C) (topologischer Dualraum von X, Raum der
stetigen linearen Funktionale auf X).

A.1 Definition (Konvergenz und Stetigkeit von Operatoren). Seien X, Y Banach-
raume, (Tk>k€N C L(X, Y)

a) Die Folge T} konvergiert gegen T gleichméBig oder in der Operatornorm, falls
||Tk — T”L(X,Y) — 0 (k’ — OO)

Die Folge T}, konvergiert gegen T in der starken Operatortopologie oder stark, falls
fiir alle 7+ € X gilt: | Thx — Tx|ly — 0. Man schreibt T = Tj.

Die Folge T}, konvergiert gegen 1" in der schwachen Operatortopologie oder schwach,
falls fiir alle z € X und fiir alle f € Y gilt: f(Tpx—Tx) — 0. Man schreibt T}, = T,

b) Eine operatorwertige Abbildung 7': [0,00) — L(X,Y’) heifit gleichméBig stetig,
falls T' € C([0,00), L(X,Y)), wobei L(X,Y) mit der Operatornorm versehen wird.
Die Abbildung heifit stark stetig, falls fiir alle x € X gilt: ¢ — T'(t)x € C(]0,00),Y).
Sie heifit schwach stetig, falls fiir alle z € X und alle f € Y’ gilt: t — f(T(t)x) €
C([0,00)).

A.2 Bemerkung. a) Aus gleichméfiger Konvergenz folgt starke Konvergenz und
aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrungen gelten im
Allgemeinen nicht. Analoge Aussagen gelten fiir die Stetigkeit.

b) Seien X, Y Banachrdume, D C X dicht, und seien A, B € L(X,Y) mit Ax = Bz
fiir alle x € D. Dann gilt A = B als Gleichheit in L(X,Y).

¢) Seien X,Y Banachrdume, D C X dichter Untervektorraum und B: D — Y
eine lineare und beschrinkte Abbildung (d.h. es existiert ein C' > 0 mit || Bz|ly <
Cl|z||x (z € D). Dann existiert genau eine Fortsetzung B € L(X,Y") von B. Es gilt
|Bllexy) < C.

A.3 Lemma. Seien X,Y Banachraume und (Ty)ren C L(X,Y) beschrinkt (bzgl.
Operatornorm). Es gebe eine dichte Teilmenge D C X so, dass fir alle x € D die
Folge (Tyx)reny C Y eine Cauchyfolge ist. Dann ezistiert genau ein T € L(X,Y)
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mat Tk —8> T. Es gllt ||THL(X,Y) S lim infk_mo ||Tk||L(X,Y)’

Beweis. Ubung. O

Fiir die Behandlung von partiellen Differentialgleichungen ist die Klasse der stetigen
Operatoren auf einem Banachraum X zu klein. Eine fiir viele Zwecke hinreichend
grofle Klasse ist die der abgeschlossenen Operatoren.

A.4 Definition. Seien X,Y Banachrdume. Ein linearer Operator A von X nach
Y ist eine lineare Abbildung A: D(A) — Y, dessen Definitionsbereich D(A) C X
ein Untervektorraum von X ist. Man schreibt A: X D D(A) — Y oder auch nur
A: X — Y. Ein linearer Operator heifit dicht definiert, falls sein Definitionsbereich
eine dichte Teilmenge von X ist. Wir setzen ker A := {z € D(A) : Ax = 0}.

Ein linearer Operator A: X D D(A) — Y heifit abgeschlossen, falls der Graph
G(T) = {(z,Tz) : « € D(T)} eine abgeschlossene Teilmenge von X x Y ist. Dies
ist gleichbedeutend zu: Gilt (zg)reny € D(A) mit 25 — z in X und Azy -y in Y,
dann folgt © € D(A) und Az = y.

A.5 Satz (Wichtige Satze aus der Operatortheorie).

a) (Satz vom abgeschlossenen Graphen)Seien X, Y Banachriume, T : X =
D(A) — Y ein abgeschlossener linearer Operator. Dann ist T stetig.

b) (Satz von der gleichméfligen Beschrinktheit)Sei 7 C L(X,Y). Es existiere
fiir jedes x € X ein Cp > 0, so dass ||Tz|ly < C, fir oll T € T. Dann gilt bereits
T x,vy < C fiir alle T € T mit einer universellen Konstante C > 0.

c¢) (Satz von der stetigen Inversen) Seien X, Y Banachriume, T : X D D(A) —
Y linear, abgeschlossen und bijektiv. Dann ist T~ : Y — X stetig.

d) (Folgerung aus dem Satz von Hahn-Banach) Se: X ein Banachraum und
z € X\ {0}. Dann existiert ein f € X' mit ||f||x» =1 und f(x) = ||z|x.

A.6 Definition. Sei X Banachraum und A : X — X linearer Operator, dann heift
p(A) :={\ € C:A— \bijektivund (4 - )" € L(X)}
die Resolventenmenge von A und
a(A) = C\ p(4)

das Spektrum von A. Fiir A € p(A) heiit Ry\(A) := (A — \)~! die Resolvente von
A. Die Menge 0,(A) :={\ € C: ker(A — \) # {0}} heiit das Punktspektrum von
A oder die Menge aller Eigenwerte von A, die Menge 0.(A) := {\ € 0(A4) \ 0,(A) :
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R(A— X)) = X} heifit das kontinuierliche Spektrum von A und o,.(A) := o(A4) \
(0p(A) Uo.(A)) heifit das Restspektrum von A.

A.7 Bemerkung. Falls A abgeschlossen ist, folgt die Bedingung Ry(A) € L(X)
bereits aus der Bijektivitdt von A — A. Es gilt die Resolventengleichung

A=A = (=A== A=A) (= A"

fir A\, u € p(A).

A.8 Definition. Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und A: H D
D(A) — H ein dicht definierter linearer Operator. Dann wird der adjungierte Opera-
tor A* definiert durch D(A*) :={y € H: Jy* € HYxz € D(A) : (Az,y) = (x,y")}
und A*y := y* (y € D(A*)). Man beachte, dass A* in diesem Fall wohldefiniert ist,
da D(A) dicht in H ist und daher y* eindeutig bestimmt ist.

Ein dicht definierter Operator A heifit symmetrisch, falls A C A* gilt (d.h. falls
D(A) € D(A*) und A*|pay = A gilt), und selbstadjungiert, falls A = A* gilt
(inklusive Gleichheit der Definitionsbereiche).

A.9 Lemma. Sei H ein Hilbertraum und A: H D D(A) — H ein symmetrischer
Operator. Falls ein A € C\ R existiert mit R(A — \) = R(A—)X) = H, so ist A
selbstadjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt A C A*, d.h. es ist nur noch D(A*) C D(A)
zu zeigen. Sei © € D(A*). Da A — X surjektiv ist, existiert ein y € D(A) mit
(A= XNy = (A" — XN)z. Wegen A C A* folgt © — y € ker(A* — \). Nach Definition
von A* bedeutet dies, dass ((A — X)z,z —y) = 0 fiir alle z € D(A) gilt. Also ist
r—y € (R(A—-N\)* = H' = {0} und damit x = y € D(A). O
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B. Das Bochner-Integral

Im Folgenden sei X ein komplexer Banachraum, versehen mit der Borel-o-Algebra,
und (2, A, 1) ein (o.E. vollstandiger) Mafiraum.

B.1 Definition. Eine Stufenfunktion (Treppenfunktion) ist eine Funktion s: Q —
X der Form s = Y"1 xa,a; mit A; € A,und ¢; € X (i =1,...,n). Falls u(4;) <
oo (i = 1,...,n) gilt, heiit s integrierbare Stufenfunktion. In diesem Fall ist das
Bochner-Integral von s definiert durch

/ sdp = Zu(Ai)ai € X.
Q i=1

Ein metrischer Raum heiﬁ‘i.: separabel, falls er eine abzéhlbare dichte Teilmenge be-
sitzt. Man kann folgende Aquivalenzen zeigen:

B.2 Satz. Fir eine Abbildung f: Q) — X sind dquivalent:

(i) Es existiert eine Folge (fn)nen von Stufenfunktionen f,: Q — X mit f,(z) —
f(z) (in X) fiir alle z € Q.

(i) f ist messbar und f(2) ist separabel.

B.3 Satz. Sei f: Q — X messbar und f(2) separabel. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Folge (fn)nen von integrierbaren Stufenfunktionen f,: Q — X mat
fu(z) = f(2) (2€9Q) und

/an—f||du—> 0 (n— o).
(i) [ 1 lldp < oo.

Bei stetigen Funktionen ist die Bedingung der Separabilitit automatisch erfiillt, wie
das folgende Lemma zeigt.

B.4 Lemma. Sei ) ein separabler topologischer Raum und sei f: Q0 — X stetig.
Dann ist f(Q) separabel.

Beweis. Sei €y C  abzéhlbar und dicht. Dann ist X, := f(€)y) abzdhlbar, und es
gilt o
A= f71(Xo) D f7H(Xo0) D Q.
Da f stetig ist, ist A abgeschlossen, und es folgt Q = Qq C A = A, also
F(Q) = f(A) = F(f (X)) € Xo
und damit f(Q) = X,. Also ist f(Q) separabel. O
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B.5 Definition. a) Eine Funktion f: 2 — X heift stark messbar (oder y-messbar),
falls eine p-Nullmenge N € A existiert so, dass f|q\n messbar ist und f(Q\ N)
separabel ist.

b) Eine stark messbare Funktion f: Q — X heifit (u-)integrierbar, falls [ || f|ldp <
oo. In diesem Fall wihle eine Folge (f,)nen von integrierbaren Treppenfunktionen
mit f, — f p-fast tberall und [|f, — flldu — 0 (n — o0) und definiert das
Bochner-Integral von f iiber €2 bzgl. u durch

[ fdn =t [ g

[ sdu= [t dn (e,
Man setzt £ (p, X) := {f: @ — X | f ist integrierbar} und £ (u) := £ (u, K).

Wie iiblich sei

Die vektorwertigen LP-Réume LP(u; X') werden wie iiblich definiert als Quotienten-
raum LP(u; X) := ZP(u; X)/N. Hierbei ist ZP(u; X) die Menge aller stark messba-
ren f, fiir welche ||f|zrgux) == (f |f]|Pdp)'/? endlich ist, und N die Menge aller
fe L (p; X) mit || f]|1x) = 0. Fiir p = oo hat man die iiblichen Modifikationen.

Falls Q@ € #A(R™) und p das Lebesgue-MaB ist, so schreibt man iiblicherweise
LY X) =LY (pw; X).

Fiir Bochner-Integrale gelten die aus der skalaren Lebesgue-Theorie bekannten Kon-
vergenzsatze.

B.6 Satz. a) (Satz von der majorisierten Konvergenz). Seien f,: Q@ — X
stark messbar mit f,, — [ p-fast iberall. Sei g: Q — [0, 00] messbar mit [ gdu < 0o
und || fn(2)]] < g(2) p-fast dberall fir alle n € N, und || f(2)|| < g(2) p-fast dberall.

Dann ist f, € L*(p; X), f € L'(u; X) und
/fndu — /fd,u in X (n— o0).
b) Sei fr,: Q — X stark messbar mit Y o~ [ || fulldp < 0o. Dann ist f, € L*(p; X)

und >0 | fn(2) konvergiert in X fiir p-fast alle z € Q.
Die Funktion

0, sonst

N {Zifl fu(2),  falls Y~ fu(2) konvergiert,

st integrierbar, und es gilt
S [ fudu= [ 3 fudn
n=1 n=1
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c)Sei f € L'(pu; X) und A = U A, (d.h. disjunkte Vereinigung) mit A, € A. Dann

neN

AfduziAnfdu-

d) Pir f € L\ X) gilt || [ fdpllx < [ |17]xdp.

15t
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C. Elemente der Sobolevraumtheorie

C.1 Worum geht’s? In diesem Anhang sollen einige Ergebnisse aus der Theorie
der Sobolevrdaume zitiert werden. Dabei wird nicht in jedem Fall Wert darauf gelegt,
die Glattheitsbedingungen an das Gebiet minimal zu wéhlen.

Im Folgenden sei G C R" ein Gebiet. Zu m € N ist C"™((G) definiert als die Menge
aller stetigen Funktionen f: G — C, welche eine Fortsetzung f € C™(U) mit ei-
ner offenen Teilmenge U O G besitzen. Die Konstanten C, C;, Cs in den folgenden
Aussagen sind wieder generische Konstanten.

Zunéachst zitieren wir noch eine Variante der Holderschen Ungleichung.

C.2 Satz (Holder-Ungleichung). Seien 1 < p,q,r < oo mit %—l—% = % Dann ist fir
f € LP(G) und g € LY(G) das Produkt fg € L"(G) und

1 fallzr@) < 1flleellgllze)-

C.3 Definition. Sei 1 < p < oo und m € N. Dann ist der Sobolevraum W;"(G)
definiert als die Menge aller Distributionen v € Z'(G) mit D € LP(G) (|a| < m).
Die Norm auf W)"(() ist gegeben durch

1/p
ellm = llhwgiey = (3 1D%ulluy)

la|<m
Man definiert auch noch die Seminorm
1/p
[ty = ulpie) = (D 1D"ullugy) -
|a|=m
Im Fall p = oo modifiziert man wie iiblich. Man beachte, dass || - [op.c = || - [|zr(c)-

Wir definieren W], (G) als den Abschluss von Cg°(G) in W(G).

C.4 Satz. a) Der Sobolevraum W*(G) ist ein Banachraum.

b) Die Menge {u € C™(G) : ||u|lmpc < oo} liegt dicht in W(G).
c¢) Falls 0G die Segmentbedingung erfillt, so ist die Menge {u|g : u € Z(R™)} dicht
in WyH(G).

Im folgenden Satz bezeichne BUCY(G) die Menge aller j-fach stetig differenzierbaren
Funktionen auf G, deren Ableitungen bis zur Ordnung j beschrinkt und gleichméfig
stetig sind. Mit C77(G) fiir j € Ny und v € (0,1) wird der Raum der j-fach stetig
differenzierbaren Funktionen bezeichnet, deren j-fache Ableitungen Holderstetig mit
Koeffizient v sind.
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C.5 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). a) Falls G der Kegelbedingung geniigt,
so gilt fir m € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny die Einbettung

WH(G) — BUCY(G),
d.h. jedes u € Wg””(G) ist nach Anderung auf einer Nullmenge eine Funktion in
BUCY(G), und die Abbildung u— w, W;"(G) — BUCY(G) ist stetig.

b) Falls G die starke lokale Lipschitzbedingung erfillt (z.B. falls G ein beschrinktes
Lipschitz-Gebiet ist), so gilt sogar W)*™(G) — C(G) fir alle X € (0,1) mit
A<m-—=2

= p

Beim folgenden Satz beachte man, dass ein Operator T € L(X,Y) kompakt heifit,
falls fiir jede beschrankte Folge (z,,)neny C X eine Teilfolge (z,, )ren existiert, fur
welche (T, )ren C Y konvergiert.

C.6 Satz (Satz von Rellich-Kondrachov). Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, und
seien m € N und p € [1,00) mit mp > n und j € Ny.

a) Falls G die Kegelbedingung erfillt, dann sind die Einbettungen

WH(G) — BUCY(G),
W (G) — WH(G)

kompakt.
b) Falls G ein Lipschitz-Gebiet ist, so ist die Einbettung

WIt™(@) = C97(G)

fiir alle A € (0,1) mit A < m — % kompakt.

c¢) Ohne Zusatzbedingung an G (aufer der Beschrinktheit) sind die Einbettungen in
a) und b) kompakt, wenn man W(G) durch W, (G) ersetzt.

C.7 Satz (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Sei G ein Lipschitz-Gebiet, und sei-
enm € N und p,p; € (1,00) gegeben mit

n /1 1
0<7‘::—<———><1.
m\p N

Dann gilt W) (G) — Ly, (G) und

lullopc < Cllullhpellulloye  (we WH(G)).
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C.8 Satz (Interpolations-Ungleichung). Sei 1 < p < oo, sei G ein Gebiet, welches

die Kegelbedingung erfiillt, und seien m,k € N mit 0 < k < m. Dann gilt mit 7 := =

die Abschdtzung
[ulipc < Cllullypcllullope  (u€ W)
Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine Konstante C'(g) > 0 mit
[ulkp < elulmp.c + C@)lullopae

[ullepe < ellullmpe + CE)llullope

Beweis. Siehe z.B. [1], Theorem 5.2.

C.9 Satz (Dritte Poincaré-Ungleichung). Firu € H'(R?) gilt (x —

und

oo 32

]

L2(R3) S 2||VUHL2(R3)-

Beweis. Siehe z.B. [6], Lemma 3.16.
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D. Anmerkungen zur schwachen Konvergenz

D.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen iiber schwache
Konvergenz in Banachrdumen wiederholt und zusammengefasst.

Im Folgenden sei (X, || - ||) ein Banachraum. Fiir x € X und ¢ € X’ schreibt man
(0, 1) xrex = ().

D.2 Definition. a) Eine Folge (z,,)nen € X heifit schwach konvergent gegen x € X,
falls (o, Zn)x'xx = (p, ) x'xx (¢ € X') gilt. Man schreibt z,, — .

b) Eine Folge (¢ )neny € X' heifit schwach-*-konvergent gegen ¢ € X', falls fiir alle
r € X gilt: (o, ) xxx — (0, 2) x7xx. Man schreibt ¢, — .

D.3 Bemerkung. Aus Normkonvergenz folgt schwache Konvergenz in X, aus schwa-
cher Konvergenz folgt schwach-*-Konvergenz in X’. In endlich-dimensionalen Raum-

en stimmen die Normtopologie und die schwache Topologie iiberein, und eine Folge

konvergiert genau dann in der Norm, wenn sie schwach konvergiert.

D.4 Lemma. a) Falls z,, — x in X, s0 ist (z)neny C X beschrankt.

b) Falls z, — x in X und x, —y in X, so gilt x = y.

c¢) Falls x, — x in X, so gilt ||z|| <liminf, . ||z,]-

d) Falls x,, = x in X und @, — ¢ in X', so gilt {(on, Tn)x'xx — (£, ) x1xx-

e) Falls z,, — x in X und @, = ¢ in X', 50 gilt (On, Tn)xrxx — (0, 2) x1xx-

Beweis. Siehe z.B. [3], Abschnitt 15.2. O

D.5 Satz. Sei X reflexiv. Dann ist die Menge B(0,1) := {z € X : |z| < 1}
schwach folgenkompakt. Falls (x,,)nen C X eine beschrinkte Folge ist , dann existiert
eine Teilfolge (xp, )ken und ein x € X mit x,, — x (k — 00).

Beweis. Siehe [3], Satz 15.26. O

D.6 Lemma. Sei X reflexiv und (x,)neny C X beschrankt. Falls alle schwach kon-
vergenten Teilfolgen von (z,), schwach gegen denselben Grenzwert x konvergieren,
so konvergiert die gesamte Folge (z,), schwach gegen x.
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Beweis. Falls x,, nicht schwach gegen x konvergiert, dann existiert ein ¢ € X', ein
e > 0 und eine Teilfolge (2, )reny mit |(@, z,, — ) x'xx| > € (k € N). Nach Satz D.5
besitzt aber (z,, ), wieder eine schwach konvergente Teilfolge, welche nach Voraus-
setzung schwach gegen x konvergiert, im Widerspruch zur obigen Ungleichung. [

D.7 Lemma. Seien X und Y Banachridume und F € L(X,Y). Dann ist F' auch
schwach stetig, d.h. aus x, — x in X folgt auch Fx, — Fx inY.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Stetigkeit des adjungierten Operators F' € L(X',Y”),
da damit fiir alle ¢ € Y’ wegen F'yp € X' gilt:

<S0,F£En - F$>Y'xY = <S0 ol x, — x)X/xX = <F/f7 Tn — -’E>X/xX — 0 (n — OO)~

O
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E. Siatze aus der Theorie gew6hnlicher
Differentialgleichungen

E.1 Worum geht’s? Hier wird der in der Vorlesung verwendete Satz von Peano
formuliert sowie eine Aussage iiber das maximale Existenzintervall formuliert.

Der Beweis der folgenden beiden Sétze findet sich z.B. in [14].

E.2 Satz (Existenzsatz von Peano). Sei G C R offen, f: G — R" stetig und
(to, o) € G. Dann existiert ein § > 0 und eine Funktion v € C'(J5) mit Js := [to —
J,to+4]) so, dass (t,x(t)) € G fir allet € Js gilt und x in Js die Differentialgleichung

Owx(t) = f(t,z(t)), z(0) = o (5-1)
lost.

Dies ist eine Aussage iiber die lokale Losbarkeit. Jede Losung lédsst sich zu einer ma-
ximalen Losung fortsetzen. Dabei heifit eine Losung z: J, — R™ von (5-1) maximal,
falls fiir jede Losung z: Jz — R”™ von (5-1) mit J, C Jz und z|;, = = bereits folgt
Jz = Jy.

E.3 Satz. In der Situation von Satz E.2 sei xv: J, — R"™ eine maximale Ldsung
von (5-1). Dann ist J, = (t_,t;) ein Intervall, wobei fir t, eine der folgenden
Alternativen gilt:

(i) t. = o0, d.h. x ist eine globale Lisung nach rechts,
(ii) t4 < oo und liminf,,, dist((¢,z(t)),0G) =0,

(iii) t, < oo, liminfy, ., dist((¢,z(t)),0G) > 0, limy_¢, |2(t)] = oo.

Der letzte Satz besagt insbesondere fiir den Fall G = (o, 00) x R", dass jede lokale
Losung entweder global existiert oder in endlicher Zeit einen blow-up besitzt, d.h.
es gilt |z(t)] — oo fiir t — ..
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