Skript zur Vorlesung

Fouriertransformation

Wintersemester 2014/15

Robert Denk

[T1
/

Universitat Konstanz

Fachbereich Mathematik und Statistik

Stand: 16. 4. 2015



Inhaltsverzeichnis

1 Fourierreihen . . . . . . . .. .o 2
a) Eigenschaften der Fourierreihe in L'(T™) . . . . . .. .. ... ... 2
b) Summationskerne . . . .. ..o Lo 7
c) Punktweise Konvergenz . . . . . ... ... 14
d) Fourierreihen in L2(T™) . . . . . . ... i 18
2 Die Fouriertransformation in R" . . . . .. ... ... .00 22
a) Fouriertransformation in L!'(R") und Summationskerne . . . . . . . 22

b) Fouriertransformation im Schwartz-Raum .%(R") und in L*(R") . . 26

c¢) Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen . . . . . . .. 31
3 Paley-Wiener-Siatze und der Shannonsche Abtastsatz . . . . . . . . .. 38
a) Die Sétze von Paley und Wiener . . . . ... ... ... ... ... 38
b) Der Shannonsche Abtastsatz . . . . . . .. ... ... ... ... .. 44
4 Positiv definite Funktionen und der Satz von Bochner . . . . . .. .. 49
a) Die Fourier-Stieltjes-Transformation . . . . .. ... .. ... ... 49
b) Positiv definite Funktionen . . . . . ... ... 55

Literatur . . . . . . . . 61



2 1. Fourierreihen

1. Fourierreihen

1.1 Worum geht’s? Fiir periodische Funktionen sind die Fourierreihen ein zen-
traler und niitzlicher Begriff. Wir betrachten Funktionen auf dem n-dimensionalen
Torus und diskutieren zunéchst elementare Eigenschaften der Fourierreihe. Dabei
wird die Faltung eine wichtige Rolle spielen.

Die Fourierreihe basiert auf der Idee, eine Funktion als Uberlagerung von Schwin-
gungen darzustellen, entweder in Form von Kosinus- und Sinus-Termen (reelle Fou-
rierreihe) oder in Form von komplexen Exponentialfunktionen. Die zentrale Frage
ist dabei, ob und in welcher Weise die Reihe gegen die Funktion konvergiert. Die
wichtigsten Konvergenzarten sind dabei Konvergenz in L', Konvergenz in L? und
punktweise Konvergenz. Ein gutes Konzept, um die Konvergenz zu untersuchen,
sind Summationskerne.

a) Eigenschaften der Fourierreihe in L'(T")
Wir beginnen mit einigen Bezeichnungen und Definitionen.

1.2 Bezeichnung. a) Der eindimensionale Torus ist definiert als Quotientenraum
T :=R/(27Z), d.h. ein Element in T hat die Form = = z¢ + 27Z mit xy € R.

Dabei wird T mit der Quotiententopologie versehen, d.h. die offenen Mengen U C T
sind alle Mengen der Form {p(x¢) : zp € V} mit einer offenen Teilmenge V' C R.
Hier ist p: R — T die kanonische Projektion p(zg) := g + 2nZ. Konkret bedeutet
dies, dass auf T die Metrik d(z,y) := inf{|z — y + 27k| : k € Z} verwendet wird.

Man beachte, dass das Intervall [0,27) hiufig als Beschreibung von T verwendet
wird, indem von jeder Aquivalenzklasse 2o + 277 der (eindeutig bestimmte) Re-
priasentant in [0, 27) ausgewihlt wird. Dabei ist aber zu beachten, dass die Topo-
logie auf [0,27) (d.h. die Spurtopologie von R) nicht mit der Topologie in T iiber-
einstimmt. Ein topologisch korrektes Modell fiir T ist {z € C : |z| = 1}, wobei die
Addition in T zur Multiplikation auf dem Einheitskreis wird.

Funktionen auf T kénnen mit 27-periodischen Funktionen auf R identifiziert werden
und umgekehrt. Genauer gilt: Falls f: R — C eine 27-periodische Funktion ist, so
existiert genau eine Funktion fr: T — C mit f = fr o p. Wir werden im Folgenden
diese Identifizierung ohne weitere Erwihnung verwenden, z.B. bei Gleichheiten der

Form [, f(z)dx = ["_f(z)dx = fo% f(x)dz.

Der n-dimensionale Torus T" ist definiert als Produkt T :=T x ... x T.

b) Auf T" werden die Rdume LP(T") mit dem Lebesgue-Maf wie iiblich definiert.
Genauer ist fiir p € [1, 00| der Raum LP(T™) definiert als die Menge aller Aquivalenz-
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1. Fourierreihen 3

klassen messbarer Funktionen f: T" — C, fiir welche || f||»(rn) endlich ist. Dabei
Ist
(Jol @), falts p € [1,00)
2 f(x)Pdx) ,  fallsp € [1,00),
[ llzocny == I fllp == § 7
ess sup,em | f(2)], falls p = oc.
Hier ist dz := (27) "dxz das normierte Lebesgue-Magf.

c) Fiir p € [1, 00] ist der Banachraum ¢?(Z") definiert als die Menge aller komplex-
wertigen Folgen a = (ay)rez» C C, fiir welche ||al|s(zny endlich ist, wobei

1/
HGHZP(Z”) = {(Ekezn ‘Clk‘p) p’ falls p € [1700)’

SUDgezn |Gkl falls p = oo.

Analog wird ¢7(Z) fiir eine beliebige abzidhlbare Menge Z definiert. Oft schreibt man
P = (P(N).

1.3 Bemerkung. Fiirallea € T" und f € L'(T") gilt [, f(z—a)dz = [, f(z)dx
d.h. dz ist invariant unter Translationen (Haar-Maf).

Ein trigonometrisohes Polynom ist eine Funktion P: T" — C der Form P(x ) =
> ki< ke’ k¢ (z € T") mit a, € C und N € N. Dabei wird k-2 := kjzy + -+ +

knx, und |k| := (k- k)'/? gesetzt. Der Grad eines trigonometrischen Polynoms wird
definiert als deg P := max{|ki| + ...+ |kn| : ax # 0}.

1.4 Definition. Sei f € L'(T"). Fiir k € Z" heifit

A

(Frn f)(E) = f(k) = | f(x)e **dx
jl‘n
der k-te Fourierkoeffizient von f. Die formale Reihe

Zf zkx iL‘ET”)

kezm

heifit Fourierreihe von f. Die Abbildung %1 heifit auch diskrete Fouriertransfor-
mation.

1.5 Bemerkung. Speziell im Fall n = 1 ist auch eine alternative Darstellung der
Fourierkoeffizienten und der Fourierreihe iiblich: Sei f € L*(T). Dann definiert man
a .= f(k) + f(—k) fir k € Ng und by, := i(f(k) — f(—k)) fiir £ € N. Dann gilt

Z f(k)ers = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kx))

keZ k=1
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4 1. Fourierreihen

als Gleichheit zweier formaler Reihen. Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass
bei reellwertigem f € L'(T,R) die Koeffizienten ay, by, ebenfalls reell sind. Denn in

diesem Fall ist f(—k) = f(k).

Falls f: T — C eine gerade Funktion ist, d.h. falls f(x) = f(—x) (v € T), so folgt
f(=k) = f(k) fir alle k € Z und damit b, = 0, d.h. die Fourierreihe von f wird

hier zu einer Reihe mit reinen cos-Termen. Analog besteht die Fourierreihe einer
ungeraden Funktion f (dh. f(x) = —f(-x) (z € T) nur aus sin-Termen. Man
beachte auch, dass f(0) = [, f(z)dz.

1.6 Bemerkung. Sei P(z) = > .y age’®® ein trigonometrisches Polynom. Dann
gilt fiir k € Z"

Pk :/ age e Ty = ag/ R dy = qy,
k=] > 2 ar |

" le<N l|<N
wegen

n

/ ei(g_k).md.x _ / ez‘(f—k)mdx _ H(Qﬂ_)—l / ei(@j—kj)m]-dxj
Tn [0,27]™

j=1 [0,27]
1, falls 0=k,
o, falls £ #£ k.

1.7 Satz. a) Die diskrete Fouriertransformation ist linear, d.h. es gilt Fpn(af +
B9) = aFr(f) + BF(g) fiir o, 8 € C und f,g € L*(T").

b) Sei f € L'(T") und f(x) := f(x) (z € T"). Dann gilt
(Frnf)(k) = (Frn ) (=) (k€ Z").

c) Seien f € LY(T"), a € T" und (L, f)(x) := f(x —a) (x € T"). Dann gilt

(FrnLaf)(k) = e (Fra f) (k) (k € Z").
d) Fiir alle f € L'(T™) gilt |f(k)| < ||f|l1 (k € Z").

Beweis. Direktes Nachrechnen. OJ

1.8 Definition. Fiir f,g € L'(T") definiert man die Faltung f * g: T" — C durch

(fx9)(x) = . flx—ygly)dy (v e€T").
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1. Fourierreihen 5

1.9 Satz. Fir f,g € L'(T") ist f*g € L'(T"). Es gilt | f * gl < ||f|l:]lg]lx und

(f*9) (k) = f(R)g(k) (k€ Z").

Beweis. Die Funktion F': T?" — C, (z,y) — f(z — y)g(y) ist messbar, und es gilt
[ [ Faaldsay= [ lowl [ 15~ sy
n ’]I‘TL ']T'VL ']T'VL
= Ly Sl ] lg(W)ldy = [|fll1llgll < oco.

Nach dem Satz von Fubini ist y — F(z,y) fir fast alle « integrierbar, d.h. die
Faltung (f * g)(z) ist fiir fast alle z € T" wohldefiniert. Weiter gilt

Il = [

Fiir k € Z" folgt wieder mit Fubini

fo—ytsfar < [ [ 15 - pgwldvds = |7 1ilg]
Tn n Jn
xq) = * —ike g
(f*9) /Tn(f g)(x)e " dw
= flx = y)g(y)e * Ve *vayda
— [ stwe ([ sta-pete i) ay
n 'I[‘TL

g(k) | fl2)e*2dz = (k) f (k).
" O

Die Faltung ist damit eine Multiplikation auf dem Raum L'(T"). Der entsprechende
abstrakte Begriff ist der einer Banachalgebra.

1.10 Definition. Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf dem eine bili-
neare, assoziative Abbildung A x A — A, (z,y) — x -y definiert ist (die Multipli-
kation), wobei

-yl <zl -yl (z,y € A).

Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls -y =y -z (x,y € A). Ein Element
e € A heifit Einheit (oder Eins) von A, fallsz-e=e¢-z =2z (z € A) und |le|| = 1.

1.11 Beispiele. a) Der Raum ¢>°(Z") ist mit der Norm ||(ax)kezn || := SUPpezn |ak|
ein Banachraum. Definiert man die Multiplikation auf ¢>(Z") durch (a - b)(k) =
agby (k € Z") fiir a = (ag)kezn und b = (bg)gezn, so wird £>°(Z") zu einer kommuta-
tiven Banachalgebra mit Einselement 1 = (1)gezn.

© Robert Denk 16. 4. 2015



6 1. Fourierreihen

b) Weitere Beispiele fiir Banachalgebren sind die beschréinkten linearen Operatoren
auf einem Banachraum, die stetigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorff-
Raum und (als Verallgemeinerung von a)) der Raum L*(u) mit einem Maf} p.

Mit dieser Bezeichnung konnen wir die obigen Ergebnisse kurz zusammenfassen:

1.12 Satz. a) Der Raum L'(T™), versehen mit der Faltung als Multiplikation, wird
zu einer kommutativen Banachalgebra.

b) Die diskrete Fouriertransformation Frn: L'(T™) — (>(Z") ist ein Homomor-
phismus von Banachalgebren.

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Satze 1.7 und 1.9. O]

1.13 Lemma. Seien f € LY(T") und P(z) = 37 <y ape®® ein trigonometrisches
Polynom. Dann gilt (f = P)(x) = Z\MSN akﬂk)eik.x_

Beweis. Ubung. [

Im nachsten Satz verwenden wir die iibliche Multi-Index-Schreibweisen

0 = ()™ (52,

OTn
o 1.0 Qn
N
lal =1+ +ay,

fiir o € Np. Bei der Definition von k* wird hier formal 0° := 1 gesetzt.

1.14 Satz. Seim € N und f € W™(T"), d.h. 9*f € L'(T") fiir alle |a| < m. Dann
gilt
(=)l (P 0 ) (k) = k*(Fr ) (k) (k € Z").

Beweis. Wir integrieren «;-mal partiell in Richtung x; und erhalten

(Fno ) = [

= ()" | f@) (iRt de = (i) (P f)(R)

(0°f)(x)e**dr = (—1)l . f(x)0%e **dy

n

]

1.15 Korollar. Sei f € W (T"). Dann ist f € (NZ"), d-h. Y e | F(E)] < 00

© Robert Denk 16. 4. 2015



1. Fourierreihen 7

Beweis. Sei f € W™ (T") und k € Z"\ {0}. Wihle j € {1,...,n} mit |k;| =

max{|ki|,..., |ks|}. Dann ist k; # 0 und |k| < y/n|k;|. Mit Satz 1.14 gilt
: (021 f) (k)] C _ Cntn/2
R = — e S e S e
sl || |t

wobei Fpa (71 f) € £2°(Z") verwendet wurde. Nun folgt die Behauptung aus der
Tatsache, dass > czm (o [k 7" < 00 O

b) Summationskerne
Wir werden nun Konvergenzeigenschaften der Fourierreihe betrachten.

1.16 Definition. Ein Summationskern ist eine Folge (Ky)yeny C C(T") mit

(S1) [pu Kn(x)dz =1 fiir alle N € N,
(S2) es existiert eine Konstante M > 0 mit [, |[Ky(z)|dz < M (N € N),

(S3) Fiir alle 0 € (0,7) gilt Wmy—so0 [, ern.ppyzey 1B (2)|dz = 0.

Haufig wird auch eine Familie (K )-c[o,1) betrachtet, wobei dann in (S3) der Limes
fiir 7 — 1 genommen wird.

Im Folgenden werden wir Integrale iiber Banachraum-wertige Funktionen betrach-
ten. Dabei kann der Integralbegriff analog zum entsprechenden skalaren Integral
definiert werden (Riemann- oder Lebesgue-Integral). Insbesondere fiir stetige Funk-
tionen f: [0,27] — X mit X Banachraum, kann das Riemann-Integral verwendet
werden, d.h. f027r o(x)dx = lim Z;y:_ol(xjﬂ — z;)¢(z;) € X, wobei der Limes iiber
alle Partitionen mit max |z,;41 — z;| — 0 gebildet wird. Die {iblichen Integralregeln
gelten weiterhin, so gilt etwa || fo% p(x)dzr|x < 0% |lp(z)||xdz. (Im Falle der Verall-
gemeinerung des Lebesgue-Integrals spricht man hier auch vom Bochner-Integral.)
Spéter werden wir sogar eine Verallgemeinerung auf vollstdndige metrische Réume
verwenden, wobei aber die Integranden wieder stetig sind, so dass das Integral der
Grenzwert der Riemann-Summen ist.

1.17 Lemma. Seien (X, | - ||) ein Banachraum und ¢: T" — X stetig, und sei
(Kn)nen C C(T™) ein Summationskern. Dann gilt

lim Kn(x)p(x)de = ¢(0) (Konvergenz in X ).

N—oo Tn

© Robert Denk 16. 4. 2015



8 1. Fourierreihen
Beweis. Sei ¢ > 0. Mit (S1) und (S2) gilt

Ky(z)p(z)de —¢(0) = | Kn(z)(p(r) — ¢(0))dz

T T

— [ Knv@)(e@) —eO)dr+ | Kx(@)(pl) - o(0)dz.

|z|<é |z]|>6

Das erste Integral ldasst sich abschétzen durch

H s Kn(z)(p(z) — @(0))&%” < / Ky (@)] lo(x) — o(0)||dz

ol <8
< max|lp(z) — 0)]| | |Kn(z)lde < Mmax|p(z) - o(0)] <,
j#/<0 T j2l<5

falls ¢ hinreichend klein gewahlt wird. Fiir das zweite Integral verwenden wir (S3)
und erhalten

Kx(@)(e(2) = ¢(0)dz|| < 2max|lo(@)| [ |Kn(@)lde <e,

H |z|>4 |z|>6

falls N hinreichend grofl gewahlt wird. O]

1.18 Lemma. Zuy € T" und f € L*(T") sei (L, f)(z) := f(x—y) (x € T"). Dann
ist fiir jedes f € LY(T™) die Abbildung p: T™ — LY(T™), y — L, f stetig.

Beweis. Seien f € L'(T"), yo € T™ und £ > 0. Da die stetigen Funktionen dicht in
L'(T™) sind, existiert ein g € C(T") mit ||f —g||: < §. Da g als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge gleichméfig stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit

lg(y —w0) —gly — 2)| <5 fiiralley € T" und 2z € T" mit |z — yo| < 0.
Somit folgt || Lyyg — L.g|l1 < ||Ly,g — L2gllo < 5. Fiir f erhalten wir
||Lyof - LZle < ||Ly0f - Lyog“l + ||Lyog - ngHl + ||ng - szHl < % + % + % =&

fir alle z € T™ mit |z —yo| < &, wobei ||L.(g— f)|l1 = |lg— f|l» verwendet wurde. [

1.19 Satz. Sei (Kn)yen ein Summationskern. Dann gilt fiir alle f € L*(T™)

f= ]\}im (Kn * f)  (Konwvergenz in L'(T™)).
—00

© Robert Denk 16. 4. 2015



1. Fourierreihen 9

Beweis. Direkt aus Lemma 1.17 und Lemma 1.18 mit X := L'(T") und ¢ wie in
Lemma 1.18 folgt

f=lim | Ky(y)Ly,fdy

N—o0 Tn
in L'(T"). Die Behauptung folgt nun daraus, dass fiir fast alle € T" gilt
([ En@)Lyfay)@) = | Kx()fe—y)dy =Ky = ))
Tn Tn

Um dies zu sehen, beachte man, dass der Integrand auf der linken Seite eine stetige
Funktion von T™ nach L'(T") ist. Daher kann man den Integranden gleichméBig
durch Stufenfunktionen der Form

J
S(y) = Z Xyjyi+1) (y)KN(yj)Lyjf

j=1

approximieren. Fiir derartige Stufenfunktionen gilt diese Gleichheit aber, wie man
durch direktes Einsetzen der Definition des Integrals sieht. O]

1.20 Definition. a) Im Fall n = 1 ist der Fejér-Kern (Fy)yen definiert durch

N

Fy(z) := Z (1 — %)eikz (x eT).

k=—N

Man schreibt oy f := Fy * f fiir f € L'(T) und N € N. Statt (on f)(x) wird hiufig
auch on(f,x) geschrieben.

Fiir N € N ist der Dirichlet-Kern Dy definiert durch Dy(z) := S_n__ ¢** (z € T).
Wir schreiben sy f := Dy * f sowie sy(f,z) := (sn f)(x).

b) Fiir n > 2 definiert man den Fejér-Kern (Fy)yen als (Tensor-)Produkt, d.h. als
Fy(z) :=FP(z) ... F(x,) (zeTh),

wobei F ](Vl ) der eindimensionale Fejér-Kern aus a) sei. Analog fiir den Dirichlet-Kern.

1.21 Lemma. a) Fir den eindimensionalen Fejér-Kern gilt

N+1{L‘

Fa(r) = — (Sin(T >>2 (z €T). (1-1)

T N+1\ sing

b) Fir alle n € N ist (Fy)nen C C(T") ein Summationskern.

© Robert Denk 16. 4. 2015



10 1. Fourierreihen

W
T
1

N
]
1

Ds(z)

—
1
1

1
[,
T
1

Abbildung 1: Der eindimensionale Dirichlet-Kern Dj

Beweis. a) Fiir den Dirichlet-Kern und x # 0 gilt

2N 3 x §2NAL —j 2N+, : N
DN(Q?) — efiNxZeikx _ efiNxe (2]\6_1) —1 _ e 2 — ¢ . 2 _ Sln('Q 2+15(7)
et — 1 eir/2 _ g—iz/2 Sln(£>
k=0 2
Wir schreiben den Fejér-Kern in der Form
N
k ikx
Fy(z) = Y (1— g)e* = 5(Do() + Di(w) + - - + Dy (x)). (1-2)
k=—N
Es gilt
N N N
2sin*(%) Z Dy( Z 2sin(%) sin(ZH 2 Z cos(kz) — cos((k + 1)z))
k=0 k=0 =0

=1—cos((N + 1)z )—QSIH (N— ).

Damit und mit (1-2) erhalten wir fiir den Fejér-Kern die gesuchte Darstellung (1-1).

b) O.E. sei n = 1, da sich die Eigenschaften eines Summationskerns direkt auf das
entsprechende Tensorprodukt iibertragen. Offensichtlich gilt [, Dy(x)dz = 1 fiir
alle N € N. Mit (1-2) folgt auch [ Fyy(z)dz = 1, d.h. Eigenschaft (S1). Nach a) ist
Fy >0, damit gilt (S2) trivialerweise mit M = 1. Fiir (S3) verwendet man ebenfalls
die Darstellung aus a). Sei 0 € (0, 7). Fiir x € (6, 2m — §) ist dann |sin(5)| > M mit
einer Konstante M > 0. Somit gilt

) < (%)2 (x € (6,27 — ).

© Robert Denk 16. 4. 2015
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1. Fourierreihen 11

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Abbildung 2: Der eindimensionale Fejér-Kern Fj

Mit (1-1) folgt sup,esan_s [Fn(z)] = 0 (N — 00) und damit fé%_d |Fn(x)|dz —
0 (N — o0). O

Trotz des Namens ist der Dirichlet-Kern kein Summationskern. Fiir den Fejér-Kern
ist dies allerdings der Fall, wie das obige Lemma zeigt. Nach (1-2) ist Fyy (fiir n = 1)
das arithmetische Mittel der ersten N + 1 Elemente der Folge (Dy)ken,, entspre-
chendes gilt fiir die Faltung mit f. Man spricht auch vom Cesaro-Mittel.

1.22 Korollar. a) Fiir alle f € L'(T") gilt onf = Fx x f — f (N — o) (Kon-
vergenz in L'(T")).

b) Fiir f € LY(T") gilt

Hier ist |k|s := max{|ki|,...,|kd|}-

c¢) Trigonometrische Polynome liegen dicht in L*(T").

Beweis. a) Dies ist Satz 1.19 fiir den Fejér-Kern. Man beachte dabei, dass Ky (k) =
f(](\})(kl) Ce [A(](\})(k:n) gilt, wobei K() der eindimensionale Fejér-Kern sei.

b) Da Fy ein trigonometrisches Polynom ist, gilt dies nach Lemma 1.13.

c) folgt sofort aus a) und b). O

© Robert Denk 16. 4. 2015



12 1. Fourierreihen

Ds(x)
P
L

Z2

-4 4 ) X1

Abbildung 3: Der zweidimensionale Dirichlet-Kern Ds

1.23 Satz (Eindeutigkeitssatz). Sei f € L'(T") mit f(k) = 0 fir alle k € Z". Dann
gilt f =0 in LY(T™), d.h. f =0 fast diberall.

Beweis. Sei f € LY(T") mit f(k) = 0 fiir alle k& € Z". Nach Korollar 1.22 b) ist
Fy* f =0 fiir alle N € N und damit (Korollar 1.22 a)) f =0 in L'(T"). O

1.24 Satz (Riemann-Lebesgue-Lemma). Fir alle f € L'(T") gilt lim—e f(k) =
0.

Beweis. Zu € > 0 existiert ein trigonometrisches Polynom P mit || f — P||; < e. Fiir
k € Z™ mit |k| > deg P folgt mit Satz 1.7 d)

N

[f(k)| = If(k) = P(R) < |If = Plh < <. -

Das Riemann-Lebesgue-Lemma besagt insbesondere, dass der Homomorphismus von
Banachalgebren Zpn: L'(T™) — (>°(Z"), f + f aus Satz 1.12 nicht surjektiv ist.

1.25 Bemerkung. Die folgenden Aussagen werden wieder fiir allgemeine Summati-
onskerne formuliert. Neben dem Fejér-Kern werden auch folgende Summationskerne
in Anwendungen verwendet, welche wir hier nur im eindimensionalen formulieren
(in T™ betrachtet man wieder das Tensorprodukt).

a) Dela Vallée-Poussin-Kern: Dieser ist gegeben durch K N(z) :=2FN 1 (x)—Fy(x).
Es gilt K(k) =1 fir |k| < N + 1.

© Robert Denk 16. 4. 2015



1. Fourierreihen 13

Abbildung 4: Der zweidimensionale Fejér-Kern Fj

b) Poisson-Summationskern (P,),¢c[o,1y: Dieser ist definiert ist durch
P(x):=1+ 22:7’]~C cos(kxz) (zeT).
k=1

Es gilt P(x) = rstarysy (v € T) sowie (P f)(x) = 3y cp v f(R)e™ (2 € T)
fir f € LY(T).

Wir haben oben die Konvergenz in L'(T™) fiir Summationskerne gesehen. Um die
punktweise Konvergenz zu untersuchen, ist der folgende Begriff niitzlich:

1.26 Definition. Ein homogener Banachraum B auf T" ist ein linearer Teilraum
von L*(T™) mit einer Norm || - ||g > || - || 12 (1n), fiir welchen gilt:

(i) Far alle f € Bund y € T" ist L,f € B und || L, f||5 = || f 5
(ii) Die Abbildung T" — B, y +— L, f ist stetig fiir alle f € B.
1.27 Beispiele. a) Beispiele fiir homogene Banachriume auf T™ sind C'(T™) mit

der Supremumsnorm || + [|oc, C"(T") mit Norm || f{|em(ra) := 34/, [[0%f[loo sOWie
LP(T™) fiir p € (1, 00) mit Norm || - [[,.

b) Der Raum L*(T") mit || - || ist kein homogener Banachraum.

1.28 Satz. Sei B ein homogener Banachraum auf T, und sei (Ky)yen €in Summa-
tionskern. Fir jedes f € B gilt dann Ky f € B sowie ||[Kyxf—f|lg = 0 (N — o0).
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14 1. Fourierreihen

Beweis. Betrachte das B-wertige Integral Fy := [, Kn(y)L,fdy € B. Wegen | -
|5 > || - |22 ist dieses Integral gleich dem L'(T")-wertigen Integral, d.h. es gilt
Fy = Ky * [ (siehe Beweis von Satz 1.19). Nach Lemma 1.17 gilt Fy — f in B.
Insgesamt folgt also Fiy = Ky x f — f in B. [

1.29 Korollar. a) Ist B ein homogener Banachraum auf T™, so liegen die trigono-
metrischen Polynome dicht in B (fir B = C(T") ist dies der Satz von Weierstraf).
Insbesondere gilt fiir den Fejér-Kern ||Fyxf—fl|l, = 0 (N — oo) fir alle f € LP(T")
mit p € [1,00). Fir alle f € C(T") gilt || Fx % f — f|loo = 0 (N — 00).

b) Speziell fiir n =1 folgt fiir alle f € C(T)
||

lim (1 - N—+1) F(k)e™ = f(z)

gleichmaf$ig in x € T". Dies ist das Cesaro-Mittel der Fourierreihe, d.h. die Fou-
rierrethe von f ist Casaro-summierbar.

Mit dem Poisson-Summationskern erhdlt man fir alle f € C(T)

lim (Zrlkl f(k)e““) = f(x)

r /1
7 keZ

gleichmdfig in x € T. Dies entspricht der Abel-Summierbarkeit der Fourierreihe.

c) Punktweise Konvergenz

Wir haben oben gesehen, dass onf = Fy * f — f in L'(T") fiir alle f € L'(T")
gilt. Falls f sogar stetig ist, gilt diese Konvergenz sogar gleichméflig und damit
insbesondere punktweise. Hier soll die Frage behandelt werden, ob man auch fiir
allgemeine L!'-Funktionen punktweise Konvergenz hat, sowie die Konvergenz der
Fourierreihe selbst. Diese Fragen sind zum Teil wesentlich schwerer zu beantworten,
und wir kénnen einige Ergebnisse auch nur ohne Beweis zitieren. Wir beschrénken
uns in diesem Abschnitt auf den Fall n = 1.

Wir sagen, eine Funktion f € L*(T) erfiillt die Bedingung (L) an der Stelle o € T,
falls ein a € C existiert mit

nml/h’f(:f:wy);f(wo—y)
0

e —a|dy = 0.

1.30 Satz (Lebesgue). Falls f € LY(T) die Eigenschaft (L) an der Stelle xg € T
besitzt, so gilt on(f,x0) = a (N — 00).
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1. Fourierreihen 15

Beweis. Unter Verwendung von Fy(z) = Fy(—x) schreiben wir fiir 6 € (0, 7)

™

on(f, 7o) —a = / Fa(y)(f(zo — y) — a)dy = / F(y)(f (a0 — ) — a)dy

—T

=1 ' F d
. /0 N(Y)e(y)dy,
wobei p(y) := 3 (f(zo+y) — f(xo—y)) — a. Wir verwenden folgende Abschétzungen
2
Fv0) < oy W€ O07) (1-3)
Fy(y) <N +1 (y€(0,7)), (1-4)

welche man direkt nachrechnet. Wir teilen das Integral [ Fn(y)p(y)dy in drei
Teilintegrale auf und zeigen jeweils, dass diese gegen Null konvergieren:

(i) Intervall [0, +]: Wir wenden (L) mit h = & sowie (1-4) an und erhalten
1/N 1/N
| FN<y>so<y>dy] <) [ ey = (V)R 50 (N - )
0 0

Hier wurde ®(h fo lo(y)|dy definiert.
(ii) Intervall [+, N~/ 4]: Mit (1-3) und partieller Integration erhalten wir
N—1/4 2
ely
Pet) < 5 [ 22
‘ /N L Ively)dy) < 1 / Y
_1/4
_ <<I>(y)‘ L 2/N <I>(y)dy>
N+1\ 42 In—2 N1 Y3 '

Wegen (L) existiert zu & > 0 ein Ny € N mit ®(y) < ey fiir y € (0, N~*/4) und
N > Ny. Damit erhalten wir

N—1/4 2 ) N—1/4
F d ‘ < ( N4 4o / 24 )

‘/N_l N(y)w(y)y_N+16 +6N_1y y
e

<
~N+1

(NY* £ 2N) < 2%,

(iii) Intervall [N~%/4 7]: Fiir das dritte Integral verwenden wir wieder (1-3) und
erhalten

‘/ e(y)dy| < sup  Fy(y /!w ) dy
N—1/4 yG[N 1/4 ﬂ]

7T

< m@ﬂfﬂl +7lal) =0 (N — 00).
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16 1. Fourierreihen

1.31 Korollar. a) Seien f € L'(T) und zy € T. Falls

f(zo+0) + f(xo —0) 32%%(f($0+h)+f($o—h))

existiert, so folgt on(f,z0) = 3(f(zo + 0) + f(zo — 0)) (N — 00). Dies gilt insbe-
sondere an allen Stetigkeitspunkten von f.

b) Seien f € LY(T) und U C T offen mit f|y = 0. Dann gilt on(f, o) — 0(= f(z0))
fiir alle xo € U.

1.32 Bemerkung. Sei f € L'(T). Ein Punkt 2y € T heifit Lebesgue-Punkt von f,

i "1 )+ /( )
.1 To+Y)+ J(To—Yy -
juy [P ol o

Man kann zeigen: Fast alle xy € T sind Lebesgue-Punkte von f.

Somit gilt insbesondere: Fiir jedes f € LY(T) gilt on(f, o) — f(z0) (N — o00) fiir
fast alle ¢y € T.

Wir betrachten nun die Konvergenz der Fourierreihe selbst, d.h. die Konvergenz von
sy f, gegeben durch

sn(f,2) = (Dy* f)(x) = Y f(k)e*” (z €T, NeN).

1.33 Bemerkung. Falls sy f in L'(T) konvergiert, dann gegen f. Denn es gilt

O'Nf = ﬁ(50f+81f+ +8Nf),

und das Cesaro-Mittel einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben Wert
(Ubung).

Damit folgt insbesondere sy f — f in LY(T), falls (sy f)nen gleichméBig konvergiert.
Dies ist der Fall, falls f € ¢'(Z), z.B. falls f € W/(T). Aber nicht fiir jede stetige
Funktion gilt f € (*(Z).

Unter einer Zusatzannahme lésst sich aus der Konvergenz des Cesaro-Mittels die
Konvergenz der Folge selbst schliefen:

1.34 Lemma (Hardy). Sei (ag)gen, C C eine Folge, und sei sy = ijzo ap und
ON = ﬁ Zszo sk. Falls (on)nen, konvergiert und eine Konstante ¢ > 0 existiert
mit |ag| < W (k € N), dann konvergiert auch (sn)nen mit demselben Grenzwert.
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1. Fourierreihen 17

Beweis. Fiir N,k € N sei oy := %(sN + Sn41+ -+ Snyk—1). Wir berechnen

1 N+ k N
ONg = E((N +k)onjr-1 — Noy_1) = o ON+E-1 T 0N (1-5)
N+kN§:1N+k—j NI=N—j
— P e —— a.;
ko 4 N+k 7 k4 N
7=0 7=0
N+k—1 N+k—1 N+k—1 .
N — — N
Z Q; —SN_1—|— Z <1—j L >aj.
J=N

Es gelte oy — s (N — 00), und es sei € > 0 gegeben. Wir setzen k := k(N) :=
[eN] + 1, wobei [-] der ganzzahlige Anteil (Gaufi-Klammer) sei. Dann gilt e N <
kE(N) < eN + 2. Somit ist (%)Nel\; eine beschriankte Folge, und aus (1-5) folgt

onk(N) — 5 (N — 00). Fiir hinreichend groBe N gilt somit |oy k) — 5| < e.
Andererseits gilt

N+k-1
c _ ke (eN+2)c
ong) = snva] € Y T < = < e <20
= TN N

fiir hinreichend grofles V. Insgesamt erhalten wir |sy_1 — s| < (2C + 1)e fiir grofles
N, dh. sy = s (N — o0). O

1.35 Korollar. Sei f € L(T) mit |f(k)| < & (k € Z) (2.B. falls f € ('(Z) oder
f € WHT) gilt). Dann gilt:

(i) Die Folgen (sy(f,z))nen und on(f,x) konvergieren fiir dieselben x € T und
dann gegen den gleichen Wert.

(i1) Falls f(x +0) — f(x — 0) existiert (2.B. falls f stetig an der Stelle x ist, so
folgt sn(f,x) = 3(f(z +0) + f(z —0)).

(iii) Fir fast alle v € T gilt sn(f,z) = f(x) (N — 00).

1.36 Lemma (Dini-Test). Sei f € LY(T). Zu xq € T definiere

Cao(y) == 35(f(@o+y) + flwo—y)) — flzo) (yeT).

/=

so gilt sn(f,x0) = f(xg) (N — o0).

Falls
‘dy < 00,
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18 1. Fourierreihen

sin((2N+1)y/2

Beweis. Wir verwenden die Darstellung Dy (y) = Sy ) und erhalten

™

sw(f.20) — (o) = (D * f)(z0) — (o) = / (F(x0 —y) — f(x0)) D)y

—T

! / " oo () D (y)dy

= /0” Pan ) cos(Ny)dy + /07r proly) oY)

tany/2 v

Da ¢, eine gerade Funktion ist und g(y) := ta:f(z_o/2) eine ungerade Funktion ist, sind
beide Integrale die Fourierkoeffizienten der jeweiligen Funktion. Wegen f € L(T)
gilt auch ¢,, € L*(T). Fiir das zweite Integral verwenden wir tan % = 4+ 2(4)3+. . ..
Daher gilt fiir y € (0, d) mit hinreichend kleinem ¢ > 0 die Abschétzung |tan 4| > 4.
Also ist y +— 4|@#| eine integrierbare Majorante von ¢ im Intervall (0,6). Da

Toan7y] aut (8, m) beschrinkt ist, folgt g € L'(T). Nun folgt die Behauptung aus
dem ﬁiemann—Lebesgue—Lemma, Satz 1.24. O]

1.37 Korollar (Lokalisationsprinzip). Seien f € LY(T) und U C T offen mit f|y =
0. Dann gilt sn(f,z) = f(x)(=0) fir alle x € U.

1.38 Bemerkung. Es gibt viele weitere Resultate {iber punktweise Konvergenz, mit
zum Teil sehr anspruchsvollen Beweisen. So gelten etwa die folgenden Aussagen:

a) Es existiert ein f € C(T), deren Fourierreihe an einer gegebenen Stelle divergiert
(Fejér); es existiert sogar ein f € C(T), fir welches sy f an iiberabzihlbar vielen
Stellen divergiert.

b) Es existiert ein f € L'(T), fiir welches sy f an jeder Stelle divergiert (Kolmogo-
rov).

c) Falls f € LP(T) mit p € (1,00), so gilt sy(f,z) — f(z) fur fast alle x € T
(Carleson).

d) Fourierreihen in L*(T")

Im Folgenden sei fiir £ € Z™ die Funktion e;: T" — C definiert durch ey(z) :=
e*® (x € T™). Wir betrachten nun Fourierreihen im Raum L?(T"), welcher mit dem
Skalarprodukt

(f.9):= [ f(@)glx)dz (f g€ L(T"))

TTL

ein Hilbertraum ist.

© Robert Denk 16. 4. 2015



1. Fourierreihen 19

1.39 Bemerkung. a) Es gilt (ex,e;) = 0y, d.h. {e, : k € Z"} ist ein Orthonor-
malsystem in L?(T").

b) Fiir f € L2(T") ist

(fen) = . fx)e ™ vde = f(k) (k€ Z").

Die Fourierreihen von L2-Funktionen sind nur ein Spezialfall einer allgemeinen Hil-
bertraumtheorie fiir vollstdndige Orthonormalsysteme. Wir formulieren daher einige
wichtige Aussagen allgemeiner. Im Folgenden sei stets K € {R, C}. und (X, (-,-)) ein
K-Hilbertraum. Zu S C X sei S* :={z € X : (z,s) =0 (s € S)} das orthogonale
Komplement. Wie iiblich setzen wir ||z| := (z,2)'/? (z € X).

1.40 Satz. Sei S = {e; : k € N} ein Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt S+ ={0}.
(ii) Fir alle x € X gilt x =Y, (@, ex)er (Konvergenz der Reihe in X ).

(iii) Fir alle x,y € X gilt {(x,y) = Y ,cn{T,ex) (Y, ex) (Parsevalsche Gleichung),
wober die Reihe absolut konvergiert.

(iv) Fir alle v € X gilt ||z]|* = Yoy {2, ex)]?.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen. Da

N

{61, C, N, T — Z(x,ek>ek}

k=1

eine Menge zueinander orthogonale Vektoren sind, folgt mit dem Satz von Pytha-
goras (durch Ausmultiplizieren)

N N 9 N
ol = 3" K e+ 2 = St enden]| = D 1w, e
k=1 k=1 k=1

Fiir N — oo erhilt man >, |(z, ex)]* < ||2]|* (Besselsche Ungleichung). Damit
konvergiert Y, . |(z, ex)|? absolut und wegen

‘<Z‘, ek><y7 ek)‘ < %(‘<x7€k>‘2 + |<y76k>|2)

auch ), (z, ex)(y, ex). Weiter gilt

M
H Z<x7€k>ek
k=N

9 M
=Y [z,e)* =0 (N, M — o0),
k=N
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20 1. Fourierreihen

und da X vollsténdig ist, existiert der Limes 7 := ), (@, ex)er € X.
(1)=(ii). Fiir alle ¢ € N gilt

(T —x,e0) = Z(x, ex)(€x, er) — (@, er) = (z,e0) — (x,e0) =0,

keN

dh. x—7 e St ={o}.
(ii)=(iii). Mit (ii) gilt

(z,y) = < Z(% €k Z(y, €e>€z>

keN LeN
= Z <.§C, ek><y7 €€><ek7 €g> = Z<x7 ek) <y7 €k>,
k0N keN

wobei die absolute Konvergenz aus der Vorbemerkung folgt.

(iii)=(iv). Trivial.

(iv)=(i). Sei z € S*, dh. (z,e;) = 0 (k € N). Dann folgt mit (iv) [|z[]* =
D ren [z, en)|? = 0. O

1.41 Definition. Ein Orthonormalsystem, welches die dquivalenten Bedingungen
von Satz 1.40 erfiillt, heiit ein vollstéandiges Orthonormalsystem (oder eine Ortho-
normalbasis von X oder eine Hilbertraumbasis von X).

1.42 Bemerkung. Im Beweis von Satz 1.40, Teil (i)=-(ii), haben wir gesehen: Sei
(o)wen C K eine Folge mit Y-, . |o|* < oo. Dann konvergiert z := >, . ager €
X, und es gilt (x,ex) = oy (k € N).

Wir wenden nun die obigen Ergebnisse auf die Fourierreihe an, d.h. nun sei wieder
ep = e ke

1.43 Lemma. Die komplexen Ezponentialfunktionen {ex : k € Z"} bilden eine
Orthnormalbasis von L*(T™).

Beweis. Sei f € L2(T™) C L'(T™) mit (f,ex) = f(k) = 0 (k € Z"). Dann folgt nach
dem Eindeutigkeitssatz 1.23 schon f = 0 fast iiberall, d.h. f = 0 in L*(T™). Somit
ist Bedingung (i) in Satz 1.40 erfiillt. O

7"

Wir fassen die Aussagen von Satz 1.40 noch einmal fiir unseren Fall zusammen.

© Robert Denk 16. 4. 2015



1. Fourierreihen 21

1.44 Satz. a) Fir alle f € L*(T") gilt [, |f(z)?dz = cpm (k)2 sowie
flx) =" fk)e™
kezn

mit Konvergenz der Reihe und Gleichheit in L*(T").

b) Fiir alle (ay)pezn C C mit Yy pm low]? < 00 existiert ein f € L*(T™) mit f(k) =
(075 (k‘ S Zn)

¢) Fir f,g € L*(T") gilt (f,g)r2(tn) = > pezm F(k)a(k).

Somit ist Frn: L*(T™) — (2(Z") ein isometrischer Isomorphismus von Hilbertrdum-
en.
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22 2. Die Fouriertransformation in R"

2. Die Fouriertransformation in R”

2.1 Worum geht’s? Neben den Fourierreihen ist die Fouriertransformation ein
zentraler Begriff der harmonischen Analysis. Jetzt werden Funktionen auf R™ be-
trachtet, auch die Fouriertransformierte ist wieder auf R™ definiert. Methodisch las-
sen sich die meisten Begriffe auf diesen kontinuierlichen Fall direkt iibertragen, so
etwa Summationskerne. Wir erhalten analoge Aussagen und kénnen bei den Bewei-
sen oft auf Kapitel 1 verweisen.

Interessanter als bei den Fourierreihen ist jetzt die Frage, wie und ob die Fourier-
transformation auf Distributionen definiert werden kann. Fiir die Klasse der tempe-
rierten Distributionen erhélt man wieder einen Isomorphismus. Diese grofie Klasse
von Distributionen enthélt viele Funktionenrdume, welche bei partiellen Differenti-
algleichungen von Nutzen sind. Wir werden vor allem auf Stetigkeitseigenschaften
der Fouriertransformation auf den verschiedenen Rdumen eingehen, bei den tempe-
rierten Distributionen wie auch bei den Schwartz-Funktionen handelt es sich dabei
um lokalkonvexe topologische Vektorrdume.

a) Fouriertransformation in L!(R") und Summationskerne

Fiir p € [1,00] sei nun LP(R") der Raum aller (Aquivalenzklasen von) messbaren
Funktionen, fiir welche ||f||, < oo gilt, wobei ||f|l, := ([gn |f(z)[Pdz)"/? (iibliche
Modifikation fiir p = co). Dabei wird nun dz := (27)"/2dx gesetzt. Man beachte,
dass sowohl die Bezeichnung || - ||, als auch die Bezeichnung dz in diesem Kapitel
eine andere Bedeutung hat als in Kapitel 1. Dies liegt auch darin begriindet, dass die
Theorie der Fouriertransformation allgemein in lokalkompakten abelschen Gruppen
gilt, wobei das Integral dann beziiglich des sogenannten Haar-Mafles dx gebildet
wird.

2.2 Definition. Fiir f € L'(R") wird die Fouriertransformierte von f definiert
durch

(Fan [)(€) == f(&) := | J@e e = (2m) /2 | J@)e ™ de (€€ R,

Die folgenden Eigenschaften lassen sich wieder sofort nachrechnen.

2.3 Satz. Seien f,g € L*(R"), o, 8 € C.

a) Es gilt Fpn(of + B9) = a.Fpn f + BT ng.

b) Ist f(z) = f(x) (x € R"), s0 folgt (Fan[) (&) = (Frrf)(—E) (€ €R™).

c) Sei Ly f(x) == f(x—y) (y € R"). Dann gilt (Fun(Lyf))(€) = e (Frn f) () (€ €
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2. Die Fouriertransformation in R" 23

R").
d) Fir alle € € R ist |(Fan £)(©)] < |If]]1.

e) Sei zu A € R\ {0} die Funktion T\f definiert durch 7\f(x) := A" f(Az) (x € R™).
Dann gilt (Fraaf)(€) = (Fre f)(5) (€ €RT).

2.4 Lemma. Fiir f € LY(R") ist Zgn f: R" — C eine gleichmiifig stetige Funktion.
Beweis. Sei f € L'Y(R"™). Dann gilt fiir £,h € R®

FE+m = fOI< | If@]le D —emSjde = | |f@)e7"" = 1lde.
Mit der integrierbaren Majorante 2|f(-)| und der punktweisen Konvergenz |e®*" —
1| = 0 (h — 0) folgt die Stetigkeit. Da die rechte Seite nicht von £ abhiingt, erhalten

wir sogar die gleichméfige Stetigkeit von f. O

Mit partieller Integration kann man wie im Fall T (Satz 1.14) folgenden Zusam-
menhang zwischen Fouriertransformation und Ableitung zeigen.

2.5 Satz. Sei f € W[™(R"™), d.h. es gelte 3*f € L*(R™) fiir alle |«| < m. Dann gilt
(=) T 0" [)(€) = €(Frn )(E) (€ ERT).

2.6 Definition. Fiir f,g € L'(R") definiert man die Faltung f % g: R® — C durch

(fx9)(x) = . flx—y)gy)dy (zeR").

Die folgenden beiden Aussagen konnen leicht bewiesen werden (Ubung).

2.7 Satz. Fir f,g € LYR"™) gilt f*g € L*R") mit ||f *glli < [[fllillgll1 sowie
T (f * g9) = (Frn ) (Frng).

2.8 Lemma. Seien f, K € L*(R"), und sei k € L'(R"™) eine Funktion mit K(x) =
Jon k(&)™ 4ac fiir fast alle x € R™. Dann gilt fir fast alle x € R":

(f * K)(x) = / K(E)f(€)e .

n

2.9 Definition. Ein Summationskern auf R" ist eine Familie (/)xe(0,00) € C(R™)
mit
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24 2. Die Fouriertransformation in R"

(S1) Jou Kn(z)dz =1 (X € (0,00)),
(S2) es existiert eine Konstante M > 0 mit [, |[Kx(z)|dz < M (A € (0,00)),

(S3) fiir alle 6 > 0 gilt f\m|z6 |K\(z)|dz — 0 (A — 00).

2.10 Bemerkung. Sei f € L'(R") mit [, f(z)dz = 1. Setzt man K,(z) :=
X' f(Azx), so ist (Kx)ae(0,00) €in Summationskern. Denn es gilt

Ky(x)dz = \" f(Az)dx = . fy)dy =

R™ Rn

Kyl = A Az dz = || £l

15l /R|f( 2)ldz = | f]

/ K (@)|d = / FWldy =0 (A — o).
|x|>6 ly|>A6

2.11 Beispiele. a) Der wichtigste Summationskern auf R™ ist wie im Fall T" der
Fejér-Kern (F)ac(o,00), Welcher jetzt gegeben ist durch Fy(z) := A"F(Azy) - ... -
F(A\z,) mit dem skalaren Kern

sin £+ 2
$> (z € R).

2

F(z) = (zw)-1/2<

Man rechnet einfach nach, dass F(z) = (2r)~/? f_ll(l — [€])e*¢dE (x € R). Fiir den
Fejér-Kern bedeutet dies

. z)\:c.ﬁ @ ix-€ n
/[111"[1 &5])errede = /M]n‘ 1 A)e d¢ (z € RY).

b) Der de la Vallée-Poussin-Kern ist wieder gegeben durch V) (z) := 2F,(z) — F)\(z).
c¢) Der Cauchy-Poisson-Kern (Py)xec(0,00) Wird analog zu a) aus dem skalaren Kern

P konstruiert mit P(x) := \/g .z (r €R).

d) Der GauBkern (G1)re(0.00) Wird aus dem skalaren Kern G(z) := e=**/? (z € R)
gebildet.

e) Der Dirichlet-Kern hat ein Analogon auf R, welches gegeben ist durch D) (x) :=
\/E sz (3 € R). Dies ist kein Summationskern (z.B. Dy & L*(R)).

Vollig analog zum Fall T" (Satz 1.19) zeigt man folgenden Satz:
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2.12 Satz. Seien f € L'(R™) und (K))xe(0,00) €in Summationskern auf R™. Dann
gilt
f= )\lim (Kx* f) (Konvergenz in L'(R™)).
—00

2.13 Korollar. a) Ist f € LY(R), so gilt

) = Jim (e ) = i [ [T] (1~ 140) ) frepesae

A—ro0 AN Sy

(Konvergenz und Gleichheit in L'(R™)).

b) (Eindeutigkeitssatz) Ist f € L*(R) mit f(f) = 0 fiir alle £ € R, so gilt f =0
fast diberall.

Beweis. a) Die Konvergenzaussage ist Satz 2.12, angewendet auf den Fejér-Kern.
Dabei folgt die Darstellung von F) * f aus Beispiel 2.11 a) und Lemma 2.8.

b) folgt sofort aus a), da das Integral fiir jedes A € (0, 00) den Wert 0 annimmt. [

2.14 Satz (Inversionstheorem). Ist f € L'(R") mit f € LY(R™), so gilt fiir fast alle
r € R"”

f@)= | J©eide

Fulls f stetig ist, qilt dies fiir alle x € R™.

Beweis. Die Funktion gx(§) = x-ax» [[j_, (1 ‘5—;')]?(5)6”'5 konvergiert fiir A — oo

fiir jedes feste z € R™ punktweise gegen f (£)e™€. Da | f | eine integrierbare Majorante
von g, ist, folgt mit majorisierter Konvergenz

lim (Fyx f)(@) = [ f()edg =: fola) (v €R").
o0 R
Wieder mit majorisierter Konvergenz gilt

Ifo—flli= [ | Jim (Fy = f)(a) = f@)lde = T [ [(Fyx f)(w) - f(2)|dz
Rn o) —00 Jpn

A—00

Also ist f = fy fast iiberall. Der Zusatz folgt, da f; stetig ist. O
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2.15 Korollar. a) Fiir den Fejér-Kern gilt Fy(€) = X [T (1= Kl L) (£ €R).
b) Die Menge {f € L*(R") : supp f kompakt} liegt dicht in L'(R™).
¢) (Riemann-Lebesgue-Lemma) Ist f € LY (R"), so gilt lim¢_oo f(€)=o.

Beweis. a) O.E. sei n = 1. Sei g(y) := x|- ,\,\]( — %) (y € R). Nach Beispiel 2.11 a)
(und da g gerade ist) ist g(x) = g(—z) = Fx(z) (z € R). Anwendung von Satz 2.14
liefert

o(y) = / §(x)e vy = / Fu(x)e™dy = Fy(—y) = F(y) (y €R).

Im letzten Schritt wurde hier ausgenutzt, dass auch F) eine gerade Funktion ist.

b) Wegen Fgn(Fy x ) = (Frn F\)(Fgrn f) hat Fra(F) * f) kompakten Triager, und
nach Korollar 2.13 gilt Fy * f — f in L*(R").

c) folgt aus b) genauso wie in Satz 1.24. O

2.16 Bemerkung. Wie im Fall T" kann man auch fiir die Fouriertransformation im
R"™ eine ganze Reihe von Aussagen iiber punktweise Konvergenz beweisen. Hier sei
nur ein Beispiel ohne Beweis zitiert: Sei f € L'(R) zusitzlich uneigentlich Riemann-
integrierbar, und sei o € R. Falls f in einer Umgebung von xy von beschrankter
Variation ist, so gilt

A—00

b) Fouriertransformation im Schwartz-Raum .(R") und in
L2(Rn)

Wie im diskreten Fall T" besitzt auch in R" die Fouriertransformation in L? be-
sonders gute Eigenschaften. So gilt etwa auch der Satz von Plancherel, d.h. die
Fouriertransformation ist eine Isometrie in L?(R™). Um dies zu beweisen, machen
wir einen Umweg iiber den Schwartz-Raum . (R"), da wir diese Ergebnisse im Ab-
schnitt {iber Distributionen auch benétigen.

2.17 Definition (Schwartz-Raum). a) Der Vektorraum . (R™) besteht aus allen
Funktionen f € C>°(R"), fir welche gilt:

py(F) = max sup (1+ [o])|0% f(2)] < 00 (N € ).

laf< zeR”

Der Raum .(R™) heiit Schwartz-Raum oder der Raum der schnell fallenden Funk-
tionen.
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b) Zu N € Ny und ¢ > 0 definiere Uy, := {f € L (R") : py(f) < €}. Dann heifit
eine Menge U C . (R") offen, falls zu jedem f € U ein N € Ny und ein ¢ > 0
existiert mit f + Uy :={f+u:ueUn.} CU.

2.18 Bemerkung. Teil b) der obigen Definition ist ein Spezialfall einer sogenannten
lokalkonvexen Topologie, welche im Allgemeinen durch eine Familie von Seminormen
definiert ist (hier {py : N € Ny}). Wir verzichten hier auf eine allgemeine Theorie
und erwihnen nur, dass {Uy. : N € Ny,e > 0} eine Umgebungsbasis der Null in
dieser Topologie darstellt. Einige wichtige Aussagen, welche wir im Folgenden noch
benotigt werden, werden hier ohne Beweis aufgefiihrt:

(i) Der Schwartz-Raum .7 (R") ist ein Fréchetraum, d.h. es existiert eine trans-
lationsinvariante Metrik d: .7(R") x S (R™) — [0,00), beziiglich derer .(R")
vollsténdig ist (d.h. jede Cauchyfolge ist konvergent). Ein Beispiel einer solchen
Metrik ist

9= 2O (g e s @)

Dabei heifit eine Metrik translationsinvariant, falls d(f — h,g — h) = d(f, g) fiir alle
fig,h € L(R") gilt.

(ii) Eine Folge (fx)ren C 7 (R™) konvergiert genau dann gegen ein f € .(R"), falls
fir alle N € Ny gilt: py(fx — f) = 0 (k — o0).

(iii) Eine lineare Funktion u: .#(R") — C ist genau dann stetig, falls ein k£ € Ny
und ein C' > 0 existieren mit |u(f)| < Cpe(f) (f € L (R™)).

(iv) Eine lineare Funktion 7': .(R") — .(R") ist genau dann stetig, falls fiir jedes

m € Ny ein k,,, € Ny und ein C,,, > 0 existieren mit

pm(Tf) < Conpr, (f) (f € Z(R)).

(v) Man kann in den obigen Aussagen das System {py : N € Ny} von Seminormen
ersetzen durch folgende abzéhlbare Familien von Seminormen:

(g 0 €NJ, N € N} mit gy (f) 1= sup (1+ |2]")|0° ()],

zeR™

{qaﬁ o, f e Ng} mit qa,ﬁ(f) = Suﬂg |$Baaf($)‘
zeR"

2.19 Lemma. a) Es gilt &/ (R™) C LP(R™) fiir alle p € [1, 00].

b) Sei o« € Ny und P ein Polynom, g € ./ (R™). Dann ist jede der drei Abbildungen
fe=P-f, feg-fund f— 0%f stetige lineare Abbildungen von 7 (R™) nach
S (R™).
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Beweis. a) Fiir p = co ist die Behauptung klar. Fiir p € [1, 00) verwenden wir

p 1 n
[ f@Pds <o) | frimmdn <o (€ S @)

falls Np > n.
b) Offensichtlich ist 0* f € .(R™). Dass dies auch fiir P- f und g- f gilt, folgt sofort

aus der Leibniz-Formel
°(f-9)=> (g) (0°71)(@%9).
BLa

Die Stetigkeit dieser Abbildungen erhélt man aus

pm(aaf> < pm+|a|(f)v

’861 (2)]
m(P - f) <e¢,| max sup —————
p ( ) w‘gmxeﬂgl 1 ’l.‘degP

P9 ) < cm max 10° 9|00 P (f),

Pm+tdeg P(f) )

wobei ¢, von f und P bzw. g unabhéngige Konstanten sind. O

2.20 Lemma. Fir f € /(R") und o € Nj} gilt:

a) f € C®(R") und 8°f = (—i)l*| Fgn (2 — 2 f (2)).

b) (Fn(0°))(§) = i€ f (&) (€ € R™).

c) fe s R).

d) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit | f(€)| < epnpr(f) (€ € R).
e) Die Fourier-Transformation Fgn: . (R") — .7 (R") ist stetig.

Beweis. a) Unter Verwendung von z — z°f(z) € .(R") C L*(R™) und der majo-
risierten Konvergenz folgt

a?f(f) = . f(z)og e~ qE = (—4)l 5 F(z)ze ot de
= (=i)I(F (@ = 2 f(2)) (6).

b) Satz 2.5.
¢) Nach a) gilt f € C®(R"). AuBerdem gilt mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma

€408 f)(€) = (=) [ Fpa(z > 0727 f(2))](€) = 0 (|€] — o0),
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da z — 0°2P f(z) € S (R") C LY(R").
d) Dies folgt aus

)/n e—ia;ﬁf(w)dx’ < </an m dx) Prs1(f).

e) Seien a, 8 € NI, und sei g, 5(z) := 0°(z*f(x)) (x € R™). Dann gilt unter Ver-
wendung von a), b) und d)

sup |£°0° F(€)] = sup |Gas(€)| < C1Pnr1(gas) < Copn(f)
EER £eR™

fiir hinreichend groflies N € N, wobei C,Cs > 0 Konstanten sind. Dabei wurde im
letzten Schritt die Stetigkeit der Abbildung f +— f, s (Lemma 2.19 b)) verwendet.
Nach Bemerkung 2.18 ist dies die Stetigkeit von Fgn: S (R") — L (R"). O

Der folgende Satz zeigt, dass sich die Fouriertransformation auf dem Schwartz-Raum
besonders gut verhélt.

2.21 Satz. Die Fouriertransformation Fgn: L (R") — S (R") ist linear, stetig und
bijektiv mit stetigem Inversen (d.h. ein Isomorphismus lokalkonvezer Riume). Die
inverse Abbildung Fg, ist gegeben durch

(Felo)@) = [ g@erds e rn).
Es gilt ZE.f = f mit f(z) == f(—2) (x € R") sowie T = idy(@n).

Beweis. Nach Lemma 2.20 e) ist Fgn: . (R") — #(R") stetig. Mit dem Inversi-
onstheorem (Satz 2.14) folgt fur alle f € #(R")

fz) = - f(&)eede = (Fgu f)(—x) (x €RY).

Damit erhalten wir insbesondere .#2, f = f und .%#, = id 7 (rny. Somit ist Frn bijek-
tiv mit (Fgn f)(x) = (Fpn f)(x) = (Frn f)(—2). Die Linearitiit sowie die Stetigkeit
von F, sind damit ebenfalls klar. O

2.22 Definition und Satz (Satz von Plancherel). Fir alle f,g € Z(R™) gilt

<f7 g>L2(R”) = <yf, 99>L2(Rn)-

Somit ist F|ymny eine Isometrie beziglich der || - ||2-Norm und damit eindeutig
zu einem isometrischen Isomorphismus Fo : L*(R™) — L*(R™) fortsetzbar, der
ebenfalls Fourier-Transformation genannt wird und unitdr ist.
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Beweis. Seien f,h € .(R"). Dann gilt mit dem Satz von Fubini

Ry = [ Fomede= [ [ e nie) o

‘@f Uﬁ"“%®~umgw

Setze nun g := Z, d.h.

WO = (Faia)€) = | geds =4() (€ RY).
Damit folgt (f,§) = (f,¢). Da Zgn: S (R") — .#(R") bijektiv ist, gilt dies fiir alle
f,g€ 7 (R").

Da .Z(R™) C L*(R") dicht ist, ist %, : L*(R") — L?(R") wohldefiniert, linear, iso-
metrisch. Damit ist der Wertebereich R(.%;) abgeschlossen. Wegen R(.%3) D . (R")
ist %5 surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus und damit unitér. O

2.23 Korollar. a) Sei f € L*(R"), und fiir R > 0 sei
o= [ flaletiar (e R
l§I<R

Dann gilt g € L2(R™) N C(R™) und || f — gr| r2@ny = 0 (R — 00).
b) Sei f € LA(R") mit f € L'(R™). Dann gilt fiir fast alle z € R™

J@)= | J©esde (2-1)

Fulls f stetig ist, qult dies fiir alle x € R™.

Beweis. a) Man beachte, dass gr(§) fiir jedes { € R" definiert ist, da fxpo,r €
L'(R™) gilt. Weiter folgt gr € C(R™) nach Lemma 2.4. Wegen gr = Frn(fXB(0,R))
und ||f — fxBo,r)llz2@y) = 0 (R — oo) folgt die Aussage nun aus dem Satz von
Plancherel.

b) Wir wenden a) auf f an (mit Fan statt Fpa) und erhalten
f=lim fr (R—o0) in L*(R")
R—o0

mit fr(z) := flf\ <R f(€)e™td¢. Damit konvergiert (fiir eine Teilfolge) fr auch punkt-

weise fast iiberall gegen f. Wegen f € L'(R") konvergiert fr punktweise gegen die
rechte Seite von (2-1), was (2-1) zeigt. Falls f stetig ist, sind beide Seiten von (2-1)
stetige Funktionen, und wir erhalten Konvergenz fiir alle x € R". O
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c) Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen

Die Schwartz-Funktionen sind unter anderem deswegen von grofler Bedeutung in
der Theorie der Fouriertransformation, weil Zgn: . (R") — . (R") eine Bijektion
ist. Dies ermoglicht es, auf den Dualraum iiberzugehen, den Raum der temperierten
Distributionen.

2.24 Definition. Der Raum der temperierten Distributionen wird definiert als
L' (R™) = {u: S (R") — C|u linear und stetig}, d.h. als topologischer Dualraum
von . (R™). Die Topologie auf ./(R"™) wird definiert als schwach-*-Topologie, d.h.
eine Umgebungsbasis der 0 ist gegeben durch

{Kop, one @1, o8 € LR, e >0},
Ko, .. one = {ue yI(Rn) : n?aXNW(%’” <e}.

.....

Fir v € (R™) und ¢ € .#(R™) schreibt man auch (p, u) := u(y).

2.25 Bemerkung. Wieder ist die obige Definition in der Sprache der Topologie
formuliert. Wir ergéinzen hier einige Bemerkungen, welche fiir Rechnungen mit der
Topologie giinstig sind:

(i) Wie oben bereits bemerkt, ist eine lineare Abbildung u: .7 (R") — C, ¢ — u(yp),
genau dann stetig (und damit eine temperierte Distribution), falls ein m € N und
ein C > 0 existieren mit

[u(@)] < Cpm(p) (¢ € L (R")).

(ii) Eine Folge (ug)reny C - (R™) konvergiert genau dann gegen Null, falls fiir alle
v € L (R") gilt: ug(p) — 0 (k — 00).

(iii) Eine lineare Abbildung 7': ./(R") — C, u — Tu ist genau dann stetig, falls
ein N € Nund vy,...,¢¥y € Z(R") sowie ein C' > 0 existieren mit

Tul < Cmax{lu(r)],..., [u(@n)]} (v S (R")).

(iv) Eine lineare Abbildung 7': ./ (R") — .”/(R"), u + T'u ist genau dann stetig,
falls fiir alle ¢ € S (R™) ein N € N und ¢y,...,¥y € Z(R") sowie ein C > 0
existieren mit

(Tu) ()] < Cmax{[u()l,.... [u(@n)]}  (ue L (R)).

Dabei diirfen C;, N und 1, ..., %N von ¢ abhédngen.
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2.26 Beispiele. a) Sei a € R™. Die Dirac-Distribution ¢,: . (R™) — C ist definiert
durch

da(p) == p(a) (p € F(R")).
Dann gilt §, € ' (R"), da |0.(¢)] < po(p) (p € Z(R")). Héufig wird § := Jy
gesetzt.

b) Sei f: R® — C eine messbare Funktion, welche polynomial beschrinkt sei, d.h.
es existiere C' > 0 und M € N mit |f(z)| < C(1 + |z|M) fiir fast alle z € R". Dann
definiert man uy: . (R™) — C, ¢ — us(p) mit

usle):= [ f@p@)is (g€ S @)

Es gilt |ur(p)] < Cppsnti(e) (¢ € L (R™)) und damit u; € ’(R™). Man spricht
hier von einer reguldren Distribution. (In der Literatur wird hier oft dz statt dx
genommen. )

c¢) Seien B(R™) die Borelmengen des R™, und sei pu: Z(R™) — [0,00) ein endliches
Mafl. Dann wird durch

w(e) = [ pladnto) (o€ S @)

eine temperierte Distribution definiert. Man beachte |u,(¢)] < u(R™)po(¢) (¢ €

Der grofle Vorteil von Distributionen besteht darin, dass sie einerseits eine grofie
Klasse von Abbildungen umfassen (siehe obige Beispiele), dass man andererseits vie-
le Operationen wie Ableitung, Fouriertransformation durch Dualisierung definieren
kann (dies entspricht dem adjungierten Operator). Wir formulieren die entsprechen-
den Definitionen.

2.27 Definition. a) Seien u € .%/(R™) und a € Njj. Dann definiert man 0%u: . (R") —
C durch
(0°u)(p) = (=D)lu(0%¢) (v € S (R).

b) Seien u € ./(R") und f € . (R™). Dann definiert man f-u: #(R") — C durch

(f - u)(e) :==u(fe) (v €L (R)).

Analog wird P - u fiir ein Polynom P: R"™ — C definiert.

¢) Fir u € & (R") wird die Fouriertransformierte Fgnu: .#(R") — C definiert
durch

(Frru)(p) = 0(p) == u(Frnp) (p € F(R")).
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2.28 Satz. a) In der Situation von Definition 2.27 sind die folgenden Abbildungen
von ' (R™) nach ' (R") sind wohldefiniert, linear und stetig: v +— 0%u, u v f-u,
u— P-u, u— Frou.

b) Die Fouriertransformation Fgn: ' (R") — ' (R™) ist bijektiv mit stetigem In-
versen, und es gilt Fg. = id.yr(gn).

Beweis. a) Wir zeigen allgemein: Sei 7: .(R") — .%(R") linear und stetig, und sei
Tu: S (R") — C definiert durch (Tu)(¢) := u(Tp). Dann gilt Tu € .'(R™) und
T: "(R") — ' (R") ist stetig (bzgl. der schwach-*-Topologie).

Sei dazu u € .'(R"). Dann ist Tu = uo T: .(R") — C offensichtlich linear und
als Komposition zweier stetiger Funktionen auch stetig, d.h. Tu € .'(R").

Die Abbildung 7': ./(R™) — ./ (R") ist also wohldefiniert und ebenfalls offensicht-
lich linear. Um die Stetigkeit von T zu zeigen, verwendet man die Beschreibung in
Bemerkung 2.25 (iv): Zu ¢ € . (R"™) setzen wir N := 1, C' := 1 und ¢, := T'¢. Dann
gilt trivialerweise |(Tu)(¢)| = |u(T'¢)| < Clu(t)y)]|. Dies ist bereits die Stetigkeit von
T.

b) Nach Satz 2.21 ist (Fg.u)(p) = u(Fgap) = u(p), dh. Fg, = id g gn). Damit ist
Fpn: S (RY) — '(R") insbesondere bijektiv. Wegen Fp, = F3, ist das Inverse
auch wieder stetig. O

2.29 Beispiel. Sei f(z) :=1 (z € R"). Dann ist uy € ./(R"™) definiert als regulire
Distribution, d.h. us(p) := [p. ¢(x)dz = $(0). Somit gilt
if(0) = up(9) = (Fn)(0) = (0) = 3(¢)

fir alle ¢ € Z(R"), d.h. es gilt 4y = §. Man beachte hier, dass in der Literatur
oft bei der Definition von u; das Mafl dz statt dx genommen wird. In diesem Fall
erhilt man @y = (27)"/26.

Umgekehrt gilt 6(¢) = 0(¢) = ¢(0) = Jan 0(@)dz = us(p) fiir alle ¢ € S (R"), d.h.
3 =Uy.

2.30 Beispiel. Sei (Q2,.%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. P ein Maf} auf .#
mit P(2) = 1. Sei X: 2 — R eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Funktion. Der
Erwartungswert von X ist definiert als

EX ::/XdP:/idePoXl
Q R

mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl P o X~ =: v auf (R, B(R)). Fiir die zugehérige
Distribution u,(¢) := [pdv (¢ € #(R)) gilt (unter Verwendung des Satzes von
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Fubini)
(Fan)(e) = u(@) = [ paavle) = (2m 2 [ [ et arav(a)
—en [ | / (e >}so<t> = ()

mit der Funktion f(z) := (27)"Y2E(e~"X). In der Stochastik definiert man die
charakteristische Funktion von X durch

Vx(t) == E(") (t€R).
Damit gilt in etwas léssiger Schreibweise

[Fr(Po X)7Y(t) = (2m) V2x(—t) (t €R).

Wir kommen noch einmal auf die Faltung zuriick. Wir wissen bereits, dass fiir f,g €
LY(R") die Gleichheit Fga(f * g) = (Frn f)(Frng) gilt. Nun wollen wir den Begriff
der Faltung sowie diese Identitdt auf temperierte Distributionen erweitern.

2.31 Definition. Zu ¢ € (R") und = € R" bezeichne p(x — -) die Funktion
y — p(z—y). Dann wird fiir u € ./(R") und ¢ € ./ (R") die Faltung ux¢: R" — C
definiert durch (u* ¢)(z) := u(p(z — -)).

2.32 Bemerkung. a) Man beachte, dass u * ¢ eine Funktion ist und keine Distri-
bution. Allerdings werden wir spéter sehen, dass u * ¢ hochstens polynomial wichst
und daher wieder als reguldre Distribution u * ¢ € ' (R"™) aufgefasst werden kann.

b) Falls u = u; eine reguldre Distribution mit f € L'(R™) ist, so gilt

(uf @) () =up(p(z—-)) = . fWelr —y)dy = (f *¢)(x),

d.h. die obige Definition verallgemeinert den Faltungsbegriff von Funktionen auf
Distributionen.

c¢) Fiir die Dirac-Distribution erhalten wir

(0 p)(x) =d(p(x = -)) = p(r = 0) = p(x) (peF(R"), zeR").

Somit ist die Dirac-Distribution eine Einheit beziiglich der Faltung, d.h. d x ¢ = ¢
fir alle p € S (R").

Wir wollen nun einige wichtige Eigenschaften der Faltung zeigen. Dazu benotigen
wir folgende Konvergenzaussage.
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2.33 Lemma. Seien ¢ € 5’( "), e1:=(1,0,...,0)T € R" der erste Einheitsvektor,
und zu h > 0 sei o (x) == +(p(z+her) —¢(z)) (x € R™). Dann gilt o, — Oy, (h —
0) in der Topologie von 45”(]1%”)

Beweis. Wir betrachten die Fouriertransformierten. Nach den Rechenregeln fiir Fga
(Satz 2.3) gilt gn(€) = L& — 1)3(€) und (D, ) (€) = i&4(€). Somit gilt (120 —
0u,0) (&) = Y (§)@(&) mit ¢y () := 3 (e — 1) —i&. Man rechnet direkt nach, dass
fiir 5 € Ny gilt:
hé?, falls | 3] = 0,
7Un(€)] < { &, falls |B] = 1,
RIAI=L falls |B] > 1.

Fir m € N ist
Pr(02) < sup [(1+[61) D0 D7 casld®un(€)] 10 5(€)|
LeR™ |a|<m B<a
< enh sup (14 ML+ 1€ Y 10°p(€)
E n

laj<m

S 4Cm hperZ ((tb)

mit einer Konstante c¢,, > 0, welche nicht von ¢ oder h abhéingt. Damit gilt
Pm(Unp) = 0 (h — 0), d.h. ¥ — 0 (h — 0) in ./ (R") (siche Bemerkung 2.18 (i)).
Also gilt ¢, — (04, 0)" in Z(R), und da Fg,': Z(R?) — Z(R") stetig ist, folgt
©n = Oy, p in L (R"). 0

2.34 Satz. Seien v € '(R") und ¢ € S (R").
a) Dann gilt ux @ € C®(R™), und fir jedes o € Ny gilt

0%(ux ) = (=1)(0%) * p = (=1)*lu (9%).

b) Die Funktion u * ¢ hat polynomiales Wachstum und kann daher als reguldre
Distribution aufgefasst werden, u x p € .'(R").

Beweis. a) Es gilt 0%[y = ¢(x — y)] = (=1)1*1(0%p)(x — y) und damit

(ux (0%9)(x) = u[(0*¢)(z — )] = (=1)u[d*(y = p(z —y))] = (" u)(o(z — -)).

Dies zeigt das zweite Gleichheitszeichen in der Aussage des Satzes.

Genauso sieht man fiir den Verschiebungsoperator L,: ¢ — ¢(- — a) fiir a € R,
dass
Lo(ux @) =ux(Lyp) (a€R" ue S (R"), pe s R")) (2-2)
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gilt. Damit folgt
il ) (@ + her) — (ux @) (@)] = 3[(Lone, — Lo)(u*p)](z)
= (u* [ (Lohe, — Lo)p]) (@)

Nach Lemma 2.33 gilt +(L_pe, — Lo)p — 90 (h — 0) in & (R"), und da u stetig
ist, folgt

7 [(wx @) (x + her) = (uw* @)(@)] = u(0n,0) = = (0ay ) (9)-
Dies zeigt 0%(u * @) = (—1)1*(9%u) * ¢, der allgemeine Fall folgt durch Iteration.
b) Wir verwenden die elementare Abschéitzung
L4 |z —z™ <2"(1+ |z|™) 1+ |2]™) (x,z € R")
und erhalten fiir m € N

Pm(f(z = +)) = sup max (1 + [y|"™)[(0°f)(z —y)]

yeRn [a|<m

= sup max (1 + |z — 2[")|(9°f)(2)]
2€R™ |a|<m

<27 (1 |2|™)pm(f)-

Da u stetig ist, existiert ein C' > 0 und ein N € N mit |u(p)| < Cpy(p) fir alle
p € Z(R"). Damit folgt

[(wx @) ()] = Ju(p(z = )| < Conlp(z = ) < C2V(1 + || V)pn(p),

d.h. uxp hat polynomiales Wachstum und kann daher als Distribution uxp € . (R")
aufgefasst werden. O]

2.35 Satz. Seien u € '(R") und ¢, € S (R").
a) Es gilt Fpn(u* @) = (Frap) - (Frou).

b) Fiir alle v € L (R™) gilt (u* ) *x 1 =ux (p*x1).
¢) Es gilt Frn(p - u) = (Frou) * (Frnp).

Beweis. a) Wir setzen die Definitionen ein und erhalten fir alle ¢ € .7(R™)
(Frn(wx 9)) () = (ux ) (Fguth) = (ux @) (H(=-))
= | plppl=a)dr = | d(—wjulp(z = -)ld

R"

= [ ubva)pte— e =u] [ w(=)pte— s

RTL
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2. Die Fouriertransformation in R" 37

=u| [ W@l = ] = o))
= Ul TR # )] = U T (5 0)) = W($3) = (@ 0)(¥).

Da dies fiir alle v € #(R") gilt und die Fouriertransformation Zgn: ./ (R") —
< (R™) surjektiv ist, folgt die Gleichheit (u * )" = @ - @ als Gleichheit in .#'(R"™).

b) Aus a) folgt
(u* @) ((=+)) = (u* ) (Fgnt)) = (Fan (ux 9)) (V) = (Fr (& 1) (¥)
= U(«%Rn(@@) = u(Fgn (0 ¥)) = ul(p* ¥)(=+))-

Wegen (f * g)(0) = [gu f( x)dr = us(g(—-)) fiir eine polynomial wachsende
Funktion f und g S8 % (]R") bedeutet die obige Gleichheit

((ux @) *9)(0) = (u* (¢ * 1)) (0).
Wir ersetzen ¢ durch L_,¢ = ¢ (- + x) und erhalten mit (2-2)

((w* @) x ¥)(x) = [Lo((ux @) 1) (0) = [((u* ) * (L—1)](0)
= [(ux* (px Lo1))(0) = [L- (U*(w*w))}(o) (ux (@ * ) ().

¢) Nach a) gilt Fga (i x @) = (F2.p) - (F2au) = F2.(p - u). Wendet man nun Fg,
an, so erhilt man c). O
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3. Paley-Wiener-Sitze und der Shannonsche
Abtastsatz

3.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt geht es um Funktionen und Distributio-
nen, deren Fouriertransformierte kompakten Tréager haben. In diesem Fall liefern die
Satze vom Paley-Wiener-Typ starke Aussagen, so sind selbst Distributionen mit die-
ser Eigenschaft nicht nur regulédre Distributionen, sondern sogar Einschriankungen
von holomorphen Funktionen.

Ein Beispiel von derartigen Funktionen sind Mobilfunksignale, deren Fouriertrans-
formierte nur in einem gewissen Frequenzband nicht verschwindet. Der berithmte
Abtastsatz von Shannon besagt, dass derartige Signale durch ihre Abtastwerte re-
konstruiert werden konnen, was die Grundlage der digitalen Mobilfunktechnik lie-
fert.

a) Die Sitze von Paley und Wiener

3.2 Definition. Sei (2 C C” offen und f : Q — C stetig. Dann heifit f holomorph,
falls die Abbildung z; — f(z1,...,2,...,2,) holomorph ist fiir jedes j = 1,...,n.
Wir schreiben in diesem Fall f € 52(Q2). Eine Funktion f € .7°(C") heifit auch eine

ganze Funktion.
3.3 Lemma. Sei f € 5(C") mit flgn = 0. Dann gilt f = 0.
Beweis. Der Fall n =1 ist aus der Funktionentheorie bekannt. Wir zeigen induktiv
folgende Aussage:

Falls z1,..., 2, € R gilt, so ist f(z) = 0. (Ar)
Die Aussage (A,), also k = n gilt nach Voraussetzung.
Wir betrachten den Schritt von k& nach k — 1. Definiere

geN) = (21, 21, A Zhtdy e oy Zn)-

Fiir (21,...,2;) € R* ist gi(2x) = 0 wegen (Ag). Also gilt g = 0 auf R. Da g; eine
holomorphe Funktion einer Variablen ist, folgt gi(A) = 0 fiir alle A € C. Somit folgt
f(z) =0, falls z1,..., 2,1 € R gilt. Dies ist aber die Aussage (Ax_1).

Die Aussage (Ag) ist die Behauptung des Lemmas. O

Nun konnen wir bereits den ersten Satz von Paley und Wiener beweisen, der sich
mit Funktionen beschéftigt. Wir bezeichnen mit supp ¢ := {z € R? : p(x) # 0} den
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3. Paley-Wiener-Sitze und der Shannonsche Abtastsatz 39

Tréager einer Funktion, und mit B(a,r) := {x € R" : |z| < r} die Kugel um den
Mittelpunkt a mit Radius r.

3.4 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen). Zu ¢ € #(R™) definiert man
die komplexe Fourier-Transformation

f(2) := (Frap)(2) :== /n o(x)e ™ dr (2 € C").

a) Sei p € . (R"™) mit supp ¢ C B(0, R). Dann ist f : C* — C eine ganze Funktion,
und zu jedem N € N existiert eine Konstante vy > 0 mit

()] < (L + [)~Nefme (2 e Cm). (3-2)

b) Sei f € H(C") eine ganze Funktion, und zu jedem N € N ezistiere ein vy mit
(3-2). Dann gilt f|gn = Free fir ein p € L (R™) mit supp ¢ C B(0, R).

Beweis. a) Fiir z € B(0, R) ist [e7**®| < ef!l'™= Damit existiert das obige Integral,
und Differentiation unter dem Integral zeigt, dass f holomorph ist. Es ist

2% f(z) = / SO(ZL“)Zae_iz'zdx = (_Z')|Oé| 8C¥@(I)e—iz.zdx’
n Rn
wobei partiell integriert wurde. Wir erhalten

2 f(2)] < ello®@llr@ny ™™ (z € C).

Somit folgt
(L4 12DYIf(2)] < e (z e ),

d.h. (3-2) gilt.
b) Sei f eine ganze Funktion, welche die Abschétzung (3-2) erfiillt. Definiere

o)1= | O = FLX(fla) @)

Wegen & — (14 |€]V) f(€) € LY(R™) fiir alle N folgt » € C*°(R") wie im Beweis von
Lemma 2.20 c).

(i) Fiir festes z = (z1,2') € R", & € Rund 2’ := (23, ..., 2,) € C""! betrachten wir
das eindimensionale Integral

I(m) == / f& +im, 22, ., 2) ST Gy () € R).
R

Wir werden zeigen, dass I(n;) = I(0) fiir alle p; € R gilt. Dazu betrachten wir
den Integrationsweg I' = 7 4+ 72 + 3 + 74, der ein Rechteck in C mit den Ecken
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—K, K, K +im,—K + im einschlieBt (d.h. v; ist der Weg von —K bis K etc.). Wir
setzen .
g(z1) = f(z1, 20, ..., zn)e’(zlwlﬂ ') (z1 =& +1m € C).

Da g eine ganze Funktion ist, folgt [ g(z)dz = 0. Wegen (3-2) gilt insbesondere

lg(&1 4 im)] < C(L+ |&]) 72 - efiml,

und damit folgt

/ g(z)dz — 0 und / g(z)dz — 0 fir K — oo.

72 Y4

Damit erhalten wir
/ g(z)dz—i—/ g(z)dz =0 (K — o0).
71 73
Da das erste Integral gegen I(0) und das zweite gegen —1(n;) konvergiert fiir K —

oo, folgt I(n) = 1(0).

(ii) Eine Iteration unter Verwendung der Argumente in (i) liefert fiir alle € R™ die

Gleichheit
p(x)= [ fE+in)e™ T Mas (zeR").

Rn

(iii) Sei nun x € R™\ {0}. Fiir n := "\ﬁ mit A > 01ist - n = Alz|, |n| = A und

€+ im)]| - " EHM 2] < (1 [¢]) Ve,

wobei (3-2) verwendet wurde. Nach (ii) erhalten wir fir N > n
lp(@)] < v €(R_x|)/\/ (1+ |¢))Nag < CelFl,

Nehmen wir nun den Limes A — oo, so erhalten wir ¢(z) = 0 fir alle |z| > R.

(iv) Nach Definition gilt ¢ = Fg. (f|rn), d.h. flre = Fgraep als Gleichheit in .7 (R™).
Somit gilt fiir alle z € R™ die Gleichheit

1) = [ plae >,

Da beide Seiten ganze Funktionen sind, gilt die Gleichheit nach Lemma 3.3 fiir alle
z e Cn. m

Wir wollen den Satz von Paley-Wiener auch fiir Distributionen formulieren. Dazu
benotigen wir zunéchst folgende Definition.
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3.5 Definition. a) Sei U C R" offen, und sei u € ./(R"). Dann verschwindet u
auf der Menge U, falls u(¢) = 0 fiir alle ¢ € . (R™) mit supp ¢ C U gilt. Die Menge
suppu := R"\ |J{U C R" : u verschwindet auf U} heifit der Triger von u.

b) Sei u € '(R"™) mit suppu kompakt, und sei ¢ € #(R") mit ¢ = 1 auf einer
offenen Obermenge von supp u und supp ¥ C R” kompakt. Dann definiert man

u(p) == u(e) (p € CF(R")).
Dies definiert eine Fortsetzung u: C*°(R") — C von u € .'(R").

3.6 Bemerkung. a) Man beachte, dass u(y) in b) wohldefiniert ist, da einerseits
Y € L (R™) gilt und andererseits fiir zwei derartige 11,9 gilt supp(¢; — 1¥n) C
R™\ supp u und damit u((¢»; — ¥9)¢) = 0.

b) Der Raum C*°(R") wird ebenfalls mit einer lokalkonvexen Topolgie versehen. So
konvergiert eine Folge (fx)ren C C°(R") genau dann gegen f € C*°(R™), falls fiir
alle kompakten Mengen K C R” und alle o € Ny gilt: sup,x |0% fi(z) — 0% f(x)| —
0 (k — o00). Damit kann man leicht zeigen, dass die in b) definierte Abbildung
u: C°(R") — C sogar stetig ist. Typische Bezeichnungen sind &(R") := C*°(R")
(mit dieser Topologie) und damit u € & (R™).

c) Sei f € L (R"), und sei U := R™ \ supp f. Dann gilt fir alle ¢ € Z(R") mit
suppy C U

[ s@e@tr= [ stz =0

d.h. fiir die zugehorige reguldre Distribution u; gilt suppuy C supp f. Man sicht
leicht unter Verwendung der Stetigkeit von f, dass hier sogar Gleichheit gilt.

d) Sei a € R™ Dann gilt fiir die Dirac-Distribution §, € #'(R") offensichtlich
supp 0, = {a}.

3.7 Lemma. Sei u € ' (R") mit kompaktem Triger suppu C B(0, R). Definiere
f:C" — C durch '
f(z) =u(x—e %) (z€C").

Dann ist f eine ganze Funktion, und es existiert ein N € N und ein C' > 0 mit

[f(2)] < O+ [2])Vefte (2 e Cm). (3-3)

Beweis. Wir schreiben in diesem Beweis e, (z) := €*® (z € R"), d.h. es ist f(z) =
u(e_,).

(i) Um f € J(C") zu zeigen, geniigt es o.E., die Holomorphie der Abbildung
21+ g(21) == f(—2z1,—2') = u(e,) fiir alle 2’ € C"! zu zeigen. Dazu verwenden wir
den Satz von Morera, d.h. wir betrachten ein abgeschlossenes Dreieck A C C.
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Nach Definition der Topologie auf C*°(R") ist die Abbildung z; +— e, ., C —
C>=(R") fiir jedes feste 2’ € C"! stetig, und das Integral

F 2:/ 621,Z/d21 S COO(RR)
OA

ist wohldefiniert. Weiter ist die Auswertung v +— v(z), C*°(R™) — C, ebenfalls linear
und stetig. Daher kann man Integral und Auswertung vertauschen und erhélt

0A 0A

da der Integrand eine holomorphe Funktion von z; ist. Die Stetigkeit von u: C*°(R") —
C (Bemerkung 3.6 b)) erlaubt es nun auch, Integration und Anwendung von u zu
vertauschen. Daher gilt wegen F' = 0

0=u(F) = u(/ ezl’zzdz1> :/ u(e,, »)dz :/ g(z1)dz.
oA oA oA

Nach dem Satz von Morera ist g € 52 (C).
(i) Wir zeigen die Abschétzung (3-3). Sei dazu h € C*°(R) mit 0 < h < 1, h(s) =1
fir s <1 und h(s) =0 fiir s > 2. Fiir z € C™ \ {0} definiert man

Va(x) = h((lz] = R)l2|) (z €R").
Damit gilt 0 < ¢, < 1 sowie ¢,(z) = 1 falls |z|] < R+ é und ¢, (z) = 0 falls
|z| > R+ % Nach Definition gilt also u(e,) = u(v,e_,) fur alle z € C.
Es gilt |z| < R+ % (x € supp ,) und damit

elmz-x < €2€R| Im z|

7| = (x € supp ¢.).
Somit folgt fiir die Halbnorm pg (siehe Definition 2.17)

pO(wze—z) = Sup ‘wz(ff)eiiz.m| S 626R|Imz‘.
TER?

Mit Hilfe der Leibniz-Formel schétzt man die hoheren Halbnormen p,, ab (man
beachte, dass bei jeder Ableitung sowohl bei ¢, als auch bei e_, im Wesentlichen
ein Faktor |z| hinzukommt). Man erhélt

Pm(thse_) < C(1+ 2P (1 € Ny).

Da u € .%/(R"), existiert nach Bemerkung 2.25 (i) ein N € Ny und ein C' > 0 mit
lu(p)| < Cpn(p) (¢ € L (R™)). Speziell fiir ¢ = 1),e_, erhalten wir

f(2)] = lu(tse—.)| < Cpn(ae—) < CCON(L+ [2])VeMM* (2 € C7).
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Das letzte Lemma ist im Wesentlichen eine Richtung des folgenden Satzes.

3.8 Satz (Satz von Paley-Wiener fiir Distributionen).
a) Sei u € ' (R™) mit kompaktem Triger suppu C B(0, R), und sei
f(2) =ulx — e %) (2 €C). (3-4)

Dann ist f € A(C"), es gilt Frau = flgn (wobei flrn als regulire Distribution
aufgefasst wird). Ferner existiert ein C > 0 und ein N € N mit

[f()] < O+ [2])Vefte (2 e Cm). (3-5)
b) Sei f € #(C"), fir welche C >0, N € N und R > 0 existieren mit (3-5). Dann

existiert ein u € . (R™) mit suppu C B(0, R) so, dass die Darstellung (3-4) gilt.
Insbesondere ist dann f|gn = Frou.

Beweis. a) Die Aussage f € (C") sowie die Abschitzung (3-5) wurden schon in
Lemma 3.7 gezeigt. Wir zeigen noch 4 = f|gn. Dazu wihlen wir ¢ € . (R™) mit
supp ¥ kompakt und ¢ = 1 in B(0, R + 1). Dann gilt u = 9 - u, und mit Satz 2.35
folgt @ = @ * ). Damit ist @ € C*(R™) (Satz 2.34). Weiter folgt

ile) = (% §)(z) = i — )] = af > bz — )]
ﬂ[ﬁR—1<y — e Yib(y ))} _ u[y s e—iwyw(y)} =W u)ly — Ty
=uly e Y = f(z) (ze€R").

b) Sei nun f € #(C"), und es gelte (3-5). Da | f(£)| < (1—|—|§|)N gilt, definiert f|gn
eine regulire Distribution, d.h. es gilt f|g. € /(R"). Wir setzen u := Fg,. (f|gn).

Sei h € .#(R") mit supph C B(0,1) und Jan h(z)dz = 1. Wir setzen h.(z) :=
e "h(%) und

fo(2) = f(2)he(z) (ze€CT),
wobei h. € #(C") nach dem Satz von Paley-Wiener fiir Funktionen (Satz 3.4) gilt.
Fiir alle N € N existiert ein vy > 0 so, dass

[fe(2)] S (L4 [o)~Nelima (2 e Cm).

Nach Satz 3.4 folgt f. = g. mit einer Funktion g. € .(R"), suppg. C B(0, R+ ¢).

Sei nun ¢ € % (R™) mit supp $ N B(0, R) = (). Dann gilt $g. = 0 fiir hinreichend
kleines £ > 0. Somit folgt

u(@) =ile) = | FOp©aE=lm | LE)e(de

R
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Hier wurden f.(§) — f(§) (¢ — 0) fiir alle £ € R™ sowie majorisierte Konvergenz
verwendet (beachte fo € L' (R”)) Wir erhalten damit u(¢) = 0 fiir alle ¢ € S (R")
mit supp ¢ N B(0, R) = 0, d.h. suppu C B(0, R). O

b) Der Shannonsche Abtastsatz

Der Shannonsche Abtastsatz ist eine der Grundlagen der mobilen Kommunikation
und besagt, dass bandbegrenzte Signale ohne Informationsverlust durch ihre Werte
auf einem zeitlichen Gitter rekonstruiert werden kénnen. Unter einem Signal wird
hier eine Funktion f € L*(R™;R) verstanden. Dabei wird (fiir n = 1) f(t) als der
Wert des Signals zur Zeit t aufgefasst. Die Signaltheorie und ihre stochastische Er-
weiterung (in der ein Signal ein zeitkontinuierlicher stochastischer Prozess ist) haben
fundamentale Bedeutung in den Anwendungen, z.B. fiir Fernseh- und Mobilfunksi-
gnale, drahtgebundene Kommunikation, Akustik, Bildverarbeitung.

3.9 Definition. Eine Distribution u € ./(R") heifit bandbegrenzt mit Bandbreite
b > 0 oder b-bandbegrenzt, falls

supp i C {{ € R": [{[oc < b}

3.10 Bemerkung. Nach dem Satz von Paley-Wiener ist eine bandbegrenzte tempe-
rierte Distribution eine C'*°-Funktion. Insbesondere nehmen wir fiir bandbegrenzte
L?-Funktionen im folgenden stets den C*°-Reprisentanten. In diesem Sinn ist fiir
eine bandbegrenzte Funktion f € L*(R") auch der Wert f(z) an einer Stelle wohl-
definiert.

3.11 Beispiel. Fiir die charakteristische Funktion x := x[—1,1» gilt

. neimi&i1
(Fan X)(z) = / etde = (2m) 2 .
R 11 ]1:[1 ir; le=—1
e Tor 2(e7 — e7i) 2\n/2 |
= (2m) /2 H —a (;) sinc(x)
j=1 !
mit .
_ sin .
sinc(z 1;[ .

Damit ist sinc eine 1-bandbegrenzte Funktion. Definiert man sinc,(z) := sinc(ax)
fiir a > 0, so gilt
- ) (T n/2
(Fansinea) () = a™ ()" Ao (6):

Fiir n = 1 heifit die sinc-Funktion auch der ideale Tiefpassfilter.
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3.12 Lemma. Sei f € L*(R") b-bandbegrenzt, und sei h < T. Dann gilt

(Fen f)(E) = (2m)/2p" Z f(kh)e " ¢ (Gleichheit in L*([—F, Z]").

kezn

Beweis. Die Funktionen (g )gezn mit
(pk(éf) — (27T)7n/2hn/267ikh-§

bilden eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H := L*([-%,%]"). Da supp fc
[—b,b]" C [~7,7]" gilt (beachte b < T), gilt nach Satz 1.40 in H die Entwicklung

=13

~ ~

f= Z<fa§0k>H<Pk-

kezn

Es ist

A

h’h

— (Pt ) (k) = B f(hE).

fe)e*eae = h? [ f(e)etae
e

Hier wurde f € L'(R") und Korollar 2.23 verwendet. Also gilt

~

f(&) = (@) *n" Z f(kh)e= %€ (Konvergenz in H).
kezZn 0

Der folgende Satz ist einer der berithmtesten Sétze der Signaltheorie.

3.13 Satz (Shannonscher Abtastsatz). Sei f € L*(R™) b-bandbegrenzt mit h <
Dann qilt fir alle x € R™ die Gleichheit

fl@) =3 f(hk)sinc (%(;g . kh)).

keZnr

S

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdfig in R™.

Beweis. (i) Nach Lemma 3.12 gilt in L*(R")

A

F(&) = @m)™2hm > f(hk)e "™ 4x(¢)

kezr
mit x := x[_= =j». Da die Reihe in L?(R") konvergiert und Fg» € L(L*(R")) gilt,
erhalten wir in L?(R")

fx) = (Fgl Pla) = @m) 20" Y7 f(hk) Tyl e X] (x)

keZm
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= (2m)"2h Y (k)T X (¢ — hk)

kezn

— (21) /2" (%)”/2(%)" Z f(hk) sines (x — hk)
=3 f(hk) smc( (x—k;h))

kezn
Dabei wurde Beispiel 3.11 verwendet.

(ii) Sei wieder H := L*([—F, Z]*) und ¢y, (§) := (2m)"/2h"/2e=*0¢ (k € Z", £ € R™).
Dann ist (¢ )rezn eine Orthonormalbasis von H. Wir betrachten die 7-bandbegrenz-
te Funktion g = sinc(7(z — -)) fiir festes 2. Wie im Beweis von Lemma 3.12 gezeigt

wurde, gilt h"/2g(hk) = (9, i) (k € Z™).
Um die punktweise Konvergenz der Reihe zu zeigen, verwenden wir die Gleichheit
h Y lo(hk)] Zr g or)l* = 13115 = 131172y = lglZ2gn) < oo
kezn

Dabei wurde die Besselsche Gleichung in H und der Satz von Plancherel in L?(R™)

verwendet. Wegen g = sinc(} - —7x) ist die Fourier-Transformierte gegeben durch

00 = ()" (5)" vipar@e e

Damit gilt

2.

kezn

. (T 2
sinc <ﬁ(x — h/{:))‘ = o1 Izl Fa@ny) = 2

mit einer von x unabhéngigen Konstanten ¢y, d.h. wir erhalten (sinc(3 (z—hk)))rezn €
(7). Wegen f(hk) = h=2(f, ¢1.) (k € Z") gilt auch (f(hk))gezn € (2(Z7).

Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt

3 ‘f (hk) smc( (m—hk;))‘

e
< ( Z ]f(hk:)|2> < Z ‘smc( x—hk)>‘2>1/2
=N
<va( X 1rmmP) " =0 (v o)
|k|=N

Damit konvergiert die Reihe absolut und gleichméfig in x. Insbesondere ist der
Limes stetig in x.

Nach (i) ist f der L?-Limes der Reihe im Abtastsatz. Nach (ii) konvergiert diese
Reihe punktweise gegen eine stetige Funktion, und damit gilt punktweise Gleichheit
zunachst fast tiberall und schliellich, da auch f stetig ist, fiir alle z € R™. m
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3.14 Korollar. Die Funktion f € L*(R"™) sei bandbegrenzt und besitze kompakten
Trager. Dann ist f = 0.

Beweis. Da der Trager von f kompakt ist, reduziert sich die Reihe im Shannonschen
Abtastsatz auf eine endliche Summe. Die Funktion f ist also eine endliche Linear-
kombination von sinc-Funktionen, d.h. f ist eine endliche Linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen. Andererseits ist f € C>(R"), da f kompakten Triiger
besitzt. Dies ist nur méglich, falls f = 0 und damit f =0 gilt. m

3.15 Bemerkung. a) Es gibt eine graphische Veranschaulichung des Beweises des
Abtastsatzes:

periodische Wiederholungen von j:

\

_r
h 2

Abbildung 5: Der Shannonsche Abtastsatz

Nur fiir § > 0, d.h. fir h < 7, gibt es keine Uberlappungen, und die Funktion kann

emdeutlg rekonstruiert Werden. Im Falle h < 7 spricht man von Uberabtastung

(oversampling), im Falle & > 7 von Unterabtastung (undersampling).

b) In Anwendungen heifit h =: T, das Abtast- oder Sampling-Intervall, und f, :=

die Abtastrate oder Symbolrate. Der Spektralbereich (oder Spektrum) eines Slgnals
f e " (R") wird definiert als % supp f. Bei einer b-bandbegrenzten Funktion ist
das maximal auftretende Spektrum also & =: fuax. Die Abtastbedingung lautet

2
damit T < f Oder fs 2 2fmax

c) Sei h € Y’(R”) mit b € L®(R"). Dann wird durch My f := Zgt(Frnh - Fpn f)
ein stetiger linearer Operator M, : L*(R") — L?(R™) definiert. Nach Satz 2.35 gilt
Mypf = hx f. In den Anwendungen spricht man von einem Filter. Dabei heifit h
die Tmpulsantwort, d.h. die Antwort auf den Dirac-Impuls &y (wegen &g * h = h fiir
h € Z(R")), und Frnh das Frequenzbild des Filters. Korollar 3.14 zeigt, dass es
keinen Filter gibt, der im Zeit- und im Frequenzbereich kompakten Triger hat.

3.16 Beispiel (Datenraten bei GSM). Bei reiner Gesprichsverbindung am Handy
wird meistens das 2G-Verfahren GSM verwendet (bei Dateniibertragung je nach
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Verfiigbarkeit das 3G-Verfahren HSDPA oder das 4G-Verfahren LTE). Das Mobil-
funksystem GSM (in der fullrate-Version) besitzt folgende Datenraten:

e Datenbitrate nach Digitalisierung der Sprache: 8.0 kbit/s,

e Datenbitrate nach Sprachkodierung: 13.0 kbit/s,

e Datenbitrate nach Kanalkodierung: 22.8 kbit /s,

e Bitrate nach Hinzufiigen von Pilotsymbolen: 31.3 kbit/s,

e Bitrate pro Kanal (8 Benutzer, jeder 13. Frame ist Kontrollframe): 8 - % -31.3
kbit/s = 271 kbit /s,

e Symbolrate (1 Symbol = 1 bit): f, = 271 kbit/s

In der heute verbreiteten halfrate-Version stehen pro Benutzer nach Kanalkodierung
nur 11.4 kbit/s zur Verfiigung, bei gleicher Symbolrate. Die mit dieser Symbolra-
te iibertragenen Signale sind bandbegrenzt mit einer spektralen Bandbreite von
Jmax = % Zur Ubertragung braucht man also (im Basisband) einen Kanal mit Fre-
quenzen [—%, %] Dieses Signal wird durch Modulation zu einem hochfrequenten
Signal (HF-Signal). Die Modulation besteht dabei aus der Multiplikation mit e'/0®
mit der Triagerfrequenz fy. Typische Werte sind

e fo~ 1800 MHz (fiir Oy, T-D1),
e fo~ 900 MHz (fur e-plus).

Ein Kanal in diesem Frequenzband miisste somit 271 kHz breit sein. In GSM sind
die Kanéle nur 200 kHz breit, man hat also Uberlappungen. Es gibt 375 Kanile im
oberen Frequenzband und 125 Kanéle im unteren Frequenzband.
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4. Positiv definite Funktionen und der Satz von
Bochner

4.1 Worum geht’s? Eine Funktion f: G — C heifit positiv definit, falls

N
> evef (xp — ) =0

k=1

fiir alle ¢1,...,cy € Cund alle zq,...,zy € G gilt. Diese Eigenschaft tritt z.B. auf
bei Zeitreihen, bei welchen die Kovarianz nur von der Zeitdifferenz abhingt. Da-
mit kann man die Autokorrelationsfunktion der Zeitreihe definieren, welche positiv
definit ist. Ein anderes Beispiel ist die charakteristische Funktion einer Zufallsva-
riablen, welche sehr niitzlich ist, um Konvergenzaussagen zu beweisen, etwa den
zentralen Grenzwertsatz. Der Satz von Bochner in seinen verschiedenen Varian-
ten besagt, dass die positiv definiten Funktionen genau die Fouriertransformierten
von (positiven) Maflen sind. Wir definieren daher zunéchst die Fourier-(Stieltjes-
)Transformierte von Maflen und untersuchen einige Eigenschaften, bevor der Satz
von Bochner formuliert und bewiesen wird. Um die verschiedenen Fille (diskrete
Zeitreihen, kontinuiuerliche Signale) simultan behandeln zu kénnen, betrachten wir
abstrakt G und den Dualraum I' und vereinheitlichen damit auch die ersten beiden
Kapitel dieser Vorlesung.

a) Die Fourier-Stieltjes-Transformation

Wir haben bisher die beiden Falle T™ und Z" separat betrachtet. Die wesentlichen
Eigenschaften und Beweise fiir die Fouriertransformation auf diesen beiden Rdumen
sind aber vollstandig analog. Es existiert eine allgemeine Theorie der Fouriertrans-
formation auf allgemeinen Rdumen, genauer gesagt auf lokal-kompakten abelschen
Gruppen, welche wir hier nicht im Detail behandeln wollen, da die Begriffe und Me-
thoden zum grofien Teil eine Wiederholung der Kapitel 1 und 2 darstellen. Dennoch
werden wir im Folgenden den Torus, den Ganzraumfall sowie den Fall Z™ (in gewisser
Weise der Dualraum von T™) simultan behandeln und daher folgende Bezeichnungen
verwenden:

(i) Im Torusfall sei G := T" und I" := Z". Als Maf} betrachten wir das sogenannte
Haarmafl A\g, gegeben durch d\g(z) = dz = (2m) "dx. Auf T’ betrachten wir
als Haarmafl das Z&hlmafl A\p(: Z2(Z") — [0, 0], ((A) := |A| € Ny U {o0}.
Wir schreiben wieder @¢ := d{. Man beachte, dass auf I' die LP-Rdume Sum-
menriume sind, d.h. etwa L'(T') = L*(Ar) = L'(¢) = ¢(Z™). Die Fouriertrans-
formation ist gegeben durch Frn.
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(ii) Im Ganzraumfall setzen wir G := R” und I' := R” mit den Maflen d\g(x) :=
dr := (2r)"%dx sowie dAp(€) := @€ := (2m)/2d¢. Hier ist die Fouriertrans-
formation gegeben durch Fgn.

(iii) In Ergédnzung der obigen beiden Fille betrachten wir auch G := Z™ mit dem
HaarmaBl d\g(z) := dx := d{(z) und ' := T" mit dem Haarmafl dAr(§) :=
a¢ := (2r)~"d¢. In diesem Fall ist die Fouriertransformation gegeben durch

(D)1= [ @)= 30 G E) €T

Im Folgenden sei also stets (G, ', Ag, Ar, %) wie in einer der Félle (i)-(iii) gegeben.

Die Faltung ist wieder definiert durch
Fe9)@)i= [ flata =iy (@< G)

Wie oben fiir die Félle (i) und (ii) gezeigt, ist Fg: L'(G) — C(I') stetig und
Fa: L*(G) — L*(T') ein isometrischer Isomorphismus.

4.2 Definition. a) Sei X eine Menge und &7 eine o-Algebra iiber X. Dann heif}t
eine Abbildung p: @/ — C ein komplexes MaB, falls p(|J, ey An) = D en #(Ay) fiir
alle paarweise disjunkten Mengen (A, )nen C &7 gilt. Falls C durch R ersetzt wird,
spricht man auch von einem signierten Mafl. Man beachte, dass der Wert oo hier
ausgeschlossen ist.

Falls X ein topologischer Raum ist, betrachten wir stets &7 := Z(X), die Borel-o-
Algebra von X.

b) Sei X ein topologischer Raum und p: #(X) — C ein komplexes Mafl. Dann
definiert man das Variationsmaf |u|: #(X) — [0, 00) durch

|| (A) := sup { Z l(An)| U A, =A, A, € &/ paarweise disjunkt}.

neN neN

Die Totalvariation ||z ar¢x) wird definiert durch
ellarcxy = 1l (X
Das Maf§ i heifit regulér, falls
[ul(A) = sup {|pu|(K) : K cC A} =inf {|u|(U) : U D A, U offfen}

fir alle A € A(X) gilt. Dabei schreiben wir K CC A, falls K C A gilt und K
kompakt ist. Die Menge aller reguléren komplexen Mafle wird mit M (X') bezeichnet.

c) Falls p € M(X) mit pu(A) > 0 (A € #A(X)), so schreiben wir p € M, (X).
Man spricht auch von der Menge aller positiven Mafle. (Man beachte, dass jedes
€ My (X) wegen p(X) = |u|(X) < oo ein endliches MaB ist.)
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4.3 Bemerkung. a) Man kann zeigen: Fir p € M(X) ist || ein positives Ma$,
und || - |[a(x) ist eine Norm auf M (X), mit welcher M(X) zu einem Banachraum
wird.

b) Fiir jedes p € M(X) existiert die Jordan-Zerlegung
fo=p1 — p2 +ips — g mit gy € My (X).

Unter geeigneten Zusatzbedingungen an pi; ist diese Zerlegung eindeutig. Die Exi-
stenz der Jordanzerlegung wird hier nicht bewiesen.

4.4 Definition (Faltung von Maflen). Fiir u, v € M(G) ist die Faltung pxv: £4(G) —
C definiert durch

(p*xv)(A) = (pov)({(z,y) e GxG:z+yec A}) (AecB(Q)).
Dabei ist p @ v: B(G x G) — C das Produktmafl von p und v.

4.5 Satz. a) Fir p,v € M(G) ist pxv € M(G).
b) Seien p,v € M(G). Dann gilt fir jede beschrinkte messbare Funktion f: G — C

/ F(@)d(p o v)(x) = /G / £+ y)dp(x)du(y).

c) Die Faltung x: M(G) x M(G) — M(G) ist kommutativ und assoziativ.

Beweis. Aufgrund der Jordan-Zerlegung geniigt es, p, v € M, (G) zu betrachten.

a) Da die Addition a: G x G — G, (z,y) — = + vy, stetig und damit messbar ist, ist
pxv=(u®v)oa ! ein MaB. Zu zeigen ist, dass p * v reguliir ist, wobei wir ohne
Beweis verwenden, dass das Produktmafl regulér ist.

Sei A € #A(G). Wir deﬁnieren:zf = a'(A) € B(G x G). Sei € > 0 gegeben. Da
it ® v regulér ist, existiert ein K CC G X G mit

(L@ V)(K) > (n@v)(4) e
Die Menge K := a(K) ist kompakt mit K C a~'(K), und damit folgt
(xv)(K) = (n@v)(a  (K)) > (n@v)(K) > (1@ v)(A) —& = (uxv)(4) —e.

Dies zeigt die eine Hélfte der Regularitit, die andere folgt durch Komplementbil-
dung. Also gilt pxv € M(G).

b) Fiir u, v € M(G) und jede messbare Funktion f: G — C folgt mit dem Satz von
Fubini

| @i @) = [ f@alue vyoa @)
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= fla(z,y))d(p@v)(z,y) = flz+y)dp@v)(z,y)
GxG GxG

z/G/Gf(Hy)du(x)dV(y).

c¢) Offensichtlich ist die Faltung kommutativ. Fiir den Nachweis der Assoziativitét
definieren wir zu py, pio, 3 € M(G) die gemeinsame Faltung durch

(k1 % pio % p1s) (A) == (1 @ po @ ps) (a5 ' (A)) (A € B(G)),

wobei az: G X G X G — G, (r1,x9,73) — x1 + To + x3 sei. Wie in Teil b) sieht man
die Gleichheit

(o * pag * pg)(A) = /3 Xa(@1 + 22 + 23)d (111 ® po @ ps) (1, T2, 3)
G

N /G [/GXG Xa(®1 + @2 + 23)d[pn ® (1, x2) | dps(3).

Dies zeigt i1 * pig % 3 = (41 * p2) * 3. Da die Faltung kommutativ ist, folgt daraus
die Assoziativitat. O

Eine der wichtigsten Beweiszutaten fiir den Satz von Bochner ist ein Darstellungs-
satz von Riesz, welcher stetige lineare Funktionale auf dem Raum Cy(G) mit Maflen
identifiziert. Im Folgenden bezeichnen wir mit C.(G) die Menge aller stetigen Funk-
tionen f: G — C mit kompaktem Triger und mit Cy(G) die Menge aller f € C(G)
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine kompakte Menge K CC G
mit |f(z)| <e (z € G\ K).

4.6 Satz (Satz von Riesz). Zup € M(G) sei die Abbildung T),,: Co(G) — C definiert
durch

1.1 = [ f@hdn(e) (7 € GulG))
G
Dann gilt T, € (Co(G))’', und die Abbildung p — T,, M(G) = (Co(G))" ist ein

1sometrischer Isomorphismus von Banachrdumen. Insbesondere gilt

e = il = s | [ swyin)] e M@,
et

und zu jedem T € (Co(G))' existiert genau ein p € M(G) mit T = T,. Dabei ist
p € My(G) genau dann, wenn T, ein positives Funktional ist, d.h. wenn T,,f > 0
fiir alle f >0 gilt.

Der Satz von Riesz wird hier nicht bewiesen.
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4.7 Satz. Der Raum M (G), versehen mit der Norm ||-||a () und der Multiplikation
x: M(G) x M(G) — M(G), ist eine kommutative Banachalgebra mit Einheil dy.
Insbesondere gilt

I x vlmey < llullaelvlive  (wv e M(G)). (4-1)

Beweis. Nach Bemerkung 4.3 ist M (G) ein Banachraum, und nach Satz 4.5 ist die
Faltung wohldefiniert, kommutativ und assoziativ. Wir miissen noch die Abschétzung
(4-1) zeigen. Sei dazu f € Co(G) mit || f||ooc = 1. Dann gilt mit Satz 4.5 b) und dem
Satz von Riesz

\/Gf(:wd(u*v)(x)\ S/G/G|f(:c+y)|du(x)dy(y>
S/GHNHM(G)d’/(y) < el sz 1Vl arce)-

Fiir das Dirac-Ma8} § gilt nach Satz 4.5 b) und dem Satz von Fubini

(wr () = [

G

[ / xa(z + y>d50(y)}du(fﬂ)
G
_ /G yal + 0)dpu(z) = u(A) (1€ M(G), A€ BG)).

Damit besitzt M (G) beziiglich der Faltung die Einheit d;. O

4.8 Bemerkung. Im Fall G = R" ist jedes p € M(G) eine Linearkombination von
endlichen Maflen (Jordan-Zerlegung), damit kann p auch als Element von .#/(R")
aufgefasst werden. Die Definition der Fouriertransformation fiir Mafie (siehe un-
ten) stimmt mit der Faltung und der Fouriertransformation in .#’/(R") iiberein,
wie man sofort an den Definitionen sieht. Damit kann M (R™) als Teilraum von
' (R"™) betrachtet werden, und es gilt etwa die Bijektivitdt der Fouriertransforma-
tion Fgn: M(R") — Fge(M(R™)). Die obige Definition der Faltung zweier Mafie
erlaubt es uns allerdings, M (R™) als Unteralgebra von .#’(R") zu betrachten.

Man kann auch fiir die anderen beiden Fille G = T" und G = Z" entsprechend
temperierte Distributionen definieren und erhilt wieder M(G) C '(G).

4.9 Definition. Fiir u € M(G) ist die Fourier-Stieltjes-Transformierte %) de-
finiert durch

(Farey)(€) = Al€) = / e du(r) (€€T).

G
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4.10 Lemma. a) Fir p € M(G) ist ji: I' — C gleichmdfig stetig und beschrdnkt
mit [|illoe < [[pllaee)-

b) Fir p,v e M(G) gilt
Fu)(pxv) = (Fue)(Fuev).

Fiir das Maf$ fi: B(G) — C, definiert durch pi(A) .= p({z: —x € A}) (A € B(Q))
gilt

(Fue)(€) = (Fum) () (E€T).
Somit ist die Abbildung Fpyyc): M(G) — C(I') ein stetiger Homomorphismus von
Banachalgebren.

Beweis. a) Es gilt |1(&)] < ||p|la(e) nach dem Satz von Riesz, damit ist i be-
schriankt. Da u regulér ist, existiert zu jedem € > 0 ein K CC G mit |u|(G\ K) < e.
Fiir &,& € T gilt

(&) — )] < / 1= e8| dlu| ()

< sup 1 — e O8N || (G) + 2|l (G \ K)
S

< ellpllare) + 2,

falls |£; — & hinreichend klein ist. (Man beachte, dass £ — iz - £ auf K gleichméBig
stetig ist.) Damit ist i gleichméfig stetig.

b) folgt wie im Fall von Funktionen mit dem Satz von Fubini: Es gilt

(x ) (€) = / e (1 % ) (€)

_ / /G e (n)du(y) = (E)P(E) (€ €T).

Analog erhalten wir

@O = [ e dita) = [ evsdu(=a) = [ edp(o) = 7

G

4.11 Bemerkung. Falls f € L}(G), so wird durch

ui() = [ e (4€#(6)

ein MaB 1y € M(G) definiert, welches absolutstetig zum Haarma$ dz ist. In diesem
Fall gilt Zaaypr = Faf sowie g x g = gy fiir alle f,¢g € L'(G). Damit wird
L'(G) zu einer Unteralgebra der Banachalgebra M (G). Man kann zeigen, dass L' (G)
sogar ein Ideal von M (G) ist, im Allgemeinen aber nicht abgeschlossen.
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b) Positiv definite Funktionen

4.12 Definition. Eine Funktion f: G — C heif3t positiv definit, falls fiir alle N € N
und alle ¢1,...,cy € Cund zq,..., 25 € G gilt:

Z Ckc_gf(fﬂk — [L’g) Z 0. (4—2)

k,0=1

4.13 Lemma. Sei f: G — C positiv definit.
a) Es gilt

(i) f(=2) = f(z) (z € Q)
(i) [f(2)] < f(0) (z € G),
(iii) [f(z) = f(y)I* < 2f(0)Re (f(0) — f(z —y)) (z,y € G).

b) Falls f stetig an der Stelle 0 ist, so ist f gleichmdfig stetig in G.
c) Fiir alle ¢ € L'(G) gilt

/G /G (@) p)f(a — y)drdy > 0. (43)

Beweis. Setzt man in (4-2) N =2, 1 =0, 23 =z, ¢; = 1, ¢ = ¢ € C, so erhilt
man

(L+ 1) f(0) +cf(2) +ef(—2) 2 0. (4-4)
Mit ¢ := 1 folgt nun f(x) + f(—=z) € R, fiir ¢ := i erhdlt man i(f(x) — f(—z)) € R

und damit f(—z) = f(z). Wahlt man in (4-4) ¢ so, dass cf(z) = —|f(x)]| gilt, folgt
f(0) = 0.

Wihle nun N = 3, (21, 29,23) = (0,2,y) sowie ¢; = 1, ¢5 = %_f((f))‘ mit A € R

und 3 := —cy. Dann erhilt man aus (4-2)
FO)X+20%) +2\|f(z) — f(y)| =2V’ Re f(z —y) >0 (A €R).
Also hat das quadratische Polynom in A
2(f(0) = Re f(z —y))\* + 2| f(z) — f(y)| A + f(0)

keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen, d.h. die Diskriminante
4l f (@) = f(y)* = 8f(0)(f(0) — Re f(z — y))
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ist nicht positiv, und es folgt | f(z) — f(y)|* < 2f(0) Re (f(0) — f(z —y)).
b) folgt sofort aus a) (iii).

c) Jedes ¢ € C.(G) ldsst sich als gleichméfBiiger Grenzwert von Stufenfunktionen
schreiben, d.h. es existieren Stufenfunktionen ¢y: G — C mit ||pr — ¢l — 0 (k —
o0). Sei g = Zévzl cex4,- Dann gilt

N
| [ eraiatirte = nsdy = 3 cufa; = wra(A)dalA) >0
G =1
Fiir & — oo erhalten wir die Aussage fiir alle ¢ € C.(G). Da C,(G) dicht in L'(G)
liegt, folgt die Aussage fiir alle ¢ € L'(G). O

4.14 Lemma. Seig € L*(G), und sei g € L*(Q) definiert durch g(x) := g(—x) (v €
G). Dann ist f := g* g € L'(Q) stetig und positiv definit.

Beweis. Es gilt

(@3 = [ o=y = [ gle ==ty
Wegen [lg #3121y < llgll 2@ Idllz2() (Holdersche Ungleichung) und
(0% 3)e0) = (o))l = | [ (9601 = 9) a2 = )3 {=0
< lg(er = ) = g(w2 = )| 11 ) G122

ist gxg € LY(G)NC(G).
Fir N e Nund ¢1,...,eny € C, 2q,..., 25 € G gilt

N R
chc_gf(a:j Z cJCg/ — ¢ —y)g(—y)dy

Ge=1 je=1
N - N 9
= CjC_z/ 9(z; —y)g(z — y)dy = / ‘ > cigla; — y)‘ dy > 0.
jb=1 G G =1

4.15 Lemma. Seip € M, (I"), und sei f: G — C definiert durch

@)= (Frp)(-o) = [ e*du(e) (2 € ).
r
Dann ist f stetig und positiv definit.
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Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Lemma 4.10 (mit I' anstelle von G). Fir N € N
und c1,...,cy € Cund &, ..., &y € T gilt

N
> et (x; - / Z cjeee’ I dp(€) / ‘ ZC et du > 0.

j =1
J O

Die Fourier-Stieltjes-Transformierte von positiven Maflen ist also positiv definit. Der
berithmte Satz von Bochner besagt, dass auch die Umkehrung gilt. Als Vorbereitung
beweisen wir eine (auch fiir sich interessante) Aussage iiber mehrfache Faltung einer
Funktion.

4.16 Satz. Sei f € LYG), und sei f**:= fx...x f (k-mal). Dann gilt

. sk 1/ _ «k|\1/k 1 f
i £y = inf 74 = 1l

Beweis. Ein wesentlicher Teil des Beweises beruht auf Gelfand-Theorie und kann
hier nur zitiert werden. Wir zeigen jedoch einige Teilaussagen.

(i) Wir zeigen folgende Aussage: Sei (ag)reny C R mit 0 < agyp < agay fiir alle
k,¢ € N. Dann gilt (a;)'/* — a := infr(ap)/*  (k — o0).

Um dies zu zeigen, sei ¢ > 0. Wiahle N € N mit (ax)'" < a + ¢ und setze b(e) :=
max{ai,...,ay}. Schreibe nun k£ € N in der Form & = kN +7 mit 0 < r < N. Dann
gilt
(ar)* = (arv+r) " < (aya,)*
< (a+ )™Mk Yk = (a4 ¢)(a + &)/ FpL/*

= (a+€)( b >1/k

(a+e)r

< a+ 2,

falls k& hinreichend grof3 ist. Dies zeigt die obige Aussage. Angewendet auf a; :=
. . sk ([ 1/k . sk L/
| /** || £1(c), erhalten wir infyey || f k||L1(G) = limy oo ||f k||L/1(G).

(i) Wegen (f*)" = (f)* folgt
A5 = 1A Moo = 1) Moo < 1 N2
fiir alle k € N, und damit folgt infrers || /]| 41z > |1 flloc.

(iii) Die andere Ungleichung

sknl/k
inf [|/*] ) < 11l
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kann mit Hilfe der Gelfand-Theorie bewiesen werden. Dazu verwendet man, dass
das Spektrum von f in der C*-Algebra L'(G) mit dem Spektrum von f in der
C*-Algebra C(I") tibereinstimmt. Ein Beweis findet sich z.B. in [7], Chapter 11. [

4.17 Satz (Satz von Bochner). Sei f: G — C eine stetige Funktion. Dann ist f
genau dann positiv definit, falls ein positives MafS € M (') existiert mit

fx) = / e Edu(€). (45)

Beweis. Falls p € M, (I") und f durch (4-5) definiert sind, so ist f stetig und positiv
definit nach Lemma 4.15. Es ist also nur die Riickrichtung zu zeigen.

Sei also f: G — C stetig und positiv definit. Nach Lemma 4.13 a) gilt f(0) > 0
(falls f nicht identisch Null ist), also sei 0.E. f(0) = 1. Wir definieren die Abbildung
Ty: LY(G) — C durch

/ f@)e(@)dz (o€ LY(G)). (4-6)

sowie [p, ] = T(p * V) (g, € LYG)), wobei wieder ¢/ := ¢(—-). Dann ist
[-,-]: LY(G) x L} (@) — C sesquilinear, und es gilt

(o] = Ty % 3) = /G /G o@)eW)f @ — y)dedy =0 (¢ € L'(G))

nach Lemma 4.13 ¢). Somit ist |-, -] bis auf die Definitheit ein Skalarprodukt, und es
gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o, v < [o, ) [ 9] (0,9 € LY(G)). (4-7)
Sei V:={z € G: |z| < e} mit £ > 0. Wir setzen ¢ := (V) xv und erhalten

o, 0] — Ty(p) = / P(a) 5o 1 / fla—y) — f(o)dyde,

[, 9] =1 = // z —y) — Ndzdy.

Da f gleichméBig stetig ist (Lemma 4.13)), konvergieren beide Differenzen gegen 0
fir e — 0. In (4-7) eingesetzt, erhdlt man

TH)” <[, 0] =Ti(p* @) (p € LYG)). (4-8)

Wir setzen hy, := ¢ * @. Dann gilt h, € L'(G), und wegen
¢+ @) = [ cluply= oy
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ist EO = hy,. Wir wenden (4-8) iterativ an auf h, h* h, h**, h*® etc. anstelle von ¢
und erhalten

Ts(9)|* < Ty(hy) < (Tylp*h )V < ... < (Ti02)° " (neN).  (4-9)

Da f positiv definit ist, gilt || f|lc = f(0) = 1 und somit ||T%||(L1(qyy < 1. Mit (4-9)
ergibt sich

Tr()]* < e+ @) Iliriey (n €N).
Fiir n — oo folgt mit Lemma 4.16

e (0)* < 1Tl * @)l = Sglellpls@(ﬁ)@(ﬁ) = sup (PE)* (¢ € LYG)).

Damit folgt insbesondere Ty(yp1) = Ty(p2), falls ¢1 = @9, d.h. die Abbildung
Qp: AT) — C, ¢ — Ty(p) ist wohldefiniert und stetig mit Norm nicht gréBer

als 1. Hier ist A(T) :={f: f € L(G)} c Cy(D).

Nach dem Fortsetzungssatz von Hahn-Banach existiert eine Fortsetzung von ®; auf
den Banachraum Cy(I') mit gleicher Norm. Nach dem Satz von Riesz (Satz 4.7)
existiert genau ein Mafl y € M (I") mit

Ty(0) = [ o(-opdute) = [

G

iz 1
o) [ etan©]ds (o L))
Der Vergleich mit (4-6) zeigt, dass
)= | ¢
) = [ e

fiir fast alle z € G gilt. Da beide Seiten stetige Funktionen sind, gilt dies sogar fiir
alle x € G. Fiir x = 0 erhélt man

1= £0) = [ 1d(6) = uT) < il < 1.

d.h. w(T) = ||gellaery und damit g € My (T). O

4.18 Bemerkung. a) Wir schreiben die Aussage von Satz 4.17 noch einmal explizit
fiir die beiden wichtigsten Fille auf:

(i) Sei G = Z™. Eine Folge (ag)gezn C C ist nach Definition genau dann positiv
definit, falls fiir alle N € N, ¢1,...,ecy € Cund ky, ..., ky € Z" gilt

N
E i Cj ap;—g; = 0.

ij=1
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Nach Satz 4.7 ist dies dquivalent zu

o= [ Mdu() (hez)

fir ein Ma8l p € M, (T"). Dieser Fall von Satz 4.17 heifit auch Satz von Her-
glotz.

(ii) Sei G = R". Eine Funktion f € C(R") ist genau dann positiv definit, falls fiir
alle N €N, ¢q,...,cy € Cund xq,...,zy € R” gilt

N

1,j=1

Nach Satz 4.17 ist dies dquivalent zu

f@) = [ e*dn() (ze )
fir ein MaB p € M (R").

b) Eine wichtige Anwendung des Satzes von Herglotz findet sich in der Zeitreihen-
analyse: Sei X = (X})kez eine Folge von L?-Zufallsvariablen mit E X, = 0. Falls die
Kovarianz cov(Xy, X;) nur von der Differenz k — ¢ abhéngt, so heifit X stationér im
weiteren Sinne. In diesem Fall ist die Autokorrelationsfunktion g: Z — C definiert
durch g(k) := cov(Xpix, Xo) (kK € Z). Wegen g(k — ) = (Xg, X¢) 2 ist g positiv
definit. Nach dem Satz von Herglotz gilt

o) = [ *duta) (k<)

mit einem Mafl € M, (T), dem sogenannten Spektralmaf der Zeitreihe.

¢) Positiv definite Funktionen treten in der Stochastik auch in folgender Form auf:
Sei X: (Q,#,P) — (R,%(R)) eine Zufallsvariable und sei ux = P o X! die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. Dann heifit xx: R — C, definiert durch

;m@szwﬁdzéé%MA@ (€ €R),

die charakteristische Funktion von X. Der Satz von Bochner besagt, dass die cha-
rakteristischen Funktionen genau die positiv definiten stetigen Funktionen x auf R
mit x(0) = 1 sind.
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