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1. Einführung

1.1 Worum geht’s? In diesem kurzen Abschnitt werden einige Beispiele genannt,
welche zu stochastischen partiellen Differentialgleichung (=SPDEs) führen. Die übli-
chen Schreibweise wird motiviert.

1.2 Bemerkung. Eine lineare partielle (parabolische) Differentialgleichung wird
häufig als abstraktes Cauchyproblem geschrieben, d.h. in der Form

∂tu− Au = f (t > 0),

u|t=0 = u0.

Hier ist A ein unbeschränkter Operator in einem Banachraum X. In vielen Anwen-
dungen ist jedoch noch ein zufälliger Einfluss wesentlich (

”
Rauschen“), z.B. kann

eine Brownsche Molekularbewegung Zittern von Pollen in einem Wassertropfen ver-
ursachen. Dies führt zu SPDEs, welche man gerne in der Form

∂tu = Au+ b∂tW

mit einer zufälligen Größe W = W (t) schreiben würde. Es stellt sich aber her-
aus, dass typische stochastische Prozesse (W (t))t≥0 nicht differenzierbar sind, d.h.
∂tW (t) ist nicht klassisch definierbar. Statt alles distributionell zu lesen, geht man
traditionellerweise auf eine andere Schreibweise über und betrachtet

dut = Autdt+ bdWt. (1-1)

Hier wird ut := u(t) gesetzt. Achtung: Dies ist nicht die zeitliche Ableitung von
u! Analog schreibt man Wt := W (t). Die Gleichung (1-1) ist als Integralgleichung
zu verstehen, in der Sprache der PDEs würde man also von einer milden Lösung
sprechen.

1.3 Beispiel. Eine der berühmtesten SPDEs ist die stochastische Navier-Stokes-
Gleichung

dut = (µ∆ut − (ut · ∇)ut −∇pt)dt+ f(ut,∇ut)dWt,

div u = 0,

u|t=0 = u0.

Hier ist µ die Viskosität der Flüssigkeit, u die Geschwindigkeit, p der Druck, und b
beschreibt den stochastischen Einfluss.

1.4 Bemerkung. Grundsätzlich lässt sich jede deterministische Gleichung der Form
∂tu = Au+ F (u) + f durch Addition eines stochastischen Terms in eine SPDE um-
formulieren. Man erhält

dut =
(
Aut + F (ut) + ft)dt+ b(ut)dWt.
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2 1. Einführung

Sinnvoll ist dies aber nur, wenn die Modellierung entsprechende Annahmen über
Form und Größe der stochastischen Störung liefert.

1.5 Bemerkung. Die obigen Formulierungen zeigen, dass zur Analyse von SPDEs
zunächst die Terme Wt und

∫ t
0
b(s)dWs verstanden werden müssen. Man beachte,

dass Wt ∈ X gilt, d.h. es handelt sich hier um einen Banachraum-wertigen stocha-
stischen Prozess. In dieser Vorlesung werden daher zunächst Banachraum-wertige
Brownsche Bewegungen und das stochastische Integral diskutiert, was einige Zeit in
Anspruch nimmt. Ziel dieser Vorlesung ist es, einen ersten Eindruck in die Methoden
der SPDEs zu vermitteln; für eine komplette Darstellung der Theorie wird die Zeit
nicht reichen.

Teilweise wird auf einige Begriffe und Resultate der Stochastik zurückgegriffen. Ne-
ben elementaren Begriffen, die als bekannt vorausgesetzt werden, werden einige Kon-
zepte in Form von Anhängen skizziert. Dies gilt auch für die Theorie von Spurope-
ratoren und Hilbert-Schmidt-Operatoren.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



3

2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.1 Worum geht’s? Wie oben erwähnt, treten bei SPDEs stochastische Terme
der Form btdWt auf. Hier soll der Term Wt näher präzisiert werden. Es handelt
sich dabei um einen Banachraum-wertigen Wiener Prozess (Brownsche Bewegung).
Zunächst werden einige elementare Eigenschaften Banachraum-wertiger Zufallsva-
riablen benötigt. Ein wichtiges Hilfsmittel ist die charakteristische Funktion einer
Zufallsvariablen.

a) Gauß-Maße in Banachräumen

Im Folgenden seien E ein separabler Banachraum mit Norm ‖·‖ undH ein separabler
reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt 〈·, ·〉, jeweils versehen mit der Borel-σ-
Algebra. Der topologische Dualraum von E wird mit E ′ bezeichnet.

2.2 Lemma. Die Borel-σ-Algebra B(E) ist die von

F0 :=
{
{x ∈ E : ϕ(x) ≤ α}, ϕ ∈ E ′, α ∈ R

}
erzeugte σ-Algebra.

Beweis. Da E separabel ist, existiert nach Lemma C.2 eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ E ′ mit
‖x‖ = supn∈N |ϕn(x)| (x ∈ E). Für die Kugel B(a, r) := {x ∈ E : ‖x − a‖ < r}
erhält man damit

B(a, r) =
⋃
m∈N

B(a, r(1− 1
m

))

=
⋃
m∈N

⋂
n∈N

{x ∈ E : |ϕn(x− a)| ≤ r(1− 1
m

)}

∈ σ(F0)

und damit B(E) ⊂ σ(F0). Die andere Inklusion ist klar, da alle ϕ ∈ E ′, ϕ : E → R,
stetig und damit borel-messbar sind.

2.3 Lemma. Das System aller Zylindermengen auf E sei definiert als

Z :=
{
{x ∈ E : (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) ∈ A} : ϕ1, . . . , ϕn ∈ E ′, A ∈ B(Rn), n ∈ N

}
.

Falls µ1, µ2 W-Maße auf (E,B(E)) mit µ1 = µ2 auf Z sind, so gilt µ1 = µ2 auf
B(E).

c© Robert Denk 01. 09. 2014



4 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist Z ein Erzeugendensystem von B(E). Da Z durch-
schnittstabil ist, folgt die Aussage sofort aus dem Eindeutigkeitssatz für Maße.

2.4 Definition. Sei µ ein W-Maß auf (H,B(H)). Dann heißt µ̂ : H → R,

µ̂(h) :=

∫
H

exp(i〈x, h〉)dµ(x),

die charakteristische Funktion von µ.

2.5 Satz. a) Sei µ ein W-Maß auf (H,B(H)). Für ϕ := (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ Hn definiere
das Maß µϕ : B(Rn)→ [0, 1] durch

µϕ(A) := µ
(
{x ∈ H : (〈x, ϕ1〉, . . . , 〈x, ϕn〉) ∈ A}

)
(A ∈ B(Rn)).

Dann gilt µ̂ϕ(ξ) = µ̂
(∑n

j=1 ξjϕj
)

(ξ ∈ Rn).

b) Seien µ1, µ2 Maße auf (H,B(H)), und es gelte µ̂1,ϕ = µ̂2,ϕ auf Rn für alle ϕ ∈ Hn,
n ∈ N. Dann gilt bereits µ1 = µ2 auf B(H).

Beweis. a) Sei ϕ ∈ Hn. Definiere Φ: H → Rn, x 7→
(
〈x, ϕ1〉, . . . , 〈x, ϕn〉

)
. Dann gilt

µ̂ϕ(ξ) =

∫
Rn
eiy·ξdµϕ(y)

=

∫
Rn
eiy·ξd(µ ◦ Φ−1)(y)

=

∫
H

eiΦ(x)·ξdµ(x)

=

∫
H

exp
(
i
〈
x,

n∑
j=1

ξjϕj

〉)
dµ(x)

= µ̂
( n∑
j=1

ξjϕj

)
.

b) Nach dem Satz von Riesz ist{
{x ∈ H : (〈x, ϕ1〉, . . . , 〈x, ϕn〉) ∈ A} : A ∈ B(Rn), ϕ ∈ Hn, n ∈ N

}
bereits das System Z der Zylindermengen auf H. Nach Lemma A.7 c) gilt µ1,ϕ =
µ2,ϕ für alle ϕ ∈ Hn, n ∈ N und damit µ1 = µ2 auf Z . Nach Lemma 2.3 folgt
µ1 = µ2 auf B(H).
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 5

2.6 Definition. Ein W-Maß µ auf (E,B(E)) heißt ein Gauß-Maß, falls für alle
ϕ ∈ E ′ das Maß µ ◦ ϕ−1 ein reelles Gauß-Maß ist.

2.7 Bemerkung. Ein W-Maß µ auf (H,B(H)) ist genau dann ein Gauß-Maß, falls
gilt: Für alle ϕ ∈ H existieren αϕ ∈ R und σϕ ≥ 0 mit

µ̂ϕ(ξ) = exp(iαϕξ − 1
2
σ2
ϕξ

2) (ξ ∈ R).

Denn dies ist nach Lemma A.6 die charakteristische Funktion der Normalverteilung,
und die charakteristische Funktion legt das Maß bereits fest.

2.8 Lemma. Sei µ ein W-Maß auf (H,B(H)). Sei k ∈ N mit∫
H

|〈h, x〉|kdµ(x) <∞ (h ∈ H).

Dann existiert ein C > 0 mit∫
H

∣∣∣〈h1, x〉 · . . . · 〈hk, x〉
∣∣∣dµ(x) ≤ ‖h1‖ · . . . · ‖hn‖ (h1, . . . , hn ∈ H).

Beweis. Sei Hn := {h ∈ H :
∫
H
|〈h, x〉|kdµ(x) ≤ n}. Dann ist H =

⋃
n∈NHn, und

nach dem Satz von Baire existieren n0 ∈ N, h0 ∈ H und r0 > 0 mit B(h0, 2r0) ⊂ Hn0 .
Somit gilt für alle h ∈ B(0, 1)∫

H

∣∣〈h, x〉∣∣kdµ(x) = r−k0

∫
H

∣∣〈r0h, x〉
∣∣kdµ(x)

≤ 2k−1r−k0

[ ∫
H

∣∣〈h0, x〉
∣∣kdµ(x) +

∫
H

∣∣〈h0 + r0h, x〉
∣∣kdµ(x)

]
≤ 2kr−k0 n0 =: C.

Für h1, . . . , hk ∈ B(0, 1) folgt mit der Hölderschen Ungleichung

∫
H

∣∣∣〈h1, x〉 · . . . · 〈hk, x〉
∣∣∣dµ(x) ≤

k∏
j=1

(∫
H

∣∣〈hj, x〉∣∣kdµ(x)
)1/k

≤ C.

2.9 Satz. Sei µ ein W-Maß auf (H,B(H)). Dann sind äquivalent:

(i) µ ist ein Gauß-Maß.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



6 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

(ii) Es existiert ein Spurklasse-Operator Q ∈ S1(H) mit Q = Q∗, Q ≥ 0, und ein
m ∈ H mit

µ̂(h) = exp(−i〈m,h〉 − 1
2
〈Qh, h〉) (h ∈ H).

In diesem Fall sind Q und m durch µ eindeutig bestimmt; ebenso ist µ durch Q und
m eindeutig bestimmt.

Beweis. (ii)=⇒(i). Für ϕ ∈ H gilt nach Satz 2.5 und Bemerkung 2.7

µ̂ϕ(ξ) = µ̂(ξϕ) = exp(−i〈m,ϕ〉ξ − 1
2
〈Qϕ,ϕ〉ξ2) (ξ ∈ R).

Damit gilt µϕ = N(〈m,ϕ〉, 〈Qϕ,ϕ〉), d.h. µϕ ist ein reelles Gauß-Maß. Nach Satz 2.5
b) ist µ durch alle µ̂ϕ, ϕ ∈ Hn, und damit durch Q und m eindeutig bestimmt.

(i)=⇒(ii). Der Beweis folgt in mehreren Schritten.

(1) Für alle h ∈ H gilt nach Voraussetzung µh = N(αh, σ
2
h) mit

αh =

∫
R
ydµh(y) =

∫
H

〈h, x〉dµ(x),

σ2
h =

∫
R
(y − αh)2dµh(y) =

∫
R
y2dµh(y)− α2

h

=

∫
H

〈h, x〉2dµ(x)− α2
h.

Die Abbildung

H → R, h 7→
∫
H

〈h, x〉dµ(x)

ist damit wohldefiniert, linear und nach Lemma 2.8 stetig. Nach dem Satz von Riesz
existiert genau ein m ∈ H mit∫

H

〈h, x〉dµ(x) = 〈m,h〉 (h ∈ H).

Analog ist die Abbildung

B : H ×H → R, (h1, h2) 7→
∫
H

〈x, h1〉〈x, h2〉dµ(x)− 〈m,h1〉〈m,h2〉

wohldefiniert, und eine stetige symmetrische Bilinearform. Daher existiert genau ein
Q ∈ L(H) mit Q = Q∗ und

B(h1, h2) = 〈Qh1, h2〉 (h1, h2 ∈ H).

Für h ∈ H gilt 〈Qh, h〉 = B(h, h) = σ2
h ≥ 0, d.h. es gilt Q ≥ 0.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 7

(2) Zu zeigen ist noch Q ∈ S1(H). O.E. sei dabei m = 0, da die Varianz einer
reellen Zufallsvariablen bei Verschiebung unverändert bleibt. Für h ∈ H folgt dann

exp(−1
2
〈Qh, h〉) = 1

2
exp(−1

2
〈Qh, h〉) + 1

2
exp(−1

2
〈Q(−h),−h〉)

= 1
2

∫
H

(
ei〈x,h〉 + e−i〈x,h〉

)
dµ(x)

=

∫
H

cos(〈x, h〉)dµ(x)

und damit für alle c ∈ (0,∞)

1− exp(−1
2
〈Qh, h〉) =

∫
H

(1− cos(〈x, h〉)dµ(x)

≤ 1
2

∫
|x|≤c

∣∣〈x, h〉∣∣2dµ(x) + 2µ
(
{x ∈ H : ‖x‖ ≥ c}

)
, (2-1)

wobei 1− cos t ≤ t2

2
verwendet wurde.

Wir definieren zu c ∈ (0,∞) den Operator Qc durch die stetige Bilinearform

〈Qch1, h2〉 :=

∫
|x|≤c
〈x, h1〉〈x, h2〉dµ(x) (h1, h2 ∈ H).

Dann ist Qc = Q∗c , Qc ≥ 0, und für eine Orthonormalbasis (en)n∈N von H folgt∑
n∈N

〈Qcen, en〉 =

∫
‖x‖≤c

∑
n∈N

〈x, en〉2dµ(x) ≤
∫
‖x‖≤c

‖x‖2dµ(x) ≤ c2 <∞.

Also ist Qc ∈ S1(H).

(3) Wir zeigen, dass ein c0 > 0 und ein M > 0 existieren mit Q ≤ MQc0 . Daraus
folgt dann ∑

n∈N

〈Qen, en〉 ≤M
∑
n∈N

〈Qcen, en〉 <∞,

d.h. Q ∈ S1(H).

Sei dazu c0 > 0 mit µ({x ∈ H : ‖x‖ > c0}) ≤ 1
8
. Für h ∈ H mit 〈Qc0h, h〉 ≤ 1 folgt

aus (2-1)
1− exp

(
− 1

2
〈Qh, h〉

)
≤ 1

2
+ 1

4
= 3

4
,

d.h. exp(−1
2
〈Qh, h〉) ≥ 1

4
und damit 〈Qh, h〉 ≤M := 2 ln 4.

Sei nun h ∈ H mit 〈Qch, h〉 6= 0. Wir setzen α :=
√
〈Qch, h〉, h0 := α−1h und

erhalten
〈Qh, h〉 = α2〈Qh0, h0〉 ≤Mα2 = M〈Qc0h, h〉.

Also gilt Q ≤MQc0 und damit Q ∈ S1(H).

c© Robert Denk 01. 09. 2014



8 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.10 Definition. a) Sei µ ein Gauß-Maß auf (H,B(H)), und seien m ∈ H und
Q ∈ S1(H) wie in Satz 2.9. Dann schreibt man µ = N(m,Q) (Normalverteilung
mit Erwartungswert m ∈ H und Kovarianzoperator Q).

b) Eine Zufallsvariable X : Ω → H heißt Gaußsche Zufallsvariable oder normalver-
teilt, falls P ◦X−1 ein Gauß-Maß auf (H,B(H)) ist.

2.11 Bemerkung. Sei X : Ω → H eine Zufallsvariable mit P ◦ X−1 = N(m,Q).
Seien ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ H. Dann ist die Abbildung Ω→ R, ω 7→ 〈X(ω), ϕ〉 normalverteilt
mit Verteilung N(〈m,ϕ〉, 〈Qϕ,ϕ〉), und es gilt

E
(
〈X −m,ϕ1〉〈X −m,ϕ2〉

)
= 〈Qϕ1, ϕ2〉

sowie E(‖X −m‖2) = trQ. Insbesondere ist X ∈ L2(Ω;H).

2.12 Definition. Seien X, Y ∈ L2(Ω;H) Zufallsvariablen. Dann werden der Ko-
varianzoperator covX ∈ L(H) sowie der Korrelationsoperator cor(X, Y ) ∈ L(H)
definiert durch

covX = E
(
(X − EX)⊗ (X − EX)

)
,

cor(X, Y ) = E
(
(X − EX)⊗ (Y − EY )

)
.

Hierbei ist für zwei Vektoren a, b ∈ H der Operator h1 ⊗ h2 ∈ L(H) definiert durch

(a⊗ b)(h) := a〈b, h〉 (h ∈ H).

2.13 Bemerkung. In der Situation von Definition 2.12 gilt

E
(
〈(X − EX), h1〉 〈(X − EX), h2〉

)
= 〈(covX)h1, h2〉.

Es gilt covX = (covX)∗ ≥ 0 sowie covX ∈ S1(H) mit

tr(covX) = E
(
‖X − EX‖2).

Denn für eine Orthonormalbasis (en)n∈N von H gilt

tr(covX) =
∑
n∈N

〈covXen, en〉 =
∑
n∈N

E
∣∣〈X − EX, en〉

∣∣2
= E

(∑
n∈N

|〈X, en〉|2
)

= E(‖X − EX‖2) <∞.

2.14 Satz (Darstellung Gaußscher Zufallsvariablen). Seien m ∈ H, 0 ≤ Q ∈
S1(H), (en)n∈N eine Orthonormalbasis von H mit Qen = λnen, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ 0.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 9

Sei X : Ω→ H eine Zufallsvariable. Dann ist X genau dann eine Gaußsche Zufalls-
variable mit P ◦X−1 = N(m,Q) genau dann, wenn

X =
∑
n∈N

√
λnβnen +m in L2(Ω;H) (2-2)

gilt, wobei {βn : n ∈ N} unabhängige, identisch verteilte (=i.i.d.) Zufallsvariablen
sind, βn : Ω→ R, mit P ◦β−1

n = N(0, 1) falls λn > 0. Die Reihe in (2-2) konvergiert
in L2(Ω;H).

Beweis. (1) Sei P ◦X−1 = N(m,Q). Dann gilt für ω ∈ Ω

X(ω) =
∑
n∈N

〈X(ω), en〉en in H,

und 〈X, en〉 ist nach Bemerkung 2.11 N(〈m, en〉, λn) normalverteilt. Wir definieren

βn :=
1√
λn

(
〈X, en〉 − 〈m, en〉

)
,

falls λn > 0, und βn := 0, falls λn = 0. Dann ist P ◦ β−1
n = N(0, 1) für alle n mit

λn > 0 und X(ω) =
∑

n∈N
√
λnβn(ω)en +m in H für alle ω ∈ Ω.

Für N ∈ N und a1, . . . , aN ∈ R gilt

N∑
n=1

anβn =
N∑
n=1
λn 6=0

an√
λn

(
〈X, en〉 − 〈m, en〉

)

=
〈
X,

N∑
n=1
λn 6=0

an√
λn
en

〉
−

N∑
n=1
λn 6=0

an√
λn
〈m, en〉.

Da X eine Gaußsche Zufallsvariable ist, ist also
∑N

n=1 anβn normalverteilt, d.h.
{β1, . . . , βN} ist eine Gaußsche Zufallsvariable. Es gilt für alle i, j mit λi, λj > 0

E(βiβj) =
1√
λiλj

E
(
〈X −m, ei〉〈X −m, ej〉

)
=

1√
λiλj
〈Qei, ej〉 =

λi√
λiλj
〈ei, ej〉 = 0,

falls i 6= j. Somit sind βi, βj unkorreliert, und {βn : n ∈ N} ist damit unabhängig.

Insbesondere folgt daraus∥∥∥ N∑
n=M

√
λnβnen

∥∥∥2

L2(Ω;H)
= E

(∥∥∥ N∑
n=M

√
λnβnen

∥∥∥2)
c© Robert Denk 01. 09. 2014



10 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

=
N∑

n=M

E
∥∥√λnβnen

∥∥2
=

N∑
n=M

λnE(|βn|2) =
N∑

n=M

λn.

Wegen trQ =
∑

n∈N λn <∞ konvergiert daher die Reihe (2-2) in L2(Ω;H), und die
Gleichheit in (2-2) gilt in L2(Ω;H).

(2) Sei X =
∑

n∈N
√
λnβnen + m wie angegeben. Dann konvergiert die Reihe in

L2(Ω;H), wie im Teil (1) des Beweises gezeigt wurde. Die Partialsummen XN :=∑N
n=1

√
λnβnen +m sind wegen

〈 N∑
n=1

√
λnβnen +m,h

〉
=

N∑
n=1

√
λnβn〈en, h〉+ 〈m,h〉 (h ∈ H)

Gaußsche Zufallsvariable. Daher ist auch X eine Gaußsche Zufallsvariable, und es
gilt

E(〈X, h〉) = lim
N→∞

E(〈XN , h〉) = 〈m,h〉

und

E
((
〈X, h1〉 − 〈m,h1〉

)(
〈X, h2〉 − 〈m,h2〉

))
= lim

N→∞
E
(
〈XN −m,h1〉〈XN −m,h2〉

)
= lim

N→∞
E
[( N∑

n=1

√
λnβn〈en, h1〉

)( N∑
m=1

√
λmβm〈em, h2〉

)]
=
∑
n∈N

λn〈en, h1〉〈en, h2〉

=
∑
n∈N

〈Qen, h1〉〈en, h2〉

=
∑
n∈N

〈en, Qh1〉〈en, h2〉 = 〈Qh1, h2〉.

Somit gilt P ◦X−1 = N(m,Q).

2.15 Korollar. Seien Q ∈ S1(H), Q ≥ 0, und m ∈ H. Dann existiert das Gauß-
maß µ = N(m,Q) auf (H,B(H)).

Beweis. Wir wählen X =
∑

n∈N
√
λnβnen + m mit {βn : n ∈ N} wie in Satz 2.14.

Dann gilt µ := P ◦X−1 = N(m,Q).
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 11

b) Stochastische Prozesse

Wir beginnen mit dem zentralen Begriff des stochastischen Prozesses. Im Folgenden
seien (Ω,F , P ) ein W-Raum, (S,S ) ein Messraum und J 6= ∅ eine Menge.

2.16 Definition. Ein stochastischer Prozess mit Parameterbereich J , Zustands-
raum (S,S ) auf (Ω,F , P ) ist eine Familie X = (Xt)t∈J von S-wertigen Zufallsva-
riablen Xt : (Ω,F )→ (S,S ). Man schreibt auch X(t) := Xt.

Für ω ∈ Ω heißt t 7→ Xt(ω) ein Pfad des Prozesses. Die AbbildungX• : Ω→ SJ , ω 7→
X•(ω), heißt die Pfadabbildung von X. Hier ist SJ die Menge aller Abbildungen von
J nach S.

Für J0 ⊂ J definiert man die Projektion prJ0 : SJ → SJ0 durch prJ0(f) := f |J0 . Im
Falle J0 = {t} schreibt man auch prt. Man definiert XJ0 := prJ0 ◦X•.

2.17 Bemerkung. Sei S J :=
⊗

t∈J S die Produkt-σ-Algebra, d.h. die von {prt :
t ∈ J} erzeugte σ-Algebra. Falls X ein stochastischer Prozess ist, so ist die Pfadab-
bildung X• : (Ω,F , P )→ (SJ ,S J) eine Zufallsvariable, und es gilt Xt = prt ◦X•.

2.18 Definition. a) Zwei stochastische Prozesse X, Y auf (Ω,F , P ) heißen unun-
terscheidbar, falls

P
(
{ω ∈ Ω : Xt(ω) = Yt(ω) für alle t ∈ J}

)
= 1.

Y heißt eine Modifikation von X, falls

P ({ω ∈ Ω : Xt(ω) = Yt(ω)}) = 1 (t ∈ J).

b) Seien X ein stochastischer Prozess auf (Ω,F , P ) und Y ein stochastischer Prozess
auf einem W-Raum (Ω′,F ′, P ′) mit demselben Zustandsraum. Dann heißen X und
Y äquivalent, falls sie dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen, d.h.
falls

P ◦X−1
J0

= P ′ ◦ Y −1
J0

(J0 ⊂ J, J0 endlich).

c) Seien J ⊂ [0,∞) und S ein topologischer Raum. Dann heißt ein stochastischer
Prozess X stetig, falls jeder Pfad von X stetig ist. Analog für linksseitig / rechtsseitig
stetig.

Wir betrachten nun speziell stochastische Prozesse mit Werten in Hilberträumen.
Dazu sei Q ∈ S1(H), Q ≥ 0, und J = [0, T ] mit T > 0 oder J = [0,∞), sowie H
ein reeller separabler Hilbertraum und E ein separabler reeller Banachraum.
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12 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.19 Definition. EinH-wertiger stochastischer Prozess (Wt)t∈J mitWt : (Ω,F , P )→
(H,B(H)) heißt (Standard-) Q-Wiener Prozess oder Q-Brownsche Bewegung, falls
gilt:

(i) W0 = 0 P -fast sicher.

(ii) W hat P -fast sicher stetige Pfade, d.h. es gilt

P
(
{ω ∈ Ω : t 7→ Wt(ω) ist stetig}

)
= 1.

(iii) Für alle 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ T , n ∈ N, sind die Zufallsvariablen

{Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1}

unabhängig (man sagt, Wt besitzt unabhängige Zuwächse).

(iv) Es gilt
P ◦ (Wt −Ws)

−1 = N(0, (t− s)Q) (0 ≤ s ≤ t ≤ T ).

Im Falle H = R und Q = 1 spricht man von einer reellwertigen Brownschen Bewe-
gung oder einem reellwertigen Gaußprozess.

Man beachte bei (ii), dass (Ω,F , P ) als vollständig vorausgesetzt wurde.

2.20 Satz (Darstellung von Q-Wiener Prozessen). Ein H-wertiger stochastischer
Prozess (Wt)t∈[0,T ] ist genau dann ein Q-Wiener Prozess, falls

Wt =
∑
n∈N

√
λnβn(t)en (t ∈ [0, T ]) (2-3)

(Gleichheit und Konvergenz der Reihe in L2(Ω;C([0, T ], H))), wobei {βn : n ∈ {k ∈
N : λk > 0}} unabhängige reellwertige Brownsche Bewegungen sind. Für jedes Q ∈
S1(H), Q ≥ 0, existiert ein Q-Wiener Prozess.

Beweis. (1) Sei (Wt)t∈[0,T ] ein Q-Wiener Prozess. Dann gilt P ◦W−1
t = N(0, tQ),

und nach dem Beweis von Satz 2.14 ist

Wt =
∑
n∈N

√
λnβn(t)en (t ∈ [0, T ])

mit βn(t) := 〈Wt,en〉√
λn

, falls λn > 0, und βn(t) := 0, falls λn = 0. Es gilt P ◦ βn(t)−1 =

N(0, t), n ∈ N, und für alle festen t ∈ [0, T ] ist {βn(t) : n ∈ N} unabhängig.

Sei n ∈ N fest. Wir zeigen, dass (βn(t))t∈[0,T ] eine Brownsche Bewegung ist. Sei dazu
k ∈ N, 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ T . Dann gilt

βn(tj)− βn(tj−1) =

{
1√
λn
〈W (tj)−W (tj−1), en〉, λn > 0,

0, λn = 0,
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 13

und nach Voraussetzung ist {W (tj) −W (tj−1) : j = 1, . . . , k} und damit {βn(tj) −
βn(tj−1) : j = 1, . . . , k} unabhängig. Aus derselben Darstellung erhält man

P ◦ (βn(t)− βn(s))−1 = N(0, t− s) (0 ≤ s ≤ t ≤ T )

sowie die P -fast sichere Stetigkeit von t 7→ βn(t).

Seien nun N, k ∈ N, n1, . . . , nN paarweise verschieden, 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk ≤ T .
Wir zeigen durch Induktion über k, dass die σ-Algebren

σ
(
βn1(t1), . . . , βn1(tk)

)
, . . . , σ

(
βnN (t1), . . . , βnN (tk)

)
unabhängig sind. Dabei ist der Induktionsanfang k = 1 klar, da {βn(t) : n ∈ N}
unabhängig ist. Für den Induktionsschritt betrachte 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk+1 ≤ T .
Es gilt für i = 1, . . . , N

σ
(
βni(t1), . . . , βni(tk), βni(tk+1)

)
= σ

(
βni(t1), . . . , βni(tk), βni(tk+1)−βni(tk)

)
. (2-4)

Die Familie {βni(tk+1)−βni(tk) : i = 1, . . . , N} von Zufallsvariablen ist unabhängig,
da sie eine Gaußsche Familie bilden und unkorreliert sind. Beachte dazu die Dar-
stellung

βni(tk+1)− βni(tk) =
1√
λni
〈W (tk+1)−W (tk), eni〉

für λni > 0 und Bemerkung 2.11.

Seien Aij ∈ B(R) für i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , k + 1. Da σ(W (s) : s ≤ tk) und
σ(W (tk+1)−W (tk)) unabhängig sind, folgt

P
( N⋂
i=1

{
βni(t1) ∈ Ai1, . . . , βni(tk) ∈ Aim, βni(tk+1)− βni(tk) ∈ Ai,m+1

})
= P

( N⋂
i=1

k⋂
j=1

{βni(tj) ∈ Aij} ∩
N⋂
i=1

{βni(tk+1)− βni(tk) ∈ Ai,k+1}
)

= P
( N⋂
i=1

k⋂
j=1

{βni(tj) ∈ Aij}
)
P
( N⋂
i=1

{βni(tk+1)− βni(tk) ∈ Ai,k+1}
)

=
N∏
i=1

P
( k⋂
j=1

{βni(tj) ∈ Aij}
) N∏
i=1

P ({βni(tk+1)− βni(tk) ∈ Ai,k+1})

=
N∏
i=1

P
( k⋂
i=1

{βni(tj) ∈ Aij} ∩ {βni(tk+1)− βni(tm) ∈ Ai,k+1}
)
,

d.h. (2-4) ist unabhängig.

(2) Sei Wt durch (2-3) definiert. Für jedes feste t ∈ [0, T ] gilt Wt ∈ L2(Ω;H), da
die Reihe in L2(Ω;H) konvergiert. Offensichtlich gilt W0 = 0 P -fast sicher und

P ◦ (Wt −Ws)
−1 = N(0, (t− s)Q) (0 ≤ s ≤ t ≤ T )
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14 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

nach Satz 2.14. Die Unabhängigkeit der Zuwächse für Wt folgt ebenso aus der Un-
abhängigkeit der Zuwächse für βn(t). Zu zeigen ist noch die Konvergenz der Reihe
in L2(Ω;C([0, T ], H)). Sei dazu

WN(t, ω) :=
N∑
n=1

√
λnβn(t, ω)en ((t, ω) ∈ [0, T ]× Ω, N ∈ N).

Dann ist WN(·, ω) stetig für P -fast alle ω ∈ Ω, und für M < N ist

‖WN −WM‖2
L2(Ω;C([0,T ],H))

= E
(

sup
t∈[0,T ]

‖WN(t, ·)−WM(t, ·)‖2
)

= E
(

sup
t∈[0,T ]

N∑
n=M+1

λnβ
2
n(t)

)
≤

N∑
n=M+1

λnE
(

sup
t∈[0,T ]

β2
n(t)

)
≤ 4

N∑
n=M+1

λn sup
t∈[0,T ]

E(βn(t)2)

= 4T
N∑

n=M+1

λn → 0 (N,M →∞).

Hier wurde die Doobsche Maximalungleichung, Satz A.10, verwendet.

2.21 Definition. a) Eine Filtrierung (oder Filtration) von (Ω,F , P ) ist eine Familie
von σ-Algebren (Ft)t∈[0,T ] mit Fs ⊂ Ft ⊂ F (0 ≤ s ≤ t). Eine Filtrierung heißt
normal, falls {A ∈ F : P (A) = 0} ⊂ F0 und

Ft = Ft+ :=
⋂
s>t

Fs (t ∈ [0, T ))

gilt.

b) Ein stochastischer Prozess (Xt)t∈[0,T ] heißt adaptiert bzgl. des filtrierten Raums
(Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ), falls Xt Ft-messbar ist.

c) Ein Q-Wiener Prozess W heißt Q-Wiener Prozess bzgl. der Filtrierung (Ft)t∈[0,T ],
falls (Wt)t∈[0,T ] adaptiert ist und Wt−Ws unabhängig von Fs für alle 0 ≤ s ≤ t ≤ T
ist.

2.22 Satz. Sei (Wt)t∈[0,T ] ein Q-Wiener Prozess. Definiere N := {A ∈ F : P (A) =
0} sowie

F 0
t := σ(Ws : s ≤ t),
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F̃ 0
t := σ(F 0

t ∪N ),

Ft :=
⋂
s>t

F̃ 0
s (t ∈ [0, T )), FT := F̃ 0

T .

Dann ist (Ft)t∈[0,T ] eine normale Filtrierung, und (Wt)t∈[0,T ] ist ein Q-Wiener Pro-
zess bzgl. (Ft)t∈[0,T ].

Beweis. Nach Definition von Ft ist (Wt)t∈J adaptiert zu (Ft)t∈J . Sei 0 ≤ s < t ≤ T .
Da

σ(Wt1 , . . . ,WtN ) = σ(Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,WtN −WtN−1
) (0 ≤ t1 < · · · < tN ≤ T )

gilt, ist Wt −Ws unabhängig von F 0
s und damit auch von F̃ 0

s .

Seien B ∈ Fs und A ⊂ H abgeschlossen. Dann gilt

P
(
{Wt −Ws ∈ A} ∩B

)
= E

(
χA ◦ (Wt −Ws) · χB

)
= lim

n→∞
E
([

max{0, 1− n dist(Wt −Ws, A)}
]
· χB

)
= lim

n→∞
lim
m→∞

E
([

max{0, 1− n dist(Wt −Ws+1/m, A)
]
· χB

)
= lim

n→∞
lim
m→∞

E
(

max{0, 1− n dist(Wt −Ws+1/m, A)
)

E(χB)

= P (Wt −Ws ∈ A)P (B).

Hier wurde die P -fast sichere Stetigkeit von s 7→ Ws verwendet sowie die Un-

abhängigkeit von Wt −Ws+1/m von F̃ 0
s+1/m ⊃ Fs für alle m ∈ N.

Damit stimmen für jedes B ∈ Fs die Maße P ({Wt −Ws ∈ A} ∩ B) und P ({Wt −
Ws ∈ A})P (B) (jeweils definiert auf B(H)) überein auf der Menge {A ∈ H :
A abgeschlossen}. Da diese Menge ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von
B(H) ist, stimmen die Maße auf ganz B(H) überein, d.h. Wt −Ws ist unabhängig
zu Fs.

c) Banachraum-wertige Martingale

Im Folgenden seien wieder (Ω,F , P ) ein W-Raum, E ein separabler reeller Ba-
nachraum, H ein separabler reeller Hilbertraum, (Ft)t≥0 eine Filtrierung von F ,
T ∈ (0,∞).

2.23 Definition und Satz (Satz vom bedingten Erwartungswert). Seien X ∈
L1((Ω,F , P );E) und F0 ⊂ F eine Unter-σ-Algebra. Dann existiert eine Zufallsva-
riable X0 ∈ L1((Ω,F0, P );E) mit∫

A

XdP =

∫
A

X0dP (A ∈ F0). (2-5)
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16 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Die Zufallsvariable X0 ist P -fast sicher eindeutig bestimmt (d.h. eindeutig bestimmt
als Element von L1(Ω, P )) und heißt bedingter Erwartungswert von X unter der
Bedingung F0, Schreibweise E(X|F0) := X0. Es gilt

‖E(X|F0)‖ ≤ E
(
‖X‖ |F0

)
P -fast sicher.

Beweis. (i) Existenz: Sei X =
∑N

k=1 xkχAk mit xk ∈ E und Ak ∈ F . Dann ist

X0 :=
∑N

k=1 xkE(χAk |F0) F0-messbar, wobei E(χAk |F0) der skalare bedingte Er-
wartungswert (Satz A.11) ist, und es gilt (2-5). Weiter erhalten wir

‖X0‖ ≤
N∑
k=1

‖xk‖E(χAk |F0) = E
( N∑
k=1

‖xk‖χAk
∣∣∣F0

)
= E(‖X‖ |F0)

und damit

E(‖X0‖) ≤ E(‖X‖). (2-6)

Sei nun X ∈ L1(Ω,F , P ;E). Dann existiert eine Folge (Xn)n∈N von Stufenfunktio-
nen mit ‖X − Xn‖L1(Ω,F ,P ;E) → 0. Für Xn,0 ∈ L1(Ω,F0, P ;E) wie oben gilt mit
(2-6)

‖Xn,0 −Xm,0‖L1(Ω,F0,P ;E) ≤ ‖Xn −Xm‖L1(Ω,F ,P ;E).

Also existiert X0 := limn→∞Xn,0 ∈ L1(Ω,F0, P ;E). Damit folgt∫
A

XdP = lim
n→∞

∫
A

XndP = lim
n→∞

∫
A

Xn,0dP =

∫
A

X0dP (A ∈ F0).

Es gilt

‖E(X|F0)‖ = ‖X0‖ = lim
n→∞

‖Xn,0‖ ≤ lim
n→∞

E(‖Xn‖ |F0)

in L1(Ω,F , P ;E) und damit P -fast sicher.

(ii) Eindeutigkeit: Seien (ϕn)n∈N ⊂ E ′ mit ‖x‖ = supn∈N ϕn(x) (x ∈ X), siehe

Lemma C.2. Seien weiter X0, X̃0 F0-messbar mit
∫
A
X0dP =

∫
A
X̃0dP (A ∈ F0).

Dann gilt ∫
A

ϕn(X0)dP =

∫
A

ϕn(X̃0)dP (n ∈ N, A ∈ F0).

Für A := {ω ∈ Ω : ϕn(X0(ω)) > ϕn(X̃0(ω))} folgt P (A) = 0, analog P (ϕn(X0) <

ϕn(X̃0)) = 0. Also gilt ϕn(X0) = ϕn(X̃0) P -fast sicher für alle n ∈ N. Somit existiert

eine Menge N ∈ F mit P (N) = 0 und ϕn(X0(ω)) = ϕn(X̃0(ω)) für alle ω ∈ Ω \N
und alle n ∈ N. Für diese ω folgt X0(ω) = X̃0(ω) nach Lemma C.2. Also gilt X0 = X̃0

P -fast sicher.
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2.24 Bemerkung. Die Abbildung Ep : Lp(Ω,F , P ;E) → Lp(Ω,F0, P ;E), X 7→
E(X|F0) ist für alle p ∈ [1,∞) wohldefiniert, linear, eine Projektion (d.h. es gilt
E2
p = Ep) und stetig mit Norm 1. Dabei folgt die Stetigkeit aus der Jensenschen

Ungleichung (Lemma A.4) und den Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes:

‖E(X|F0)‖pLp(Ω,F0,P ;E) = E
[
‖E(X|F0)‖pE

]
≤ E

[(
E
(
‖X‖E|F0

))p]
≤ E

[
E
(
‖X‖pE|F0

)]
= E(‖X‖pE) = ‖X‖pLp(Ω,F ,P ;E).

2.25 Lemma. Seien (E1,E1), (E2,E2) Messräume, ψ : E1 × E2 → R messbar und
beschränkt. Sei Xi : (Ω,F )→ (Ei,Ei) Zufallsvariablen, i = 1, 2, und F0 ⊂ F . Falls
X1 F0-messbar ist und X2 unabhängig von F0 ist, so gilt

E(ψ(X1, X2)|F0)(ω) = E(ψ(X1(ω), X2))
(

=

∫
Ω

ψ(X1(ω), X2(ω′))dP (ω′)
)

für fast alle ω ∈ Ω. Die analoge Aussage gilt auch für messbare nichtnegative Funk-
tionen ψ.

Beweis. Siehe [DPZ92], Prop. 1.12.

2.26 Definition. Sei (Xt)t≥0 ein E-wertiger stochastischer Prozess, (Ft)t≥0 eine
Filtrierung von F . Dann heißt (Xt)t≥0 ein Ft-Martingal, falls Xt ∈ L1(Ω;E) für
alle t ≥ 0 gilt, (Xt)t≥0 (Ft)t≥0-adaptiert ist (d.h. Xt ist Ft-messbar für alle t ≥ 0)
sowie

E(Xt|Fs) = Xs P -fast sicher für alle 0 ≤ s ≤ t <∞.

Im Fall E = R heißt (Xt)t≥0 ein Ft-Submartingal (bzw. Supermartingal), falls

E(Xt|Fs) ≥ Xs P -fast sicher

(bzw.
”
≤“) für alle 0 ≤ s ≤ t <∞ gilt.

2.27 Bemerkung. a) Sei F0 ⊂ F eine Unter-σ-Algebra undX : (Ω,F )→ (E,B(E))
eine Zufallsvariable. Dann gilt

E(ϕ(X)|F0) = ϕ(E(X|F0)) (ϕ ∈ E ′).

Denn für Z := ϕ(E(X|F0)) und A ∈ F0 gilt∫
A

ZdP =

∫
A

ϕ(E(X|F0))dP = ϕ
(∫

A

E(X|F0)dP
)

= ϕ
(∫

A

XdP
)

=

∫
A

ϕ(X)dP,

d.h. Z ist eine Version von E(ϕ(X)|F0).

b) Sei (Xt)t≥0 E-wertig, adaptiert und integrierbar. Dann ist (Xt)t≥0 genau dann
ein Martingal, falls (ϕ(Xt))t≥0 für alle ϕ ∈ E ′ ein reellwertiges Martingal ist.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



18 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.28 Lemma. Sei (Xt)t≥0 ein E-wertiges Ft-Martingal, p ∈ [1,∞). Dann ist(
‖Xt‖p

)
t≥0

ein reellwertiges Submartingal.

Beweis. Wir wählen nach Lemma C.2 eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ E ′ mit ‖x‖ = supn∈N ϕn(x).
Dann gilt

E
(
‖Xt‖

∣∣Fs

)
≥ sup

n∈N
E(ϕn(Xt)|Fs) = sup

n∈N
ϕn(E(Xt|F0)) = sup

n∈N
ϕn(Xs) = ‖Xs‖

für s ≤ t.

Damit ist (‖Xt‖)t≥0 ein Submartingal. Für p > 1 gilt

E
(
‖Xt‖p |Fs

)
≥
[
E
(
‖Xt‖ |Fs

)]p
≥ ‖Xs‖p (s ≤ t)

nach der Jensenschen Ungleichung, Lemma A.4.

2.29 Satz (Doobsche Maximalungleichung). Sei (Xt)t∈[0,T ] ein rechtsstetiges E-
wertiges Ft-Martingal, und sei p ∈ (1,∞) mit XT ∈ Lp(Ω;E). Dann gilt

E
(

sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖p
)1/p

≤ p
p−1

sup
t∈[0,T ]

E
(
‖Xt‖p

)1/p

= p
p−1

E
(
‖XT‖p

)1/p

.

Beweis. Nach Lemma 2.28 ist (‖Xt‖)t∈[0,T ] ein reellwertiges rechststetiges Submar-
tingal. Daher folgt die Behauptung aus der reellwertigen Doobschen Maximalunglei-
chung, Satz A.10.

2.30 Definition. Wir definieren M2
T (E) als die Menge aller E-wertigen stetigen

quadratintegrierbaren Martingale, d.h. es seiM2
T (E) die Menge aller Ft-Martingale

(Xt)t∈[0,T ], X : Ω→ E, mit

Xt ∈ L2(Ω,F , P ;E) (t ∈ [0, T ]),

so dass für P -fast alle ω ∈ Ω die Abbildung

[0, T ]→ E, t 7→ Xt(ω)

stetig ist.

2.31 Lemma. a) Auf dem Raum M2
T sind die Normen

‖X‖L2(Ω,L∞([0,T ];E)) = ‖X‖L2(Ω,C([0,T ],E))

und ‖X‖M2
T

:= ‖X‖L∞([0,T ],L2(Ω;E)) = ‖XT‖L2(Ω;E)

äquivalent.

b) Der Raum (M2
T , ‖ · ‖M2

T
) ist ein Banachraum.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 19

Beweis. a) Die Äquivalenz der Normen folgt direkt aus der Doobschen Maximalun-
gleichung, Satz 2.29. Man beachte, dass die letzte Gleichheit in a) aus der Submar-
tingaleigenschaft von (‖Xt‖2)t∈[0,T ] folgt.

b) Da L2(Ω, L∞([0, T ];E)) ein Banachraum und die Norm auf diesem Raum äqui-
valent zur Norm ‖ · ‖M2

T
ist, ist für die Vollständigkeit vonM2

T nur die Abgeschlos-

senheit als Teilmenge von L2(Ω, L∞([0, T ];E)) zu zeigen. Nach Definition 2.30 ist
M2

T ⊂ L2(Ω;C([0, T ], E)), der Grenzwert einer Cauchyfolge inM2
T liegt somit wie-

der in L2(Ω;C([0, T ], E)), besitzt also P -fast sicher stetige Pfade. Ebenso liegt der
Grenzwert in L∞([0, T ];L2(Ω;E)), ist also quadratintegrierbar.

Zu zeigen ist daher nur noch, dass die Martingaleigenschaft erhalten bleibt. Nach
Bemerkung 2.24 ist die Abbildung

Φ1,s : L2(Ω,F , P ;E)→ L2(Ω,Fs, P ;E), Y 7→ E(Y |Fs)

stetig. Trivialerweise ist C([0, T ], E)→ E, f 7→ f(t) stetig. Damit ist aber auch die

”
triviale Fortsetzung“

Φ2,t : L
2(Ω;C([0, T ], E))→ L2(Ω,F , P ;E), X 7→ Xt

stetig. Somit ist

Φ1,s ◦ Φ2,t : L
2(Ω;C([0, T ], E))→ L2(Ω,Fs, P ;E), X 7→ E(Xt|Fs)

ebenfalls stetig, und der Raum der Martingale ist als Durchschnitt⋂
0≤s<t≤T

{
X ∈ L2(Ω;C([0, T ], E)) : Φ1,s ◦ Φ2,t(X) = Φ2,s(X)

}
abgeschlossen.

Wir betrachten nun speziell Wiener Prozesse. Dazu sei Q ∈ S1(H) mit Q = Q∗ ≥ 0.

2.32 Lemma. Sei W = (Wt)t∈[0,T ] ein H-wertiger Q-Wiener Prozess bzgl. einer
normalen Filtrierung (Ft)t∈[0,T ]. Dann gilt W ∈M2

T (H).

Beweis. Nach Definition des Wiener Prozesses ist t 7→ Wt P -fast sicher stetig. Weiter
gilt ‖Wt‖2

L2(Ω;H) = t trQ < ∞, d.h. W ∈ L∞((0, T );L2(Ω;H)). Für 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,
h ∈ H und A ∈ Fs gilt〈∫

A

(Wt −Ws)dP, h
〉

=

∫
A

〈Wt −Ws, h〉dP = P (A)

∫
〈Wt −Ws, h〉dP = 0,

da Wt −Ws unabhängig zu Fs ist. Also gilt
∫
A
WtdP =

∫
A
WsdP für alle A ∈ Fs,

d.h. E(Wt|Fs) = Ws.
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20 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Wir wollen im Folgenden die Klasse der betrachteten Prozesse erweitern. Dazu fi-
xieren wir folgende Situation:

(i) H ist reeller separabler Hilbertraum, und Q ∈ L(H) ist ein injektiver Operator
mit Q = Q∗ ≥ 0.

(ii) (ẽn)n∈N ⊂ H ist eine Orthonormalbasis von H mit Qẽn = λnẽn.

(iii) Wir setzen H0 := R(Q1/2) mit Norm ‖ · ‖H0 := ‖Q−1/2 · ‖H , siehe Bemer-
kung C.4, sowie en :=

√
λnẽn. Dann ist (en)n∈N eine Orthonormalbasis von

H0.

(iv) Gegeben ist ein weiterer reeller separabler Hilbertraum H1 und eine Abbildung
J : H0 → H1, welche injektiv und ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, d.h. J ∈
S2(H0, H1).

2.33 Bemerkung. a) Eine Standardwahl ist Q = idH , d.h. H = H0.

b) Falls H = L2(G) mit G ⊂ Rn beschränkt, so kann man H1 := W−s
2 (G) und

J : L2(G) ↪→ W−s
2 (G) mit hinreichend großem s > 0 wählen.

c) Die Existenz von H1 und J ist immer gegeben: Man kann H1 := H0 und Jx :=∑
n∈N〈x, en〉µnen mit µn > 0 und (µn)n∈N ⊂ `2(N) wählen. In diesem Fall ist J sogar

bijektiv.

2.34 Definition und Satz. In obiger Situation definiere Q1 := JJ∗. Dann gilt
0 ≤ Q1 = Q∗1 ∈ S1(H1), und Q1 ist injektiv. Seien {βn : n ∈ N} unabhängige
reellwertige Brownsche Bewegungen. Dann konvergiert die Reihe

Wt =
∑
n∈N

βn(t)Jen (t ∈ [0, T ])

inM2
T (H1) und definiert einen Q1-Wiener Prozess auf H1. Es gilt R(Q

1/2
1 ) = J(H0)

und
‖x‖H0 = ‖Q−1/2

1 Jx‖H1 = ‖Jx‖
R(Q

1/2
1 )

(x ∈ H0),

d.h. die Abbildung J : R(Q1/2) → R(Q
1/2
1 ) ist eine Isometrie. Hier ist Q

−1/2
1 die

Pseudo-Inverse von Q
1/2
1 , siehe Definition C.3.

Der Prozess (Wt)t≥0 heißt zylindrischer Q-Wiener Prozess in H.

Beweis. (1) Definiere die Filtrierung

Gt := σ
( ⋃
n∈N

σ({βn(s) : s ≤ t})
)

(t > 0).
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 21

Seien 0 ≤ s < t. Da σ
(
σ({βn(r) : r ≤ s})∪σ(βn(t))

)
unabhängig von der σ-Algebra

σ
(⋃

m∈N\{n} σ({βm(r) : r ≤ s})
)

ist, gilt

E(βn(t)|Gs) = E
(
βn(t) |σ({βn(r) : r ≤ s})

)
= βn(s).

Also ist (βn(t)Jen)t≥0 ein stetigesH1-wertiges Martingal bzgl. der Filtrierung (Gt)t≥0,
dasselbe gilt für die Partialsummen WN(t) :=

∑N
n=1 βn(t)Jen. Nach der Doobschen

Maximalungleichung (Satz 2.29) gilt

E
(

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥ M∑
n=N

βn(t)Jen

∥∥∥2

H1

)
≤ 4 sup

t∈[0,T ]

E
(∥∥∥ M∑

n=N

βn(t)Jen

∥∥∥2

H1

)
= 4T

M∑
n=N

‖Jen‖2
H1
→ 0

für N,M → ∞, wobei
∑

n∈N ‖Jen‖2
H1

= ‖J‖2
HS < ∞ verwendet wurde. Somit kon-

vergiert (WN)N∈N inM2
T (H1), und es folgt W ∈M2

T (H1), insbesondere ist W P -fast
sicher stetig.

(2) Für alle h1 ∈ H1 ist 〈Wt−Ws, h1〉H1 , 0 ≤ s < t, normalverteilt mit Erwartungs-
wert 0. Es gilt

E
(
〈Wt −Ws, h1〉H1〈Wt −Ws, h̃1〉H1

)
=
∑
n∈N

(t− s)〈Jen, h1〉H1〈Jen, h̃1〉H1

=
∑
n∈N

(t− s)〈en, J∗h1〉H0〈en, J∗h̃1〉H0

= (t− s)〈J∗h1, J
∗h̃1〉H0

= (t− s)〈JJ∗h1, h̃1〉H1 .

Also ist P ◦ (Wt−Ws)
−1 = N(0, (t− s)Q1). Die Unabhängigkeit der Zuwächse zeigt

man wie im Beweis von Satz 2.20.

(3) Die Aussagen über R(Q1/2) und J folgen direkt aus Lemma C.5.
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22 3. Stochastische Integration

3. Stochastische Integration

3.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden wir das Integral
∫ t

0
ΦsdWs defi-

nieren und einige wichtige Eigenschaften untersuchen. Wie üblich, wird das Integral
zunächst für elementare Prozesse Φ definiert und dann durch Grenzwertbildung für
allgemeinere Prozesse. Es ist hier aber nicht so leicht, eine Charakterisierung für
den Abschluss der elementaren Prozesse zu finden. Ein zentrales Hilfsmittel in der
Konstruktion des Integrals ist die Itô-Isometrie.

a) Die Konstruktion des stochastischen Integrals

Im Folgenden seien T ∈ (0,∞), (Ω,F , P ) ein vollständiger Wahrscheinlichkeitsraum
mit normaler Filtrierung (Ft)t∈[0,T ], H,K separable Hilberträume, 0 ≤ Q ∈ S1(H)
sowie W = (Wt)t∈[0,T ] ein H-wertiger Q-Wiener Prozess bezüglich der Filtrierung
(Ft)t∈[0,T ]. Wir versehen L(H,K) kanonisch mit der Borel-σ-Algebra B(L(H,K)),
an einigen Stellen auch mit der Borel-σ-Algebra Bs(L(H,K)), welche durch die
starke Operatortopologie erzeugt wird (dies ist die von allen Abbildungen T 7→ Tx
mit x ∈ H erzeugte Topologie).

3.2 Definition. a) Sei Φ = (Φt)t∈[0,T ] ein L(H,K)-wertiger stochastischer Prozess.
Dann heißt Φ elementar, falls k ∈ N und 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T existieren mit

Φt =
k−1∑
m=0

Φ(m)χ(tm,tm+1](t) (t ∈ [0, T ]),

wobei für alle m ∈ {0, . . . , k − 1} die Abbildung

Φ(m) : (Ω,Ftm)→ (L(H,K),Bs(L(H,K)))

messbar ist mit endlichem Wertebereich R(Φ(m)) ⊂ L(H,K). Somit existieren Nm ∈
N und Tjm ∈ L(H,K), Ajm ∈ Ftm disjunkt für alle j = 1, . . . , Nm so, dass

Φ(m)(ω) =
Nm∑
j=1

χAjm(ω)Tjm (ω ∈ Ω, m = 1, . . . , k − 1).

Die Menge aller elementaren Prozesse wird mit E(H,K) bezeichnet.

b) Für einen elementaren Prozess Φ ∈ E(H,K) heißt

Int[Φ](t) :=

∫ t

0

ΦsdWs :=
k−1∑
m=0

Φ(m)(Wtm+1∧t −Wtm∧t) (t ∈ [0, T ])

das stochastische Integral (Itô-Integral). Hier ist t ∧ s := min{t, s}.
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3. Stochastische Integration 23

3.3 Lemma. Für Φ ∈ E(H,K) gilt Int[Φ] ∈M2
T (K).

Beweis. Sei Φt =
∑k−1

m=0 Φ(m)χ(tm,tm+1](t) wie in Definition 3.2. Dann ist die Ab-
bildung [0, T ] → K, t 7→ Int[Φ](t) P -fast sicher stetig, da t 7→ Wt stetig ist und
Φ(m) ∈ L(H,K). Da R(Φ) endlich ist, gilt Φ ∈ L∞((0, T ) × Ω;L(H,K)), und aus
Wt ∈ L2(Ω;H) folgt

Int[Φ](t) ∈ L2(Ω;K) (t ∈ [0, T ]).

Seien 0 ≤ s < t ≤ T und A ∈ Fs. Um die Martingaleigenschaft zu zeigen, betrachten
wir ∫

A

Φ(m)(Wtm+1∧t −Wtm∧t)dP =
Nm∑
j=1

Tjm

∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧t −Wtm∧t)dP.

Falls s < tm, ist A ∩ Ajm ∈ Ftm , und da W ein Martingal ist, folgt∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧t −Wtm∧t)dP =

∫
A∩Ajm

(Wtm∧t −Wtm∧t)dP

= 0 =

∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧s −Wtm∧s)dP.

Falls tm ≤ s < tm+1, erhält man analog A ∩ Ajm ∈ Fs und∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧t −Wtm∧t)dP =

∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧s −Wtm∧s)dP.

Ist schließlich s ≥ tm+1, so gilt∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧t −Wtm∧t)dP =

∫
A∩Ajm

(Wtm+1 −Wtm)dP

=

∫
A∩Ajm

(Wtm+1∧s −Wtm∧s)dP.

Durch Summation über m erhalten wir∫
A

Int[Φ](t)dP =

∫
A

Int[Φ](s)dP,

d.h. E
(

Int[Φ](t) |Fs

)
= Int[Φ](s), und Int[Φ] ist ein Martingal. Ingesamt folgt somit

Int[Φ] ∈M2
T (K).

Für die Fortsetzung des Integrals auf allgemeinere Integranden ist die folgende Iso-
metrie wesentlich.
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24 3. Stochastische Integration

3.4 Satz (Itô-Isometrie). Für Φ ∈ E(H,K) gilt∥∥ Int[Φ]
∥∥2

M2
T (K)

= E
(∫ T

0

‖ΦsQ
1/2‖2

S2(H,K)ds
)

= ‖ΦQ1/2‖2
L2(Ω;L2((0,T );S2(H,K))) =: ‖Φ‖2

W .

Beweis. Sei wieder Φ =
∑k−1

m=0 Φ(m)χ(tm,tm+1] ∈ E(H,K). Mit ∆m := Wtm+1 −Wtm

gilt dann

∥∥ Int[Φ]
∥∥2

M2
T (K)

= E
(∥∥∥∫ T

0

ΦsdWs

∥∥∥2

K

)
= E

(∥∥∥ k−1∑
m=0

Φ(m)∆m

∥∥∥2

K

)
=

k−1∑
m=0

E
(
‖Φ(m)∆m‖2

K

)
+ 2

∑
0≤m<n≤k−1

E
(
〈Φ(m)∆m,Φ

(n)∆n〉K
)
.

(3-1)

(1) Sei (en)n∈N eine Orthonormalbasis von K. Dann gilt

E
(
‖Φ(m)∆m‖2

K

)
=
∑
`∈N

E
(
〈Φ(m)∆m, e`〉2K

)
=
∑
`∈N

E
(
∆m, (Φ

(m))∗e`〉2H
)
.

Da ∆m unabhängig von Ftm ist und (Φ(m))∗ Ftm-messbar ist, gilt nach Lemma 2.25
und Bemerkung 2.11

E
(
〈∆m,(Φ

(m))∗e`〉2H
∣∣Ftm

)
(ω) = E

(
〈∆m, (Φ

(m))∗(ω)e`〉2H
)

= (tm+1 − tm)
〈
Q(Φ(m))∗(ω)e`, (Φ

(m))∗(ω)e`
〉
H

= (tm+1 − tm)
∥∥Q1/2(Φ(m))∗(ω)e`

∥∥2

H
.

Damit folgt

E
(
‖Φ(m)∆m‖2

K

)
= (tm+1 − tm)

∑
`∈N

E
(
‖Q1/2(Φ(m))∗e`‖2

H

)
= (tm+1 − tm)E

(
‖Q1/2(Φ(m))∗‖2

S2(K,H)

)
= (tm+1 − tm)E

(
‖Φ(m)Q1/2‖2

S2(H,K)

)
.

Summation über m liefert

E
( k−1∑
m=0

‖Φ(m)∆m‖2
K

)
=

∫ T

0

E
(
‖ΦsQ

1/2‖2
S2(H,K)

)
ds

= ‖ΦQ1/2‖2
L2(Ω;L2((0,T );S2(H,K))) = ‖Φ‖2

W .

(2) Für 0 ≤ m < n ≤ k − 1 erhält man analog

E
(
〈Φ(m)∆m,Φ

(n)∆n〉K
)

= E
(

E
(
〈(Φ(n))∗Φ(m)∆m,∆n〉H

∣∣Ftn

))
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=

∫
Ω

E
(
〈(Φ(n))∗Φ(m)(ω)∆m(ω),∆n〉H

)
dP (ω) = 0,

da E(〈h,∆n〉H) = 0 für alle h ∈ H gilt.

3.5 Bemerkung. a) Die Bezeichnung ‖ · ‖W deutet an, dass der Operator Q durch
den Wiener Prozess W bestimmt wird. Aufgrund der Itô-Isometrie wäre ‖ · ‖W eine
passende Norm auf E(H,K), bezüglich welcher vervollständigt werden kann, um das
Integral zu verallgemeinern. Man beachte allerdings, dass ‖ · ‖W nur eine Halbnorm
ist: Es gilt ‖Φ‖W = 0 genau dann, wenn Φ|R(Q1/2) = 0 (dt⊗ P )-fast sicher gilt. Man

geht daher zu Äquivalenzklassen und zum Quotientenraum über, ohne die Notation
zu ändern.

b) Unter Beachtung von a) definiert man E(H,K) als Vervollständigung von E(H,K)
bzgl. ‖·‖W und setzt Int : E(H,K)→M2

T (K) eindeutig zu Int : E(H,K)→M2
T (K)

fort. Diese Abbildung ist wieder eine Isometrie.

c) Man beachte, dass nach Satz B.11 der Raum S2(H,K) wieder ein separabler
Hilbertraum ist und daher der Raum L2(Ω;L2((0, T ); S2(H,K))) wohldefiniert (und
wieder ein Hilbertraum) ist.

3.6 Definition und Bemerkung. Für eine explizite Beschreibung von E(H,K)
definieren wir

ΩT := [0, T ]× Ω,

FT := B([0, T ])⊗F ,

PT := dt⊗ P.

Weiter sei H0 := R(Q1/2) ⊂ H der Wertebereich von Q1/2 mit Skalarprodukt

〈x, y〉H0 := 〈Q−1/2x,Q−1/2y〉H (x, y ∈ H0)

mit der Pseudo-Inversen Q−1/2 zu Q1/2. Sei (en)n∈N ⊂ H eine Orthonormalbasis
von (kerQ1/2)⊥ ⊂ H. Dann ist (Q1/2en)n∈N eine Orthonormalbasis von H0 (siehe
Bemerkung C.4). Ergänzt man (en)n∈N noch mit Elementen aus kerQ1/2 zu einer
Orthonormalbasis von H, so folgt

‖T‖2
S2(H0,K) =

∑
n∈N

‖TQ1/2en‖2
K = ‖TQ1/2‖2

S2(H,K). (3-2)

Man definiert L(H,K)0 := {T |H0 : T ∈ L(H,K)}. Da TQ1/2 ∈ S2(H,K) für
alle T ∈ L(H,K) gilt, folgt L(H,K)0 ⊂ S2(H0, K). Nach Bemerkung 3.5 a) sind
alle Prozesse in E(H,K) (genauer: alle Äquivalenzklassen von Prozessen) L(H,K)0-
wertigen Prozesse.
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Unter Verwendung von (3-2) kann man die Itô-Isometrie auch in der Form

‖ Int[Φ]‖2
M2

T (K) = E
(∫ T

0

‖Φs‖2
S2(H0,K)ds

)
= ‖Φ‖2

L2(ΩT ;S2(H0,K))

schreiben.

3.7 Lemma. Es existiert eine Orthnormalbasis von S2(H0, K), welche aus Ele-
menten von L(H,K)0 besteht. Insbesondere ist L(H,K)0 ⊂ S2(H0, K) dicht.

Beweis. Sei (en)n∈N ⊂ H eine Orthonormalbasis von H mit Qen = λnen (n ∈ N).
Mit Bemerkung C.4 und Q1/2en =

√
λnen folgt, dass {λnen : n ∈ N mit λn > 0} eine

Orthonormalbasis von H0 ist. Sei (fm)m∈N ⊂ K eine Orthonormalbasis von K. Nach
Satz B.11 ist dann {fm⊗

√
λnen : m,n ∈ N} eine Orthonormalbasis von S2(H0, K).

Es gilt

fm ⊗
√
λnen = 〈

√
λnen, ·〉H0fm =

1√
λn
〈en, ·〉Hfm ∈ L(H,K),

also sind alle Basisvektoren in L(H,K)0. Rationale endliche Linearkombinationen
davon sind dicht in S2(H0, K).

3.8 Definition und Bemerkung. Wir definieren die σ-Algebra

PT := σ
({

(s, t]× Fs : 0 ≤ s < t ≤ T, Fs ∈ Fs

}
∪
{
{0} × F0 : F0 ∈ F0

})
.

Dann ist PT die von allen linksstetigen, pfadweise beschränkten und (Ft)-adaptierten
Prozessen Y : ΩT → R erzeugte σ-Algebra.

Ein Prozess Y : ΩT → H heißt (H-)vorhersagbar, falls Y PT -B(H)-messbar ist.

3.9 Satz. Sei

N 2
W (H,K) :=

{
Φ: ΩT → S2(H0, K) : Φ vorhersagbar, ‖Φ‖W <∞

}
= L2(ΩT ,PT , PT ; S2(H0, K)).

Dann gilt E(H,K) = N 2
W (H,K).

Beweis. (1) Nach Definition von E(H,K) und wegen L(H,K)0 ⊂ S2(H0, K) gilt
E(H,K) ⊂ N 2

W (H,K).

(2) Nach Satz B.11 ist S2(H0, K) und damit auch N 2
W (H,K) ein Hilbertraum und

insbesondere vollständig. Daher ist nur zu zeigen, dass E(H,K) dicht in N 2
W (H,K)

liegt. Sei dazu Φ ∈ N 2
W (H,K).
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(i) Nach Definition von L2(ΩT ,PT , PT ; S2(H0, K)) existiert eine Folge von Stu-
fenfunktionen Φn =

∑Mn

k=1 LknχAkn mit Akn ∈ PT und Lkn ∈ S2(H0, K), mit
‖Φn − Φ‖W → 0 (n → ∞). Daher sei o.E. Φ = LχA mit L ∈ S2(H0, K) und
A ∈PT .

(ii) Nach Lemma 3.7 existiert eine Folge (Ln)n∈N ⊂ L(H,K)0 mit ‖L−Ln‖S2(H0,K) →
0 und damit ‖LχA − LnχA‖W → 0 (n → ∞). Daher sei o.E. Φ = LχA mit
L ∈ L(H,K)0.

(iii) Sei A die von

A0 :=
{

(s, t]× Fs : 0 ≤ s < t ≤ T, Fs ∈ Fs

}
∪
{
{0} × F0 : F0 ∈ F0

}
erzeugte Algebra. Dann liegt A dicht in σ(A0) = PT in dem Sinne, dass zu jedem

ε > 0 und A ∈PT ein Ã ∈ A existiert mit

P
(
(A \ Ã) ∪ (Ã \ A)

)
< ε. (3-3)

Zu Φ = LχA mit A ∈ PT existiert daher Ã ∈ A mit (3-3). Die Elemente von
A sind endliche disjunkte Vereinigungen von Elementen aus A0. Daher existieren
A1, . . . , AN ∈ A0 mit Ã =

⋃N
n=1An. Für Φ̃ :=

∑N
n=1 LχAn gilt Φ̃ ∈ E(H,K) (man

beachte dazu ‖Lχ{0}×F0‖W = 0) sowie

‖Φ− Φ̃‖2
W =

∥∥∥L(χA − N∑
n=1

χAn

)∥∥∥2

L2(ΩT ;S2(H0,K))

= PT
(
(A \ Ã) ∪ (Ã \ A)

)
‖L‖2

S2(H0,K)

≤ ε‖L‖2
S2(H0,K).

Nach (i)-(iii) ist E(H,K) dicht in N 2
W (H,K).

3.10 Bemerkung. Das stochastische Integral kann nun durch Lokalisierung wei-
ter verallgemeinert werden auf die Menge NW (H,K) aller vorhersagbaren Prozesse
Φ: ΩT → S2(H0, K), für welche

P
(∫ T

0

‖Φs‖2
S2(H0,K)ds <∞

)
= 1

gilt. Die Menge NW (H,K) heißt die Menge der stochastisch integrierbaren Prozesse.
Für diese Verallgemeinerung verwendet man eine Folge (τn)n∈N von Stoppzeiten mit
τn ↗ T (n→∞) und χ(0,τn]Φ ∈ N 2

W (H,K) und setzt∫ t

0

ΦsdWs := lim
n→∞

∫ t

0

χ(0,τn](s)ΦsdWs (t ∈ [0, T ]).

Für die Details verweisen wir auf [PR07].
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Um das stochastische Integral auch für zylindrische Wiener Prozesse zu definieren,
verwendet man wieder die Einbettung J : H0 → H1 (siehe Definition und Satz 2.34).
Wir fixieren dazu folgende Situation:

Sei 0 ≤ Q = Q∗ ∈ L(H), H0 := R(Q1/2) mit Norm ‖ · ‖H0 := ‖Q−1/2 · ‖H sowie J ∈
S2(H0, H1) mit einem weiteren separablen Hilbertraum H1. Wir setzen Q1 := JJ∗.

Dann ist J : R(Q1/2)→ R(Q
1/2
1 ) nach Satz 2.34 eine Isometrie, und mit Polarisation

folgt

〈Jx, Jy〉
R(Q

1/2
1 )

= 〈Q−1/2
1 Jx,Q

−1/2
1 Jy〉H1 = 〈x, y〉H0 .

Falls (en)n∈N ⊂ H0 eine Orthonormalbasis von H0 ist, so ist (Jen)n∈N ⊂ H1 eine

Orthonormalbasis von R(Q
1/2
1 ). Insbesondere ist Φ ∈ S2(H0, K) genau dann, wenn

ΦJ−1 ∈ S2(R(Q1/2), K). Denn es ist

‖Φ‖2
S2(H0,K) =

∑
n∈N

‖Φen‖2
K =

∑
n∈N

‖ΦJ−1Jen‖2
K = ‖ΦJ−1‖2

S2(R(Q1/2),K).

Nach Satz 2.34 ist ein Q-zylindrischer Wiener Prozess W zugleich ein Q1-Wiener
Prozess. Daher definiert man mit obigen Bezeichnungen

N 2
W (H,K) := L2(ΩT ,PT , PT ; S2(H0, K)).

Für Φ ∈ N 2
W (H,K) definiert man das stochastische Integral durch∫ t

0

ΦsdWs :=

∫ t

0

ΦsJ
−1dWs. (3-4)

3.11 Bemerkung. a) Für Φ ∈ N 2
W (H,K) gilt

ΦJ−1 ∈ L2(ΩT ,PT , PT ; S2(R(Q
1/2
1 ), K)).

Daher ist die rechte Seite von (3-4) als Integral bezüglich des Q1-Wiener Prozesses
(Wt)t∈[0,T ] wohldefiniert.

b) Man sieht leicht, dass für elementare Prozesse der Wert des Integrals in (3-4)
nicht von der Wahl von J und H1 abhängt. Man beachte dazu, dass für zylindrische
Wiener Prozesse die Darstellung Wt =

∑
n∈N βn(t)Jen gilt, siehe Satz 2.34. Nach

Konstruktion gilt dies auch für alle Φ ∈ N 2
W (H,K).

c) Wie für Q-Wiener Prozesse kann man auch für zylindrische Q-Wiener Prozes-
se das Integral verallgemeinern auf Φ ∈ NW (H,K). Dabei ist NW (H,K) defi-
niert als die Menge aller vorhersagbaren Prozesse Φ: ΩT → S2(H0, K), für welche∫ T

0
‖Φs‖2

S2(H0,K)ds <∞ P -fast sicher gilt.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



3. Stochastische Integration 29

b) Eigenschaften des Integrals

In der obigen Situation sei zunächst Q ein Spurklasseoperator.

3.12 Lemma. Die Abbildung Int : N 2
W (H,K)→M2

T (K) ist linear und isometrisch.

Falls K̃ ein weiterer separabler reeller Hilbertraum ist und A ∈ L(K, K̃), so gilt

AΦ ∈ N 2
W (H, K̃) für alle Φ ∈ N 2

W (H,K) sowie A
∫ t

0
ΦsdWs =

∫ t
0
AΦsdWs P -fast

sicher für alle t ∈ [0, T ].

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition für elementare Prozesse und durch
Approximation für Φ ∈ N 2

W (H,K). Man beachte dabei, dass ‖AΦs‖S2(H0,K̃) ≤
‖A‖L(K,K̃)‖Φs‖S2(H0,K) gilt und AΦ auch PT -B(H̃)-messbar, d.h. vorhersagbar ist.

3.13 Definition und Lemma. Seien Φ ∈ N 2
W (H,K) und f : ΩT → K ein (Ft)-

adaptierter Prozess mit stetigen Pfaden, d.h. t 7→ ft(ω) ∈ C([0, T ], K) für P -fast
alle ω ∈ Ω. Definiere

Φ(f) : ΩT ×H0 → R, Φ
(f)
t (ω)h := 〈ft(ω),Φt(ω)h〉K .

Dann ist Φ(f) ∈ NW (H,R), und das stochastische Integral∫ t

0

〈
fs,ΦsdWs

〉
:=

∫ t

0

Φ(f)
s dWs (t ∈ [0, T ])

ist wohldefiniert im Sinne von Bemerkung 3.10.

Beweis. Nach Bemerkung 3.8 sind stetige adaptierte Prozesse vorhersagbar, d.h.
Φ(f) ist PT -B(S2(H,R))-messbar. Sei (en)n∈N eine Orthonormalbasis von H. Dann
gilt für s ∈ [0, T ] und ω ∈ Ω

‖Φ(f)
s (ω)‖2

S2(H0,R) = ‖Φ(f)
s (ω)Q1/2‖2

S2(H,R) =
∑
n∈N

∣∣Φ(f)
s (ω)Q1/2en

∣∣2
=
∑
n∈N

〈fs(ω),Φs(ω)Q1/2en〉2K =
∑
n∈N

〈Q1/2Φs(ω)∗fs(ω), en〉2H

= ‖Q1/2Φs(ω)∗fs(ω)‖2
H ≤ ‖Q1/2Φs(ω)∗‖2

L(K,H)‖fs(ω)‖2
K

≤ ‖Φs(ω)Q1/2‖2
S2(H,K)‖fs(ω)‖2

K = ‖Φs(ω)‖2
S2(H0,K)‖fs(ω)‖2

K .

Damit folgt
∫ T

0
‖Φ(f)

s ‖2
S2(H0,K)ds <∞ P -fast sicher, d.h. Φ(f) ∈ NW (0, T ;H,K).
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3.14 Bemerkung. Sei Φ ∈ N 2
W (H,K), und sei Mt := (Int Φ)(t). Dann ist (nach

Satz 3.9) M ∈M2
T (K), d.h. M ist ein stetiges L2-Martingal, es gilt E(Mt) = 0 (t ∈

[0, T ]). Man kann leicht zeigen, dass der Kovarianzoperator gegeben ist durch

cov(Mt) = E
(∫ t

0

ΦsQ
1/2(ΦsQ

1/2)∗ds
)
.

Insbesondere gilt wegen E(‖Mt‖2
K) = tr cov(Mt) (siehe Bemerkung 2.13) die Gleich-

heit

E(‖Mt‖2
K) = E

(∫ t

0

‖Φs‖2
S2(H0,K)ds

)
= E

(∫ t

0

tr
[
ΦsQ

1/2(ΦsQ
1/2)∗

]
ds
)
.

Falls sogar Φ ∈ L2(ΩT ,PT , PT ;L(H,K)) gilt, lässt sich das letzte Integral schreiben
als

E(‖Mt‖2
K) = E

(∫ t

0

tr
[
ΦsQΦ∗s

]
ds
)
.

Man definiert die quadratische Variation (〈M〉t)t∈[0,T ] als den eindeutigen stetigen
wachsenden Ft-adaptierten Prozess mit 〈M〉0 = 0 so, dass ‖Mt‖2

K − 〈M〉t ein Mar-
tingal ist. Es gilt

〈M〉t =

∫ t

0

‖Φs‖2
S2(H0,K)ds.

3.15 Bemerkung. Die obigen Aussagen lassen sich mit entsprechenden Modifika-
tionen verallgemeinern auf Φ ∈ NW (0, T ;H,K) sowie auf zylindrische Q-Wiener
Prozesse.

3.16 Definition. Sei (Wt)t∈[0,T ] ein zylindrischer Q-Wiener Prozess mit 0 ≤ Q =
Q∗ ∈ L(H). Seien Φ ∈ NW (0, T ;H,K) sowie Ψ: ΩT → K, Ψ Ft-adaptiert und
P -fast sicher Bochner-integrierbar, X0 : Ω→ K F0-B(K)-messbar. Dann heißt

Xt = X0 +

∫ t

0

Ψsds+

∫ t

0

ΦsdWs (t ∈ [0, T ]) (3-5)

ein Itô-Prozess.

3.17 Satz (Itô-Formel). Sei X : ΩT → K ein Itô-Prozess und F : [0, T ] ×K → R
stetig. Seien ferner die Fréchet-Ableitungen Ft, Fx und Fxx stetig und beschränkt
auf beschränkten Teilmengen von [0, T ]×K. Dann gilt

F (t,Xt) = F (0, X0) +

∫ t

0

〈Fx(s,Xs),ΦsdWs〉+

∫ t

0

[
Ft(s,Xs) + 〈Fx(s,Xs),Ψs〉K

+
1

2
tr
(
Fxx(s,Xs)(ΦsQ

1/2)(ΦsQ
1/2)∗

)]
ds.
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Dieser Satz wird hier nicht bewiesen (siehe [DPZ92], Thm. 4.17). Die Itô-Formel ist
das stochastische Analogon zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Dieser ist als Spezialfall enthalten: Für Ψ = 1, Φ = 0, X0 = 0 und F ∈ C2([0, T ])
erhält man als Itô-Prozess Xt = t und damit

F (t) = F (0) +

∫ t

0

Fx(s)ds = F (0) +

∫ t

0

F ′(s)ds.

Für Φ = 1, Ψ = 0 und X0 = 0 folgt andererseits Xt = Wt, und für F : R → R,
F = F (Xt) lautet die Itô-Formel

F (Wt) = F (0) +

∫ t

0

F ′(Ws)dWs +
1

2

∫ t

0

F ′′(Ws)ds.

Wir werden im nächsten Kapitel auch noch eine stochastische Version des Satzes
von Fubini benötigen (für einen Beweis siehe etwa [DPZ92], Theorem 4.18).

3.18 Satz (Stochastischer Satz von Fubini). Sei E ein separabler Banachraum und

Φ: (ΩT × E,PT ⊗B(E))→ (S2(H0, K),B(S2(H0, K)))

messbar. Sei µ ein endliches Maß auf (E,B(E)). Es gelte∫
E

‖Φ(·, ·, x)‖Wdµ(x) <∞.

Dann gilt P -fast sicher∫
E

[ ∫ T

0

Φ(t, x)dWt

]
dµ(x) =

∫ T

0

[ ∫
E

Φ(t, x)dµ(x)
]
dWt.
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4. Halbgruppentheorie für SPDEs

4.1 Worum geht’s? Wir werden nun SPDEs der Form

dXt = (AXt +N(Xt))dt+BdWt, X0 = x0

betrachten, wobei der unbeschränkte Operator A der Erzeuger einer C0-Halbgruppe
ist. Für diese Gleichung gibt es mehrere Lösungsbegriffe, welche hier kurz diskutiert
und verglichen werden. Während man häufig die Existenz einer schwachen Lösung
zeigen kann, ist die Frage der (höheren) Regularität der Lösung oft nicht leicht zu
beantworten.

a) Stochastische Faltung und lineare SPDEs

Wir betrachten zunächst den linearen Fall, d.h. N = 0. Da der stochastische Term
BdWt nicht von X abhängt, spricht man auch von einer SPDE mit additivem Rau-
schen. Zunächst fixieren wir die Situation für den Rest dieses Kapitels.

(i) Im Folgenden seien H,K reelle separable Hilberträume, (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ),
T ∈ (0,∞), ein normal filtrierter W-Raum, 0 ≤ Q = Q∗ ∈ L(H) ein Operator,
für welchen eine Orthonormalbasis (en)n∈N von H existiert mit Qen = λnen,
sowie W : ΩT → K ein zylindrischer Q-Wiener Prozess bzgl. der Filtrierung
(Ft)t∈[0,T ].

(ii) Es seien , A : K ⊃ D(A) → K der Generator einer C0-Halbgruppe (T (t))t≥0

auf K, B ∈ L(H,K), f : ΩT → K ein vorhersagbarer K-wertiger Prozess mit
f ∈ L1((0, T );K) P -fast sicher, und x0 ∈ K.

Wir betrachten im Folgenden die lineare Gleichung

dXt = (AXt + ft)dt+BdWt (t ∈ [0, T ]), X0 = x0. (4-1)

4.2 Definition. a) Ein K-wertiger Prozess X : ΩT → K heißt eine starke Lösung
von (4-1), fallsX vorhersagbar ist,Xt ∈ D(A) PT -fast sicher gilt,AX ∈ L1((0, T );K)
P -fast sicher gilt, sowie für jedes t ∈ [0, T ] die Gleichheit

Xt = x0 +

∫ t

0

(AXs + fs)ds+BWt (4-2)

P -fast sicher gilt.
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b) Ein K-wertiger Prozess X : ΩT → K heißt eine milde Lösung von (4-1), falls X
vorhersagbar ist, X ∈ L1((0, T );K) P -fast sicher gilt sowie für jedes t ∈ [0, T ] die
Gleichheit

Xt = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds+

∫ t

0

T (t− s)BdWs (4-3)

P -fast sicher gilt.

c) Ein K-wertiger Prozess X : ΩT → K heißt eine schwache Lösung von (4-1), falls
X vorhersagbar ist, X ∈ L1((0, T );K) P -fast sicher gilt und falls für alle h ∈ D(A∗)
und alle t ∈ [0, T ] die Gleichheit

〈Xt, h〉K = 〈x0, h〉K +

∫ t

0

〈Xs, A
∗h〉K +

∫ t

0

〈fs, h〉Kds+ 〈BWt, h〉K (4-4)

P -fast sicher gilt.

4.3 Bemerkung. a) Die Definition einer starken Lösung impliziert insbesondere,
dass BW ein K-wertiger stochastischer Prozess ist. Dies ist nur möglich, falls der
entsprechende Kovarianzoperator Spurklasse ist, d.h. falls BQB∗ ∈ S1(K). Diese
Bedingung ist etwa erfüllt, falls Q ∈ S1(H) oder falls B ∈ S2(H,K).

b) Eine ähnliche Aussage gilt für die milde Lösung: Das stochastische Integral in
(4-3) ist zwar für allgemeine zylindrische Wiener Prozesse W definiert, konvergiert
aber in einem größeren Hilbertraum. Die Gleichheit (4-3) impliziert, dass der Wert
des Integrals P -fast sicher in K liegt. Die Itô-Isometrie zeigt, dass dies der Fall ist,
falls T (·)B ∈ L2((0, T ); S2(H0, K)) (man beachte, dass T (·)B eine deterministische
Funktion ist).

Der Begriff einer milden Lösung ist durch die Halbgruppentheorie motiviert: Man
beachte, dass bei einer deterministischen Gleichung, d.h. für B = 0, die Lösung
durch (4-3) gegeben ist (Variation der Konstanten-Formel).

c) Die Definition einer schwachen Lösung ist für allgemeine zylindrische Wiener
Prozesse sinnvoll, da die eindimensionalen Projektionen 〈BWt, h〉K wohldefinierte
reelle Zufallsvariablen sind.

d) Es gibt noch den Begriff einer Martingallösung, bei welchem auch P und W ge-
sucht werden. Man beachte, dass in der stochastischen Literatur die Martingallösung
häufig als schwache Lösung bezeichnet wird.

Setzt man in (4-1) x0 = 0 und f = 0, so erhält man als milde Lösung nur das sto-
chastische Integral, die sogenannte stochastische Faltung. Wir werden den folgenden
Satz für S(·) := T (·)B anwenden.

4.4 Satz (Stochastische Faltung). Sei S : [0, T ]→ L(H,K) eine (deterministische)
Abbildung mit S ∈ L2((0, T ); S2(H0, K)). Man definiert die stochastische Faltung
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S ∗W : ΩT → K durch

(S ∗W )t :=

∫ t

0

S(t− s)dWs (t ∈ [0, T ]).

Dann ist S ∗W ein K-wertiger Gauß-Prozess mit S ∗W ∈ C([0, T ], L2(Ω;K)) und
besitzt eine vorhersagbare Version. Der Kovarianzoperator ist gegeben durch

cov((S ∗W )t) =

∫ t

0

S(s)QS∗(s)ds (t ∈ [0, T ]).

Beweis. Sei Y := S ∗W . Für 0 ≤ s ≤ t ≤ T gilt

Yt − Ys =

∫ t

s

S(t− r)dWr +

∫ s

0

(S(t− r)− S(s− r))dWr.

Da
∫ t
s
S(t− r)dWr unabhängig von Fs und

∫ s
0

(S(t− r)−S(s− r))dWs Fs-messbar
sind, sind die beiden Integrale unabhängig, und wir erhalten mit Bemerkung 3.14
und majorisierter Konvergenz

E(‖Yt − Ys‖2
K) = E

∥∥∥∫ t

s

S(t− r)dWr

∥∥∥2

K
+ E

∥∥∥∫ s

0

(S(t− r)− S(s− r))dWr

∥∥∥2

K

= E
(∫ t

s

‖S(t− r)‖2
S2(H0,K)dr

)
+ E

(∫ s

0

‖S(t− r)− S(s− r)‖2
S2(H0,K)dr

)
→ 0 (s→ t).

Falls S ein (deterministischer) elementarer Prozess ist, ist das Integral als Line-
arkombination von Gauß-Prozessen wieder ein Gauß-Prozess. Nach Definition des
Integrals gilt dies auch für allgemeines S ∈ L2((0, T ); S2(H0, K)). Als Element in
C([0, T ], L2((0, T ))) besitzt S eine vorhersagbare Version. Die Formel für den Kova-
rianzoperator folgt mit Bemerkung 3.14.

Für die Eindeutigkeit einer schwachen Lösung benötigen wir folgende Aussage.

4.5 Lemma. Sei X eine schwache Lösung der SPDE

dXt = AXtdt+BdWt (t ∈ [0, T ]), X0 = 0.

Dann gilt für jede Funkion ψ ∈ C1([0, T ];D(A∗)) und für alle t ∈ [0, T ]

〈Xt, ψ(t)〉K =

∫ t

0

〈
Xs, ψ

′(s) + A∗ψ(s)
〉
K
ds+

∫ t

0

〈ψ(s), BdWs〉K .

Für die Definition des letzten Integrals siehe Bemerkung 3.13.
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Beweis. Sei zunächst ψ(t) = ϕ(t)h mit ϕ ∈ C1([0, T ]) und h ∈ D(A∗). Definiere
Y : ΩT → R durch Yt := 〈Xt, h〉K . Dann gilt nach Definition einer schwachen Lösung

Yt =

∫ t

0

〈Xs, A
∗h〉Kds+ 〈BWt, h〉K .

Wir schreiben Yt in der Form

Yt =

∫ t

0

Ψsds+

∫ t

0

ΦsdWs

mit dem skalaren Prozess Ψs = 〈Xs, A
∗h〉K und dem L(H,R)-wertigen Prozess

Φs := 〈h,B · 〉K (siehe Bemerkung 3.13). Dann liefert die Anwendung der Itô-Formel
auf den reellen Itô-Prozess F (t, Yt) := ϕ(t)Yt

F (t, Yt) =

∫ t

0

Fx(s, Ys)ΦsdWs +

∫ t

0

[
Ft(s, Ys) + Fx(s, Ys)Ψs

]
ds

=

∫ t

0

ϕ(s)〈h,BdWs〉K +

∫ t

0

[
ϕ′(s)〈Xs, h〉K + ϕ(s)〈Xs, A

∗h〉K
]
ds.

wobei Fx(s, Ys) = ϕ(s) und Ft(s, Ys) = ϕ′(s)Ys verwendet wurde. Wegen F (t, Yt) =
ϕ(t)〈Xt, h〉K = 〈Xt, ψ(t)〉K folgt

〈Xt, ψ(t)〉K =

∫ t

0

〈ψ(s), BdWs〉K +

∫ t

0

〈
Xs, ψ

′(s) + A∗ψ(s)
〉
K
ds,

also die Behauptung für Funktionen der Gestalt ψ(t) = ϕ(t)h. Da die Menge aller
Linearkombinationen derartiger Funktionen dicht in C1([0, T ];D(A∗)) liegen, folgt
die Behauptung für allgemeines ψ.

4.6 Satz. Es gelte T (·)B ∈ L2((0, T ); S2(H0, K)). Dann besitzt die SPDE (4-1)
genau eine schwache Lösung, welche durch (4-3) (d.h. als milde Lösung) gegeben
ist.

Beweis. (1) Aus der Halbgruppentheorie ist bekannt, dass für jedes ω ∈ Ω die
Funktion Yt, definiert durch

Yt := T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds (t ∈ [0, T ])

eine schwache Lösung der deterministischen (aber über f von ω abhängigen) Glei-
chung

dYt = (AYt + ft)dt (t ∈ [0, T ]), Y0 = x0

ist. Betrachtet man Xt− Yt, so sieht man, dass o.E. x0 = 0 und f = 0 angenommen
werden kann.
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(2) Man definiert X als stochastische Faltung X := T (·)B ∗W . Wir verwenden, dass
A∗ die Halbgruppe (T (t)∗)t≥0 erzeugt, die Identität∫ t

r

B∗T (s− r)∗A∗hds = B∗T (t− r)∗h−B∗h (h ∈ D(A∗))

(siehe Lemma C.6 und Lemma C.7), sowie die stochastische Version des Satzes von
Fubini (Satz 3.18). Für h ∈ D(A∗) folgt∫ t

0

〈A∗h,Xs〉Kds =

∫ t

0

〈
A∗h,

∫ s

0

T (s− r)BdWr

〉
K
ds

=

∫ t

0

∫ s

0

〈B∗T (s− r)∗A∗h, dWr〉Hds

=

∫ t

0

〈∫ t

r

B∗T (s− r)∗A∗hds, dWr

〉
H

=

∫ t

0

〈B∗T ∗(t− r)h, dWr〉H −
∫ t

0

〈B∗h, dWr〉H

=

∫ t

0

〈h, T (t− r)BdWr〉K −
∫ t

0

〈h,BdWr〉K

= 〈h,Xt〉K − 〈h,BWt〉K .

Also ist X eine schwache Lösung.

(3) Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der schwachen Lösung. Sei X̃ eine weitere

schwache Lösung. Wir wenden Lemma 4.5 an auf X̃ und ψ(s) := T (t − s)∗h (s ∈
[0, t]), wobei h ∈ D(A∗) und t ∈ [0, T ] fest gewählt sind. Dann gilt ψ(t) = h und
ψ′(s) = −A∗ψ(s) (Lemma C.7). Nach Lemma 4.5 folgt

〈X̃t, h〉K =

∫ t

0

〈ψ(s), BdWs〉K =
〈
h,

∫ t

0

T (t− s)BdWs

〉
K
.

Da D(A∗) dicht in K ist (denn A∗ ist der Generator einer C0-Halbgruppe), folgt

X̃ = T (·)B ∗W .

b) Semilineare Gleichungen

Wir betrachten nun folgende semilineare SPDE mit additivem Rauschen:

dXt = (AXt + F (Xt))dt+BdWt (t ∈ [0, T ]),

X0 = x0.
(4-5)

Dabei ist A : K ⊃ D(A) → K der Generator einer C0-Halbgruppe (T (t))t≥0, W ist
ein zylindrischer Q-Wiener Prozess mit 0 ≤ Q ∈ L(H), B ∈ L(H,K), F : K → K
ist eine messbare Abbildung, und x0 ∈ K.
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4.7 Definition. a) Eine milde Lösung von (4-5) ist ein Prozess X : ΩT → K so,
dass für jedes t ∈ [0, T ] die Gleichung

Xt = T (t)x0 +

∫ t

0

T (t− s)F (Xs)ds+

∫ t

0

T (t− s)BdWs (4-6)

P -fast sicher gilt (wobei die P -Nullmenge von t abhängen darf).

b) Eine lokale milde Lösung von (4-5) ist ein Paar (X, τ), wobei X : ΩT → K ein
Prozess ist, τ : Ω → [0, T ] eine Stoppzeit mit τ > 0 P -fast sicher, und für jede
Stoppzeit t : Ω→ [0, T ] mit t < τ P -fast sicher die Identität (4-6) P -fast sicher gilt.
Die lokale milde Lösung (X, τ) heißt maximal, falls für jede weitere lokale Lösung

(X̃, τ̃) gilt: τ̃ ≤ τ P -fast sicher.

4.8 Satz. In obiger Situation gelte

(i) T (·)B ∈ L2((0, T ); S2(H0, K)),

(ii) F ist lokal Lipschitz, d.h. die Einschränkung von F auf jede beschränkte Teil-
menge von K ist Lipschitz-stetig.

Dann existiert genau eine maximale lokale milde Lösung (X, τ) von (4-5). Dabei hat
X P -fast sicher stetige Pfade, und für fast alle ω ∈ Ω mit τ(ω) < T gilt ‖Xt(ω)‖K →
∞ (t↗ τ(ω)).

Falls F global Lipschitz ist, gilt τ = T P -fast sicher.

Beweis. Da F auf beschränkten Teilmengen von K Lipschitz-stetig ist, existieren
zu R > 0 Konstanten L(R) > 0 und C(R) > 0 mit

‖F (x)− F (y)‖K ≤ L(R)‖x− y‖K (x, y ∈ K mit ‖x‖K ≤ R, ‖y‖K ≤ R),

‖F (x)‖K ≤ C(R) (x ∈ K mit ‖x‖K ≤ R).

Ohne Einschränkung seien dabei L(R) und C(R) monoton steigend und rechtsseitig
stetig. Da jede C0-Halbgruppe in der Operatornorm exponentiell beschränkt ist und
das Zeitintervall endlich ist, existiert eine Konstante M > 0 mit ‖S(t)‖L(K) ≤
M (t ∈ [0, T ]).

Definiert man g : ΩT → K durch

g(t, ω) := S(t)x0(ω) + (T (·) ∗W )t(ω) (t ∈ [0, T ]),

so gilt g(·, ω) ∈ C([0, T ], K) für alle ω bis auf eine P -Nullmenge N0. Man definiert
c : ΩT → R durch ct(ω) := sups∈[0,t] ‖g(s, ω)‖K , falls ω ∈ Ω \ N0, und ct(ω) := 0,
falls ω ∈ N0. Dann ist c(·, ω) stetig und monoton steigend in t, und der Prozess
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d : ΩT → [0, T ], dt(ω) := max
{
ML(ct(ω) + 1),MC(ct(ω) + 1)

}
, ist rechtsstetig und

Ft-adaptiert. Daher ist τ : Ω→ [0, T ],

τ(ω) := inf{t ∈ [0, T ] : tdt(ω) ≥ 1
2
}

(mit inf ∅ := T ) eine Stoppzeit mit τ > 0 P -fast sicher.

Seien nun ω ∈ Ω \ N0 und t < τ(ω) fest, dann gilt tdt(ω) ≤ 1
2
. Wir definieren die

Abbildung

Φ: C([0, t], K)→ C([0, t], K),

(Φu)(s) :=

∫ s

0

T (s− r)F (u(r))dr + g(s) (s ∈ [0, t]).

Für u, v ∈ B := {u ∈ C([0, t], K) : sups∈[0,t] ‖u(s)− g(s, ω)‖K ≤ 1} gilt dann

sup
s∈[0,t]

‖Φu(s)− g(s)‖K ≤ tMC(ct(ω) + 1) ≤ tdt(ω) ≤ 1

2
,

sup
s∈[0,t]

‖Φu(s)− Φv(s)‖K ≤ tML(ct(ω) + 1) sup
s∈[0,t]

‖u(s)− v(s)‖K

≤ tdt(ω) sup
s∈[0,t]

‖u(s)− v(s)‖K ≤ 1
2

sup
s∈[0,t]

‖u(s)− v(s)‖K .

Also ist Φ: B → B eine Kontraktion, und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert genau ein Fixpunkt û ∈ B. Wir setzen Xs(ω) := û(s) (s ∈ [0, t]).

Nach Konstruktion gilt Xt = S(t)x0 +
∫ t

0
T (t− s)F (Xs)ds+

∫ t
0
T (t− s)BdWs P -fast

sicher, d.h. (X, τ) ist eine lokale milde Lösung. Die Eindeutigkeit der lokalen Lösung
und die Existenz einer maximalen lokalen Lösung (X, τmax) folgt (pfadweise) wie im
deterministischen Fall, ebenso die Tatsache, dass ‖Xt(ω)‖X → ∞ (t ↗ τ(ω)), falls
τmax(ω) < T .

Falls F sogar global Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, ist Φ eine Kon-
traktion im ganzen Raum C([0, t], K) für t < 1

2ML
. Somit lässt sich τ unabhängig

von ω wählen, und eine Iteration über das Zeitintervall liefert τmax = T .

4.9 Bemerkung. a) Diese pfadweise Betrachtung garantiert nicht, dass infω∈Ω τ(ω) >
0 ist (außer wenn F global Lipschitz-stetig ist).

b) Sei etwa K = L2(G) (oder K = H1
0 (G)) für ein Gebiet G ⊂ Rn. Dann ist die

Nichtlinearität F : L2(G) → L2(G) häufig von der Form [F (h)](x) = f(h(x)) (x ∈
G) für h ∈ L2(G) mit einer skalaren Funktion f : R → R. Ein Beispiel ist f(t) =
t2, d.h. [F (h)](x) = (h(x))2 (x ∈ G). In diesem Fall stellt sich die nichttriviale
Frage, unter welchen Bedingungen an f die Abbildung h 7→ F (h), L2(G)→ L2(G),
wohldefiniert und Lipschitz-stetig ist. Diese Abbildung heißt auch der Nemitzky-
Operator von f .
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Die letzte Bemerkung zeigt, dass Satz 4.8 für viele Anwendungen noch zu schwach
ist. Im Allgemeinen ist etwa h2 6∈ L2(G), falls h ∈ L2(G) gilt. Analoges gilt für
H1

0 (G).

Daher ist es wichtig, Lösbarkeitssätze zu finden, bei welchen die Anforderungen an
die Nichtlinearität schwächer sind. Hingegen ist in vielen Fällen der Operator A bes-
ser als im obigen Satz, nämlich sogar der Generator einer beschränkten holomorphen
Halbgruppe. Wir verwenden im Folgenden die Interpolationsskala Kα := D((−A)α)
für α ∈ R, siehe Definition C.12.

4.10 Satz. In obiger Situation sei A der Generator einer holomorphen C0-Halbgruppe.
Es gelte

(i) T (·) ∈ L2((0, T ); S2(H0, Kα)) für ein α ≥ 0,

(ii) es existieren γ ≥ 0 und δ ∈ [0, 1) so, dass für alle β ∈ [0, γ] gilt: F : Kβ → Kβ−δ
ist lokal Lipschitz-stetig und polynomial beschränkt.

Dann hat (4-5) eine eindeutige maximale milde Lösung (X, τ), und es gilt Xt ∈ Kβ

P -fast sicher für alle t ∈ (0, τ) und β < β0 := min{α, γ + 1− δ}.

Man beachte, dass Bedingung (ii) des obigen Satzes bedeutet: Es existieren Kon-
stanten Cβ > 0 und nβ ∈ N mit

‖F (x)− F (y)‖Kβ−δ ≤ Cβ‖x− y‖Kβ ,
‖F (x)‖Kβ−δ ≤ Cβ(1 + ‖x‖nβKβ).

Der obige Satz liefert für α = γ = 0 eine K-wertige Lösung selbst für F : K → K−β,
stellt also geringere Bedingungen an F . Falls α, γ > 0, erhält man höhere Regularität
der Lösung.

Beweis. (i) Der Beweis folgt dem Beweis von Satz 4.8. Jetzt wird allerdings Φ fol-
gendermaßen abgeschätzt:

sup
s∈[0,t]

‖Φu(s)− Φv(s)‖K = sup
s∈[0,t]

∥∥∥∫ s

0

T (s− r)(F (u(r))− F (v(r)))dr
∥∥∥

≤
∫ s

0

‖T (s− r)‖L(K−δ,K)‖F (u(r))− F (v(r))‖K−δdr

≤ C

∫ s

0

(s− r)−δdr sup
s∈[0,t]

‖u(s)− v(s)‖K

≤ Ct1−δ sup
s∈[0,t]

‖u(s)− v(s)‖K .

Hier wurde Satz C.15 b) und
∫ s

0
(s− r)−δdr = Cs1−δ verwendet. Diese Abschätzung

und eine analoge Abschätzung für sups∈[0,t] ‖Φu(s)−g(s)‖K zeigt wie im Beweis von
Satz 4.8, dass eine eindeutige K-wertige maximale milde Lösung (X, τ) existiert.

c© Robert Denk 01. 09. 2014



40 4. Halbgruppentheorie für SPDEs

(ii) Man definiert Y a
t :=

∫ t
at
T (t− s)BdWs für a ∈ (0, 1). Wegen

Y a
t = (T (·)B ∗W )t − T ((1− a)t)(T (·)B ∗W )at

und der Voraussetzung (i) des Satzes ist Y a
t Kα-wertig.

Die höhere Regularität von X wird durch ein bootstrapping-Argument gezeigt. Wir
zeigen folgende Abschätzung: Für jedes β ∈ [0, β0) gibt es Konstanten p ≥ 1, q ≥
0, a ∈ (0, 1), C > 0 (alle abhängig von β) so, dass

‖Xt‖Kβ ≤ Ct−q
(
1 + sup

s∈[at,t]

‖Xs‖K + sup
s∈[0,t]

‖Y a
s ‖Kβ

)p
(4-7)

für alle t ∈ (0, τ) P -fast sicher gilt.

Für β = 0 gilt dies trivialerweise mit q = 0, p = 1, C = 1 und a ∈ (0, 1) beliebig. Es
gelte nun (4-7) für ein β ≤ γ. Wir zeigen, dass (4-7) dann auch für β + ε gilt, wobei
ε ∈ (0, 1− δ) mit β + ε < β0 beliebig gewählt gewählt werden kann.

Nach Definition der milden Lösung gilt für jedes a ∈ (0, 1)

Xt = T ((1− a)t)Xat +

∫ t

at

T (t− s)F (Xs)ds+ Y a
t .

Daher gilt unter Verwendung von Satz C.15 b) und der polynomialen Schranke an
F

‖Xt‖Kβ+ε ≤ C
[
t−ε‖Xat‖Kβ +

∫ t

at

(t− s)−(ε+δ)(1 + ‖Xs‖
nβ
Kβ

)ds
]

+ ‖Y a
t ‖Kβ+ε

≤ Ct−ε sup
s∈[at,t]

(1 + ‖Xs‖
nβ
Kβ

) + ‖Y a
t ‖Kβ+ε .

Da (4-7) für β gilt, folgt

‖Xt‖Kβ+ε ≤ Ct−ε−nβq
(
1 + sup

s∈[a2t,t]

‖Xs‖K + sup
s∈[0,t]

‖Y a
s ‖Kβ

)nβp + ‖Yt‖Kβ+ε .

Dies ist wieder eine Abschätzung der Form (4-7) für β + ε, und somit gilt (4-7) für
alle β < β0.

4.11 Beispiel. Die inkompressiblen stochastischen Navier-Stokes-Gleichungen sind
gegeben durch

dUt =
[
µ∆Ut − (Ut · ∇)Ut −∇Pt

]
dt+BdWt (t ∈ (0, T )),

divUt = 0 (t ∈ (0, T )),

U0 = u0

(4-8)
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im Gebiet G = Rn. Dabei ist W ein Q-Wiener Prozess mit Q ∈ S1(L2(Rn;Rn)).
Um diese Gleichung in die Form (4-5) zu bringen, wenden wir die Helmholtz-

Projektion P := F−1(In− ξξT

|ξ|2 )F an, wobei F die Fourier-Transformation bezeich-

ne. Die Helmholtz-Projektion ist eine beschränkte Projektion in L2(Rn;Rn) mit Bild
L2
σ(Rn;Rn) := {v ∈ L2(Rn;Rn) : div v = 0} und Kern {∇p : p ∈ Ĥ1(Rn;Rn)}, wel-

che sich auf alle Sobolevräume Hs(Rn;Rn) mit s ∈ R erweitern lässt. Damit ist (4-8)
formal äquivalent zu

dUt =
[
µP∆Ut − P(Ut · ∇)Ut

]
+ PBdWt (t ∈ (0, T )),

U0 = u0 ∈ L2
σ(Rn).

(4-9)

Man wählt als Grundraum K := Hα
σ (Rn;Rn) := Hα(Rn;Rn)∩L2

σ(Rn;Rn) mit α > 1.
Um die Nichtlinearität F (x) = P(x ·∇)x (x ∈ K) abzuschätzen, verwendet man die
Sobolev-Einbettung Hs(Rn) ·Hr(Rn) ↪→ H t(Rn) für s, r > t > 0 mit s+ r > t+ n

2
.

Unter Verwendung von Satz 4.10 kann man zeigen, dass für u0 ∈ K die SPDE (4-9)
eine maximale lokale milde Lösung (U, τ) besitzt, wobei U ∈ C([0, τ), K) P -fast
sicher gilt.

c) Ausblick und Verallgemeinerungen

Im Wesentlichen beruhte der Beweis des obigen Existenzsatzes für eine schwache
Lösung auf dem Banachschen Fixpunktsatz. Verwendet man diesen nicht pfadweise,
sondern auf der Menge der vorhersagbaren Prozesse, lässt sich eine entsprechende
Messbarkeit der schwachen Lösung zeigen. Der Beweis ist hierbei ähnlich zu obigem
Beweis, aber insbesondere im Hinblick auf die Messbarkeit technisch aufwändiger.

Wir betrachten eine nichtlineare SPDE der Form

dXt = (AXt + F (Xt))dt+B(Xt)dWt, X0 = x0. (4-10)

Dabei seien

• A : K ⊃ D(A)→ K der Generator einer C0-Halbgruppe (T (t))t≥0,

• F : K → K messbar,

• B : K → L(H,K),

• x0 ∈ K.

4.12 Satz. In der obigen Situation gelte

(i) F : K → K ist global Lipschitz-stetig,
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(ii) B : K → L(H,K) ist stark stetig (d.h. x 7→ B(x)h, K → K ist für jedes h ∈ H
stetig),

(iii) für alle t ∈ (0, T ] und s ∈ K ist T (t)B(x) ∈ S2(H,K),

(iv) es existiert ein K ∈ L2((0, T )) mit

‖T (t)(B(x)−B(y))‖S2(H,K) ≤ K(t)‖x− y‖K ,
‖T (t)B(x)‖S2(H,K) ≤ K(t)‖1 + x‖K ,

für alle x, y ∈ K und t ∈ (0, T ].

Dann existiert zu jedem x0 ∈ K genau eine milde Lösung X ∈ L∞((0, T ), L2(Ω, K))
von (4-10). Die Abbildung x0 7→ X, K → L∞((0, T ), L2(Ω, K)) ist Lipschitz-stetig.

Der Beweis findet sich in [Röc13].

Wir beenden die Überlegungen zu SPDEs mit einer Anmerkung zu höherer Zeitregu-
larität. Die Grundlage dafür ist Satz 4.10 in Kombination mit folgendem klassischen
Resultat:

4.13 Satz (Kolmogorov). Sei X : [0, T ] → K ein Gauss-Prozess, welcher die Ab-
schätzung

‖Xt −Xs‖2
L2(Ω;K) ≤ C|t− s|α (s, t ∈ [0, T ])

erfülle. Dann existiert ein stochastisch äquivalenter Vertreter Y von X mit der Ei-
genschaft Y ∈ Cβ([0, T ];K) P -fast sicher für jedes β ∈ (0, α

2
).

Ein Beweis findet sich z.B. in [DPZ92], Proposition 3.15.

Ein Beispiel für ein höheres Regularitätsresultat ist durch folgenden Satz gegeben,
den wir hier nur für lineare Gleichungen formulieren.

4.14 Satz. Betrachte die lineare SPDE

dXt = AXt +BdWt (t ∈ (0, T )), X0 = x0. (4-11)

Dabei sei A der Generator einer holomorphen C0-Halbgruppe. Für ein α ≥ 0 gelte
B ∈ L(H,Kα). Weiter sei wenigstens eine der drei folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) Q ∈ S1(H),

(ii) B ∈ S2(H,Kα),

(iii) es existieren λ ≥ 0 und β ∈ (0, 1
2

+ α) mit (λ+ A)−β ∈ S2(K).
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Dann gilt X ∈ C((0, T ), Kγ) für jedes γ ∈ [0, γ0) mit γ0 := 1
2

+α− β. In den Fällen
(i) und (ii) kann β = 0 gesetzt werden. Weiter gilt

X ∈ Cγ((0, T ], K)

für jedes γ < min{1
2
, γ0}.

Ein Beweis findet sich etwa in [Saa12], Satz 4.12.
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A. Stochastische Grundlagen

A.1 Worum geht’s? Hier werden einige stochastische Grundbegriffe und wichtige
Aussagen der Stochastik kurz vorgestellt, wobei meistens auf Beweise verzichtet
wird.

Im Folgenden sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum), d.h. F ist eine
σ-Algebra über Ω und P : F → [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmaß (W-Maß), d.h. ein
Maß mit P (Ω) = 1. Ohne Einschränkung setzen wir voraus, dass P vollständig ist,
d.h. Teilmengen von P -Nullmengen liegen wieder in F .

Im Folgenden seien weiter (S,S ) ein Messraum und E ein separabler reeller Ba-
nachraum mit Norm ‖ · ‖, versehen mit der Borel-σ-Algebra B(E).

A.2 Definition. a) Eine (E-wertige) Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung
X : Ω → E. Das von X auf (E,B(E)) induzierte Maß ist in diesem Fall gegeben
durch

PX(A) := P (X ∈ A) := (P ◦X−1)(A) (A ∈ B(E)).

Das Maß PX heißt auch die Verteilung von X.

b) Sei I eine Indexmenge, und für i ∈ I sei Mi ⊂ F eine Familie von Mengen. Dann
heißt das System {Mi : i ∈ I} unabhängig, falls

P (Aj1 ∩ · · · ∩ Ajk) = P (Aj1) · . . . · P (Ajk)

für alle k ∈ N, Aj` ∈Mj` , j` 6= j`′ für ` 6= `′ gilt.

c) Für eine Teilmenge E ⊂ F bezeichnet σ(E ) die von E erzeugte σ-Algebra. Für
eine Menge von Abbildungen {fi : i ∈ I}, fi : Ω→ E, sei σ({fi : i ∈ I}) die erzeugte
σ-Algebra, d.h. die kleinste σ-Algebra auf Ω, bezüglich welcher alle fi messbar
sind. Somit gilt σ({fi : i ∈ I}) = σ

(⋃
i∈I f

−1
i (B(E))

)
. Eine Familie {Xi : i ∈ I}

von Zufallsvariablen Xi : Ω→ E heißt unabhängig, falls {σ(Xi) : i ∈ I} unabhängig
ist.

d) Seien X, Y : Ω→ E Zufallsvariablen. Dann heißt

EX :=

∫
Ω

XdP ∈ E

der Erwartungswert von X. Falls E = R, so heißt

varX := E
[
(X − EX)2

]
die Varianz von X, falls existent, sowie

cov(X, Y ) := E
[
(X − EX)(Y − EY )

]
die Kovarianz von X und Y , falls sie existiert.
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A.3 Bemerkung. a) Falls X und Y unabhängig und reellwertig sind, so gilt
E(XY ) = (EX)(EY ). Im Fall allgemeiner Banachräume E beachte, dass EX als
Bochner-Integral definiert ist, wobei hier die Voraussetzung, dass E separabel ist,
technische Vereinfachungen zur Folge hat.

b) Sei E1 ein weiterer separabler reeller Banachraum. Dann gilt für f ∈ L1(E,B(E), P◦
X−1;E1)

Ef(X) =

∫
Ω

f(X(ω))dP (ω) =

∫
E

f(x)d(P ◦X−1)(x).

Diese Tatsache wird manchmal auch als Transformationslemma bezeichnet und ist
leicht für Stufenfunktionen und dann für allgemeine Funktionen durch typische Ap-
proximation zu zeigen. Speziell folgt

EX =

∫
E

idE d(P ◦X−1).

A.4 Lemma (Jensensche Ungleichung). Ist ϕ : R → R konvex und X : (Ω,F ) →
(R,B(R)) eine Zufallsvariable mit X ∈ L1(Ω) und ϕ(X) ∈ L1(Ω), so gilt ϕ(EX) ≤
E(ϕ(X)).

A.5 Definition. Ein Maß µ : (Rn,B(Rn)) → [0,∞] heißt reelles Gauß-Maß, falls
α ∈ R und σ ≥ 0 existieren mit µ = N(α, σ2), wobei

N(α, σ2)(A) :=

{∫
A
fα,σ2(z)dz, falls σ > 0,

δα(A), falls σ = 0.

Hier bezeichnet δα das Dirac-Maß an der Stelle α ∈ R, und die Dichte fα,σ2 ist
definiert durch

fα,σ2(z) :=
1√

2πσ2
exp

(
−
(z − α

σ

)2)
(z ∈ R).

Das Maß N(µ, σ2) heißt auch Normalverteilung mit dem Erwartungswert α und der
Varianz σ2.

A.6 Lemma. Seien α ∈ R, σ ≥ 0. Dann gilt

N(α, σ2)̂ (ξ) = exp(iαξ − 1
2
σ2ξ2) (ξ ∈ R).

Es gilt α =
∫
R zdN(α, σ2)(z) und σ2 =

∫
R(z − α)2dN(α, σ2)(z).

Beweis. Es gilt Ff0,1 = f0,1. Sei σ > 0. Für fα,σ2 = 1
σ
f0,1( ·−α

σ
) folgt damit

(F−1fα,σ2)(ξ) = eiαξ(F−1f0,1)(σξ) =
1√
2π
eiαξ−

1
2
σ2ξ2 (ξ ∈ R).
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Damit erhalten wir N(α, σ2)̂ (ξ) =
√

2π(F−1fα,σ2(ξ) = exp(iαξ− 1
2
σ2ξ2). Für σ = 0

gilt N(α, σ2) = δα und damit N(α, σ2)̂ (ξ) = eiαξ. Die Gleichungen für α und σ2

folgen durch Nachrechnen für f0,1 und Verwenden der obigen Skalierung für fα,σ2 .

A.7 Lemma (Charakteristische Funktion und Fouriertransformation). Sei µ W-
Maß auf (Rn,B(Rn)). Definiere

Tµ : S (Rn)→ R, ϕ 7→
∫
ϕdµ.

a) Es ist Tµ ∈ S ′(Rn) und µ̂ ∈ L∞(Rn).

b) Sei [µ̂] ∈ S ′(Rn) die zu µ̂ gehörige reguläre Distribution, und sei F : S ′(Rn)→
S ′(Rn) die Fouriertransformation, welche auf S (Rn) durch

(Fϕ)(ξ) := (2π)−n/2
∫
Rn
e−ix·ξϕ(x)dx (ϕ ∈ S (Rn))

definiert ist. Dann gilt

[µ̂] = (2π)n/2F−1Tµ in S ′(Rn).

c) Falls µ1, µ2 W-Maße auf (Rn,B(Rn)) mit µ̂1 = µ̂2 auf Rn, so gilt µ1 = µ2 auf
B(Rn).

Beweis. a) folgt sofort aus der Abschätzung |Tµ(ϕ)| ≤ ‖ϕ‖∞.

b) Es gilt

(F−1Tµ)(ξ) = Tµ(F−1ϕ) =

∫
Rn

(F−1ϕ)(x)dµ(x)

= (2π)−n/2
∫
Rn

∫
Rn
eix·ξϕ(ξ)dξdµ(x)

= (2π)−n/2
∫
Rn
µ̂(ξ)ϕ(ξ)dξ

= (2π)−n/2[µ̂](ϕ).

c) Da F : S ′(Rn) → S ′(Rn) ein Isomorphismus ist, folgt aus µ̂1 = µ̂2 auf Rn

bereits Tµ1 = Tµ2 auf S ′(Rn). Um zu zeigen, dass µ1 = µ2 auf B(Rn) gilt, genügt
es zu zeigen, dass die Maße auf allen kompakten Mengen übereinstimmen. Für eine
kompakte Menge K ⊂ Rn lässt sich eine Folge (ϕn)n∈N ⊂ D(Rn) finden mit ϕn = 1
auf K, 0 ≤ ϕn ≤ 1 sowie ϕn → χK (n→∞) punktweise, wie man unter Verwendung
des Friedrichschen Glättungsoperators sieht (Satz 4.21 in [DR12]). Mit majorisierter
Konvergenz mit der konstanten Funktion 1 als Majorante folgt µ1(K) = µ2(K).

c© Robert Denk 01. 09. 2014



A. Stochastische Grundlagen 47

A.8 Satz (Satz von Kolmogorov). Sei I ⊂ R. Für alle k ∈ N und t1, . . . , tk ∈ I
seien Maße µt1,...,tk auf (Rn,B((Rn)k)) gegeben. Es gelte:

(i) Für alle Permutationen σ von {1, . . . , k} gilt

µtσ(1),...,tσ(k)(A1 × . . .× Ak) = µt1,...,tk(Aσ−1(1) × . . .× Aσ−1(k))

für alle t1, . . . , tk ∈ I und alle A1, . . . , Ak ∈ B(Rn),

(ii) für alle k,m ∈ N mit k ≤ m, t1, . . . , tm ∈ I und A1, . . . , Ak ∈ B(Rn) gilt

µt1,...,tk(A1 × . . .× Ak) = µt1,...,tk,tk+1,...,tm(A1 × . . .× Ak × Rn × . . .× Rn︸ ︷︷ ︸
(m−k)−mal

).

Dann existiert ein W-Raum (Ω,F , P ) und ein Rn-wertiger stochastischer Prozess
(Xt)t∈I auf (Ω,F , P ) so, dass

P (Xt1 ∈ A1, . . . , Xtk ∈ Ak) = µt1,...,tk(A1 × . . .× Ak)
für alle k ∈ N, t1, . . . , tk ∈ I und Ak ∈ B(Rn) gilt.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.

A.9 Korollar. Es existiert eine reellwertige Brownsche Bewegung (Wt)t∈[0,∞).

Beweis. Man definiert für 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk das Maß

µt1,...,tk := N(0, t1)⊗N(0, t2 − t1)⊗ . . .⊗N(0, tk − tk−1)

(Produktmaß). Für beliebige t1, . . . , tk ∈ [0,∞) definiert man das Maß µt1,...,tk durch
die Bedingung (i) im Satz von Kolmogorov (Satz A.8). Dann folgt die Behauptung
aus Satz A.8.

A.10 Satz (Doobsche Maximalungleichung). Sei X = (Xt)t∈[0,T ] ein rechtsstetiges
Submartingal mit Xt : Ω→ [0,∞), und sei p ∈ (1,∞). Falls XT ∈ Lp(Ω) ist, so gilt

‖X‖Lp(Ω,L∞([0,T ])) =
∥∥∥ sup
t∈[0,T ]

Xt

∥∥∥
Lp(Ω)

≤ p

p− 1
‖XT‖Lp(Ω)

(
=

p

p− 1
sup
t∈[0,T ]

‖Xt‖Lp(Ω)

)
.

A.11 Satz (Satz vom bedingten Erwartungswert). Seien X : (Ω,F )→ (R,B(R))
eine Zufallsvariable und F0 ⊂ F eine Unter-σ-Algebra. Falls X ∈ L1(Ω,F , P ), so
existiert eine Zufallsvariable X0 : (Ω,F0)→ (R,B(R)) mit X0 ∈ L1(Ω,F0, P ) mit∫

A

X0dP =

∫
A

XdP (A ∈ F0).

Die Zufallsvariable X0 ist P -fast sicher eindeutig. Man schreibt E(X|F0) := X0

(bedingter Erwartungswert von X unter der Bedingung F0). Die analoge Aussage
gilt auch für messbares X mit X ≥ 0.
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B. Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren

B.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen über Spurklasse-
operatoren und Hilbert-Schmidt-Operatoren zusammengefasst. Diese treten bei der
Darstellung Gaußscher Zufallsvariablen in Hilberträumen auf, besitzen aber auch
wichtige Anwendungen z.B. in der Theorie der Sobolevräume, wo die Einbettungs-
operatoren unter geeigneten Voraussetzungen Spurklasseoperatoren sind.

Im Folgenden seien H und K separable Hilberträume.

B.2 Definition. Sei A ∈ L(H). Dann schreibt man A ≥ 0, falls A selbstadjungiert
ist, d.h. es gilt A∗ = A, und 〈Ax, x〉 ≥ 0 für alle x ∈ H gilt. Für zwei Operatoren
A,B ∈ L(H) schreibt man A ≤ B, falls beide Operatoren selbstadjungiert sind und
falls B − A ≥ 0 gilt.

B.3 Definition. Sei A : H → K ein kompakter Operator, und seien λ1(A∗A) ≥
λ2(A∗A) ≥ . . . ≥ 0 die Eigenwerte des (kompakten, selbstadjungierten und nichtne-
gativen) Operators A∗A ∈ L(H), wobei die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfach-
heit wiederholt werden. Dann heißen

sj(A) :=
√
λj(A∗A) (j = 1, 2, . . . )

die Singulärwerte von A. Durch Auffüllen mit 0 kann man j ∈ N annehmen.

Für 1 ≤ p ≤ ∞ wird die Neumann-Schatten-Klasse Sp(H,K) definiert als die
Menge aller kompakten Operatoren A, für welche (sj(A))j∈N ∈ `p(N) gilt. Der Raum
Sp(H,K) wird mit der Norm ‖A‖Sp(H,K) := ‖(sj(A))j∈N‖`p(N) versehen.

Speziell heißt S1(H,K) die Menge der Spurklasse-Operatoren, und S2(H,K) die
Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren. Man schreibt auch ‖ ·‖tr := ‖ ·‖S1(H,K) und
‖ · ‖HS := ‖ · ‖S2(H,K). Falls H = K, so schreibt man Sp(H).

B.4 Bemerkung. Die Neumann-Schatten-Klassen Sp(H) sind Banachräume und
zweiseitige Ideale in L(H). Falls p, q ∈ (1,∞) mit 1

p
+ 1

q
= 1 und sind A ∈ Sp(H),

B ∈ Sq(H), so ist AB ein Spurklasse-Operator. Für diese Werte von p und q ist
Sq(H) isometrisch isomorph zum Dualraum von Sp(H).

B.5 Satz. Sei A ∈ L(H,K) ein kompakter Operator mit den von 0 verschiedenen
Singulärwerten (sn(A))n∈NA, so existieren Orthonormalsysteme (en)n∈NA ⊂ H und
(fn)n∈NA ⊂ K, so dass

A =
∑
n∈NA

sn(A)〈·, en〉Hfn,

wobei die Reihe bzgl. ‖ · ‖L(H,K) konvergiert.
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Beweis. Sei sn := sn(A) für n ∈ NA. Nach dem Spektralsatz für selbstadjungierte
kompakte Operatoren existiert ein Orthonormalsystem (en)n∈NA von H mit A∗A =∑

n∈NA s
2
n〈·, en〉en. Man definiert fn := s−1

n Aen (n ∈ NA). Dann gilt

〈fn, fm〉K = s−1
n s−1

m 〈Aen, Aem〉 = s−1
n s−1

m 〈A∗Aen, em〉H = s−1
n s−1

m s2
n〈en, em〉 = δnm.

Somit ist auch (fn)n∈NA ⊂ K ein Orthonormalsystem.

Ebenfalls nach dem Spektralsatz gilt

x =
∑
n∈NA

〈x, en〉en + x̃ (2-1)

mit x̃ ∈ ker(A∗A). Wegen 〈A∗Ax, x〉H = ‖Ax‖2
H gilt ker(A∗A) = kerA. Wendet man

A auf (2-1) an, erhält man

Ax =
∑
n∈NA

〈x, en〉Aen =
∑
n∈NA

sn〈x, en〉fn.

Wegen ∥∥∥∑
n≥N

sn〈x, en〉fn
∥∥∥2

K
=
∑
n≥N

s2
n|〈x, en〉|2 ≤ s2

N‖x‖2

konvergiert die Reihe in der Operatornorm.

B.6 Korollar. Sei A eine reelle oder komplexe m×n-Matrix, und seien s1(A), . . . , sk(A)
die von Null verschiedenen Singulärwerte von A. Dann existieren unitäre Matrizen
U ∈ Km×m und V ∈ Kn×n so, dass

A = U

(
Λ 0
0 0

)
V mit Λ =


s1(A)

s2(A)
. . .

sk(A)

 .

Diese Darstellung heißt auch Singulärwerte-Zerlegung von A (SVD = singular value
decomposition).

B.7 Definition. Sei A ∈ S1(H), und seien (λn(A))n∈N die Eigenwerte von A. Dann
ist die Spur von A definiert durch

trA :=
∑
n∈N

λn(A).
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B.8 Satz. Die Abbildung tr : S1(H) → C ist (wohldefiniert und) stetig bzgl. der
Norm ‖ · ‖tr. Es gilt | trA| ≤ ‖A‖tr für alle A ∈ S1(H). Für jede Orthonormalbasis
(xn)n∈N von H gilt

trA =
∑
n∈N

〈Axn, xn〉H .

Beweisskizze. Die Stetigkeit auf S1(H) folgt aus der Abschätzung |λn(A)| ≤ sn(A)
(n ∈ N). Nach dem Schur-Lemma existiert eine Orthonormalbasis (x̃n)n∈N von H,
bestehend aus Eigen- und Hauptvektoren von A, so dass

Ax̃n =
n∑

m=1

αmnx̃m (n ∈ N)

mit Koeffizienten αmn ∈ C gilt, wobei αnn = λn(A). Sei PN die Projektion auf
span{x̃1, . . . , x̃N}, so gilt PNAPN → A (N →∞) in S1(H) und damit tr(PNAPN)→
trA. Da R(PN) unter A invariant bleibt, ist der Operator PNAPN beschrieben durch
die Matrix (αmn)m,n=1,...,N . Daher gilt

trA = lim
N→∞

tr(PNAPN) = lim
N→∞

N∑
n=1

αnn = lim
N→∞

N∑
n=1

〈Ax̃n, x̃n〉.

Wegen |〈Ax̃n, x̃n〉| = |λn(A)| ≤ sn(A) und A ∈ S1(H) konvergiert diese Reihe
absolut.

Um dieselbe Aussage für eine beliebige Orthonormalbasis (xn)n∈N von H zu zeigen,
verwenden wir die Darstellung von Satz B.5. Es gilt

〈Axn, xn〉 =
∑
j∈N

sj(A)〈xn, ej〉 〈fj, xn〉

und damit ∑
n∈N

〈Axn, xn〉 =
∑
n∈N

∑
j∈N

sj(A)〈xn, ej〉 〈fj, xn〉. (2-2)

Wegen ∑
n∈N

∣∣〈Axn, xn〉∣∣ ≤∑
j∈N

∑
n∈N

∣∣sj(A)〈xn, ej〉 〈xn, fj〉
∣∣

≤
∑
j∈N

sj(A)
(∑
n∈N

|〈xn, ej〉|2
)1/2(∑

n∈N

|〈xn, fj〉|2
)1/2

=
∑
j∈N

sj(A)‖ej‖ ‖fj‖ = ‖A‖tr <∞
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konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (2-2) absolut, und wir können die
Summationsreihenfolge vertauschen und erhalten∑

n∈N

〈Axn, xn〉 =
∑
j∈N

sj(A)
∑
n∈N

〈xn, ej〉 〈fj, xn〉 =
∑
j∈N

sj(A)〈fj, ej〉.

Damit ist die linke Seite unabhängig von der Wahl von (xn)n. Wählt man speziell
xn = x̃n, erhält man trA.

B.9 Bemerkung. Sei A ∈ S1(H). Falls A = A∗ gilt, so existiert nach dem Spek-
tralsatz für kompakte Operatoren eine Orthonormalbasis (en)n∈N aus Eigenvekto-
ren von A. Damit gilt die Darstellung von Satz B.6 für diese Folge (en)n∈N (da en
auch Eigenvektor von A∗A = A2 ist). In diesem Fall gilt sn(A) = |λn(A)| und
trA =

∑
n∈N |λn(A)|. Gilt sogar 0 ≤ Q ∈ S1(H), so ist sn(A) = λn(A) und

‖A‖tr = trA =
∑

n∈N λn(A).

Falls 0 ≤ Q ∈ L(H), so ist Q genau dann Spuroperator, wenn für eine Orthonor-
malbasis (en)n∈N gilt:

∑
n∈N〈Aen, en〉 <∞.

B.10 Satz. Für einen kompakten linearen Operator A ∈ L(H,K) sind äquivalent:

(i) A ist ein Hilbert-Schmidt-Operator, d.h. A ∈ S2(H,K),

(ii) A∗A ∈ L(H) ist ein Spurklasse-Operator, d.h. A∗A ∈ S1(H),

(iii) es gilt
∑

n∈N ‖Aen‖2
K <∞ für eine (für jede) Orthonormalbasis von H.

In diesem Fall gilt ‖A‖2
HS =

∑
n∈N ‖Aen‖2

K = ‖A∗A‖tr sowie A∗ ∈ S2(K,H) mit
‖A∗‖HS = ‖A‖HS.

Beweis. Seien (λn(A∗A))n∈N die Eigenwerte von A∗A. Für jede Orthonormalbasis
(en)n∈N von H und jede Orthonormalbasis (fm)m∈N von K gilt nach der Parevalschen
Gleichung ∑

n∈N

‖Aen‖2
K =

∑
n∈N

∑
m∈N

|〈Aen, fm〉|2 =
∑
m∈N

‖A∗fm‖2
H .

Insbesondere ist die Summe unabhängig von der Wahl der Orthonormalbasis. Ver-
wendet man speziell eine Orthnormalbasis aus Eigenvektoren von A∗A (Spektral-
satz), so erhält man∑

n∈N

λn(A∗A) =
∑
n∈N

〈A∗Aen, en〉H =
∑
n∈N

‖Aen‖2
K .

Beachtet man noch, dass λn(A∗A) = sn(A)2, so erhält man daraus die behaupteten
Äquivalenzen sowie die Gleichheit der Normen.
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B.11 Satz. Der Raum S2(H,K), versehen mit dem Skalarprodukt

〈T, S〉S2(H,K) :=
∑
n∈N

〈Sen, T en〉

(wobei (en)n∈N eine Orthonormalbasis von H ist), ist ein separabler Hilbertraum.
Falls (fn)n∈N eine Orthonormalbasis von K ist, so ist {fm ⊗ en : m,n ∈ N} eine
Orthonormalbasis von S2(H,K). Hier ist fm ⊗ en := 〈en, ·〉fm.

Beweis. Die Eigenschaften eines Skalarprodukts sind offensichtlich. Sei (Tn)n∈N ⊂
S2(H,K) eine Cauchyfolge. Dann ist (Tn)n∈N auch eine Cauchyfolge in L(H,K),
und T := limn→∞ Tn ∈ L(H,K) existiert. Es gilt mit dem Lemma von Fatou

‖T − Tn‖2
S2(H,K) =

∑
k∈N

‖(T − Tn)ek‖2
K =

∑
k∈N

lim
m→∞

‖(Tn − Tm)ek‖2
K

≤ lim inf
m→∞

∑
k∈N

‖(Tn − Tm)ek‖2
K = lim inf

m→∞
‖Tn − Tm‖2

S2(H,K) → 0 (n→∞).

Also ist T ∈ S2(H,K), und S2(H,K) ist vollständig.

Es gilt fm ⊗ en ∈ S2(H,K) sowie für T ∈ S2(H,K)

〈fm ⊗ en, T 〉S2(H,K) =
∑
`∈N

〈en, e`〉H〈fm, T e`〉K = 〈fm, T en〉K .

Somit ist {fm ⊗ en : m,n ∈ N} ⊂ S2(H,K) ein Orthonormalsystem. Falls 〈fm ⊗
en, T 〉S2(H,K) für alle n,m ∈ N gilt, folgt 〈fm, T en〉K = 0 (n,m ∈ N) und damit
T = 0. Also ist {fm ⊗ en : m,n ∈ N} eine Orthonormalbasis. Insbesondere ist
S2(H,K) separabel.
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C. Funktionalanalytische Hilfsmittel

C.1 Worum geht’s? Hier werden einige, vor allem kleinere, Aussagen aus der
Funktionalanalysis erwähnt, welche vielleicht nicht jedem geläufig sind. Standard-
begriffe, -sätze und -methoden aus der Funktionalanalysis werden ansonsten voraus-
gesetzt.

C.2 Lemma. Sei E separabler Banachraum. Dann existiert eine Folge (ϕn)n∈N ⊂
E ′ mit

‖x‖E = sup
n∈N
|ϕn(x)| (x ∈ E).

Falls E reeller separabler Banachraum ist, existiert eine Folge (ϕn)n mit

‖x‖E = sup
n∈N

ϕn(x) (x ∈ E).

Beweis. Man wählt eine abzählbare dichte Teilmenge (xn)n∈N von {x ∈ E : ‖x‖ = 1}
und dazu (ϕn)n∈N ⊂ E ′ mit ‖ϕn‖E′ = 1 und ϕn(xn) = ‖xn‖ = 1 (Existenz nach dem
Satz von Hahn-Banach). Für x ∈ E mit ‖x‖ = 1 gilt dann ‖ϕn(x)‖ ≤ ‖ϕn‖E′‖x‖ =
1. Angenommen, es gilt |ϕn(x)| ≤ 1 − ε (n ∈ N) für ein ε > 0. Für n0 ∈ N mit
‖x − xn0‖ < ε

2
folgt dann |ϕn0(xn0)| ≤ |ϕn0(x)| + |ϕn0(x) − ϕn0(xn0)| ≤ 1 − ε

2
,

Widerspruch. Somit gilt ‖x‖ = supn∈N |ϕn(x)| für alle x ∈ E mit ‖x‖ = 1 und durch
Skalierung für alle x ∈ E. Falls E reell ist, ersetzt man |ϕn| durch ±ϕn.

Im Folgenden seien H,H1 reelle separable Hilberträume.

C.3 Definition. Sei T ∈ L(H,H1). Dann heißt

T−1 :=
(
T |(kerT )⊥

)−1
: R(T )→ (kerT )⊥

die Pseudo-Inverse von T .

C.4 Bemerkung. Seien T ∈ L(H,H1) und T−1 : R(T ) → (kerT )⊥ die Pseudo-
Inverse von T . Man definiert auf dem Raum H0 := R(T ) ⊂ H1 das Skalarprodukt

〈x, y〉R(T ) := 〈T−1x, T−1y〉H (x, y ∈ R(T )).

Dann ist H0 ein Hilbertraum. Falls (en)n∈N eine Orthonormalbasis von (kerT )⊥ ist,
so ist (Ten)n∈N ⊂ H0 eine Orthonormalbasis von H0.

Denn T : (kerT )⊥ → R(T ) ist eine Bijektion und sogar eine Isometrie, wenn R(T )
mit der Norm ‖ · ‖R(T ) versehen wird.
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C.5 Lemma. Seien T ∈ L(H,H1) und Q := TT ∗ ∈ L(H1). Dann gilt

R(Q1/2) = R(T ) und ‖Q−1/2x‖H1 = ‖T−1x‖H (x ∈ R(T )),

wobei Q−1/2 die Pseudo-Inverse von Q1/2 und T−1 die Pseudo-Inverse von T ist.
Insbesondere ist T :

(
(kerT )⊥, ‖ · ‖H

)
→
(
R(Q1/2), ‖ · ‖R(Q1/2)

)
ein isometrischer

Isomorphismus.

Beweis. Man kann zeigen, dass für zwei Operatoren T1 ∈ L(H,H1) und T2 ∈ L(H1)
mit ‖T ∗1 x‖H = ‖T ∗2 x‖H1 (x ∈ H1) bereits R(T1) = R(T2) sowie ‖T−1

1 x‖H =
‖T−1

2 x‖H1 (x ∈ R(T1)) gilt (Proposition B.1 in [DPZ92]). Da Q selbstadjungiert
ist, gilt

‖(Q1/2)∗x‖2
H1

= ‖Q1/2x‖2
H1

= 〈Qx, x〉H1 = 〈TT ∗x, x〉H1 = ‖T ∗x‖2
H ,

und die Anwendung der obigen Aussage liefert die Behauptung.

Im Folgenden verwenden wir einige Aussagen aus der Halbgruppentheorie, die wir
hier nicht beweisen.

C.6 Lemma. Sei E ein reflexiver Banachraum, A : E ⊃ D(A) → E der Erzeuger
einer C0-Halbgruppe (T (t))t≥0. Dann ist der adjungierte Operator A′ : E ′ ⊃ D(A′)→
E ′ der Erzeuger der adjungierten Halbgruppe (T (t)′)t≥0.

C.7 Lemma. Sei A der Generator einer C0-Halbgruppe (T (t))t≥0 im Banachraum
E. Dann gilt für alle x ∈ D(A) die Gleichheit

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax (t ≥ 0)

und damit für 0 ≤ r ≤ t ∫ t

r

S(s)Axds = S(t)x− S(r)x,∫ t

r

S(s− r)Axds = S(t− r)x− x.

Wir betrachten im Folgenden nichtganzzahlige Potenzen von Operatoren. Dazu dient
folgende Definition, wobei E ein komplexer Banachraum sei.

C.8 Definition. Ein linearer Operator A : E ⊃ D(A) → E erfüllt Bedingung (P),
falls [0,∞) ⊂ ρ(A) gilt und es ein M > 0 gibt mit

‖(A− λ)−1‖L(X) ≤
M

1 + λ
(λ ≥ 0). (3-1)
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C.9 Bemerkung. a) Unter Verwendung der Potenzreihe für die Resolvente sieht
man sofort, dass aus Bedingung (P) sogar folgt: Es existieren ein θ0 > 0 und ein
r0 > 0 so, dass

{λ ∈ C : |λ| ≤ r0} ∪ {λ ∈ C : | arg z| ≤ θ0} ⊂ ρ(A),

und für alle λ in dieser Menge gilt immer noch die Abschätzung (3-1) (mit evtl.
geändertem M).

b) Falls A eine beschränkte holomorphe Halbgruppe (T (t))t≥0 erzeugt mit negativer
Spektralschranke (d.h. es gilt ‖T (t)‖L(E) ≤ Meωt mit ω < 0), so erfüllt A die
Bedingung P .

Im Folgenden sei A ein Operator, der Bedingung (P) erfüllt.

C.10 Definition. Sei γr,θ der Schlüssellochweg mit Radius r < r0 und Winkel
θ ∈ (0, θ0) (mit r0 und θ0 wie in Bemerkung C.9 a)). Dann definiert man für α ∈ C
mit Reα < 0

(−A)α :=
1

2πi

∫
γr,θ

λα(λ− A)−1dλ.

C.11 Bemerkung. a) Für Reα ∈ (−1, 0) gilt

(−A)αx =
sin πα

π

∫ ∞
0

tα(A− t)−1dt.

b) Es gilt (−A)−n = ((−A)−1)n für alle n ∈ N. Für Reα < −n gilt R((−A)α) ⊂
D((−A)n) und (−A)n(−A)α = (−A)n+α. Für Re z1,Re z2 < 0 gilt (−A)z1(−A)z2 =
(−A)z1+z2 .

C.12 Definition. Sei Reα ∈ [0, n) mit n ∈ N. Dann definiert man

D((−A)α) := {x ∈ X : (−A)α−nx ∈ D((−A)n)}, (−A)αx := (−A)n(−A)α−nx.

C.13 Bemerkung. a) Für Reα > 0 gilt D((−A)α) = R((−A)−α) und (−A)α =
((−A)−α)−1. Mit der Norm x 7→ ‖(−A)αx‖E wird D((−A)α) ein Banachraum.

b) Es gilt (−A)it = ((−A)−it)−1 für alle t ∈ R, aber der Operator (−A)it ist im Allge-
meinen nicht beschränkt. Man sagt, ein Operator gehört zur Klasse BIP (

”
bounded

imaginary powers“), falls (−A)it ∈ L(E) für alle t ∈ R und es eine Konstante C > 0
gibt mit ‖(−A)it‖L(E) ≤ C (|t| ≤ 1).

Ausgehend von Teil a) der obigen Bemerkung, definiert man eine Skala von Inter-
polationsräumen, welche dem Operator A zugeordnet ist:
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C.14 Definition. Für α > 0 definiert man den Banachraum Eα als D((−A)α), ver-
sehen mit der Norm ‖(−A)α · ‖E. Für α < 0 definiert man Eα als Vervollständigung
von E bzgl. der Norm ‖(−A)α · ‖E. Man setzt noch E0 := E.

C.15 Satz. Sei A der Generator einer beschränkten holomorphen Halbgruppe (T (t))t≥0

mit negativer Spektralschranke.

a) Für alle α ∈ (0, 1) gilt

‖T (t)x− x‖E ≤ Cαt
α‖x‖Eα (x ∈ Eα, t ∈ (0, 1]).

b) Für alle α, β ∈ R mit α < β gilt

‖T (t)x‖Eβ ≤ Cα,βt
α−β‖x‖Eα (x ∈ Eβ, t ∈ (0, 1]).
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