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1. Einfiihrung

1.1 Worum geht’s? In diesem kurzen Abschnitt werden einige Beispiele genannt,
welche zu stochastischen partiellen Differentialgleichung (=SPDEs) fiihren. Die tibli-
chen Schreibweise wird motiviert.

1.2 Bemerkung. Eine lineare partielle (parabolische) Differentialgleichung wird
haufig als abstraktes Cauchyproblem geschrieben, d.h. in der Form
Ou—Au=f (t>0),
u|t:0 = Ug-
Hier ist A ein unbeschrankter Operator in einem Banachraum X. In vielen Anwen-
dungen ist jedoch noch ein zufilliger Einfluss wesentlich (,Rauschen), z.B. kann

eine Brownsche Molekularbewegung Zittern von Pollen in einem Wassertropfen ver-
ursachen. Dies fiihrt zu SPDESs, welche man gerne in der Form

at'LL = Au + batW

mit einer zufilligen GroBe W = W(t) schreiben wiirde. Es stellt sich aber her-
aus, dass typische stochastische Prozesse (W (t));>o nicht differenzierbar sind, d.h.
0,W (t) ist nicht klassisch definierbar. Statt alles distributionell zu lesen, geht man
traditionellerweise auf eine andere Schreibweise iiber und betrachtet

d'LLt = Autdt + det (1—1)

Hier wird u; := wu(t) gesetzt. Achtung: Dies ist nicht die zeitliche Ableitung von
u! Analog schreibt man W, := W (t). Die Gleichung (1-1) ist als Integralgleichung
zu verstehen, in der Sprache der PDEs wiirde man also von einer milden Losung
sprechen.

1.3 Beispiel. Eine der beriihmtesten SPDEs ist die stochastische Navier-Stokes-
Gleichung
dut = (MAU,t — (Ut . V)ut — th)dt ‘I— f(ut, Vut)th7
divu = 0,
U|t:0 = Ug.

Hier ist p die Viskositat der Fliissigkeit, u die Geschwindigkeit, p der Druck, und b
beschreibt den stochastischen Einfluss.

1.4 Bemerkung. Grundsétzlich lasst sich jede deterministische Gleichung der Form
Oyu = Au+ F(u) 4+ f durch Addition eines stochastischen Terms in eine SPDE um-
formulieren. Man erhélt

dut = (Aut + F(Ut) + ft)dt + b(ut)th
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2 1. Einfiihrung

Sinnvoll ist dies aber nur, wenn die Modellierung entsprechende Annahmen iiber
Form und Grofle der stochastischen Storung liefert.

1.5 Bemerkung. Die obigen Formulierungen zeigen, dass zur Analyse von SPDEs
zundchst die Terme W, und fg b(s)dW; verstanden werden miissen. Man beachte,
dass Wy € X gilt, d.h. es handelt sich hier um einen Banachraum-wertigen stocha-
stischen Prozess. In dieser Vorlesung werden daher zunédchst Banachraum-wertige
Brownsche Bewegungen und das stochastische Integral diskutiert, was einige Zeit in
Anspruch nimmt. Ziel dieser Vorlesung ist es, einen ersten Eindruck in die Methoden
der SPDEs zu vermitteln; fiir eine komplette Darstellung der Theorie wird die Zeit
nicht reichen.

Teilweise wird auf einige Begriffe und Resultate der Stochastik zuriickgegriffen. Ne-
ben elementaren Begriffen, die als bekannt vorausgesetzt werden, werden einige Kon-
zepte in Form von Anhéngen skizziert. Dies gilt auch fiir die Theorie von Spurope-
ratoren und Hilbert-Schmidt-Operatoren.
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.1 Worum geht’s? Wie oben erwéhnt, treten bei SPDEs stochastische Terme
der Form b,dW, auf. Hier soll der Term W, néher prézisiert werden. Es handelt
sich dabei um einen Banachraum-wertigen Wiener Prozess (Brownsche Bewegung).
Zunéchst werden einige elementare Eigenschaften Banachraum-wertiger Zufallsva-
riablen benotigt. Ein wichtiges Hilfsmittel ist die charakteristische Funktion einer
Zufallsvariablen.

a) Gauf3-Mafle in Banachriumen

Im Folgenden seien E ein separabler Banachraum mit Norm ||-|| und H ein separabler
reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-, -), jeweils versehen mit der Borel-o-
Algebra. Der topologische Dualraum von E wird mit £’ bezeichnet.

2.2 Lemma. Die Borel-o-Algebra B(F) ist die von
Fo={{reE:p(x)<a},pcE, acR}

erzeugte o-Algebra.

Beweis. Da E separabel ist, existiert nach Lemma C.2 eine Folge (¢, )nen € £ mit
|z]| = sup,en l@n(x)] (x € E). Fir die Kugel B(a,r) := {z € E : ||z —a| < r}
erhélt man damit

B(a,r) = | Bla,r(1- 1))

meN

= N{zeE oz —a)l <r(l—2)}

meNneN
& U(go)

und damit B(E) C o(%). Die andere Inklusion ist klar, da alle p € E', p: E — R,
stetig und damit borel-messbar sind. O

2.3 Lemma. Das System aller Zylindermengen auf E sei definiert als
Z ={{ze€E:(oi(x),....0n(x) €A} 1 01,...,0n € E', A€ B(R"),n € N}.

Falls py, uo W-Mafle auf (E, B(E)) mit 1y = pe auf Z sind, so gilt 3 = ps auf
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4 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist 2 ein Erzeugendensystem von Z(FE). Da 2 durch-
schnittstabil ist, folgt die Aussage sofort aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle. [

2.4 Definition. Sei p ein W-Mafl auf (H, #(H)). Dann heiit 4: H — R,

) = /H exp(i{z, h))du(z),

die charakteristische Funktion von pu.

2.5 Satz. a) Seip ein W-Maf$ auf (H, Z(H)). Fiir ¢ := (p1,...,0,) € H" definiere
das Maf p,: B(R™) — [0,1] durch

pe(A) = p({z € H: ((z,¢1), ... (x,0n) € A}) (A€ BR")).

Dann gilt 15(§) = i 5= &565) (€ € RY).
b) Seien pu, po Mafe auf (H, B(H)), und es gelte i1 , = fio., auf R™ fir alle p € H",
n € N. Dann gilt bereits py = ps auf B(H).

Beweis. a) Sei ¢ € H". Definiere ®: H — R", x — ((z,¢1), ..., (z,¢,)). Dann gilt

i) = [ e,

e td(po @) (y)

J.
[ st
J

exp ( ny%»du
ﬂ(im)'

b) Nach dem Satz von Riesz ist
{{a:e H:((x,01),...,(x,0n)) €A} : Ac BR"), p€ H", nEN}

bereits das System 2 der Zylindermengen auf H. Nach Lemma A.7 ¢) gilt p;,, =
o, fiir alle ¢ € H", n € N und damit p; = po auf 2. Nach Lemma 2.3 folgt
w1 = po auf B(H). O
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 5

2.6 Definition. Ein W-Mafl p auf (E, #(E)) heifit ein GauB-MaB, falls fiir alle
o € E' das MaB j10 o~ ein reelles GauB-Ma$ ist.

2.7 Bemerkung. Ein W-Ma8 p auf (H, Z(H)) ist genau dann ein Gauf-Maf, falls
gilt: Fiir alle ¢ € H existieren o, € R und o, > 0 mit

f1p(€) = exp(iayg — 505¢%) (€ €R).

Denn dies ist nach Lemma A.6 die charakteristische Funktion der Normalverteilung,
und die charakteristische Funktion legt das Maf3 bereits fest.

2.8 Lemma. Sei pu ein W-Maf$ auf (H, A(H)). Sei k € N mit

/ (h,2)[Fdp(z) < 0o (B € H).
H
Dann ezistiert ein C > 0 mit

J e ) dute) < il Weall (s € H)

Beweis. Sei H, = {h € H : [, |(h,z)[*dpu(x) < n}. Dann ist H = J, o H,, und
nach dem Satz von Baire existieren ng € N, hy € H und o > 0 mit B(hg, 2r9) C Hy,-
Somit gilt fir alle h € B(0,1)

/H |(h, )| du(z) = ry* /H |(roh, )| *dp()

< 2k lpk [/H ‘(ho,xﬂkdu(ﬂv) + /H |(ho + Toh, x)}kdu(z)]

< 2%rikny = C

Fiir hy, ..., h; € B(0,1) folgt mit der Holderschen Ungleichung

/H ‘<h1,33> co <hk,x>’d,u(ac) < ﬁ (/H ’(hj7$>‘kd,u(x))l/k <c

2.9 Satz. Sei p ein W-Maf auf (H,#(H)). Dann sind dquivalent:
(i) w ist ein GaufS-Map.

© Robert Denk 01. 09. 2014



6 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

(ii) Es ezistiert ein Spurklasse-Operator Q € 1 (H) mit Q = Q*, Q@ >0, und ein
m e H mit

fulh) = exp(—i(m. h) — 1(Qh.h)) (b€ H).

In diesem Fall sind Q) und m durch p eindeutig bestimmt; ebenso ist u durch Q) und
m eindeutig bestimmd.

Beweis. (ii)=>(i). Fiir ¢ € H gilt nach Satz 2.5 und Bemerkung 2.7

f1p(€) = &) = exp(—i(m, p)§ — 5(Qp, 9)€") (€ ER).

Damit gilt 1, = N({(m, @), (Qp, ¢)), d.h. u, ist ein reelles GauBl-Mafl. Nach Satz 2.5
b) ist p durch alle fi,, ¢ € H", und damit durch ¢ und m eindeutig bestimmt.

(i)=>(ii). Der Beweis folgt in mehreren Schritten.

(1) Fiir alle h € H gilt nach Voraussetzung j;, = N(ayp,0?) mit

on = [ vdn(s) = [ (ha)inta),
/R (y — o) dpn(y) = /R yPdpn(y) — o,
| thafauta) o,

%

Die Abbildung
H%Rh%/%@@@
H

ist damit wohldefiniert, linear und nach Lemma 2.8 stetig. Nach dem Satz von Riesz
existiert genau ein m € H mit

[ hydnta) = (mhy (b e 1)
H
Analog ist die Abbildung
Bi Hx H > R, (hnha) = [ (o) o haddle) = (m ) )
H

wohldefiniert, und eine stetige symmetrische Bilinearform. Daher existiert genau ein
Q € L(H) mit Q@ = Q* und

B(hl,hg) — <Qh1,h2> (hl,hg € H)

Fiir h € H gilt (Qh,h) = B(h,h) = 02 > 0, d.h. es gilt Q > 0.

© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 7

(2) Zu zeigen ist noch @ € 1 (H). O.E. sei dabei m = 0, da die Varianz einer
reellen Zufallsvariablen bei Verschiebung unverdndert bleibt. Fiir h € H folgt dann

exp(—3(Qh, h)) = 3 exp(—5(Qh, h)) + 3 exp(—5(Q(=h), —h))
/ (ei(x,h>+efi<x,h>)dlu(x)

cos((x, h))dp(x)

D= N

=

und damit fiir alle ¢ € (0, 00)

1= exp(~3(Qh. 1) = [ (1= cos((a, 1)) dufa)

H

<t _lemfae sonle B =), @)

wobei 1 — cost < % verwendet wurde.
Wir definieren zu ¢ € (0,00) den Operator Q). durch die stetige Bilinearform

(Qchy, ha) ::/ (x, h1)(z, ha)dp(x) (hy,hy € H).

|z|<c

Dann ist Q. = QF, Q. > 0, und fiir eine Orthonormalbasis (e, )nen von H folgt
Z<Qc€n7€n> = / Z
neN lzll<e pen
Also ist Q. € A (H).

(3) Wir zeigen, dass ein ¢ > 0 und ein M > 0 existieren mit Q < MQ,,. Daraus
folgt dann

(. ea)2dpu() < / |2 du(z) < & < oo.

llzll<e

Z(Qen,en> < MZ(chn,en> < 00,

neN neN

d.h. Q € A(H).

Sei dazu ¢y > 0 mit p({z € H : ||z]| > co}) < 3. Fiir h € H mit (Qc,h, h) <1 folgt
aus (2-1)

d.h. exp(—1(Qh, h)) > 1 und damit (Qh,h) < M :=2In4.

Sei nun h € H mit (Q.h,h) # 0. Wir setzen a := /(Q.h,h), hy := a~'h und
erhalten
(Qh,h) = a2<Qh0, ho) < Mao? = M{(Qh, h).

Also gilt Q < MQ,, und damit Q € ¥ (H). O

© Robert Denk 01. 09. 2014



8 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.10 Definition. a) Sei p ein GauBi-Mafl auf (H, Z(H)), und seien m € H und
Q € Y (H) wie in Satz 2.9. Dann schreibt man p = N(m, Q) (Normalverteilung
mit Erwartungswert m € H und Kovarianzoperator Q).

b) Eine Zufallsvariable X : Q — H heifit GauBlsche Zufallsvariable oder normalver-
teilt, falls P o X! ein GauB-MaB auf (H, Z(H)) ist.

2.11 Bemerkung. Sei X: Q — H eine Zufallsvariable mit P o X' = N(m, Q).
Seien ¢, p1, p2 € H. Dann ist die Abbildung Q@ — R, w — (X (w), ¢) normalverteilt
mit Verteilung N ((m, ¢), (Qy, ¥)), und es gilt

E(<X —m, 1) (X —m, 902>) = (Qe1,¥2)

sowie E (|[X — m]|?) = tr Q. Insbesondere ist X € L*(; H).

2.12 Definition. Seien X,Y € L*(Q; H) Zufallsvariablen. Dann werden der Ko-
varianzoperator cov X € L(H) sowie der Korrelationsoperator cor(X,Y) € L(H)
definiert durch

covX =E((X —EX)® (X — EX)),
cor(X,Y) = E((X —EX) ® (Y — EY)).

Hierbei ist fiir zwei Vektoren a,b € H der Operator hy ® hy € L(H) definiert durch

(a®0b)(h) :==alb,h) (heH).

2.13 Bemerkung. In der Situation von Definition 2.12 gilt
E(((X = EX),h) (X = EX), hg)) = {(cov X)hy, ho).
Es gilt cov X = (cov X)* > 0 sowie cov X € .7(H) mit
tr(cov X) =E (| X —EX|?).
Denn fiir eine Orthonormalbasis (e, )nen von H gilt

tr(cov X) = Z(conen,en> = ZEKX - EX, 3n>‘2

neN neN

— E(Z (X, en>|2) —E(|X - EX|]?) < oc.

neN

2.14 Satz (Darstellung GaufBischer Zufallsvariablen). Seien m € H, 0 < €
A1(H), (en)nen eine Orthonormalbasis von H mit Qe, = Apen, Ay > Ag > -+ > 0.

© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 9

Sei X : Q) — H eine Zufallsvariable. Dann ist X genau dann eine Gaufische Zufalls-
variable mit P o X~' = N(m, Q) genau dann, wenn

X ="V NuBuen+m in L H) (2-2)
neN

gilt, wobei {B, : n € N} unabhdngige, identisch verteilte (=i.i.d.) Zufallsvariablen
sind, Bn: Q= R, mit PoB,;' = N(0,1) falls \, > 0. Die Reihe in (2-2) konvergiert
in L2(Q; H).

Beweis. (1) Sei Po X! = N(m, Q). Dann gilt fiir w € Q
X(w) = Z(X(w),en>en in H,
neN
und (X, e,) ist nach Bemerkung 2.11 N((m,e,), \,,) normalverteilt. Wir definieren
=
An

falls A\, > 0, und 3, := 0, falls \,, = 0. Dann ist P o 8,1 = N(0,1) fiir alle n mit
A > 0und X(w) =37,y VASBn(w)e, +m in H fiir alle w € 2.

Fir N e Nund ay,...,ay € R gilt

B = <X7 €n> - <m7 6n>>,

N
Zanﬂn Z X en) — (m, en>)
n=1 )\n7£0
Nooa Nooa
= <X, ; \/)\_nen> — ; \/)\_n(m, €n)
An#£0 An7£0

Da X eine Gaufische Zufallsvariable ist, ist also 22721 a, B, normalverteilt, d.h.
{B1,..., BN} ist eine GauBsche Zufallsvariable. Es gilt fiir alle 4, j mit A;, A; > 0

1
E(8:8;) = )\')\'E(<X —m,e)(X —m, €j>)
(28]}
1 Ai
= )\ZA] <Q6i,€j> T}\j(ei7€j> = 07

falls 7 # j. Somit sind f;, §; unkorreliert, und {3, : n € N} ist damit unabhéngig.

Insbesondere folgt daraus

HZW@W

<H Z VA Buen

)

L2(QuH)

© Robert Denk 01. 09. 2014



10 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

N N N
2
= 2_ ElVABenl|" = 2 ME(B") = 3 A
n=M n=M n=M
Wegen tr @ = 3, A, < 00 konvergiert daher die Reihe (2-2) in L*(€; H), und die
Gleichheit in (2-2) gilt in L*(Q; H).

(2) Sei X = >,y VAnbBren + m wie angegeben. Dann konvergiert die Reihe in
L*(Q; H), wie im Teil (1) des Beweises gezeigt wurde. Die Partialsummen Xy :=

Zi\f:l VAnBnen, +m sind wegen

<Z\//\_”/B”€”+m’h>:Z\//\_nﬁn<enah>+<m,h> (hGH)

Gauflsche Zufallsvariable. Daher ist auch X eine Gaufische Zufallsvariable, und es
gilt
E(X,h)) = lim E(Xy,h)) = (m,h)

und
E (X ) = {m. ) (X o) = {m, o))

= lim E <<XN —m, b {( Xy —m, h2>>
= g B[ (0 VAo ) (32 VAl )
= ZAn<en,zl><em ha) -
S Qe e o)
- :§§<en,@m><en,h2> = (Qhn, o).

Somit gilt Po X! = N(m, Q). O

2.15 Korollar. Seien Q € S (H), Q > 0, und m € H. Dann ezistiert das Gauf-
maf 1 = N(m, Q) auf (H, Z(H)).

Beweis. Wir wihlen X = 3" vV ApfBne, +m mit {3, : n € N} wie in Satz 2.14.
Dann gilt u:= Po X! = N(m, Q). O

© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 11

b) Stochastische Prozesse

Wir beginnen mit dem zentralen Begriff des stochastischen Prozesses. Im Folgenden
seien (9, .#, P) ein W-Raum, (5,.7) ein Messraum und J # () eine Menge.

2.16 Definition. Ein stochastischer Prozess mit Parameterbereich J, Zustands-
raum (5,.%) auf (Q2,.%, P) ist eine Familie X = (X;)ic; von S-wertigen Zufallsva-
riablen X;: (Q,. %) — (5,.%). Man schreibt auch X (¢) := X,.

Fiir w € Q heifit t — X;(w) ein Pfad des Prozesses. Die Abbildung X,: Q — S/, w —

X.(w), heiBt die Pfadabbildung von X. Hier ist S” die Menge aller Abbildungen von
J nach S.

Fiir Jo C J definiert man die Projektion pr; : S7 — S7 durch prj (f) := f|s. Im
Falle Jy = {t} schreibt man auch pr,. Man definiert X, := pr; oX,.

2.17 Bemerkung. Sei .7 := ), ;. die Produkt-o-Algebra, d.h. die von {pr, :
t € J} erzeugte o-Algebra. Falls X ein stochastischer Prozess ist, so ist die Pfadab-
bildung X,: (2, #,P) — (S7,.%7) eine Zufallsvariable, und es gilt X; = pr, oX,.

2.18 Definition. a) Zwei stochastische Prozesse X,Y auf (€, .%#, P) heiflen unun-
terscheidbar, falls

P({w € Q: Xi(w) =Y (w) fiir alle t € J}) =1
Y heifit eine Modifikation von X, falls

PlweQ: X,(w) =Yi(w)}) =1 (teJ).

b) Seien X ein stochastischer Prozess auf (€2,.%, P) und Y ein stochastischer Prozess
auf einem W-Raum (€', .%#’', P') mit demselben Zustandsraum. Dann heiflen X und
Y dquivalent, falls sie dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen, d.h.
falls

PoX;'=PoY, ' (JyCJ, Joendlich).

¢) Seien J C [0,00) und S ein topologischer Raum. Dann heifit ein stochastischer
Prozess X stetig, falls jeder Pfad von X stetig ist. Analog fiir linksseitig / rechtsseitig
stetig.

Wir betrachten nun speziell stochastische Prozesse mit Werten in Hilbertraumen.
Dazu sei Q € . (H), Q@ > 0, und J = [0,7] mit T > 0 oder J = [0,00), sowie H
ein reeller separabler Hilbertraum und £ ein separabler reeller Banachraum.

© Robert Denk 01. 09. 2014



12 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.19 Definition. Ein H-wertiger stochastischer Prozess (W, );c; mit W;: (Q, #, P) —
(H,%(H)) heiit (Standard-) @-Wiener Prozess oder Q-Brownsche Bewegung, falls
gilt:
(i) Wy = 0 P-fast sicher.
(ii) W hat P-fast sicher stetige Pfade, d.h. es gilt
P({w € Q:t— Wy(w) ist stetig}) = 1.

(iii) Furalle 0 <ty <ty <---<t, <T,n €N, sind die Zufallsvariablen
{tha M/tz - M/tlﬂ s 7th - thfl}
unabhéngig (man sagt, W; besitzt unabhéngige Zuwéchse).

(iv) Es gilt
Po(W,—W,) '=N(0,(t-s)Q) (0<s<t<T).

Im Falle H = R und @ = 1 spricht man von einer reellwertigen Brownschen Bewe-
gung oder einem reellwertigen Gauflprozess.

Man beachte bei (ii), dass (2, .#, P) als vollstandig vorausgesetzt wurde.

2.20 Satz (Darstellung von Q-Wiener Prozessen). Ein H-wertiger stochastischer
Prozess (Wi)icpm ist genau dann ein Q-Wiener Prozess, falls

Wi=> VABalt)en (t€[0,T]) (2-3)

(Gleichheit und Konvergenz der Reihe in L*(Q; C([0,T], H))), wobei {3, : n € {k €
N : Ay > 0}} unabhdngige reellwertige Brownsche Bewegungen sind. Fir jedes @ €
A(H), Q >0, existiert ein Q- Wiener Prozess.

Beweis. (1) Sei (W;)icpor) ein Q-Wiener Prozess. Dann gilt P o W, ' = N(0,tQ),
und nach dem Beweis von Satz 2.14 ist

Wy = Z \/)\—nﬁn@)en (t S [OaT])

neN
mit S, () = % falls A, > 0, und 8,(¢) := 0, falls A, = 0. Es gilt P o 3,(t)* =

N(0,t), n € N, und fiir alle festen ¢ € [0, 7] ist {£,(t) : n € N} unabhéngig.

Sein € N fest. Wir zeigen, dass (3,(t)):cp,r] eine Brownsche Bewegung ist. Sei dazu
keN 0=ty <ty <--- <t <T. Dann gilt

L<I/V(tj) - W(tjfl)a en)? Ap > 07

Bn(tj) - 5n(tjfl) = {(\)/E A =0

© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 13

und nach Voraussetzung ist {W(t;) — W (t;_1) : j = 1,...,k} und damit {8,(¢;) —

Bn(tj—1) : 7 =1,...,k} unabhéngig. Aus derselben Darstellung erhélt man
Po(Bu(t) = Bu(s)) ' =N(0,t—s5) (0<s<t<T)

sowie die P-fast sichere Stetigkeit von ¢ — 3, (¢).

Seien nun N,k € N, nq,...,ny paarweise verschieden, 0 =tq < t; < --- <t, <T.
Wir zeigen durch Induktion {iber k, dass die o-Algebren

o (B (t1), - By (t)) s -+ s 0 By (1), -+, By (1))

unabhéngig sind. Dabei ist der Induktionsanfang k = 1 klar, da {3,(t) : n € N}
unabhéngig ist. Fiir den Induktionsschritt betrachte 0 =ty <t; <--- <t < T.
Es gilt firi=1,... N

O-(Bm (t1>7 s 7ﬁm<tk)> /Bni(tk+1)) = U(ﬁni(tl)v SR 7/8”4' (tk>> /an (tk+1> - Bm (tk)) (2'4>

Die Familie {3, (tx+1) — Bn,(tx) : i =1,..., N} von Zufallsvariablen ist unabhéngig,
da sie eine Gauflsche Familie bilden und unkorreliert sind. Beachte dazu die Dar-
stellung

Brs(th1) = Bni (b)) =

fir A,,, > 0 und Bemerkung 2.11.

Seien A;; € A(R) firi =1,...,N,j=1,....,k+1. Da o(W(s) : s < ;) und
o(W (tg41) — W (tr)) unabhéngig sind, folgt

)\n’ <W(tk+1) - W(tk)a em)

(3

N
P(({Buslt1) € Aut, s B (86) € Aims B (ticer) = B (t6) € Ains})
1=1

k

ﬁ{ﬁm
{

||
)=

[y
<.

€ Ay} N [{Butis) = Burlt) € Aipr})

N

(t)
Buults) € A} ) P( B (ths1) = Bu(0) € Aisen})
(t)

| |
/‘\ /‘\
-~

I =

N

-
17 (()80 1) € 43) TP () = B 10) € A}

J
k

k

(ﬂ{ﬂm € Aza} N {6711 (tk—i-l) ﬁm (tm) € Ai,k+1})a

H::z H::z

d.h. (2-4) ist unabhangig.

(2) Sei W, durch (2-3) definiert. Fiir jedes feste ¢ € [0,T] gilt W, € L*(Q; H), da
die Reihe in L*(Q); H) konvergiert. Offensichtlich gilt Wy = 0 P-fast sicher und

Po(W,—W,) '=N(0,(t—s)Q) (0<s<t<T)
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14 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

nach Satz 2.14. Die Unabhingigkeit der Zuwéchse fiir W, folgt ebenso aus der Un-
abhéngigkeit der Zuwéichse fiir 5,,(t). Zu zeigen ist noch die Konvergenz der Reihe
in L*(Q;C([0,T], H)). Sei dazu

Wi(t,w) =YV Aubalt,w)e, ((t,w) €[0,T] x 2, N €N).

Dann ist Wy (-, w) stetig fir P-fast alle w € Q, und fir M < N ist

Wy — WMH%Q(Q;C([O,T},H))
= E< sup |[|[Wi(t, ) — Wt )||2>

te[0,7
=E< sup i Anﬁi(t)>

te[0,7 n=M41

<y ME( sup 52(1))

n=M+1 t€[0,T]
N
<43 A sup B(0P)
n=M+1  t€l0T]

N
=4T > A =0 (N, M — o0).

n=M+1

Hier wurde die Doobsche Maximalungleichung, Satz A.10, verwendet. O

2.21 Definition. a) Eine Filtrierung (oder Filtration) von (2, .#, P) ist eine Familie
von o-Algebren (%) mit F, C F C Z (0 < s < t). Eine Filtrierung heifit
normal, falls {A € . : P(A) =0} C %, und

Fi = Fpy 1= mﬁs (te[0,7))
s>t
gilt.

b) Ein stochastischer Prozess (X;)cjo,r) heiBt adaptiert bzgl. des filtrierten Raums
(Q, F,(Ft)cpp, P), falls Xy Fi-messbar ist.

c) Ein @Q-Wiener Prozess W heifit Q-Wiener Prozess bzgl. der Filtrierung (% ):cjo,1),
falls (W4)iejo,r) adaptiert ist und W, — W, unabhéngig von .7, fiir alle 0 < s <t < T
ist.

2.22 Satz. Sei (Wy)icpo,r ein Q- Wiener Prozess. Definiere N == {A € % : P(A) =
0} sowie

FPi=0(W,:5<t),

© Robert Denk 01. 09. 2014



2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 15

<g:f(): ( OU‘/V)a
s>t

&9

Dann ist (F)iepo,r) eine normale Filtrierung, und (W)cp,r st ein Q- Wiener Pro-
zess bzgl. (F)eio.-

Beweis. Nach Definition von %, ist (W}).es adaptiert zu (F)ey. Sei 0 < s <t < T.
Da

U(th,...,WtN) :U(th,Wt2 _Wt17'-->WtN _WtN—l) (O <t1 < .- <tN ST)

gilt, ist W — W, unabhiingig von .#2 und damit auch von JSO :
Seien B € %, und A C H abgeschlossen. Dann gilt
P({W,— W, € A}NB) =E(xa0 (W, = W,)-xp)
— lim E ([max{o, 1 — ndist(W, — W,, A)}] - XB>

n—o0

= lim lim E([max{(), 1 — ndist(W, — Wega/m, A)] - XB>

n—00 M—r00

= lim lim E(maX{O, 1 —ndist(W; = Wit /m, A))E(XB)

n—00 M—r00

= P(W, — W, € A)P(B).

Hier wurde die P-fast sichere Stetigkeit von s — I, verwendet sowie die Un-

abhéngigkeit von Wy — W1/, von F? 1 2D F, fur alle m € N.

Damit stimmen fiir jedes B € %, die Maflie P({W; — W € A} N B) und P({W; —
W, € A})P(B) (jeweils definiert auf %(H)) iberein auf der Menge {A € H :
A abgeschlossen}. Da diese Menge ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von
PB(H) ist, stimmen die Mafle auf ganz A(H) iiberein, d.h. W, — W ist unabhéngig
zu . O

c) Banachraum-wertige Martingale

Im Folgenden seien wieder (£2,.%,P) ein W-Raum, E ein separabler reeller Ba-
nachraum, H ein separabler reeller Hilbertraum, (.%#;);>o eine Filtrierung von .7,
T € (0,00).

2.23 Definition und Satz (Satz vom bedingten Erwartungswert). Seien X €
LY(Q,.Z, P); E) und Fy C F eine Unter-o-Algebra. Dann existiert eine Zufallsva-
riable Xo € L'((Q, Zo, P); E) mit

A&W:A&M’Me%) (2:5)
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16 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Die Zufallsvariable Xy ist P-fast sicher eindeutig bestimmt (d.h. eindeutig bestimmt
als Element von L'(Q, P)) und heifit bedingter Erwartungswert von X unter der
Bedingung %, Schreibweise E(X|Fy) == Xo. Es gilt

|E(X|.Z0)|| <E(I|IX]||#0) P-fast sicher.

Beweis. (i) Existenz: Sei X = 1, axxa, mit 7, € F und A, € %. Dann ist
Xo = N 4k E(xa,|%0) Fo-messbar, wobei E(xa,|-%) der skalare bedingte Er-
wartungswert (Satz A.11) ist, und es gilt (2-5). Weiter erhalten wir

1ol < 3 lalIE Gl o) = E( Z loxllxa, | o) = E(IXII] o)

k=1

und damit
E([|Xoll) < E([|X]]). (2-6)

Sei nun X € LY(Q, %, P; E). Dann existiert eine Folge (X,,)nen von Stufenfunktio-
nen mit || X — X,[|1q,7,p.p — 0. Fir X, € L'(Q, %, P; E) wie oben gilt mit
(2-6)

| Xn0 — Ximollzr@,2,r.8) < [ X0 — Xnll2r(0,2.9,8)-

Also existiert X := lim,, o X, 0 € L' (R, %, P; E). Damit folgt

/XdP— lim X dP = lim XmodP:/XodP (A€ %).
Es gilt
[ECXIZ0)] = [Xoll = lim (X0l < lim B(| X | %)

in L'(Q, %, P; F) und damit P-fast sicher.

(ii) Eindeutigkeit: Seien (¢n)pen C E' mit [lzf| = sup,ey¢n(z) (z € X), siche
Lemma C.2. Seien weiter X, XO Fo-messbar mit fA XodP = fA XOdP (A € F).
Dann gilt

/ (pn(XO)dP = / @n()?[))dp (TL eN, Ae ﬁo)
A A

Fiir 4 := {w € Q: 0. (Xo(w)) > ©n(Xo(w))} folgt P(A) = 0, analog P(p,(Xo) <
¢n(Xo)) = 0. Also gilt ©n(Xo) = @n(Xo) P-fast sicher fiir alle n € N. Somit existiert
eine Menge N € .Z mit P(N) = 0 und ¢, (Xo(w)) = ¢n(Xo(w)) fiir alle w € Q\ N
und alle n € N. Fiir diese w folgt Xo(w) = Xo(w) nach Lemma C.2. Also gilt X, = X,
P-fast sicher. O
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 17

2.24 Bemerkung. Die Abbildung E,: L?(Q?,.%#,P; E) — L*(Q, %y, P;E), X —
E(X|.%) ist fir alle p € [1,00) wohldefiniert, linear, eine Projektion (d.h. es gilt
EIQJ = E,) und stetig mit Norm 1. Dabei folgt die Stetigkeit aus der Jensenschen
Ungleichung (Lemma A.4) und den Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes:

1B (X Z0) 5, 10 = B [IECXIZ0) 5] < B[ (B(1X]1217) )]
<E [E(IXI3#0)] = EUIXIZ) = 1XEsq, .00y

2.25 Lemma. Seien (F1, &), (B, &) Messrdume, 10: Ey X Ey — R messbar und
beschrankt. Sei X;: (Q,.F) — (E;, &;) Zufallsvariablen, i = 1,2, und Fy C F. Falls
X1 Fo-messbar ist und Xy unabhingig von Fy ist, so gilt

B((X:, Xl Fa)(w) = B (). X0)( = [ $(31(), Xa))dP())

fiir fast alle w € Q. Die analoge Aussage gilt auch fiir messbare nichtnegative Funk-
tionen 1.

Beweis. Siehe | ], Prop. 1.12. O

2.26 Definition. Sei (X;);>¢ ein E-wertiger stochastischer Prozess, (.%;):>¢ eine
Filtrierung von .#. Dann heiBt (X;)i>o ein Z#-Martingal, falls X; € L'(Q; E) fiir
alle t > 0 gilt, (X¢)i>0 (Ft)>0-adaptiert ist (d.h. X; ist .Z;-messbar fiir alle ¢t > 0)
sowie

E(X;|%s) = Xy P-fast sicher fiir alle 0 < s <t < 0.

Im Fall £ = R heifit (X¢)¢>0 ein .%;-Submartingal (bzw. Supermartingal), falls
E(X|.Z;) > Xy P-fast sicher

(bzw. ,<“) fir alle 0 < s <t < oo gilt.

2.27 Bemerkung. a) Sei %, C % eine Unter-o-Algebraund X : (Q,.%) — (F,B(E))
eine Zufallsvariable. Dann gilt

E(p(X)|70) = ¢(E(X|#)) (g€ E).
Denn fiir Z := ¢(E(X|.%)) und A € %, gilt

AZdP:/4¢(E(X!?o))dP:¢<A BE(X| %) dP /XdP / o(X)dP,

d.h. Z ist eine Version von E(p(X)].%).

b) Sei (Xi)i>0 E-wertig, adaptiert und integrierbar. Dann ist (X¢);>0 genau dann
ein Martingal, falls (p(X})):>o fiir alle ¢ € E’ ein reellwertiges Martingal ist.
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18 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

2.28 Lemma. Sei (X;)i>o ein E-wertiges F-Martingal, p € [1,00). Dann ist
(||Xt||p)t>0 ein reellwertiges Submartingal.

Beweis. Wir wéhlen nach Lemma C.2 eine Folge (@5, )neny C E' mit ||z|| = sup,,ey @n ().
Dann gilt

E(HXt” |<§S) > SUEE(SOn(Xt)Igs) = Sug Son<E<Xt|y0)) = Sug Son(XS) = HXSH
ne ne ne

fir s <t.

Damit ist (|| X¢||)e>0 ein Submartingal. Fir p > 1 gilt
P
B(IXIP|7) > [B(1XI12)] > 1x0P (<1

nach der Jensenschen Ungleichung, Lemma A .4. O]

2.29 Satz (Doobsche Maximalungleichung). Sei (Xi)icpo1) ein rechtsstetiges E-
wertiges F-Martingal, und sei p € (1,00) mit Xp € LP(Q; E). Dann gilt

1/p » 1/p 1/p

B sup X)) 7 < 55 sup E(Ix07) T = B (1))

-1 p—1
t€[0,T t€[0,T]

Beweis. Nach Lemma 2.28 ist (|| X¢||)icpo,r) ein reellwertiges rechststetiges Submar-
tingal. Daher folgt die Behauptung aus der reellwertigen Doobschen Maximalunglei-
chung, Satz A.10. O

2.30 Definition. Wir definieren M2(E) als die Menge aller E-wertigen stetigen
quadratintegrierbaren Martingale, d.h. es sei M2 (F) die Menge aller .Z;-Martingale
(Xt)te[O,T}a X:Q— E, mit

Xy € LH(Q,7, P E) (tel0,T]),
so dass fiir P-fast alle w € € die Abbildung
0,7] = E, t — Xi(w)

stetig ist.

2.31 Lemma. a) Auf dem Raum M3 sind die Normen

1 X220, (0,11:8)) = | X | z2(,000,71,8))
und || X[ pez, == [[ X || 2o o1, 2200 = 1 X7l 22(00:E)
dquivalent.

b) Der Raum (M3, | - l|pz) ist ein Banachraum.
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 19

Beweis. a) Die Aquivalenz der Normen folgt direkt aus der Doobschen Maximalun-
gleichung, Satz 2.29. Man beachte, dass die letzte Gleichheit in a) aus der Submar-
tingaleigenschaft von (||X[|?)seqo,r) folgt.

b) Da L*(Q, L>=([0,T]; E)) ein Banachraum und die Norm auf diesem Raum #qui-
valent zur Norm || - || Mz ist, ist fiir die Vollsténdigkeit von M2 nur die Abgeschlos-
senheit als Teilmenge von L*(Q, L>=([0,T]; E)) zu zeigen. Nach Definition 2.30 ist
M2 C L*(Q;C([0,T), E)), der Grenzwert einer Cauchyfolge in M2 liegt somit wie-
der in L?(Q;C([0,T7], E)), besitzt also P-fast sicher stetige Pfade. Ebenso liegt der
Grenzwert in L>=([0,T]; L*(2; E)), ist also quadratintegrierbar.

Zu zeigen ist daher nur noch, dass die Martingaleigenschaft erhalten bleibt. Nach
Bemerkung 2.24 ist die Abbildung

Oy, L3, Z,PE) — LX(Q, %, P;E), Y — E(Y|Z,)

stetig. Trivialerweise ist C'([0,T], E) — E, f — f(t) stetig. Damit ist aber auch die
,triviale Fortsetzung*

®y: L2(Q;0([0,T), E)) — L*(Q, F, P, E), X = X,
stetig. Somit ist
Dy, 0Dy, L2 (Q;C([0,T),E)) — L*(Q, Fs, P; E), X = E(X|.%,)
ebenfalls stetig, und der Raum der Martingale ist als Durchschnitt

M {X € 2QC(0.T] B)) : B 0 Bay(X) = B (X))

0<s<t<T

abgeschlossen. O]
Wir betrachten nun speziell Wiener Prozesse. Dazu sei () € . (H) mit Q = Q* > 0.

2.32 Lemma. Sei W = (Wy)cjor) ein H-wertiger Q-Wiener Prozess bzgl. einer
normalen Filtrierung (F)sepo,r)- Dann gilt W € M3.(H).

Beweis. Nach Definition des Wiener Prozesses ist ¢ — W, P-fast sicher stetig. Weiter
gilt [[Will2 () = ttr @ < oo, dh. W € L=((0,T); L*(Q; H)). Fiir 0 < s <t < T,
h € H und A € .7, gilt

</(Wt —W,)dP, h> - /(Wt —W,,h)dP = P(A) /(Wt W, h)dP =0,

da W, — W, unabhéngig zu .%, ist. Also gilt [, W,dP = [, W,dP fiir alle A € .7,
dh. E(W,|Z,) = W,. O
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20 2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse

Wir wollen im Folgenden die Klasse der betrachteten Prozesse erweitern. Dazu fi-
xieren wir folgende Situation:

(i) H ist reeller separabler Hilbertraum, und @ € L(H) ist ein injektiver Operator
mit @ = Q* > 0.

(i1) (én)neny C H ist eine Orthonormalbasis von H mit Qe,, = \,é,.

(iii) Wir setzen Hy := R(QY?) mit Norm | - ||z, = [|Q™"% - ||, siche Bemer-
kung C.4, sowie e, := /A,€,. Dann ist (e,)nen eine Orthonormalbasis von
H,.

(iv) Gegeben ist ein weiterer reeller separabler Hilbertraum H; und eine Abbildung
J: Hy — Hy, welche injektiv und ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, d.h. J €
yQ(Hm Hl)

2.33 Bemerkung. a) Eine Standardwahl ist Q = idy, d.h. H = H,.

b) Falls H = L*(G) mit G C R™ beschréinkt, so kann man H; := W5 *(G) und
J: L?(G) — W, *(G) mit hinreichend grofiem s > 0 wihlen.

c¢) Die Existenz von H; und J ist immer gegeben: Man kann H; := Hy und Jz :=
> nen{T, €n) pnen mit g, > 0 und (,)nen C £2(N) wihlen. In diesem Fall ist J sogar
bijektiv.

2.34 Definition und Satz. In obiger Situation definiere Q1 := JJ*. Dann gilt
0 < Q1 = Q7 € S(Hy), und Qq ist injektiv. Seien {5, : n € N} unabhdingige
reellwertige Brownsche Bewegungen. Dann konvergiert die Reihe

Wy =Y Bu(t)Je, (te[0,T))

neN

in M2(H,) und definiert einen Q.- Wiener Prozess auf Hy. Es gilt R( }/2) = J(Hy)
und
—1/2
|2 = 1Q7 /2 Tty = 12| g2y (x € Ho),

d.h. die Abbildung J: R(QY?) — R( }/2) ist eine Isometrie. Hier ist Q1—1/2 die

Pseudo-Inverse von Q}ﬂ, siehe Definition C.3.

Der Prozess (Wy)i>o heifit zylindrischer Q- Wiener Prozess in H.

Beweis. (1) Definiere die Filtrierung

G, = O’< U o({Bn(s) : s < t})) (t > 0).

neN
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2. Unendlich-dimensionale Wiener Prozesse 21

Seien 0 < s < t. Da o (a({B,(r) : r < s})Uc(B,(t))) unabhéingig von der o-Algebra
o Unen fny o{Bm(r) : 7 < s})) ist, gilt

E(Bn(t)|9:) = E (Ba(t) [o({Ba(r) : 7 < s})) = Ba(s).

Also ist (B,(t)Jen)i>0 ein stetiges Hi-wertiges Martingal bzgl. der Filtrierung (4;):>o,
dasselbe gilt fiir die Partialsummen Wi (t) := ij:l Bn(t)Je,. Nach der Doobschen
Maximalungleichung (Satz 2.29) gilt

M
< sup H t)Je, ) <4 sup E<H Zﬁn(t)Jen i )
+€[0,7] Hy t€[0,T] N H
M
=4T > | e}, =0
n=N
fiir N, M — oo, wobei Y, 1 Jenll3, = I/]Ifs < 0o verwendet wurde. Somit kon-

vergiert (Wy)nen in MZ(H,), und es folgt W € MZ(H,), insbesondere ist W P-fast
sicher stetig.

(2) Fiir alle hy € Hy ist (W, — Wy, hy) gy, 0 < s < t, normalverteilt mit Erwartungs-
wert 0. Es gilt
E((Wy = W, hn) i, (Wi — Wi, h ),
= (¢t = s){Jew, ha) i, (Jen, ha)m,

neN

= 3 = 5){ens T )ity (ens T T g

neN
= (t — S)<J*h1, J*h1>H0
= (t - S)<Jj*h1, h1>H1-
Also ist Po (W, —W,)~t = N(0, (t — s)Q1). Die Unabhingigkeit der Zuwichse zeigt
man wie im Beweis von Satz 2.20.

(3) Die Aussagen iiber R(Q'/?) und J folgen direkt aus Lemma C.5. O
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22 3. Stochastische Integration

3. Stochastische Integration

3.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden wir das Integral fot d . dW, defi-
nieren und einige wichtige Eigenschaften untersuchen. Wie iiblich, wird das Integral
zunéchst fiir elementare Prozesse ® definiert und dann durch Grenzwertbildung fiir
allgemeinere Prozesse. Es ist hier aber nicht so leicht, eine Charakterisierung fiir
den Abschluss der elementaren Prozesse zu finden. Ein zentrales Hilfsmittel in der
Konstruktion des Integrals ist die Ito-Isometrie.

a) Die Konstruktion des stochastischen Integrals

Im Folgenden seien T' € (0, 00), (€2, .#, P) ein vollstéandiger Wahrscheinlichkeitsraum
mit normaler Filtrierung (% ):cjo,71, H, K separable Hilbertraume, 0 < Q € . (H)
sowie W = (W), ein H-wertiger QQ-Wiener Prozess beziiglich der Filtrierung
(F1)iepr)- Wir versehen L(H, K') kanonisch mit der Borel-o-Algebra #(L(H, K)),
an einigen Stellen auch mit der Borel-o-Algebra %,(L(H, K)), welche durch die
starke Operatortopologie erzeugt wird (dies ist die von allen Abbildungen 7" — Tz
mit z € H erzeugte Topologie).

3.2 Definition. a) Sei ® = (®;)scjo,7] €in L(H, K )-wertiger stochastischer Prozess.
Dann heifit ® elementar, falls k € Nund 0 =ty < t; < ... < t;, =T existieren mit

k—1
o, = Z CI)(m)X(tm,th](t) (t €10,7TY),
m=0

wobei fiir alle m € {0,...,k — 1} die Abbildung
®M: (0,7, ) — (L(H,K), B,(L(H,K)))

messbar ist mit endlichem Wertebereich R(®(™)) C L(H, K). Somit existieren N,, €
Nund T}, € L(H, K), Aj,, € %, disjunkt fiir alle j =1,..., N, so, dass

Nm,
M (W) = ZXAjm(W)ij (weQ,m=1,....k—1).
j=1

Die Menge aller elementaren Prozesse wird mit £(H, K') bezeichnet.
b) Fiir einen elementaren Prozess ® € £(H, K') heifit

k-1

Int[®](t) := /t O AW, = Z (W, e = Weun)  (E€10,77)

0 m=0

das stochastische Integral (It6-Integral). Hier ist ¢ A s := min{t, s}.
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3. Stochastische Integration 23
3.3 Lemma. Fir ® € £(H, K) gilt Int[®] € M4(K).

Beweis. Sei &, = SF! O™y 1. (t) wie in Definition 3.2. Dann ist die Ab-

m=0

bildung [0,7] — K, t — Int[®](t) P-fast sicher stetig, da ¢ — W, stetig ist und
®m ¢ L(H,K). Da R(®) endlich ist, gilt ® € L=((0,T) x Q; L(H, K)), und aus
W, € L*(Q; H) folgt

Int[®](t) € L*(Q; K) (t € [0,7)).

Seien 0 < s <t <Tund A € %,. Um die Martingaleigenschaft zu zeigen, betrachten
wir

N

[ O Wi = WiddP =3 Ty [ (Wi = Wi )P
A

j=1 ANAjm

Falls s < t,,, ist AN A, € .%,,, und da W ein Martingal ist, folgt

/ (Wooint — Woone)dP = / (Wi pe — Wi nt)dP
AﬁAjm

AﬁAjm

- O - / (th+1As - th/\s)dp.
AﬂAjm

Falls t,,, < s < t,,41, erhélt man analog AN A,,, € %, und

/ (Weoint — Wi ng)dP = / (Werins — Wi ps)dP.
AﬂA]‘m AmAjm

Ist schlieBllich s > ¢,,,11, so gilt

/A " (th+1/\t - th/\t)dp - / (th+1 - th)dp
NAjm

ANAj,

- / (Wirisne — Wins)dP.
ANAjm
Durch Summation tiber m erhalten wir

/ Int[®](t)dP = / Int[®](s)dP,

A

d.h. E (Int[®](t) | Z,) = Int[®](s), und Int[®] ist ein Martingal. Ingesamt folgt somit
Int[®] € MZ(K). O

Fiir die Fortsetzung des Integrals auf allgemeinere Integranden ist die folgende Iso-
metrie wesentlich.
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3.4 Satz (Ito-Isometrie). Fiir ® € S(H, K) gilt

| Int[@] ||z o) = E Hcp QY2112 1.5/
7 (K)

= H(I)Q1/2|’LQ(Q;L2((0,T);Y2(H,K))) = ”(I)H%/V

Beweis. Sei wieder ® = -0 @My, € E(H,K). Mit A, == W,,,, — W,
gilt dann

m

9 T 2 k-1 . 2
[Tt [@][f e ey = E(H/O K) - E(HmZ:%q)( )AmHK)
k—1

E(@ALlR)+2 Y E(@™A,, &MA,)).

m=0 0<m<n<k-—1

(3-1)

(1) Sei (e,)nen eine Orthonormalbasis von K. Dann gilt

E (@ ALl%) =D E(@™MA,, e)k) =D E(A Ne))%).

leN £eN

Da A,, unabhiingig von .%,  ist und (®(™)* .%, -messbar ist, gilt nach Lemma 2.25
und Bemerkung 2.11

E (A, (@) e0)fy | 71, ) (@) = B ((Am, (D7) (w)e)Ty)
= (b1 = tm)(Q(@™) (@)er, (2 (W)er)
= (turr1 = t) | Q@) (@)e I,

Damit folgt

E(|0"Anl[%) = (tmrr = tm) Y E(1QA(@™) erl|F)

£eN
= (tmr1 — ) E(1Q"2 (@)%, 1.11))

= (tyg1 — tm)E (”q)(m)Ql/zﬂyQ(H,K))-

Summation iiber m liefert

k—1
B3 10anl) = [ BI9Q )
m=0

= 19Q 112 20 1)1y = @3-
(2) Fir 0 <m < n <k —1 erhélt man analog

E(®™A,, 8™A,) k) = B (E (@) DA, ALYy | ﬁtn))
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3. Stochastische Integration 25

_ / B ({(®™) @™ (@) An(w), A} ) dP(w) =0,
Q

da E((h,Ap)y) =0 fiir alle h € H gilt. O

3.5 Bemerkung. a) Die Bezeichnung || - || deutet an, dass der Operator ) durch
den Wiener Prozess W bestimmt wird. Aufgrund der It6-Isometrie wire || - ||y eine
passende Norm auf £(H, K), beziiglich welcher vervollstéindigt werden kann, um das
Integral zu verallgemeinern. Man beachte allerdings, dass || - || nur eine Halbnorm
ist: Es gilt [|®|lw = 0 genau dann, wenn ®|gg1/2) = 0 (dt ® P)-fast sicher gilt. Man
geht daher zu Aquivalenzklassen und zum Quotientenraum iiber, ohne die Notation
zu adndern.

b) Unter Beachtung von a) definiert man £(H, K) als Vervollstandigung von £(H, K)

bzgl. ||-||w und setzt Int: £(H, K) — M2 (K) eindeutig zu Int: £(H, K) — MA(K)
fort. Diese Abbildung ist wieder eine Isometrie.

¢) Man beachte, dass nach Satz B.11 der Raum .%(H, K) wieder ein separabler
Hilbertraum ist und daher der Raum L*(Q; L*((0,T); #(H, K))) wohldefiniert (und

wieder ein Hilbertraum) ist.

3.6 Definition und Bemerkung. Fiir eine explizite Beschreibung von £(H, K)
definieren wir

Qr = 10,T] x Q,
Fr = B(0,T) ® Z,
PT = dt ® P

Weiter sei Hy := R(Q'/?) C H der Wertebereich von Q'/? mit Skalarprodukt

(T, 9)m, = (Q ?2,Q ")y (z,y € Hy)

mit der Pseudo-Inversen Q"2 zu Q2. Sei (e,)nen C H eine Orthonormalbasis
von (ker QY/2)t C H. Dann ist (Q'/2e,)nen eine Orthonormalbasis von H, (siehe
Bemerkung C.4). Ergénzt man (e,)neny noch mit Elementen aus ker Q'/2 zu einer
Orthonormalbasis von H, so folgt

‘|T||;2(H0,K) = Z ”TQl/zen”%( = HTQl/QH?S’g(H,K)' (3‘2)
neN
Man definiert L(H, K)o := {T|g, : T € L(H,K)}. Da TQY? € #(H,K) fiir
alle T € L(H, K) gilt, folgt L(H, K)o C Sa(Hp, K). Nach Bemerkung 3.5 a) sind
alle Prozesse in £(H, K) (genauer: alle Aquivalenzklassen von Prozessen) L(H, K )o-
wertigen Prozesse.
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26 3. Stochastische Integration

Unter Verwendung von (3-2) kann man die [t6-Isometrie auch in der Form

T
I Int[q’]”i/@(x) = E(/O ||®8||§W2(H0,K)d8> = H(D“%?(QT;YQ(HO,K))

schreiben.

3.7 Lemma. Fs ezistiert eine Orthnormalbasis von 5(Hy, K), welche aus Ele-
menten von L(H, K)o besteht. Insbesondere ist L(H, K)oy C S5 (Hy, K) dicht.

Beweis. Sei (e,)neny C H eine Orthonormalbasis von H mit Qe,, = Aye, (n € N).
Mit Bemerkung C.4 und Q'/%e,, = v/Ane,, folgt, dass {\.e, : n € N mit \,, > 0} eine
Orthonormalbasis von Hy ist. Sei (fim)men C K eine Orthonormalbasis von K. Nach
Satz B.11 ist dann {f,, ® v/ A,e, : m,n € N} eine Orthonormalbasis von .%(Hy, K).

Es gilt
1
fm ® V Anen - <\/ /\nen7 '>H0fm - \//\—n

also sind alle Basisvektoren in L(H, K')y. Rationale endliche Linearkombinationen
davon sind dicht in % (Hy, K). O

<€n7 >Hfm € L<H7 K),

3.8 Definition und Bemerkung. Wir definieren die o-Algebra
Pr :za({(s,t] XxF,:0<s<t<T,F, Gﬁs}u{{O} x Iy Fy Gﬁo}>.

Dann ist &7 die von allen linksstetigen, pfadweise beschrankten und (.%;)-adaptierten
Prozessen Y: Qp — R erzeugte o-Algebra.

Ein Prozess Y: Qr — H heifit (H-)vorhersagbar, falls Y Zp-%(H)-messbar ist.

3.9 Satz. Sei

NE(H, K) { : Qpr — S (Ho, K) : ® vorhersagbar, | ®||w < oo}
= L*(Qqp, Pr, Pr; %(Hy, K)).

Dann gilt E(H, K) = N3 (H,K).

Beweis. (1) Nach Definition von £(H, K) und wegen L(H, K)o C . (Hy, K) gilt
E(H,K) C N&(H, K).

(2) Nach Satz B.11 ist % (Hy, K) und damit auch N3 (H, K) ein Hilbertraum und
insbesondere vollstéindig. Daher ist nur zu zeigen, dass £(H, K) dicht in N3 (H, K)
liegt. Sei dazu ® € N3 (H, K).
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(i) Nach Definition von L?(Qg, Pr, Pr; % (Hy, K)) existiert eine Folge von Stu-
fenfunktionen ®, = ZQ@I Linxa,, mit Ay, € Pr und Ly, € H(Hy, K), mit
|®, — ®|lw — 0 (n — o0). Daher sei 0.E. ® = Ly mit L € . (Hy, K) und
Ae Pr.

(ii) Nach Lemma 3.7 existiert eine Folge (L, )nen C L(H, K)o mit || L—Ly || om0, 5) —
0 und damit |[Lxa — Lnoxallw — 0 (n — o0). Daher sei 0.E. & = Ly, mit
L e L(H,K).

(iii) Sei &7 die von
dy={(s,t] x F,: 0< s <t<T, F,€ Z}U{{0} x Fy: Fy € %}

erzeugte Algebra. Dann liegt o dicht in o(o) = &7 in dem Sinne, dass zu jedem
e>0und A € P ein A € & existiert mit

P((A\A)U(A\ A)) <e. (3-3)

Zu ® = Ly mit A € P existiert daher A € &/ mit (3-3). Die Elemente von
</ sind endliche disjunkte Vereinigungen von Elementen aus 4%. Daher existieren
Ay, Ay € o mit A=), A, Fir @ .= 3" Ly, gilt ® € £(H,K) (man
beachte dazu || Lx o<, |lw = 0) sowie

N
® =l = |[£ (- xa)
H ”W XA ; XAn L2(Qp;72(Ho,K))

= Pr((A\ A) U (AN AL, 110 50
S €||L||2Y2(H07K)

Nach (i)-(iii) ist £(H, K) dicht in N3 (H, K). O

2

3.10 Bemerkung. Das stochastische Integral kann nun durch Lokalisierung wei-
ter verallgemeinert werden auf die Menge Ny (H, K) aller vorhersagbaren Prozesse
O: Qp — S(Hy, K), fur welche

T
P</ ||@S||;2(H0,K)d8 < OO) =1
0

gilt. Die Menge Ny (H, K) heifit die Menge der stochastisch integrierbaren Prozesse.
Fiir diese Verallgemeinerung verwendet man eine Folge (7,,)n,en von Stoppzeiten mit
7o /T (n— o0) und x (0,7, P € Ny, (H, K) und setzt

t

t
/ . dW, := lim X(0,7](5)@dWs  (t € [0,T]).
0 n—oo 0
Fiir die Details verweisen wir auf | ].
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28 3. Stochastische Integration

Um das stochastische Integral auch fiir zylindrische Wiener Prozesse zu definieren,
verwendet man wieder die Einbettung J: Hy — H; (siche Definition und Satz 2.34).
Wir fixieren dazu folgende Situation:

Sei 0 < Q= Q* € L(H), Hy := R(Q"Y?) mit Norm || - ||z, := [|Q"Y/? - || 4 sowie J €
S5(Hy, Hy) mit einem weiteren separablen Hilbertraum H;. Wir setzen Q1 := JJ*.
Dann ist J: R(QY?) — R(Q}’*) nach Satz 2.34 eine Isometrie, und mit Polarisation
folgt

(T2, Ty) gz = (Q7 2 T2, QT2 Ty iy = (@, y) g

Falls (e,)nen € Hp eine Orthonormalbasis von Hy ist, so ist (Je,)neny C Hi eine

Orthonormalbasis von R(Q}/ ?). Insbesondere ist ® € . (Hy, K) genau dann, wenn
dJ 1 € (R(QV?), K). Denn es ist

1000010y = S I @enlle = ST Teall% = 1972, (o i

neN neN

Nach Satz 2.34 ist ein @-zylindrischer Wiener Prozess W zugleich ein ();-Wiener
Prozess. Daher definiert man mit obigen Bezeichnungen

NI/QV(H, K) = LQ(QT, gZT7 PT,yQ(HQ,K»

Fiir ® € N (H, K) definiert man das stochastische Integral durch

t t
/ O dW, = / O, J AW, (3-4)
0 0

3.11 Bemerkung. a) Fiir ® € N (H, K) gilt
®J ' € L*(Qr, Pr, Pr; S(R(Q)), K)).

Daher ist die rechte Seite von (3-4) als Integral beziiglich des Q1-Wiener Prozesses
(Wt)tE[O,T] wohldefiniert.

b) Man sieht leicht, dass fiir elementare Prozesse der Wert des Integrals in (3-4)
nicht von der Wahl von J und H; abhédngt. Man beachte dazu, dass fiir zylindrische
Wiener Prozesse die Darstellung Wy = > B,(t)Je, gilt, siehe Satz 2.34. Nach
Konstruktion gilt dies auch fiir alle ® € N3, (H, K).

c) Wie fir Q-Wiener Prozesse kann man auch fiir zylindrische Q-Wiener Prozes-
se das Integral verallgemeinern auf ® € Ny (H, K). Dabei ist Ny (H, K) defi-
niert als die Menge aller vorhersagbaren Prozesse ®: Qp — % (Hy, K), fiir welche

fo || D ||5,2(H0 ds < oo P-fast sicher gilt.
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b) Eigenschaften des Integrals
In der obigen Situation sei zunéchst () ein Spurklasseoperator.

3.12 Lemma. Die Abbildung Int: N3, (H, K) — M?2(K) ist linear und isometrisch.
Falls K ein weiterer separabler reeller Hilbertraum ist und A € L(K, [?), so qilt
A® € NZ(H,K) fir alle ® € NZ(H, K) sowie A [ ®,dW, = [ A®dW, P-fast
sicher fiir alle t € [0,T].

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition fiir elementare Prozesse und durch
Approximation fir ® € N3 (H, K). Man beachte dabei, dass ||A®, e ) <

AN e )| Ps || 7 a0, 1) gilt und A® auch Pp-%(H H )-messbar, d.h. vorhersagbar ist.
[

3.13 Definition und Lemma. Seien ® € N3 (H,K) und f: Qr — K ein (F)-
adaptierter Prozess mit stetigen Pfaden, d.h. t — fy(w) € C([0,T], K) fiir P-fast
alle w € Q). Definiere

D2 Qp x Hy = R, & (w)h := (fi(w), Br(w)h) k.

Dann ist ®Y) € Ny (H,R), und das stochastische Integral

/t {fs, @sdW,) = /tcpgf)dWS (t €[0,7))
0 0

st wohldefiniert im Sinne von Bemerkung 5.10.

Beweis. Nach Bemerkung 3.8 sind stetige adaptierte Prozesse vorhersagbar, d.h.
1) ist Pp-B(S5(H,R))-messbar. Sei (e,)nen eine Orthonormalbasis von H. Dann
gilt fiir s € [0,7] und w € Q

198 () % 10,2y = 1P @)QV I 12y = D |94 (@) Q€|

neN

= Z<fs(w)aq)5(w) 1/2 en)k = Z(Ql/Q(I)S(w)*fS(W)aenﬁ{

neN neN

= [1Q?®, (W) fulw) Il < Q2 (w)* 17 sy | fow) 1
<P (@) QY2 1110 | fo @) e = NP () 110 1) s () -

Damit folgt [ |42, p, xyds < 0o P-fast sicher, d.h. @) € Ny (0,T: H, K). O
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3.14 Bemerkung. Sei ® € N (H,K), und sei M; := (Int ®)(¢). Dann ist (nach
Satz 3.9) M € MA(K), d.h. M ist ein stetiges L*>-Martingal, es gilt E(M;) =0 (t €
[0,7]). Man kann leicht zeigen, dass der Kovarianzoperator gegeben ist durch

cov(M;) = E(/t q)sQl/z(q)SQl/z)*ds).
0

Insbesondere gilt wegen E (|| M;]|%) = tr cov(M;) (siche Bemerkung 2.13) die Gleich-
heit

B(|115) = E / 1 ) = E / 0,012,012 ds).

Falls sogar ® € L*(Qr, Pr, Pr; L(H, K)) gilt, lisst sich das letzte Integral schreiben
als

B(MIE) =B ( [ r [0,007)ds).

Man definiert die quadratische Variation ((M);):cpo,r) als den eindeutigen stetigen
wachsenden F;-adaptierten Prozess mit (M)y = 0 so, dass || M,||3% — (M); ein Mar-
tingal ist. Es gilt

t
(M), = / R —
0

3.15 Bemerkung. Die obigen Aussagen lassen sich mit entsprechenden Modifika-
tionen verallgemeinern auf ® € Ny (0,T; H, K) sowie auf zylindrische Q-Wiener
Prozesse.

3.16 Definition. Sei (W;):co,r) ein zylindrischer @Q-Wiener Prozess mit 0 < @ =
Q* € L(H). Seien ® € Nw(0,T; H,K) sowie ¥: Qr — K, ¥ Z-adaptiert und
P-fast sicher Bochner-integrierbar, Xo: Q — K #y-%(K )-messbar. Dann heifit

t t
X, = Xo+ / U, ds + / ®,dW, (t€0,T)) (3-5)
0 0

ein Ito-Prozess.

3.17 Satz (Ito-Formel). Sei X: Qp — K ein It6-Prozess und F': [0,T] x K — R
stetig. Seien ferner die Fréchet-Ableitungen Fy, F, und F,, stetig und beschrinkt
auf beschrinkten Teilmengen von [0,T] x K. Dann gilt

F(t, Xy) = F(0,Xo) + /t<Fx(s,Xs),<I>deS> + /t Fi(s, Xs) + (Fu(s, Xs), Ys) i

+ %tr (sz(sa XS)(©3Q1/2)(CI)SQ1/2)*)] o
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Dieser Satz wird hier nicht bewiesen (siche | |, Thm. 4.17). Die It6-Formel ist
das stochastische Analogon zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Dieser ist als Spezialfall enthalten: Fiir ¥ = 1, ® = 0, Xy = 0 und F € C?([0,T])
erhalt man als It6-Prozess X; =t und damit

F(t)=F(0)+ /t F,(s)ds = F(0) + /t F'(s)ds.

Fir & =1, ¥ = 0 und Xy = 0 folgt andererseits X; = W;, und fiir F': R — R,
F = F(X;) lautet die Ito-Formel

F(W,) = F(0) +/t F'(W,)dW, +%/t F"(W,)ds.

Wir werden im néchsten Kapitel auch noch eine stochastische Version des Satzes
von Fubini benotigen (fiir einen Beweis siehe etwa | ], Theorem 4.18).

3.18 Satz (Stochastischer Satz von Fubini). Sei E ein separabler Banachraum und
O: (QUp X B, P @ B(E)) = (S2(Hy, K), B(F(Hy, K)))

messbar. Sei p ein endliches Maf auf (E, A(F)). Es gelte

[ 1ot ollwdnto) < oo

Dann gilt P-fast sicher

[E[/OT<I>(t,a:)th}du(a:) =/OT [/E(I)(t,x)dlu(x) AW,
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4. Halbgruppentheorie fiir SPDEs

4.1 Worum geht’s? Wir werden nun SPDEs der Form
dXt = (AXt —+ N(Xt))dt -+ Bth, XO =X

betrachten, wobei der unbeschrinkte Operator A der Erzeuger einer Cp-Halbgruppe
ist. Fiir diese Gleichung gibt es mehrere Losungsbegriffe, welche hier kurz diskutiert
und verglichen werden. Wahrend man héaufig die Existenz einer schwachen Losung
zeigen kann, ist die Frage der (hoheren) Regularitéit der Losung oft nicht leicht zu
beantworten.

a) Stochastische Faltung und lineare SPDEs

Wir betrachten zunéchst den linearen Fall, d.h. N = 0. Da der stochastische Term
BdW; nicht von X abhéngt, spricht man auch von einer SPDE mit additivem Rau-
schen. Zunéchst fixieren wir die Situation fiir den Rest dieses Kapitels.

(i) Im Folgenden seien H, K reelle separable Hilbertriume, (2, %, (%)icpr), P),
T € (0,00), ein normal filtrierter W-Raum, 0 < @ = Q* € L(H) ein Operator,
fiir welchen eine Orthonormalbasis (e, ),eny von H existiert mit Qe, = Ape,,
sowie W: Qr — K ein zylindrischer ()-Wiener Prozess bzgl. der Filtrierung

(9t)te[0,T] .

(ii) Es seien , A: K D D(A) — K der Generator einer Cy-Halbgruppe (7'(%)):>0
auf K, B € L(H,K), f: Qr — K ein vorhersagbarer K-wertiger Prozess mit
f e LY(0,T); K) P-fast sicher, und xy € K.

Wir betrachten im Folgenden die lineare Gleichung

dXt - (AXt + ft)dt + Bth (t € [07T]>7 XO = Zo- (4_1)

4.2 Definition. a) Ein K-wertiger Prozess X : Q7 — K heifit eine starke Losung
von (4-1), falls X vorhersagbar ist, X; € D(A) Pr-fast sicher gilt, AX € L'((0,7T); K)
P-fast sicher gilt, sowie fiir jedes ¢t € [0, 7] die Gleichheit

t
Xy =m0+ / (AX; + fs)ds + BW, (4-2)
0

P-fast sicher gilt.
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b) Ein K-wertiger Prozess X : Qr — K heiit eine milde Losung von (4-1), falls X
vorhersagbar ist, X € L'((0,T); K) P-fast sicher gilt sowie fiir jedes t € [0,7T] die
Gleichheit

t t
Xy =T(t)xo + / T(t—s)f(s)ds+ / T(t — s)BdWj (4-3)
0 0
P-fast sicher gilt.

c¢) Ein K-wertiger Prozess X : Qr — K heifit eine schwache Losung von (4-1), falls
X vorhersagbar ist, X € L'((0,T); K) P-fast sicher gilt und falls fiir alle h € D(A*)
und alle ¢ € [0, 7] die Gleichheit

t t
(X0 B = (20, h) i + / (X,, A + / ol ieds + (BWo by (4-4)
0 0
P-fast sicher gilt.

4.3 Bemerkung. a) Die Definition einer starken Losung impliziert insbesondere,
dass BW ein K-wertiger stochastischer Prozess ist. Dies ist nur mdoglich, falls der
entsprechende Kovarianzoperator Spurklasse ist, d.h. falls BQB* € . (K). Diese
Bedingung ist etwa erfiillt, falls Q € %1 (H) oder falls B € . (H, K).

b) Eine &hnliche Aussage gilt fiir die milde Losung: Das stochastische Integral in
(4-3) ist zwar fiir allgemeine zylindrische Wiener Prozesse W definiert, konvergiert
aber in einem groferen Hilbertraum. Die Gleichheit (4-3) impliziert, dass der Wert
des Integrals P-fast sicher in K liegt. Die Ito-Isometrie zeigt, dass dies der Fall ist,
falls T'(-)B € L*((0,T); %(Hy, K)) (man beachte, dass T'(-) B eine deterministische
Funktion ist).

Der Begriff einer milden Losung ist durch die Halbgruppentheorie motiviert: Man
beachte, dass bei einer deterministischen Gleichung, d.h. fiir B = 0, die Losung
durch (4-3) gegeben ist (Variation der Konstanten-Formel).

c) Die Definition einer schwachen Losung ist fiir allgemeine zylindrische Wiener
Prozesse sinnvoll, da die eindimensionalen Projektionen (BW;, h)x wohldefinierte
reelle Zufallsvariablen sind.

d) Es gibt noch den Begriff einer Martingallsung, bei welchem auch P und W' ge-
sucht werden. Man beachte, dass in der stochastischen Literatur die Martingallésung
héufig als schwache Losung bezeichnet wird.

Setzt man in (4-1) g = 0 und f = 0, so erhdlt man als milde Losung nur das sto-
chastische Integral, die sogenannte stochastische Faltung. Wir werden den folgenden
Satz fur S(-) := T(-) B anwenden.

4.4 Satz (Stochastische Faltung). Sei S: [0,T] — L(H, K) eine (deterministische)
Abbildung mit S € L*((0,T); % (Hoy, K)). Man definiert die stochastische Faltung
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S*xW: Qr — K durch
¢
(S W), ;:/ S(t— s)dW, (te[0,T)).
0

Dann ist S« W ein K-wertiger Gauf-Prozess mit S« W € C([0,T], L*(Q; K)) und
besitzt eine vorhersagbare Version. Der Kovarianzoperator ist gegeben durch

cov((S + W), = /0 S(s)QS*(s)ds (¢ € [0,T)).

Beweis. SeiY := S« W. Fir 0 <s <t <T gilt
t s
Y, —Y, = / S(t —r)dw, +/ (S(t—r)—=S(s—r))dW,.
s 0
Da fst S(t —r)dW, unabhéngig von .Z, und [;(S(t —r) —S(s —r))dW, F-messbar

sind, sind die beiden Integrale unabhéngig, und wir erhalten mit Bemerkung 3.14
und majorisierter Konvergenz

E(|Y: - Yi[3) =EH/tS

- B( / (¢ = ) maedr) + B ([ 15 1) = (6 = 1)y

(s = 1).

: +EH/S<S(t—r)—S(s—r))

Falls S ein (deterministischer) elementarer Prozess ist, ist das Integral als Line-
arkombination von Gauf-Prozessen wieder ein Gauf}-Prozess. Nach Definition des
Integrals gilt dies auch fiir allgemeines S € L*((0,T); % (Hy, K)). Als Element in
C([0,T],L*((0,T))) besitzt S eine vorhersagbare Version. Die Formel fiir den Kova-
rianzoperator folgt mit Bemerkung 3.14. [

Fiir die Eindeutigkeit einer schwachen Losung benotigen wir folgende Aussage.

4.5 Lemma. Sei X eine schwache Losung der SPDE

Dann gilt fir jede Funkion ¢ € C*([0,T]; D(A*)) und fiir alle t € [0,T)

(X (1)) = / (Xo ! (5) + A(s)) ods + / (6 (s), BAW,)

Fiir die Definition des letzten Integrals siche Bemerkung 5.135.
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Beweis. Sei zunéchst ¥(t) = p(t)h mit ¢ € C*([0,7]) und h € D(A*). Definiere
Y: Qp = Rdurch Y, := (X}, h) . Dann gilt nach Definition einer schwachen Losung

t
Yt:/ (X, AR scds + (BW, h) i
0

Wir schreiben Y; in der Form

t t
yt:/ \I/Sds—|—/ AW,
0 0

mit dem skalaren Prozess ¥y = (X, A*h)x und dem L(H,R)-wertigen Prozess
O, := (h, B ) (siehe Bemerkung 3.13). Dann liefert die Anwendung der It6-Formel
auf den reellen It6-Prozess F(t,Y;) 1= ¢(t)Y;

t t
FY) = / Fols, Y.)B.dIW, + / [Fi(s,Y,) + Fy(s, Yo)W,]ds
0 0

- / o(s)(h BAW,)c + / [0/(5)(Xas B+ p(3){ X0, A*hgc]ds.

wobei Fy(s,Ys) = ¢(s) und Fi(s,Ys) = ¢'(s)Y; verwendet wurde. Wegen F(¢,Y;) =

(X0 () i = / (6(s), BAW.) + / (Xod/(s) + A"(s))  ds,

also die Behauptung fiir Funktionen der Gestalt ¢ (f) = ¢(t)h. Da die Menge aller
Linearkombinationen derartiger Funktionen dicht in C’l([ ,T); D(A")) liegen, folgt
die Behauptung fiir allgemeines . O]

4.6 Satz. Es gelte T(-)B € L*((0,T); % (Ho, K)). Dann besitzt die SPDE (4-1)
genau eine schwache Lisung, welche durch (4-3) (d.h. als milde Lésung) gegeben
18t.

Beweis. (1) Aus der Halbgruppentheorie ist bekannt, dass fiir jedes w € Q die
Funktion Y;, definiert durch

Y :=T(t)xg +/O T(t—s)f(s)ds (te€l0,T])

eine schwache Losung der deterministischen (aber {iber f von w abhéngigen) Glei-
chung
dY; = (AY; + fi)dt (t € [0,T]), Yy =xg

ist. Betrachtet man X; — Y}, so sieht man, dass 0.E. 2o = 0 und f = 0 angenommen
werden kann.
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(2) Man definiert X als stochastische Faltung X := T'(-) BxW. Wir verwenden, dass
A* die Halbgruppe (T'(t)*)s>0 erzeugt, die Identitét

t
/ B*T(s — 1) A*hds = B*T(t — r*h — B*h  (h € D(A%))

(siche Lemma C.6 und Lemma C.7), sowie die stochastische Version des Satzes von
Fubini (Satz 3.18). Fiir h € D(A*) folgt

/Ot(A*h,XS)de_/t (a'h, / (s—r)BdWT>de

// (B*T(s — r)* A*h, dW,) sds
_/0</TBT( ) A s, W)

t t
_ / (BT (t — r)h, AW, ) — / (B'h, dW,)u
0 0

t t
_ / (h T(t — r)BdW,) s — / (h, BAW,)
0 0
= <h’ Xt)K - <h7 BWt>K
Also ist X eine schwache Losung.

(3) Wir zeigen noch die Eindeutigkeit der schwachen Loésung. Sei X eine weitere
schwache Losung. Wir wenden Lemma 4.5 an auf X und (s) = T(t—s)*h (s €
[0,t]), wobei h € D(A*) und t € [0,T] fest gew#hlt sind. Dann gilt ¥(t) = h und
Y'(s) = —A*Y(s) (Lemma C.7). Nach Lemma 4.5 folgt

(X B g = /Otw(s), BdW,)x = <h, /OtT(t - s)BdWS>K.

Da D(A*) dicht in K ist (denn A* ist der Generator einer Cy-Halbgruppe), folgt
X =T()B*W. O

b) Semilineare Gleichungen

Wir betrachten nun folgende semilineare SPDE mit additivem Rauschen:

dX; = (AXy + F(Xy))dt + BdW,;  (t € [0,T]),

4-5
XO = 2. ( )

Dabei ist A: K D D(A) — K der Generator einer Cy-Halbgruppe (7'(t))>0, W ist
ein zylindrischer Q-Wiener Prozess mit 0 < Q € L(H), B € L(H,K), F: K - K
ist eine messbare Abbildung, und zo € K.
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4.7 Definition. a) Eine milde Losung von (4-5) ist ein Prozess X: Qp — K so,
dass fiir jedes t € [0,7] die Gleichung

X, = T(t)zo + / Tt — $)F(X.)ds + / Tt — 5)BdW. (4-6)

P-fast sicher gilt (wobei die P-Nullmenge von ¢ abhéngen darf).

b) Eine lokale milde Losung von (4-5) ist ein Paar (X, 1), wobei X: Q7 — K ein
Prozess ist, 7: Q — [0,T] eine Stoppzeit mit 7 > 0 P-fast sicher, und fiir jede
Stoppzeit t: Q — [0, 7] mit ¢ < 7 P-fast sicher die Identitét (4-6) P-fast sicher gilt.
Die lokale milde Losung (X, 7) heiit maximal, falls fiir jede weitere lokale Losung
(X,7) gilt: 7 < 7 P-fast sicher.

4.8 Satz. In obiger Situation gelte

(i) T(-)B € L*((0,T); #2(H,, K)),

(ii) F ist lokal Lipschitz, d.h. die Finschrinkung von F auf jede beschrinkte Teil-
menge von K ist Lipschitz-stetig.

Dann existiert genau eine maximale lokale milde Losung (X, ) von (4-5). Dabei hat
X P-fast sicher stetige Pfade, und fiir fast allew € Q mit 7(w) < T gilt || X¢(w)||x —

oo (t /' 7(w)).
Falls F' global Lipschitz ist, gilt T =T P-fast sicher.

Beweis. Da F' auf beschrinkten Teilmengen von K Lipschitz-stetig ist, existieren
zu R > 0 Konstanten L(R) > 0 und C'(R) > 0 mit

[F(z) = F(y)llx < LRz —yllx (2,9 € Kmit [lz]x < R, [lyllx < R),
[1F(@)]|x < C(R) (2 € K mit |[z]|x < R).

Ohne Einschrinkung seien dabei L(R) und C'(R) monoton steigend und rechtsseitig
stetig. Da jede Cy-Halbgruppe in der Operatornorm exponentiell beschréankt ist und
das Zeitintervall endlich ist, existiert eine Konstante M > 0 mit [|[S(t)||rk) <
M (t €10,7).

Definiert man ¢g: 27 — K durch
g(t,w) := S(t)zo(w) + (T'(-) * W)e(w) (t €[0,T]),

so gilt g(-,w) € C([0,T], K) fiir alle w bis auf eine P-Nullmenge Ny. Man definiert
c: Qp — R durch ci(w) = supypq ll9(s, W)k, falls w € Q\ Ny, und ¢;(w) := 0,
falls w € Ny. Dann ist ¢(-,w) stetig und monoton steigend in ¢, und der Prozess
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d: Qp = [0,T), di(w) := max { M L(c;(w) + 1), MC(c;(w) + 1)}, ist rechtsstetig und
F-adaptiert. Daher ist 7: Q — [0, 7],

T(w) :=inf{t € [0,T] : tdy(w) > 3}

(mit inf @ := T) eine Stoppzeit mit 7 > 0 P-fast sicher.

Seien nun w € Q\ Ny und ¢ < 7(w) fest, dann gilt td;(w) < 3. Wir definieren die
Abbildung

o: C([0,], K) — C([0, 4, K),

(Pu)(s) := /OS T(s—r)F(u(r))dr+g(s) (s€]0,t]).

Fiir u,v € B 1= {u € C([0,1], K) : supyepo |lu(s) — g(s,w)||x < 1} gilt dann

sup [Duls) — g(s)x < MC(cr(w) + 1) < tdy(w) < %

s€[0,t]
sup [|[Pu(s) — Pu(s)||x < tML(c(w) + 1) sup ||u(s) —v(s)| x
s€[0,t] s€[0,t]

< tdy(w) sup Ju(s) —v(s)llx < 5 sup [Ju(s) —v(s)llx-
s€[0,t] s€[0,t]

Also ist ®: B — B eine Kontraktion, und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert genau ein Fixpunkt @ € B. Wir setzen X (w) := u(s) (s € [0,1]).

Nach Konstruktion gilt X; = S(t)z, —I—fot T(t—s)F(Xs)ds+ fot T(t —s)BdW, P-fast
sicher, d.h. (X, 7) ist eine lokale milde Losung. Die Eindeutigkeit der lokalen Losung
und die Existenz einer maximalen lokalen Losung (X, Tax) folgt (pfadweise) wie im
deterministischen Fall, ebenso die Tatsache, dass || X;(w)||x — oo (t  7(w)), falls
Tmax(w) < T.

Falls F' sogar global Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, ist ® eine Kon-
traktion im ganzen Raum C([0,¢], K) fiir ¢ < 577. Somit lésst sich 7 unabhéngig
von w wéhlen, und eine Iteration iiber das Zeitintervall liefert 7., = 1. O

4.9 Bemerkung. a) Diese pfadweise Betrachtung garantiert nicht, dass inf ,cq 7(w) >
0 ist (auBer wenn F' global Lipschitz-stetig ist).

b) Sei etwa K = L?(G) (oder K = H}(Q)) fiir ein Gebiet G C R". Dann ist die
Nichtlinearitit F': L?(G) — L*(G) hiufig von der Form [F(h)](z) = f(h(z)) (z €
G) fiir h € L?(G) mit einer skalaren Funktion f: R — R. Ein Beispiel ist f(¢) =
t?, d.h. [F(h))(z) = (h(x))* (zx € G). In diesem Fall stellt sich die nichttriviale
Frage, unter welchen Bedingungen an f die Abbildung h — F(h), L*(G) — L*(G),
wohldefiniert und Lipschitz-stetig ist. Diese Abbildung heifit auch der Nemitzky-
Operator von f.
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Die letzte Bemerkung zeigt, dass Satz 4.8 fiir viele Anwendungen noch zu schwach
ist. Im Allgemeinen ist etwa h? ¢ L*(G), falls h € L*(G) gilt. Analoges gilt fiir
H; (G).

Daher ist es wichtig, Losbarkeitssétze zu finden, bei welchen die Anforderungen an
die Nichtlinearitit schwécher sind. Hingegen ist in vielen Fallen der Operator A bes-
ser als im obigen Satz, ndmlich sogar der Generator einer beschréankten holomorphen
Halbgruppe. Wir verwenden im Folgenden die Interpolationsskala K, := D((—A)%)
fiir € R, siehe Definition C.12.

4.10 Satz. In obiger Situation sei A der Generator einer holomorphen Cy-Halbgruppe.
Es gelte

(i) T(-) € L*((0,T); S(Hy, Ky)) fiir ein o > 0,
(1) es existiereny > 0 und § € [0, 1) so, dass fir alle 5 € [0,7] gilt: F: Kg — Kz_;s
ist lokal Lipschitz-stetig und polynomial beschrdnkt.

Dann hat (4-5) eine eindeutige mazimale milde Losung (X, T), und es gilt Xy € Kg
P-fast sicher fiir alle t € (0,7) und 8 < B := min{a,y+1—0}.

Man beachte, dass Bedingung (ii) des obigen Satzes bedeutet: Es existieren Kon-
stanten Cg > 0 und ng € N mit

1F(z) = F()llrs_s < Csllz =yl
IF (@) kss < Ca(l+ [l2][}))-
Der obige Satz liefert fiir & = v = 0 eine K-wertige Losung selbst fiir /': K — K_g,

stellt also geringere Bedingungen an F'. Falls a, v > 0, erhélt man hohere Regularitét
der Losung.

Beweis. (i) Der Beweis folgt dem Beweis von Satz 4.8. Jetzt wird allerdings & fol-
gendermaflen abgeschétzt:

sup [[®u(s) — Pu(s)|x = sup
s€[0,t] s€[0,t]

< / NG = Pl sl F () — Flo(r)lx_pdr

<cC / (s = r)~*dr sup Jlu(s) — v(s)||x

s€[0,t]

| 7= - Foe)|

< Ct'° sup Jlu(s) — v(s)| k-
s€[0,t]

Hier wurde Satz C.15 b) und [;(s —r)~°dr = C's'~° verwendet. Diese Abschitzung
und eine analoge Abschétzung fiir sup,c(o 4 [|Pu(s) —g(s)| x zeigt wie im Beweis von
Satz 4.8, dass eine eindeutige K-wertige maximale milde Losung (X, 7) existiert.
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(ii) Man definiert Y, := [1 T(t — s) BdW, fiir a € (0,1). Wegen
Y= (T)B*W), =T((1 = a)t)(T()B*W)a

und der Voraussetzung (i) des Satzes ist Y,* K,-wertig.

Die hohere Regularitét von X wird durch ein bootstrapping-Argument gezeigt. Wir
zeigen folgende Abschitzung: Fiir jedes 5 € [0, 5y) gibt es Konstanten p > 1, ¢ >
0, a € (0,1), C > 0 (alle abhéngig von [3) so, dass

IXellx, < CE9(1+ sup [ Xk + sup [[V{llx,)" (4-7)

s€lat,t] s€[0,t]

fir alle t € (0,7) P-fast sicher gilt.
Fiir 8 = 0 gilt dies trivialerweise mit ¢ =0, p =1, C'= 1 und a € (0, 1) beliebig. Es

gelte nun (4-7) fiir ein 5 < 7. Wir zeigen, dass (4-7) dann auch fiir 5+ ¢ gilt, wobei
€ (0,1 —9) mit 8+ e < fy beliebig gew#hlt gewéhlt werden kann.

Nach Definition der milden Losung gilt fiir jedes a € (0, 1)

Xe=T((1—a)t)Xa+ /t T(t —s)F(Xs)ds + Y,".

at

Daher gilt unter Verwendung von Satz C.15 b) und der polynomialen Schranke an
F

t

1 Xell ks, < C[fsllXatHKg +/ (t = )"+ X ) ds | + 1Yk

at

< Ct° sup (14 [ X[I) + 1Yl sy
s€lat,t]

Da (4-7) fur f gilt, folgt

Xl ks < CEE9 (14 sup [ Xl + sup 1Y lre,)™ " + 1 Yillks e

s€[a?t,t]

Dies ist wieder eine Abschétzung der Form (4-7) fiir § + ¢, und somit gilt (4-7) fiir
alle 5 < fBy. O

4.11 Beispiel. Die inkompressiblen stochastischen Navier-Stokes-Gleichungen sind
gegeben durch

divU, =0 (t€(0,7)), (4-8)

UOIUO
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im Gebiet G = R". Dabei ist W ein Q-Wiener Prozess mit Q € .7 (L*(R™;R"™)).
Um diese Gleichung in die Form (4-5) zu bringen, wenden wir die Helmholtz-
Projektion P := .% (I, — %)ﬁ an, wobei .# die Fourier-Transformation bezeich-
ne. Die Helmholtz-Projektion ist eine beschriinkte Projektion in L?(R"; R") mit Bild

L2(R™R") := {v € L2 (R™R") : divo = 0} und Kern {Vp : p € H'(R"; R")}, wel-
che sich auf alle Sobolevraume H*(R"; R") mit s € R erweitern lasst. Damit ist (4-8)
formal dquivalent zu

dU, = [WPAU, — P(Uy - V)Uy| + PBdW, (t € (0,T)),

4-9
Uyp=1ug € Li(Rn) ( )

Man wihlt als Grundraum K := H2(R™;R") := H*(R"; R")NLZ(R™; R™) mit o > 1.
Um die Nichtlinearitét F'(z) = P(x-V)x (x € K) abzuschétzen, verwendet man die
Sobolev-Einbettung H*(R") - H"(R") — H'(R") fiir s, >t > 0 mit s +7 >t + Z.
Unter Verwendung von Satz 4.10 kann man zeigen, dass fiir ug € K die SPDE (4-9)
eine maximale lokale milde Losung (U, T) besitzt, wobei U € C([0,7), K) P-fast
sicher gilt.

c) Ausblick und Verallgemeinerungen

Im Wesentlichen beruhte der Beweis des obigen Existenzsatzes fiir eine schwache
Losung auf dem Banachschen Fixpunktsatz. Verwendet man diesen nicht pfadweise,
sondern auf der Menge der vorhersagbaren Prozesse, lidsst sich eine entsprechende
Messbarkeit der schwachen Losung zeigen. Der Beweis ist hierbei dhnlich zu obigem
Beweis, aber insbesondere im Hinblick auf die Messbarkeit technisch aufwéndiger.

Wir betrachten eine nichtlineare SPDE der Form
dXt = (AXt + F(Xt))dt + B(Xt)th, XO = 29. (4—10)

Dabei seien

e A: K D D(A) — K der Generator einer Cyp-Halbgruppe (T°(t)):>o,
e F': K — K messbar,
e B: K — L(H,K),

..’L’QGK.

4.12 Satz. In der obigen Situation gelte
(i) F: K — K ist global Lipschitz-stetig,
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(i) B: K — L(H, K) ist stark stetig (d.h. x — B(z)h, K — K ist fiir jedes h € H
stetig),
(111) fir allet € (0, 7] und s € K ist T(t)B(x) € S (H, K),
(iv) es emistiert ein K € L*((0,T)) mit

IT(@)(B(x) = By)lsrr) < K(O)llz = yllx,
I7(t)B(x) < K@)+ 2,

S (H,K)

fir alle x,y € K und t € (0,T].

Dann ezistiert zu jedem xo € K genau eine milde Lisung X € L>((0,T), L*(Q, K))
von (4-10). Die Abbildung xo — X, K — L>((0,T), L*(Q, K)) ist Lipschitz-stetig.

Der Beweis findet sich in | ]-

Wir beenden die Uberlegungen zu SPDEs mit einer Anmerkung zu héherer Zeitregu-
laritédt. Die Grundlage dafiir ist Satz 4.10 in Kombination mit folgendem klassischen
Resultat:

4.13 Satz (Kolmogorov). Sei X: [0,7] — K ein Gauss-Prozess, welcher die Ab-
schdtzung
1Xe = Xl T2y < Clt = s|* (st €[0,7])

erfiille. Dann existiert ein stochastisch dquivalenter Vertreter Y von X mat der Ei-
genschaft Y € C°([0,T]; K) P-fast sicher fiir jedes 8 € (0,%).

Ein Beweis findet sich z.B. in | ], Proposition 3.15.

Ein Beispiel fiir ein hoheres Regularitétsresultat ist durch folgenden Satz gegeben,
den wir hier nur fiir lineare Gleichungen formulieren.

4.14 Satz. Betrachte die lineare SPDE
dXt = AXt + Bth (t € (O, T)), X() = 29- (4—11)

Dabei sei A der Generator einer holomorphen Cy-Halbgruppe. Fiir ein o > 0 gelte
B € L(H, K,). Weiter sei wenigstens eine der drei folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Q € A(H),
(ii)) B € S (H,K,),

(iti) es existieren X > 0 und B € (0,1 4+ a) mit (A + A)~? € S(K).
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Dann gilt X € C((0,T), K,) fiir jedes v € [0,7) mit o := %+a — B. In den Fillen
(1) und (i) kann B = 0 gesetzt werden. Weiter gilt

X € C7((0, 7], K)
fiir jedes v < min{3, 7o}

Ein Beweis findet sich etwa in | ], Satz 4.12.
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A. Stochastische Grundlagen

A.1 Worum geht’s? Hier werden einige stochastische Grundbegriffe und wichtige
Aussagen der Stochastik kurz vorgestellt, wobei meistens auf Beweise verzichtet
wird.

Im Folgenden sei (2, .%#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum), d.h. .% ist eine
o-Algebra tiber Q und P: .%# — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl (W-Maf}), d.h. ein
Mafl mit P(€2) = 1. Ohne Einschrinkung setzen wir voraus, dass P vollstiandig ist,
d.h. Teilmengen von P-Nullmengen liegen wieder in F.

Im Folgenden seien weiter (5,.%) ein Messraum und F ein separabler reeller Ba-
nachraum mit Norm || - ||, versehen mit der Borel-o-Algebra #(E).

A.2 Definition. a) Eine (E-wertige) Zufallsvariable ist eine messbare Abbildung
X:Q — E. Das von X auf (F,#4(F)) induzierte Maf} ist in diesem Fall gegeben
durch

PX(A):=P(X € A):=(PoX 1) (A) (AcB(E)).

Das Mafl PX heifit auch die Verteilung von X.

b) Sei I eine Indexmenge, und fiir i € I sei #; C % eine Familie von Mengen. Dann
heifit das System {.#; : i € I} unabhéngig, falls

P<Aj1ﬂ"'m‘4jk):P(Ajl)""'P(Ajk)
fiir alle k € N, A, € 4, jo # jo fiir £ ¢ gilt.

c¢) Fiir eine Teilmenge & C % bezeichnet o(&) die von & erzeugte o-Algebra. Fiir
eine Menge von Abbildungen {f;: i € I'}, f;: Q@ — E, sei o({fi : i € I}) die erzeugte
o-Algebra, d.h. die kleinste o-Algebra auf 2, beziiglich welcher alle f; messbar
sind. Somit gilt o({f; : i € I}) = 0(U,c; fi '(#B(E))). Eine Familie {X; : i € I}
von Zufallsvariablen X;: Q — F heit unabhéngig, falls {o(X;) : ¢ € I} unabhéngig
ist.

d) Seien X,Y: Q — E Zufallsvariablen. Dann heifit
EX = / XdP e E
Q

der Erwartungswert von X. Falls £ = R, so heifit
var X := E[(X — EX)?]
die Varianz von X, falls existent, sowie
cov(X,Y):=E [(X —-EX)(Y — EY)}

die Kovarianz von X und Y, falls sie existiert.
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A.3 Bemerkung. a) Falls X und Y unabhingig und reellwertig sind, so gilt
E(XY) = (EX)(EY). Im Fall allgemeiner Banachraume FE beachte, dass EX als
Bochner-Integral definiert ist, wobei hier die Voraussetzung, dass E separabel ist,
technische Vereinfachungen zur Folge hat.

b) Sei E) ein weiterer separabler reeller Banachraum. Dann gilt fiir f € L'(E, B(F), Po
X4 Ey)

BFCY) = [ SX@)APW) = [ f@)d(Pox(a)
Q E
Diese Tatsache wird manchmal auch als Transformationslemma bezeichnet und ist

leicht fiir Stufenfunktionen und dann fiir allgemeine Funktionen durch typische Ap-
proximation zu zeigen. Speziell folgt

EX:/idEd(PoX‘l).
E

A.4 Lemma (Jensensche Ungleichung). Ist o: R — R konvez und X: (Q,.7) —
(R, B(R)) eine Zufallsvariable mit X € LY(Q) und p(X) € L'(Q), so gilt p(EX) <
E(p(X)).

A.5 Definition. Ein Ma8 u: (R", Z(R™)) — [0, o] heifit reelles Gaui-Maf, falls
a € R und o > 0 existieren mit u = N(a, 0?), wobei

fA fOé,O‘Q(Z)dZ, falls o > 0’

N(a,0%)(A) = {60[(14)7 falls o0 = 0.

Hier bezeichnet J, das Dirac-Mafl an der Stelle o € R, und die Dichte f, 2 ist
definiert durch

fao2(2) = \/%exp ( - <Z ; a>2> (z €R).

Das MaBl N(u, 0?) heifit auch Normalverteilung mit dem Erwartungswert o und der

Varianz o2.

A.6 Lemma. Seien o € R, 0 > 0. Dann gilt

N(a,0%) (€) = exp(iag — 30°¢?) (£ €R).
Es gilt o = [ zdN(a,0%)(z) und 0® = [(z — @)*dN(a, 0?)(2).

Beweis. Es gilt Z fo1 = fo1. Sei 0 > 0. Fiir fo 2 = < fo1(=2) folgt damit

ia&—%aQEQ

(7 fae2)(€) = (T fo1)(0€) (€ €R).

= ——c¢
V2T
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Damit erhalten wir N(a, 0%) (&) = vV21(F 7 fo2(§) = exp(ia€ — $06%¢?). Fiir 0 = 0
gilt N(a,0?) = 6, und damit N(a,o?) (€) = €€, Die Gleichungen fiir o und o2
folgen durch Nachrechnen fiir fo; und Verwenden der obigen Skalierung fiir f, ,2. [

A.7 Lemma (Charakteristische Funktion und Fouriertransformation). Sei u W-
Mafs auf (R", B(R™)). Definiere

T,: R") - R, <p|—>/god,u.

a) Es ist T), € /' (R™) und i € L>(R").

b) Sei [] € L' (R™) die zu ji gehdrige requlire Distribution, und sei F : ' (R") —
S (R™) die Fouriertransformation, welche auf .7 (R™) durch

(F)©) = @m " [ @i (pe S @)

n

definiert ist. Dann gilt
(4] = 2n)"2Z 7T, in ' (R").

c) Falls py, po W-Mafle auf (R™, B(R™)) mit 1y = fiz auf R™, so gilt p; = po auf
B(R™).

Beweis. a) folgt sofort aus der Abschéatzung |T),(¢)| < ||¢||oo-
b) Es gilt

¢) Da Z#: ' (R") — '(R") ein Isomorphismus ist, folgt aus 3 = fiz auf R™
bereits T, = T},, auf ./(R™). Um zu zeigen, dass p; = po auf B(R™) gilt, geniigt
es zu zeigen, dass die Mafle auf allen kompakten Mengen iibereinstimmen. Fiir eine
kompakte Menge K C R™ ldsst sich eine Folge (¢,)nen € Z(R™) finden mit ¢, = 1
auf K, 0 < ¢, < 1sowie ¢, — i (n — 00) punktweise, wie man unter Verwendung
des Friedrichschen Gléttungsoperators sicht (Satz 4.21 in | ]). Mit majorisierter
Konvergenz mit der konstanten Funktion 1 als Majorante folgt i (K) = po(K). O
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A.8 Satz (Satz von Kolmogorov). Sei I C R. Fir alle k € N und ty,...,t, € I
seien Mafe pu, auf (R, B((R™)F)) gegeben. Es gelte:

77777 123
(i) Fir alle Permutationen o von {1,... k} gilt
[ty iy t(,(k)(Al X oo X Ap) = iy (Ag1y X oo X Agaiy)
fir alle tq, ...ty € I und alle Aq,..., A, € B(R"),
(i1) fir alle k,m € N mit k <m, ty,...,t,, € [ und Ay, ..., Ay € B(R") gilt
Pty ooty (A1 X XCAR) = Byttt (A1 XX A X w)

(m—k)—mal

Dann existiert ein W-Raum (2, %, P) und ein R™-wertiger stochastischer Prozess
(X¢)ter auf (Q, F, P) so, dass

P(th - Al, e ,th - Ak) ,utl .....
fir alle k € N, ty,... tx € [ und Ay, € B(R") gzlt.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.

A.9 Korollar. FEs existiert eine reellwertige Brownsche Bewegung (Wy)icjo,00)-

Beweis. Man definiert fur 0 <t¢; < ... <t das Mafl
Ntl ..... tr = N(O,tl) ®N(07t2 — tl) ® Ce ®N(07tk —tk_l)
(ProduktmaB). Fiir beliebige t1, ..., t; € [0,00) definiert man das MaB i, ., durch

-----

die Bedingung (i) im Satz von Kolmogorov (Satz A.8). Dann folgt die Behauptung
aus Satz A.8. N

A.10 Satz (Doobsche Maximalungleichung). Sei X = (Xi):co,1) ein rechtsstetiges
Submartingal mit X;: Q — [0,00), und sei p € (1,00). Falls Xy € LP(Q?) ist, so gilt

P
< ——[|X7||zr(0) sup || X/ zr(o

o ~ p—1 <_P L teo,m) >

sup Xy
te[0,7)

| X || 2o (e, oo (0.17)) =

A.11 Satz (Satz vom bedingten Erwartungswert). Seien X: (Q, %) — (R, B(R ))
eine Zufallsvariable und .y C F eine Unter-o-Algebra. Falls X € Ll(Q F,P), s
existiert eine Zufallsvariable Xo: (Q, %o) — (R, B(R)) mit X, € L'(Q, %, P) mzt

/%M:/XM (A € ).
A A

Die Zufallsvariable Xy ist P-fast sicher eindeutig. Man schreibt E(X|.%y) = X,
(bedingter Erwartungswert von X unter der Bedingung #y). Die analoge Aussage
gilt auch fiir messbares X mit X > 0.
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B. Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-Operatoren

B.1 Worum geht’s? In diesem Abschnitt werden einige Aussagen iiber Spurklasse-
operatoren und Hilbert-Schmidt-Operatoren zusammengefasst. Diese treten bei der
Darstellung GauBscher Zufallsvariablen in Hilbertraumen auf, besitzen aber auch
wichtige Anwendungen z.B. in der Theorie der Sobolevraume, wo die Einbettungs-
operatoren unter geeigneten Voraussetzungen Spurklasseoperatoren sind.

Im Folgenden seien H und K separable Hilbertraume.

B.2 Definition. Sei A € L(H). Dann schreibt man A > 0, falls A selbstadjungiert
ist, d.h. es gilt A* = A, und (Ax,z) > 0 fiir alle x € H gilt. Fiir zwei Operatoren
A, B € L(H) schreibt man A < B, falls beide Operatoren selbstadjungiert sind und
falls B — A > 0 gilt.

B.3 Definition. Sei A: H — K ein kompakter Operator, und seien A\;(A*A) >
Ao(A*A) > ... > 0 die Eigenwerte des (kompakten, selbstadjungierten und nichtne-
gativen) Operators A*A € L(H), wobei die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfach-
heit wiederholt werden. Dann heiflen

s;(A) = /N (AA) (G=1,2,...)

die Singuldrwerte von A. Durch Auffiillen mit 0 kann man 57 € N annehmen.

Fir 1 < p < oo wird die Neumann-Schatten-Klasse .7,(H, K) definiert als die
Menge aller kompakten Operatoren A, fiir welche (s;(A)) en € P(N) gilt. Der Raum
»(H, K) wird mit der Norm || Al[s,#,x) := ||(5;(A))jen||erv) versehen.

Speziell heifit .7 (H, K) die Menge der Spurklasse-Operatoren, und % (H, K) die
Menge der Hilbert-Schmidt-Operatoren. Man schreibt auch || - ||t := || - || () und
| - llas == || - l|.7#,K)- Falls H = K, so schreibt man .&,(H).

B.4 Bemerkung. Die Neumann-Schatten-Klassen .7,(H) sind Banachraume und
zweiseitige Ideale in L(H). Falls p,q € (1,00) mit 217 + é =1 und sind A € .%,(H),
B € “,(H), so ist AB ein Spurklasse-Operator. Fiir diese Werte von p und ¢ ist
Z,(H) isometrisch isomorph zum Dualraum von .%,(H).

B.5 Satz. Sei A € L(H, K) ein kompakter Operator mit den von 0 verschiedenen
Singuldrwerten (5,(A))nen,, so existieren Orthonormalsysteme (ey)nen, C H und
(fn)neNA C K: s0 dass

wobei die Rethe bzgl. || - ||L(w, k) konvergiert.
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Beweis. Sei s, := s,(A) fir n € N4. Nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte
kompakte Operatoren existiert ein Orthonormalsystem (e,,)nen, von H mit A*A =
> nen, Sulesen)en. Man definiert f, := s, Ae, (n € N4). Dann gilt

(fo, fm) i = 55 5, Aey, Aey,) = s s, WA Aey, e = 5,081 52 (€, €m) = Onm-

Somit ist auch (f,,)nen, C K ein Orthonormalsystem.

Ebenfalls nach dem Spektralsatz gilt

xr = Z (x,en)e, +T (2-1)

neN 4

mit 7 € ker(A*A). Wegen (A*Az, z) g = ||Az||% gilt ker(A*A) = ker A. Wendet man
A auf (2-1) an, erhélt man

Aa::z a:enAen—anxen

neN 4 neN
Wegen
2
_ 2 2 2 (112
| > sutwentta = - st el < sklal
n>N n>N

konvergiert die Reihe in der Operatornorm. O]
B.6 Korollar. Sei A eine reelle oder kompleze mxmn-Matriz, und seien s1(A), ..., sk(A)

die von Null verschiedenen Singuldrwerte von A. Dann existieren unitdre Matrizen
UeK™™ ynd V e K" so, dass

Diese Darstellung heifit auch Singuldrwerte-Zerlegung von A (SVD = singular value
decomposition).

B.7 Definition. Sei A € ./(H), und seien (A, (A))nen die Eigenwerte von A. Dann
ist die Spur von A definiert durch

tr A := Z An(A

neN
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B.8 Satz. Die Abbildung tr: ./ (H) — C ist (wohldefiniert und) stetig bzgl. der
Norm || - ||t Es gilt | tr A| < ||A||w fiir alle A € S (H). Fir jede Orthonormalbasis
(Tp)neny von H gilt

tr A = Z(Axn, Tn)H-

neN

Beweisskizze. Die Stetigkeit auf . (H) folgt aus der Abschétzung |\, (A4)| < s,(A)
(n € N). Nach dem Schur-Lemma existiert eine Orthonormalbasis (7, )n,eny von H,
bestehend aus Figen- und Hauptvektoren von A, so dass

n

ATy = Oy (n €N)

m=1

mit Koeffizienten «,,, € C gilt, wobei a,, = A\,(A). Sei Py die Projektion auf
span{Zy,...,Tn},sogilt PyAPy — A (N — o0) in . (H) und damit tr(PyAPy) —
tr A. Da R(Py) unter A invariant bleibt, ist der Operator Py APy beschrieben durch
die Matrix (cmn)mn=1,.~. Daher gilt

-----

N N
tr A = ]\}L\Iréo tr(PyAPy) = ]\;iiréoz_;ann = ]\}gréo Z(Afn, Tn).

n=1

Wegen [(AZ,, T,)| = |M(A)] < s,(A) und A € . (H) konvergiert diese Reihe
absolut.

Um dieselbe Aussage fiir eine beliebige Orthonormalbasis (z,)neny von H zu zeigen,
verwenden wir die Darstellung von Satz B.5. Es gilt

(Azp, n) =Y 55(A) (@, €5) (fi,20)

jEN
und damit
Z(Axn, Tn) = Z ZSJ (T, €;) (fj xn). (2-2)
neN neN jeN
Wegen

Z AZL‘n,ZL‘n ZZ‘S] xnaej mnafj)}

neN jEN neN

<3 5@ X lowet) ”Z(Z e 132

= s (Allesll 1]l = 1Al < oo

jEN
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konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (2-2) absolut, und wir kénnen die
Summationsreihenfolge vertauschen und erhalten

Z Axnaxn ZS] Z xn’ej> <fjaxn> - Zsj(A)<fj>€j>'

neN JjEN neN JEN

Damit ist die linke Seite unabhéngig von der Wahl von (z,,),. Wahlt man speziell
X, = I, erhalt man tr A. O

B.9 Bemerkung. Sei A € . (H). Falls A = A* gilt, so existiert nach dem Spek-
tralsatz fiir kompakte Operatoren eine Orthonormalbasis (e, ).en aus Eigenvekto-
ren von A. Damit gilt die Darstellung von Satz B.6 fiir diese Folge (e,)nen (da e,
auch Eigenvektor von A*A = A? ist). In diesem Fall gilt s,(A) = |\, (A)| und
trd = Y (4 )| Gilt sogar 0 < Q € S (H), so ist s,(A) = M\ (A) und
[Alle = tr A= 3", cn An(A).

neN

Falls 0 < Q € L(H), so ist ) genau dann Spuroperator, wenn fiir eine Orthonor-
malbasis (e, )nen gilt: Y, (Aen, e,) < 00.

B.10 Satz. Fir einen kompakten linearen Operator A € L(H, K) sind dquivalent:

(1) A ist ein Hilbert-Schmidt-Operator, d.h. A € S/ (H, K),
(ii)) A*A € L(H) ist ein Spurklasse-Operator, d.h. A*A € .#1(H),
(1) es gilt Y, || Aen||% < oo fir eine (fir jede) Orthonormalbasis von H.

In diesem Fall gilt ||Allfis = 2 en A€l = [|A* Al sowie A* € (K, H) mit
A" [[s = [|Alls-

Beweis. Seien (A, (A*A)),en die Eigenwerte von A*A. Fiir jede Orthonormalbasis
(en)nen von H und jede Orthonormalbasis ( f,,)men von K gilt nach der Parevalschen

Gleichung

neN neN meN meN

Insbesondere ist die Summe unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis. Ver-
wendet man speziell eine Orthnormalbasis aus Eigenvektoren von A*A (Spektral-
satz), so erhdlt man

S = St e e = 3 Al
neN neN neN
Beachtet man noch, dass \,(A*A) = s,(A)?, so erhilt man daraus die behaupteten

Aquivalenzen sowie die Gleichheit der Normen. O
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B.11 Satz. Der Raum .%3(H, K), versehen mit dem Skalarprodukt

(T,S) s (m1,K) := Z<S€”> Te,)

neN

(wobei (e,)nen eine Orthonormalbasis von H ist), ist ein separabler Hilbertraum.
Falls (fn)nen eine Orthonormalbasis von K ist, so ist {f, ® e, : m,n € N} eine
Orthonormalbasis von S5(H, K). Hier ist f,, ® e, = (€n, ) fm-

Beweis. Die Eigenschaften eines Skalarprodukts sind offensichtlich. Sei (7,),en C
S5 (H, K) eine Cauchyfolge. Dann ist (7},),en auch eine Cauchyfolge in L(H, K),
und 7" := lim,, o, T,, € L(H, K) existiert. Es gilt mit dem Lemma von Fatou

1T = Tl i) = D IT = To)exlli = ZJ}E;O (T — Ton)exll%
keN keN
< 1mi£fz (T = Tow)exllie = liminf | T, — Tl 5 r0) = 0 (n = 00).

keN

Also ist T' € S (H, K), und % (H, K) ist vollstédndig.
Es gilt f,, ® e, € S (H, K) sowie fiir T € % (H, K)

(fm @ en,T) i) = Z(en, eo) i fm,Ter)k = (fm:Ten) k-
‘eN

Somit ist {f, ® e, : m,n € N} C #(H, K) ein Orthonormalsystem. Falls (f,, ®
en, T) s i) fiir alle n,m € N gilt, folgt (fn,Te,)x = 0 (n,m € N) und damit
T = 0. Also ist {f,, ® e, : m,n € N} eine Orthonormalbasis. Insbesondere ist
5 (H, K) separabel. O
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C. Funktionalanalytische Hilfsmittel

C.1 Worum geht’s? Hier werden einige, vor allem kleinere, Aussagen aus der
Funktionalanalysis erwéhnt, welche vielleicht nicht jedem geldufig sind. Standard-
begriffe, -sédtze und -methoden aus der Funktionalanalysis werden ansonsten voraus-
gesetzt.

C.2 Lemma. Sei E separabler Banachraum. Dann ezistiert eine Folge (¢n)nen C
E' mit
[zllz = sup [pn(2)] (z € E).

neN

Falls E reeller separabler Banachraum ist, existiert eine Folge (p,,), mit

|zlle =suppn(z) (z € E).
neN

Beweis. Man wihlt eine abzihlbare dichte Teilmenge (z,,)eny von {x € E : ||z|| = 1}
und dazu (¢,)neny C E' mit ||@,||p = 1 und ¢, (x,) = ||z,|| = 1 (Existenz nach dem
Satz von Hahn-Banach). Fiir x € F mit ||z|| = 1 gilt dann ||, (z)]| < ||onllz|z]] =
1. Angenommen, es gilt |p,(z)] < 1—¢ (n € N) fiir ein € > 0. Fiir ng € N mit
|2 = || < 5 folgt dann [png(Tng)| < [@ne(T)] + [no (#) — @ng(ane)| < 1 =3,
Widerspruch. Somit gilt ||z|| = sup,cy |¢n(2)] fiir alle z € E mit ||z|] = 1 und durch
Skalierung fiir alle z € E. Falls E reell ist, ersetzt man |p,| durch +¢,,. O

Im Folgenden seien H, H; reelle separable Hilbertraume.

C.3 Definition. Sei T' € L(H, Hy). Dann heifit

1

T7" = (Tgerrr) : R(T) = (ker T)*

die Pseudo-Inverse von 7T

C.4 Bemerkung. Seien T € L(H,H,) und T7': R(T) — (kerT)* die Pseudo-
Inverse von T'. Man definiert auf dem Raum H, := R(T") C H; das Skalarprodukt

<x>y>R(T) = <T_1$7T_1y>H ($, ye R(T)>'

Dann ist Hy ein Hilbertraum. Falls (e, ),en eine Orthonormalbasis von (ker T')* ist,
so ist (T'e,)neny C Hy eine Orthonormalbasis von Hy.

Denn T': (ker T)* — R(T) ist eine Bijektion und sogar eine Isometrie, wenn R(T')
mit der Norm || - || g¢r) versehen wird.
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C.5 Lemma. Seien T € L(H, Hy) und Q :=TT* € L(H;y). Dann gilt
R(QY?) = R(T) und ||Q"allm, = IT "z (x € R(T)),

wobei Q=12 die Pseudo-Inverse von QY? und T~' die Pseudo-Inverse von T ist.
Insbesondere st T': ((kelfT)L7 | - ||H> ( @72, - | regr/2) ) ein isometrischer
Isomorphismus.

Beweis. Man kann zeigen, dass fiir zwei Operatoren T} € L(H, Hy) und T; € L(H;)
mit |Tfz||g = [|[Tyz||n, (x € Hy) bereits R(Ty) = R(Ty) sowie |17 'z||lz =

|75 z||g, (x € R(Ty)) gilt (Proposition B.1 in | ). Da @ selbstadjungiert
ist, gilt

QY2 x|, = 1Q23y, = (Qu,2)u, = (TT @, 2)u, = | T2,
und die Anwendung der obigen Aussage liefert die Behauptung. O

Im Folgenden verwenden wir einige Aussagen aus der Halbgruppentheorie, die wir
hier nicht beweisen.

C.6 Lemma. Sei E ein reflexiver Banachraum, A: E D D(A) — E der Erzeuger
einer Cy-Halbgruppe (T'(t))i>0. Dann ist der adjungierte Operator A': E' D D(A") —
E' der Erzeuger der adjungierten Halbgruppe (T'(t)")i>o-

C.7 Lemma. Sei A der Generator einer Cy-Halbgruppe (T'(t))i>0 im Banachraum
E. Dann gilt fir alle x € D(A) die Gleichheit

d
dt

und damait fir 0 <r <t

L S(t)e = AS(t)x = S(t)Az (> 0)

/t S(s)Axds = S(t)x — S(r)x,

/t S(s —r)Azxds = S(t —r)x — x.

Wir betrachten im Folgenden nichtganzzahlige Potenzen von Operatoren. Dazu dient
folgende Definition, wobei E ein komplexer Banachraum sei.

C.8 Definition. Ein linearer Operator A: E D D(A) — FE erfiillt Bedingung (P),
falls [0,00) C p(A) gilt und es ein M > 0 gibt mit

) M
1A= o) <

SToa (A>0). (3-1)
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C.9 Bemerkung. a) Unter Verwendung der Potenzreihe fiir die Resolvente sieht
man sofort, dass aus Bedingung (P) sogar folgt: Es existieren ein 6, > 0 und ein
ro > 0 so, dass

{AeC: N <rfu{reC:largz| <0} C p(A),

und fiir alle A in dieser Menge gilt immer noch die Abschitzung (3-1) (mit evtl.
gedndertem M).

b) Falls A eine beschrankte holomorphe Halbgruppe (7'(t)):>o erzeugt mit negativer
Spektralschranke (d.h. es gilt |T(t)||L(sy < Me*" mit w < 0), so erfiillt A die
Bedingung P.

Im Folgenden sei A ein Operator, der Bedingung (P) erfiillt.

C.10 Definition. Sei 7,9 der Schliissellochweg mit Radius r < 7y und Winkel
6 € (0,6p) (mit ro und 6y wie in Bemerkung C.9 a)). Dann definiert man fiir o € C

mit Rea <0 ]
(—A)* = — A% — A)*ld)\.

27TZ Yr,0

C.11 Bemerkung. a) Fiir Rea € (—1,0) gilt

(—A)*z = Smm/ 1A — )7 1dt.
0

™

b) Es gilt (—A)™ = ((—A)™")" fiir alle n € N. Fiir Rea < —n gilt R((—A)*) C
D((=A)") und (—A)*(—A)* = (—A)"". Fiir Rez;,Rezy < 0 gilt (—A)* (—A)* =
(~ Ay,

C.12 Definition. Sei Rea € [0,n) mit n € N. Dann definiert man

D(-A)Y) ={z e X: (mA) "z e D((-A)")}, (—A)%% :=(-A)"(-A)* "z

C.13 Bemerkung. a) Fiir Rea > 0 gilt D((—A4)*) = R((—A)™) und (—A)* =
(=A)~)~. Mit der Norm z + ||(—A)%z|| g wird D((—A)*) ein Banachraum.

b) Es gilt (—A)" = ((—A)~")~! fiir alle t € R, aber der Operator (—A)" ist im Allge-
meinen nicht beschrinkt. Man sagt, ein Operator gehort zur Klasse BIP (,,bounded
imaginary powers®), falls (—A)" € L(F) fiir alle t € R und es eine Konstante C' > 0
gibt mit [[(—=A)"|1m) < C (|t < 1).

Ausgehend von Teil a) der obigen Bemerkung, definiert man eine Skala von Inter-
polationsrdumen, welche dem Operator A zugeordnet ist:
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C.14 Definition. Fiir & > 0 definiert man den Banachraum E,, als D((—A)%), ver-
sehen mit der Norm ||(—A)® - ||g. Fiir & < 0 definiert man E,, als Vervollstdndigung
von E bzgl. der Norm [[(—A)“ - ||g. Man setzt noch Fy := FE.

C.15 Satz. Sei A der Generator einer beschrinkten holomorphen Halbgruppe (T'(t))i>0
mit negativer Spektralschranke.

a) Fir alle o € (0,1) gilt

1Ttz = zllp < Cat®l|2lp, (¢ € Ea, t € (0,1]).

b) Fir alle o, 5 € R mit o < 3 gilt

IT(#)2]l g, < Capt®Pllzlle, (2 € Bt € (0,1]).
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